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4.1 Stammfunktionen

Definition 4.1.0 :
0 #1CR Intervall, f,F:I — R.

F Stammfunktion f &

(1) F stetig

(2) Es gibt eine hichstens abzdhlbare Menge A C I, so dass F in jedem
Punkt von I . A linear approzimierbar ist und

DF(z) = f(z) fir alle ¢ € A.

Lemma 4.1.1 :
F, F Stammfunktionen von f.
Dann ist F = F + const.

Beweis : allgemeiner Mittelwertsatz. g

Definition 4.1.2 :
f I — R lokale Regelfunktion :< f‘[a,b] Regelfunktion fir alle [a,b] C I.

Offenbar sind die stetigen Funktionen C(I) und die monotonen Funktionen
Mon(I) Teilmenge der R-Algebra Ry,.(I) der lokalen Regelfunktionen auf I.
Ist I = [a,b], so ist R[a,b] = Ry.[a,b]-

[HS] Eine lokale Regelfunktion hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeits-
stellen.

Bemerkung: Die Umkehrung ist i.a. falsch.

Beweis des (HS):

(1) Ist M = | M,, und jedes M, hochstens abzihlbar, so ist auch M
n>0
hochstens abzihlbar:
©n : N = M, induziert eine Surjektion Nx N — M, (n,m) — ¢, (m).
Durch Komposition mit einer Surjektion N — N X N findet man eine
Surjektion N — M.

(2) Dal = U [an,bn], geniigt es zu zeigen, dass eine Regelfunktion hochstens
n>o

abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen hat.
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(3) SeiT,, € Ta,b], f € Rla,b], so dass T, Wf, und sei T € [a, b] derart,

dass jedes T, stetig in T.
Zu e > 0 gibt es dann ein N € N, so dass ||T;, — f|| < &, und ein § > 0,
so dass |Ty(z) — Tn(Z)| < § fiir alle |z — | <6, = € [a,b]. Dann ist

f@)— f@| < 1f@) —TIn(@)] + [Tv(z) - Tn(@)| + [In(@) - f@)
< 2f - Tull + [T (o) — Tw(@)] < &,

d.h. f ist ebenfalls stetig in 7. Insbesondere sind die Unstetigkeits-
stellen von f eine Teilmenge der Unstetigkeitsstellen der T,, und daher
hochstens abzihlbar.

Theorem 4.1.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
f I — R lokale Regelfunktion,

zel, F:1—-R, F(x) ::ff(t)dt.

Dann gilt v

(1) F ist eine Stammfunktion von f.

(2) Fliir jede Stammfunktion G von f ist

T

¢ = Glz) - 6@) = / F(t)dt.

T

Beweis :
F ist stetig und bis auf eine h6chstens abzdhlbare Menge differenzierbar,
und dort ist DF(z) = f(x). O

Bezeichnung: C!(I) := {F : I — R |F differenzierbar, DF stetig}

Folgerung 4.1.4 :
Das folgende Diagramm kommutiert:

ciny —2 5 o

surjektiv

| T

CY(I)/kernD —— C(I)/R

1R
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Beweis :

Nach dem Hauptsatz ist D surjektiv, nach dem allgemeinen Mittelwertsatz
kern D = R. O
EX:

4 (sinz)dz = § sin’

N[

cosz)sinzdr = 1

[1]

[2] f:[a,b] —» R; differenzierbar, so dass f’ € Rla,b].
Dann ist fTI € R|a,b] und

(=T

S
=y

b b
(@) = 4 og f(x))dx
a/f(m)dm — [ 4 tog @)

a

~

= logof

g (1),

b
a

Integrationsmethoden 4.1.5 :

[1] Partielle Integration

u,v : [a,b] = R differenzierbar so dass u',v' Regelfunktionen.
Dann ist D(u-v) =u'-v+u-v', d.h.

- /b ' (x)v(z)ds + /b u(z)v' (z)dz

oder

EX: )
/ x - exp(x)dz.
a

Setze wu(x) :=exp(x), v(z):=z.

b
/ z - exp(z)dz
a

. b
id - exp

_ / ' expla)dz

b
= (id—1)-exp

a

= (b—1)e’ — (a—1)e"

a
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[2] Substitution

f I — R lokale Regelfunktion,
¢ : [a,b] = R differenzierbar, so dass

(1) bildp C I
(2) z+— fog-¢(z) Regelfunktion auf [a,b).

F Stammfunktion von f.

Dann ist
(Fop) = (fop) ¢, dh
b ©(b) b ,
Foal] = [ “iwdy= [ (7o0)e)¢(w)is
a ¥(a) a
EX:
p 2
z
/ T+2%
a
Setze o(z) := 1+ 22, ¢(z) = 2z, sowie
fly) =3
Dann ist 9
oy 2z
foulw) ¢(e) = oy,
also
b »(b)
/ 2z dr = / @—lo 1+b
1+22 7 I1¥a2
a v(a)

Definition 4.1.6 :

0 #1CR Intervall,
fn : I = R eine Funktionenfolge.

(fn) konvergiert lokal gleichmdfig :(:)(fn‘[a,b]) konvergiert gleichmdfig fir
alle [a,b] C I.

Beispielsweise konvergiert jede Potenzreihe A(z) = > a,z™ lokal gleichméBig
n>0
in ihrem Konvergenzintervall (—R 4, R4), falls R4 > 0.
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Satz 4.1.7 :
0 #1TCR Intervall, T € I,
fni—= R n=0,1,2,... differenzierbar, so dass

(1) (fn(Z)) konvergent
(2) f} lokale Regelfunktionen

(3) (f]) konvergiert lokal gleichmdfig.

Dann konvergiert die Folge f, lokal gleichmafig gegen eine differenzierbare
Funktion f, und es gilt
[ =tlim f,
d.h.
(D olim)(f,) = (lim o D)(fy).

Hinweis: Die Voraussetzung, dass f; lokale Regelfunktionen sind, ist iiberfliissig:
vgl. Dieudonné: Foundations of Modern Analysis 8.6.3

WARNUNG: Im allgemeinen ist D o lim # limoD.

fa(z) == Lsin(nz), f, WO, f1(z) = cos(nz). f] konvergiert noch nicht

einmal punktweise:

(1 n=0(2)
cos(mn) = { ~1 n=1(2)

Folgerung 4.1.8 :

> fn Reihe differenzierbarer Funktionen,

n>0

> fl lokal gleichmdpig konvergente Reihe (lokaler Regelfunktionen),
n>0

> fn(T) konvergent fiir wenigstens ein T € 1.

n>0
Dann
konvergiert > fn lokal gleichmdfig,
n>0
> fn ist differenzierbar und
n>0

n>0 n>0
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Beweis von Satz 4.1.7:
Es gibt eine lokale Regelfunktion g, so dass

fl — g lokal gleichméBig.

Dann konvergiert auch die Folge Fj, der Stammfunktionen

T
Fo(z) = / f1.(t)dt von f] lokal gleichmiBig
T

gegen die Stammfunktion G(z) := [ g(¢)dt von g, da

Ble—y

(@) = G(@)| < |7 = 90| @
fiir alle z € [a,b] C I und alle Intervalle [a, b], die Z enthalten.

In=Fu+Jn (T)
konvergiert daher lokal gleichméflig gegen

f =G+ lim f,,(T).

A priori ist G und damit f stetig und bis auf eine héchstens abzihlbare
Menge A differenzierbar und damit

f(z) = G (z) = g(z) = lim f] (z) fiir alle z ¢ A.

Tatsichlich ist G iiberall differenzierbar und G'(z) = g(z) fiir alle z € I.

Seien zg, T € [a,b] C I. Fiir z € [a,b], = # =z, ist dann

w—g(wo)z
w_%/'@ 0+ F2(0) — i) + i) — glau) de
_.’B—.’Eo/ )dt+
:v—:vo/ — fi(z0)) dt +
a:—zo/ (fr(zo) — g(zo)) dt
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d.h.
G(z) - G(z 1 r
CO =B gag) = L [ (gte) — futw) e+
r — Xy T =T Jgg
r — X
+ (fa(@0) — 9(20))
und somit
G(z) — G(zo) '
SO )| <20 12) || +
+ fn(:l;) - fn($0) _ fTIL(a:O)‘
I — Xy
Zu ¢ > 0 gibt es zunéchst ein N € N, so dass
e
2|[(o = 52) | < 7
und dazu dann ein § > 0, so dass
In(@) — fn(wo) 4 €
pr— fn(@o)| < 1
fiir alle |z — z¢| < 6, x € [a,b], d.h. G'(zg) = g(z0). O
Satz 4.1.9 :
A(z) := ). anz™ Potenzreihe mit Konvergenzradius Ry > 0.
n>0

Dann hat auch die formal abgeleitete Potenzreihe

! . n—1
Form(T) = g na,T
n>0
den Konvergenzradius R4,

A ist differenzierbar in (—Ra,Ra) und
Al(z) = A%, (z) fir alle x € (—R4, Ry)-

form

EX:

1 1\ I 9
e (1—:1:) 7;)56 + 2z + 5z +
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Beweis von 4.1.9:
Es geniigt zu zeigen, dass A’ ., den Konvergenzradius R4 hat.

Sei R := sup{t > 0| (nant™ ') beschrinkt}, d.h. R = RA'form'
Sei 0 <t < Rq. Wihle ¢ > 0 so dass t < t(1 + ¢) < R4. Dann gibt es ein
C >0, so dass |a,t"(1 4+ ¢)"| < C fiir alle n > 0, also

C
7 > |ant" (1 +€)"| > |ant" ! - ne| nach Bernoulli

und somit C
n—1
|nant | S Ea
dhO0<t<R,also R4 < R.
Ist umgekehrt 0 < ¢ < R, so gibt es ein C, so dass |na,t" | < C, d.h.
lant"| < C - t.
Daher ist auch R < Ry4. O

Definition 4.1.10 :
0 #1CR Intervall, f: T — R

(1) fO =g W= )= (f(”_l))l, falls existent.
(2) f n-mal stetig differenzierbar :< ™) egistiert und ist stetig.
(3) f oo-oft stetig differenzierbar = ) ezistiert fiir alle n > 0.

Fiir die n-te Ableitung f™ schreibt man auch

dm
d:v—”f oder D" f.

Durch Induktion beweist man leicht die sogenannte

n

Leibniz-Regel : (f - g)™ = Z (:)ﬂk) gk,
k=0
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EX:
22 sin & z#0
— z
1 @)= { i
f ist differenzierbar in R, aber nicht stetig differenzierbar:
2zsin L — cos 1 z#0
! — T T
f@y_{o z=0

und f’ (%) = +1.

[2] Sei f: I — R 2-mal stetig differenzierbar

aq

@) f© konvex

@) O

(i1) f@ >0

(i)  f(z) > jzf () := f (@) + ['(@)(z — T)

Folgerung 4.1.11 :

z+ Alz) = Y apx™ ist in (—R4, Ra) co-oft differenzierbar, und es gilt
n>0

_ A™)(0)

n!

Qn

EX:

$n+1

n+1’

|z| < 1.

log(l+z) = Z(—l)"

n>0

Folglich log™ (1) = (=1)"~1 . (n — 1)!

Satz 4.1.12 (Taylorsche Formel)
T € I CR Intervall, f: I — R (n+1)-mal stetig differenzierbar.
Dann ist firz eI

" e(k) (g
0= 6 2+ R
k=0

mit dem ,Restglied“

R (o) = oy [ (@ ="/ (0.

T



Beweis :

Induktion:
X

n=0: f(z)—f(Z)= If’(t)dt = Ry(z).
X

Nach Induktion ist

(& — )"t fi)(t)dt

Ry, (.77) = (n—ll)!

Ble—g

Partielle Integration liefert:

Ru(2) = 1 /™ (@)(x — )" + Ry (2).

Folgerung 4.1.13 :
Es gibt eine Abbildung € : 1 — R, so dass fiir alle x € 1

n+1 f(k

(z —D)* +e(z)(z —7)* !

mit € stetig in T, £(T) = 0.

Beweis : Definiere

() 0 T=71
e(z) == (n+1) (7 _
WRMI(JC) - f(Tlgf) T#T
Da .
1 (x—1t)"
=1
n—i—l/(m—f)”*‘ldt ’
T
ist
1 z —t)" _
- / A (10 - 1 @) a
T
folglich

le(@)] < — sup |[FHD(E) — (),

n: teg

wobei J = [Z, z] bzw.[z,T].

Da f(™t1) stetig, ist € stetig in Z und (%) = 0.

130
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Anwendungen 4.1.14 :

[1] f®+Y =0 < f Polynom vom Grade <n

[2] (Regel von I’Hépital)
frg: I — R(n + 1)-mal stetig differenzierbar,
T € I so dass

fP@) =gW(@) =0 firk=0,..,n, g"(@)#£0.

Dann existiert

=T (g .T)
und es gilt
. fl@) ()
@) T A g ()
Denn:

Zuniichst gibt es ein § > 0, so dass ¢tV (z) # 0 fir alle z € I mit
|z — | < §. Fiir diese z ist dann

(@) _ fD@) + (4 1) ()
9@) ~ gm@) + (nt 1)L ey(a)

Da ef und g, stetig in T, €7(T) = €4(Z) = 0, folgt die Behauptung.

EX: [ 1 log' (1 1
ligt09 +2) o log'(ltz) 1
z—0 x z—0 z! z—01 +x

[3] T € I C R innerer Punkt,
f:I— R (n—1)-mal stetig differenzierbar,
fEN@) =0 fir k=1,...,n, f®T)(Z) £ 0.
aq

(i) = relatives Mazimum von f

(ii) n+ 1 gerade und f"+D(T) < 0.



132
Beweis zu [3]:

Zunichst gibt es ein § > 0, so dass (z — 6,7 + ) C I und

10) = 10) = (g V@) + ) (- D)0
fiir alle z € (T — 0,T + 9).
(i) = (ii):

E f(z)— f(Z) <0 fir alle z € (T — §,T + 0).
Fiir diese x ist dann, falls n + 1 ungerade,
1

>0 T <7,
(n+ 1) z

f(n-l-l)(f) +e(z) = { <0

also f("+1)(z) = 0, ein Widerspruch.
Ist (n + 1) gerade, so ist f("+1D(z) < 0, also < 0, da # 0.
(i) = (i):

Es gibt ein 0 < < 4, so dass

1 1 1
(n+1) (= .. (n+1) (=
oy @) <g Gyl @ <0
fiir alle |z — | < 7. O
EX:
0 z=0
flz) = { exp(—zz) z#0
Fir z # 0 ist

x) 1
n(®) - eap(~ )

mit einem Polynom p,, vom Grad < n, insbesondere:

£™(0) = 0 fiir alle n > 0.

Definition 4.1.15 :
TeXCICR, f:I— R oo-oftdifferenzierbar

(1) )
i) =3 P @ e - 2"
k=0

heifft m-Jet (oder n-tes Taylorpolynom) von f in T.
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k) (%
jef(@) = L@ gy

k!
k>0

heif§t co-Jet (oder Taylorreihe) von f in T.
(3) jzf stellt f auf X dar :& jzf — [ auf X punktweise.
EX:
[1]

0 z=0
=gy Ep

Jjof =0;  jof stellt f nur in O dar.

[2] £ — arctan(z) ist oco-oft differenzierbar,

x2n+1

ja] <1

joarctan(z) = Z(—l)”

"0 2n+1

= arctan(z),
d.h. der jet stellt arctan auf |z| <1 dar.
Bemerkung 4.1.16 :
Es gibt ein R > 0, so dass jzf lokal gleichmdfig konvergiert in |z —Z| < R,
und in |z — | > R divergiert.

Potenzreihen A(z) := Y, soan(z —T)" stimmen mit ihrem Jet jzA = A
tiberein. -

Satz 4.1.17 :

aq
(i) jzf(z) = f(2)
(i) Rp(z) — 0.

Beweis : |jz f(z) — f(z)| = |Rn(z)|. O
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Folgerung 4.1.18 :
T € [a,blCI, A, B>0 so dass

1F®], 4l = sup |F®(@)] < A-B".

z€(a,b

Dann konvergiert j§|[a b gleichmifig gegen f|[a B

Beweis :
Fir z € [a,b] ist
lizf(z) = f(@)] = |Rny1(z)|
1 T
= ol [@-or e @
n!
T
1 n n+1
d.h. (b—a)".B"
. —a)".
|27 =Dy < 4B 2=
Da exp ((b — a) - B) konvergiert, ist (bfanﬂ eine Nullfolge. O



