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4.2 Elementare Funktionen: (14 z)®

Fiir natiirliche Zahlen 0 < k < n ist bekanntlich der Binomialkoeffizient

(n>:_ n! nn—1)...(n—k+1)

k)T Kln—k)! !

Die rechte Seite erlaubt folgende Verallgemeinerung fiir « € R und k£ € N:

a |1 k=0
[ a(a—l)..k.:ga—k—l—l) k>0

Offensichtlich ist (Z‘) = (0 genau dann, wenn o = m fiir eine natiirliche Zahl
0<m<Ek-—1.

Satz 4.2.0 :
Die Potenzreihe

2 ()
n
n>0
konvergiert fir |z| < 1, und es gilt
> (8)en = (b ol <1
n>0 n
Zusatz: Ist a > 0, so konvergiert

> (%) absolut,

n>0
>on > 0(%)z" absolut und gleichmifig in |z| <1
und es gilt

Z (a>m": 1+2)% |z <1, a>0
n

n>0

Der Identititssatz fiir Potenzreihen liefert

Folgerung 4.2.1 :

EX:
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Beweis des Satzes:
E o € R, da in diesem Fall fast alle Binomialkoeffizienten verschwinden.
Ist a € N, so ist (Z) # 0, und nach QK ist fiir 0 < |z| < 1

(e’ n+1 _
(n-l—l)'r — |a n| |$| N |.’L‘| <1
(Z)a:" n+1

d.h.
Z (oz) z" konvergiert absolut in |z| < 1.
n>0 n

Ist >0, a,:= |(Z)" so ist

fntl :n_afi'lrnZ[a]—l—l.
an n+1

Fiir diese n ist
na, — (n+1)apt1 =a-a, >0

d.h. (n-ay) ist schliefflich monoton fallend. Deshalb existiert

v:=limn - a,

und v > 0.
Die k-te Partialsumme der Reihe Y (na, — (n+ 1)ap+1) ist —(k + 1)ag1.
n>0
Daher konvergiert die Reihe ) (na, — (n + 1)ap+1), und damit wegen
n>0
1
an, = a(nan —(n+1anps1)

die Reihe

Sa=3|(7)]

n

n>0 n>0

Wegen |(%)z™| < [($)] fiir |#| < 1, konvergiert fiir & > 0 die Reihe Y (2)z"

n>0
absolut und gleichméBig in dem Intervall [—1, 1].
Schliefllich sei fir « € R, |z| < 1

also
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da (n+1)(,,) = a(agl). Mittels der Rekursionsformel

n+1
()= C) Go)
= + , n>1
n n n—1
und einer direkten Rechnung folgt
(1 + 'T)fa—l(x) = fa(x)

oder
I+ 2)fo(z) =a folz), |2] <1, a €R,
d.h. f, erfiillt die DGL

% (falz)- (14+2) %) =0
Dabher ist fo(z) = const(1l + ), und schlieflich wegen f,(0) =1
falz)y=(1+2)% |z| <1, a €R
Fir a > 0 gilt sogar
fa(z) =1+ ) fir |z <1

nach dem Abelschen Grenzwertsatz.
Beachte: (—1,1] = R, z+— (1 + z)® = exp(alog(l + z)), hat eine stetige
Fortsetzung nach —1 fiir o > 0. a

Folgerung 4.2.2 (Approximationssatz von Weierstrass)
Es gibt eine Folge (py,) von Polynomen, die auf [—1,1] gleichmaflig gegen
die Funktion z — |z| konvergiert.

Insbesondere ist also die Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Fol-
ge differenzierbarer Funktioen im allgemeinen nicht differenzierbar.

Beweis : .
_ o 2 1 — 2 1\ (1 _ 2\n
ol = (1= =) = 3 (2) (-0 - o
n>0
Die Partialsummen sind Polynome, die auf [—1,1] gleichmiBig gegen die
Abbildung

konvergieren. O

ENDE der Vorlesung Analysis I



