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Losungen zum 3. Ubungsblatt zur Analysis II

3.1:
Benutze den Hinweis sowie die Gleichungen x_,(0) = x—n(1) = 1. Damit folgt:

a):

1 fir0<z< 32
f(z) = 1 2
-1 firg<z<l1

- fol f
. 1/2 ) i . |
n#0: f(n)= /O | X—n(t)dt — /1 Xt = 5 (.[x_n(lt)]O ~ x-n®],)
= 5= (D" =) = (1= (=1")) = = ()" = 1)
_J0 fiir n gerade
|22 fiir n ungerade.

f ist von beschriinkter Variation (V' f = Vol/ 2 f+ Vll/2 f =2+ 2 = 4). Nach Dirichlet-Jordan
konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen

1 fir0<z<3

fFz)={-1 fir il <z <1
0 fﬁr:vz(),%
b):
T fir0<z< 3
flz) = 1 i
l-z firz<z<l1

X 1/2 1
n#0: f(n) = / tx—n(t)dt +/ (1 —t)x—n(t)dt , mit partieller Integration:
0 1
i

. 1/2 1
-l ([tx_na)];/"’ - /0 Xeal)t+ (1= Ox-n (0] + [ . xn<t)dt)

- ﬁ ((%(—1)" —0) + (0— %(—D") - (/01/2x n(t)dt — //2 n(t )dt)>
_ % ( /0 Y bt - /1 /12xn() ) (2m) (2m> o~ xaliys)

(27rn)2 (((_l)n - 1) - (1 - (_1)n)) W(( l)n )

)0 n gerade
n ungerade.




f ist stetig und von beschriinkter Variation (Vy f = Vol/ “F4 1/2 f =341 =1). Nach Folgerung
zu Dirichlet-Jordan konvergiert die Fourierreihe gleichméiflig gegen f.

3.2: Beweis mit Skalarprodukt:

Nach Internet-Skript S.163 bildet M := {x, | n € Z} ein Orthonormalsystem im C-Vektorraum
Vr:={f:R— C| f 1-periodisch, f ‘ Regelfunktlon} Damit ist M linear unabhingig iiber
C.

Detail-Beweis: M linear unabhéingig <= jede endliche Teilmenge ¥ C M linear unabhingig.

E :={Xkgs--- » Xk, } mit k; € Z paarweise verschieden, X, ..., A, € C, so dass
n
Z /\ijj =0 (1)
Jj=0

Mit (xm|xn) = fol Xm(t)X—n(t) = Opmn folgt fiir jedes i =0,--- ,n

= Z)‘j (ij ‘sz) = Ai.
=0

0= 0|Xk Z )\]Xk

Beweis mit Fundamentalsatz:
Gelte (1). Dann folgt fiir jedes ¢t € R

n

n
0= Z Nixk; () = ) Aj (exp(—Zm't))kj
— =

Mit w := exp(—2mit) folgt fiir alle w € S*, dass

> xjwhi =0. (2)
j=0

Sei B ko < k1 < ... < kyp, kj nicht notwendig > 0. Multipliziere (2) mit w ko ¢ §1. Dann folgt
> j—o Ajw™ = 0, wobei m; := kj — ko > 0 fiir alle j. Das Polynom p(z) := 377 (A;jz™ hat
unendlich viele Nullstellen w € S 1, folglich A; = 0 fiir alle j.

3.3:

a) Setze f(z) :=z,0 < z < 1, 1-periodisch fort. f|[o,1} ist von beschriinkter Variation (V' f = 2).
Daher konvergiert die Fourierreihe von f punktweise gegen

(@) = {

fir0<z<l1

firz=20

o= 8

Berechnung der f(n):

= [jtdt=1

n#0: fn) = [ Cocadt = o (fox-a(0)]) - | xenttde) = 55 (1= g b))

' 2mn
= ﬁ, insbesondere f(—n) = —f(n).



n n n .
1

sn(f) = fR)xr = FO) + D (FR)xn + F(—R)x—k) = 5+ 5= (xk — x—¢)

2
k=—n k=1 k=1

N =

Wegen xi(z) — x—k(x) = 2ilmy(x) = 2isin(2nkz) und der obigen Konvergenzbetrachtung folgt

firo<z<1
:———Z—sm (27kx),
k>1

. : : 2 N 5

wie behauptet. Weiter gilt (||f||2) — ZnEZ \f(n)|2 > Zn21 1f(n )|2 47r2 Zn>1 % EnZl #
. . 1 2

konvergiert. Genauer gilt 3 = [, t2dt = (||f[2)” = |f(0)*> + 23 s If(n)? =1+ 2—12 Y ns1 L,

woraus wieder Y, o, = = %2 folgt.

b) f:R— R, z+— |sin(27z)]

1
5 1
2
f stetig und von beschréinkter Schwankung (V' = 4), daher konvergiert nach Folgerung 5.2.16
zu Dirichlet-Jordan die Fourierreihe von f gleichméfig gegen f.
Berechnung der f(n):

_ Jsin(2rz) = % (x1 — x-1) 0<
f(z) = {—sin(27r:1:) = _%(Xl — X—ll) % <

R 1/2 1
f(0) = /0 sin(27t)dt — /1/2 sin(27t)dt = —%([cos(%rt)] 1/2 — [cos(2nt)] 1/2) = %

n#0: f(n / F)x—n(t)dt = (/l/z(m —xl)xn(t)ﬂllt—/l1 (x1 —x_1)x—n(t)dt)

/2
1/2 1
=% (/0 (X—(n—1) = X—(nt1)) ()dt — /1/2 (X—(n-1) —X—(n+1))(t)dt)
(3)
Wegen o = 1 sind die Fille n =1 und n = —1 separat weiterzubehandeln:
. 1 1/2 1 1/2 1
f(l) = —(/ 1dt — / 1dt —/ X,Q(t)dt +/ ng(t)dt>
21 \Jo 1/2 0 1/2
—i 4 1

= 5 g (B2 + b2} p) = g (D 1 1= (1) =0

Analog folgt f(—1) = 0. Fiir n # 1, =1, 0 folgt aus (3) weiter:

fn) = o

Z(ﬁqx‘(”‘l)(t)]éﬂ ~ e @] )
= sty POl = D], ,))

= 47T(71217_1)(((—1)72—1 -1) - (1- (—1)"—1)> - m«(_l)nﬂ -1) - (1- (_1)n—|—1))
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-2 d
(-)rt—1=(-nrt -1 = { " eerace

0 7 ungerade

A

Deshalb folgt weiter f(n) = 0 fiir n ungerade, wihrend fiir n gerade gilt

A 1 -4 —4 -2
fln) = E(n—l a n—i—l) -~ 7w(n?—-1)
Insbesondere gilt f(—n) = f(n). Damit folgt

sn(f)

n
+ f(k)2Re Xk
k=1

3

n
FO) + > (F(8) Otk +x-1) =
k=1
und diese Reihe konvergiert gleichméfig gegen f, d.h., wenn man 2m fiir gerades k einsetzt:

. 2 4 1
| sin(27z)| = i mz;l pr—— cos(4mmz)

3.4:
f! stetig differenzierbar = f’ von beschrinkter Variation und stetig = die Fourierreihe von f’
konvergiert gleichmiiflig gegen f'. Gleiches gilt fiir f. Also

F'=3"F(m)xn (|l llsc-konvergent), (4)

neZ

F=Y f(mxn (|l lloo-konvergent).

neZ

Vermutung: Darf f gliedweise differenziert werden?
Dann wiirde folgen, da (xo)' = 0, (x»)' = 27inxn,

=YY" (@rinf(n))xn (5)
nez
n#0

Weitere, daraus folgende Vermutung:

f'(n) =

~ {O firn=20 (6)

ominf(n)  sonst.

Gliedweise differenzieren um die Ableitung einer Reihe auszurechnen, darf man aber nur, wenn
zuvor bekannt ist, dass die gliedweise abgeleitete Reihe (hier: (5), nicht (4)!) gleichmé&Big kon-
vergent ist, und das ist im vorliegenden Fall nicht unmittelbar zu sehen, denn die gliedweise
Gleichheit von (4) und (5) (also Vermutung (6)) darf ja nicht vorausgesetzt werden.

Ausweg: Integrieren von Reihen ist einfacher als Differenzieren, also umgekehrter Weg: Beginne



bei f', gehe per Integration iiber zu f und vergleiche zwei Reihendarstellungen von f:
Fiir jedes feste z € R gilt nach dem Hauptsatz

+ /Ox f'(t)dt = / > fi(n)

neL

GleichméBig konvergente Reihen diirfen gliedweise integriert werden. Mit f fo
f(1) — £(0) = 0 (da f 1-periodisch) folgt

o =i
0+ X P [t = 10)+ 3 Py (o) —xal0), (D)

nEz A

n#0 n#0
Darf die in (6) rechtsstehende Reihe als Differenz zweier konvergenter Reihen geschrieben wer-
den?
Nach HS 1 zu Dirichlet-Jordan (Internet-Skript S.158) existiert, da f! von beschrinkter Varia-
tion, ein C' > 0, so dass f/(n)| < %, n # 0. Damit folgt fiir alle z, auch fiir z =0

c 1
SIF ) o) < 3| 20| < C5o L

2mn
nEZ nez
n#0

d.h. die Reihe > ez Fi(n) o xn(z) ist gleichmiBig konvergent fiir alle z € R, insbesondere
n#0

konvergent fiir x = 0, und daher kann man in (7) umordnen:

fa) = (f0) +sz N O @) =t + 3 o)
n#O

neEZ
n#0 n#0
Da nach Oblgem Z| ¢n| konvergiert, folgt mit Lemma 5.2.5 (Internet-Skript S.150):
cn—fo (t)dt = f(n) fiir alle n € Z, d.h. fiir n # 0

fn) = o Fi(n) baw. Fi(n) = 2min f(n)

Damit ist Vermutung (6) vollstindig bewiesen und

S (2rin) fnxn = Y P
z;% nez

konvergiert gleichméfBig. Die erstere Reihe ist aber gerade die gliedweise differenzierte Fourier-
reihe von f. Damit ist nun die erste Vermutung bestétigt, d.h. es gilt:

Ist f 1-periodisch und zweimal stetig differenzierbar, so erhilt man die Fourierreihe von f’ durch
gliedweises Differenzieren der Fourierreihe von f.

Alternative Losung: Mit partieller Integration folgt

/f a0t = [ Oxn 0]y~ [ S0

- 10 +2mn/f Xonlt)at
= 2minf(n), und damit sind alle Vermutungen bestitigt.
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3.5:
For z,y € [0,1], z # y, and 0 < ¢ < ¢|z — y| there exist, by definition of ing{an|w — ¢}, some
ne

j =j(z) and k = k(y), j,k € N with

ajlz —c¢j| —e < f(z) < aplz —cy| for all n € N, (8)

agly —ck| —€ < fly) < aply —cp| for alln € N. (9)
Chosing n = k in (8) and n = j in (9) we obtain

ajlr —cj| —e < f(z) < aglz —

—ajly —cj| < —f(y) < —aply —cx| +¢

and, by addition

aj(lz —cjl —ly —¢jl) —e < f(@) = Fy) < a(|z — x| — |y — c]) + &
Using |z — cg| — |y — x| < “m — il — |y — Cch < |z — y| (A-inequality) this yields

f(@) = f(y) < axlz —y| +e,
on the other hand
) = fz) < aj(ly — ¢l — |z —¢jl) + e < ajly — x|+

and therefore

|f(z)— fly)| <clz —y|+eforalle>0, ie.

[f(z) = f(y)] < clz—yl.

It follows that f is of bounded variation: For any partition 0 =) < ... <t, =1

n—1 n—1
S O1Fr) = Flren)l S €Dtk —thpa| =1 = 0] = ¢, ie. Vof <c.
k=0 k=0



