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Lésungen zum 8. Ubungsblatt zur Analysis IT

8.1: Bildpunkte der Kurve ¢ — ((1 — cost)cost, (1 — cost)sint) firt =k-Z, k=1,...

1+
-2 1 . 1
-1
1-— <1
4.2: Sei wie in Aufgabe 6.3 f(z) := 1= llalloo]  llzlloo < )
0 sonst.
Dann gilt
|1 ~Aello| Azlo0 <1
sonst,
ag { [ Azlloo| Izl <1
un
sonst.
Wenn wir zeigen kénnen, dass || Az||oo <= ||z|l1 <1, dann gilt

g(z) = f(Az) fiir alle z € R?

und wir kénnen die Substitutionsformel 6.2.18 (Internet-Skript S.194) benutzen.

, 16.

(1)

Sei K1 :={z € R? ||z <1} und Ko := {z € R? | ||2]|oc < 1}. K ist im euklidischen Raum
R? ein achsenparalleles Quadrat um den Ursprung mit Kantenliinge 2. K ist ein Quadrat um den
Ursprung mit Ecken bei (1,1), (0,1), (—1,0) und (0, —1). Es ist dem Einheitskreis einbeschrieben
und hat die Kantenlinge /2. Die Matrix A bewirkt zuniichst eine Drehung um 7, also um 45%,



sodann eine Streckung um den Faktor v/2. Dabei wird K; um seinen Mittelpunkt, den Ursprung,
gedreht, bis die Kanten achsenparallel sind, danach werden die Kantenlingen um den Faktor
V2 vergroBert, also auf die Linge 2 gebracht. Daraus folgt: Das Bild von K; unter der linearen
Abbildung z ~ Az ist gerade K. Damit ist (1) bewiesen. Weil lineare Abbildungen im R?
immer stetig sind und die Abbildung f stetig in R? ist (trivial), ist g : z — f(Az) stetig in R2,
und es gilt

1 1
/11&2 g9(z)dz = f(Az)dz = Tdet A] Jee f(Az)|det A|dz 6218 Tdet A] g f(z)dz

8.3: Setze f(t) := tsin fiir 0 < ¢ < 1 und f(0) := 0. Dann ist ¢(t) = (¢, f(t)) fiir alle ¢ € [0,1]
und L(c) = sup {zg;g le(tr) — c(ter)lle |0 =to <t1 <...<tp=1,n€ N+}. Aber

n—1 n—1
D lleltr) = eltrsa)lle = D Ntk = thass £(tR) = Ftrsa) 2
k=0 k=0

n—1
= > (b= t)” + (7100) £ (00)’
k=0

> S 1£ ) — Fltan)]
k=0

Wenn f nicht von beschrinkter Schwankung ist, ist also ¢ nicht rektifizierbar. Fiir beliebiges

n > 1 betrachte die Zerlegung 0 < % < ﬁ < ... < % < ... < % < 1. Bequemlichkeits-

halber numeriere tg := 1, t; := % fir k =1,...,n und ¢,4+1 := 0. (Also absteigend nach Gréfie
geordnet). Dann folgt

n n—1
C) > Z‘f(tk) - tk—l—l Z|f tk tk_|_1)| = Z‘tk Sln( ) - tk—l—l Sln(tki_l)|
k=0 k=1

Aber fir 1 < k < n ist Sin(i) — sin(%”) _

0 k gerade
+1 k& ungerade

. tk+1| K gerade
= |tg sin(&) — gy sin(— = |
| k (t ) k+1 (tk+1)‘ {|tk| k ungerade

Wegen 1, > tr41 > 0 folgt = |tk sin( ) tit1 sm(tk )‘ > tr41 stets, also

n—1
C)Zztk+1 Ztk——Z—furallen>1 d.h. L(c) = ‘/E)l(f):oo.
k=1

k=2



a1

8.4.: a) If a; := (aj1,-.. ,a;p) is the j-th line of A = (a,j) € C**", then 'a; = : is the
ajn,

j-th column of A* = YA. For AA* =: B = (bj);) the relation bj;, = a;- '@y is known, therefore

n n n
spur(AA™) ijj = Za] aj = Zzajka]_'k = Z lajil” = 11 Al3-

j=1k=1 jk=1

b) A € C**" hermitian = A = A* and there exists C = (c;x) € U(n) (i.e. C* = C~1) such that
Al ... 0
A = CDC*, where D = oo contains the (real) eigenvalues A1,..., A, of A. By a)

0 ... A

we know that ||A||3 = spur(AA*) = spur(4?) = ZJ 1 bjj. But A2 = (CDC*)(CDC*) = CD?*C*,

so spur(A4?) = spur(C D?C*). Using the fact that quite generally spurAB = spurBA, we obtain

spur(C - D*C*) = spur(D*C* - C) = spur(D?) = Y p_; A2

274 proof (by elementary computation of Z 1 bj5):

If ¢; := (cji1,--- ,¢jn) is the j-th line of C, then (cj1M3,... ,cjnA2) is the j-th line of C'D?, and
Cj1

in order to obtain b;; this line must be multiplied by the j-th column of C* i.e. tc_j =

Cjn
Using the fact that the colums ¢* of C are orthonormal, we get
C]_'l n n
. pJ— 2 2
bjj = (ci1dd, ... ,cin)2) : = ZCjk)\ijk = Z Aplcikl
i =1 =

Jn
n n n n n

418 = D2 035 = D2 (32 Mlesl”) = DA (D leanl?) = ZA 13 = ZV
Jj=1 k=1 j=1

j=1 k=1
c¢) A hermitian, ¢ € [0, 1] = tA hermitian = exp(itA) € U(n) (LA II) = the curve ¢ : [0,1] — C**™,
t +— ¢(t) := exp(itA) maps into the group U(n), so we have c(t)c(t)* = E,, for all ¢t € [0, 1].
o) = %exp(itA) — idexp(itA) = iAc(t).
(It is easily shown that A commutes with exp(itA), so ¢(t) = exp(itA)iA = ic(t)A is also true.)

()3 = spur( )é(t)*) = spur(idc(t)(iAc(t))*) = spur(iAc(t)c(t)* (iA)*) = spur(iAE, (—iA))

n

= spur(A Z 22

]*1

le@)ls = m for all ¢ € [0, 1]

- /0 le@lla db = /S, 2.



