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Kapitel 5

Verschiedenes

5.0 Komplexe Zahlen

Der Kérper C der komplexen Zahlen ist nichts anderes als die Menge R? der Tupel z = (z,y)
reeller Zahlen zusammen mit der komponentenweisen Addition

(z,2)— z+2 = (z+ 2,y +v)
und der Multiplikation (2,2") —> 2+ 2" i= (z2' — yy', 29/ + 2'y).

0 := (0,0) ist das neutrale Element der Addition, 1 := (1,0) das neutrale Element der

Multiplikation und
T -y
x? + yQ’ x? + yQ

ist das multiplikative Inverse von (z,y) # 0. Fiir die sogenannte imaginére Einheit i := (0,1)
ist 1> = —1, insbesondere lisst sich also C nicht anordnen. Die beiden Vektoren 1 und 7 bilden
die kanonische R-Basis von C; deshalb hat jede komplexe Zahl z = (z,y) € C eine eindeutige
Darstellung der Form

z=xz-14+y-4, z,y €R
wofiir man (historisch bedingt)
z=x+ 1y

schreibt. x = Re(z) nennt man den Realteil von z, y = Im(z) den Imaginirteil. Vermoge
der Einbettung R < C,z — (z,0), wird R zu einem Unterkérper von C. Die Konjugation
z=2x 41y —> Z := x — 1y ist ein Automorphismus von C, der genau R festlisst, d.h.

Auflerdem ist

(4) z+zZ=2Rez, z—z=2iImz
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Das Skalarprodukt (z,w) — Re(z - w) induziert den Betrag |z| := y/z? + y? der komplexen
Zahl z = z + iy. Offenbar gilt

1|| E

(1)
(2)
(3) [Rez|, [Tmz| < 2|
(4)

NI

4) |Re (z-w)| <|z] - [w]

Satz 5.0.0.
Die Abbildung z — |z| hat folgende Eigenschaften:

N1: |2| >0, |2/ =0<=2=0
N2: |z.2'| = |2|.|]

N3: |z + 2| < |z| +|#]

Beweis : Die Abbildung z — |z| kommt von einem Skalarprodukt (vgl. LA I). O

Wegen N1 — N3 hat man in C (wie in R) den Begriff

e der beschrénkten Folge
e der konvergenten Folge/Reihe
e der Cauchy-Folge

o der stetigen Funktion.

Satz 5.0.1.

(zn) Folge komplexer Zahlen.
ag
(i) (zn) konvergent
(ii) (2n) Cauchy-Folge

(iii) (Rezp), (Imz,) konvergent.
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Folgerung 5.0.2.
Jede beschrinkte Folge (zy,) komplezer Zahlen hat eine konvergente Teilfolge.

Folgerung 5.0.3.
ano |zn| konvergent = ano zn konvergent.

Theorem 5.0.4.

Die Ezxponentialreihe
n

exp(z) := Z %

n>0

konvergiert fir alle z € C und es gilt
(1) z— exp(z) stetig

(2) exp(z +2') = exp(z) - exp(2')

(3) exp(it) = cost+ isint, t € R

Insbesondere:

|exp z| = exp Re z
|expit| = 1.

Folgerung 5.0.5.
Zu jedem z € C* := C . {0} gibt es genau ein 0 <t < 27, so dass
z = |z| - (cost + isint).

Die 1-deutig bestimmte reelle Zahl 0 < t < 2w heifit das Argument von z, t := arg z.

Beweis :vgl. A1 O

Bemerkung 5.0.6.
Die Abbildung
C—C,

z — exp(2miz)

ist ein surjektiver Homomorphismus (= Epimorphismus) von der abelschen Gruppe (C,+)
auf die abelsche Gruppe (C*,-) mit Kern Z, d.h.

C = C/Z.
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Bemerkung 5.0.7. Geometrische Interpretation

s ZFw

ImwrT

ReI 2

w

141

Das Produkt zweier komplexer Zahlen addiert die Winkel und multipliziert die Ldngen.

Theorem 5.0.8.
Jedes komplexe Polynom

p(z) =ap+aiz+---+apz", a,eC

vom Grade n > 1 hat eine komplexe Nullstelle.

Folgerung 5.0.9.
p: C — C ist surjektiv.

Folgerung 5.0.10. Es gibt c1,... ,c, € C, so dass

p(z) =an(z—c1) ... (2 —cp)-

Beweis von 5.0.10: Sei ¢ € C so dass p(c) = 0. Dann gilt
p(z) = p(z) — p(c) = (2 — ¢) - ¢(z) mit grad ¢ < n — 1. Induktion.

[HS] 1 o
r >0, Bo(0) i= {z | o] <7}, £ By(0) > B stetie
Dann gibt es ein z* € B,(0), so dass

f(z%) < f(z) fir alle |z| <.
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Beweis : s := inf bild f existiert. Wihle Folge z,, € B,(0), so dass f(z,) — s.
E z, = z* € B,(0). Dann: s = f(z*). O

[HS] 2
Ist p ein komplexes Polynom, so hat p - p ein globales Minimum.

Beweis : Es geniigt folgendes zu zeigen:
Es gibt ein r > 0, so dass

p(2) - p(z) > C := p(0) - p(0) fiir alle |z| > -

E n>1,a, =1. Fir |z| > 0 ist

1 _ 1
Ip(2)] > [2]" |1 - ER ‘anflzn ! —I—"'—I—ao‘ > §|z|n

[HS] 3
p komplexes Polynom vom Grade n > 1,2* € C

aq
(i) p-p nimmt sein Minimum in z* an.

(ii) z* ist eine Nullstelle von p.

Beweis : p(z) =ap+ a1z + -+ + apz"

(if) = (i): trivial

(i) = (ii): E z* =0,p(0) =ap = 1.

Fiirr w € St := {z € (C‘\z| = 1} sei fu 1 R = Ry, fu(t) := p(wt) - p(wt) = 33", A (w)tk
wobei

Ag(w) == Z aw'a;w.

i+j=k
Dann ist fiir alle w € S, t € Ry
2n
1= f(0) < fult) =1+ Ap(w)tk
k=1

Sei 1 < k < n minimal mit a; # 0. Dann ist fir 1 < j < k der Koeffizient A;(w) = 0 und

2n
ZAj(w)tj > 0 fiir alle w € S, t € R,
=k

Nach Division durch t* > 0 und anschlieBendem Ubergang zur Grenze ¢ = 0 folgt
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Ap(w) = apuw® +apw” >0, we S

Sei £ := exp %’ Dann ist éw € S, €8 = —1, also

0 < Ag(§w) = —Ag(w) <0,

d.h. 0 = Ag(w) = apw® + a@w" fir alle w € S'.

Folglich hat das Polynom a;,22* 4@, unendlich viele Nullstellen, also aj, = 0, ein Widerspruch.
O

5.0.11. Integration rationaler Funktionen (nicht Teil der Vorlesung)

Eine rationale Funktion R ist ein Funktion
_pz) .
z— R(z) := a2 mit komplexen Polynomen p,q, q # 0.
q(z

R ist bis auf die endlich vielen Nullstellen von q definiert und stetig. Aufgrund des euklidschen
Algorithmus gibt es 1-deutig bestimmte Polynome g,r so dass

(1) R(2) = g(2) + 23

(2) grad r < grad q.

Lemma: Es ezistieren 1-deutig bestimmte

paarweise verschiedene komplexe Zahlen ai, - ,a

natirliche Zahlen Ny, T

sowie komplexe Zahlen Ag.l), e ,A;nj), j=1,...,k
so dass

(1) gradg =n1 +--- + ng

(2) q(z) = const- (z —a)™ - ...+ (z — ag)"™

Beweis :
q(z) = const-(z —a1)™ -...- (2 — ax)™ nach FA.
Sei ¢*(z) := (z—qaj))"l , Ar=lim, 4, (z —a1)™ - (2] Dann ist

a(z)’
r(z) — A- ¢! (2z) =r1(2)(z — a1) + 0(2), grad o < 1.
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Da das linke Polynom in a; verschwindet, ist o = 0,
gradr; < max{gradr{, grad¢’} — 1 <gradg —1

r(2) _ A r1(z)
q(z)  (z—a)™ = q(2)
mit ¢1(2) = (z — a1)™ "1¢*(2), grad q1 < gradgq. O

I C R Intervall, f : I — C. Dann gibt es 1-deutig bestimmte reelle Funktionen u,v : I — R,
so dass f = u 4+ v ndmlich

u(z) = Re (v) = 5(f () + T(@)

bzw.

1 -
v(z) = Im f(z) = —5(f(z) - f(2))
Sind u, v differenzierbar bzw. lokale Regelfunktionen, so definiert man

fl=u' +i
b b b
/ flx)dx = / u(z)dx +2'/ v(z)dz.
a a a
Theorem 5.0.12.

Jede rationale Funktion ist ’elementar’™ integrierbar, d.h. besitzt eine explizite Stammjfunkti-
on.

und

Beweis : Bis auf ein Polynom hat eine rationale Funktion R die Form

Z(+ﬁ+) ¢, a€C

Daher geniigt es zu zeigen, dass z — (z — a)~", n > 1, eine Stammfunktion hat. Fiir n > 1

ist —— - —L_+ Stammfunktion. Fiir n = 1 und a € R ist z — % log(z —a)? Stammfunktion.
1-n (z—a) 2

Fiir n =1 und a ¢ R fiithrt die Substitution

z=Ima-u+ Rea

auf die Integration von

1 U iy 1
= i
u—1 uZ4+1 u +1

U —

mit der Stammfunktion

1
U log(u? + 1) + i arctan(u).

'Das elliptische Integral Jo@a— k? sin® t)%dt, 0 < k < 1, ist z.B. nicht elementar integrierbar.



