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1.Einfiihrung

Behilter sind abstrakte Datentypen. Verschiedene Behilter organisieren gleichartige Elemente
mit unterschiedlichen Strukturen, und besitzen unterschiedliche Eigenschaften. Listen,
Mengen, Multimengen und Biume werden oft als Behilter in der Programmierung
angewendet. Listen organisieren Elemente in einer Reihenfolge, wobei die Positionen
verschiedener Elementen unvertauschbar sind. Im Gegensatz dazu spielen die Positionen der
Elementen bei Mengen keine Rolle. Keines Element darf aber in einer Menge vielmals
vorkommen. Multimengen sind Mengen ohne die obige Einschrinkung. Bdume organisieren
Elemente in einer Baumstruktur, und werden induktiv definiert. Ein Blatt ist ein Baum. Falls
mehrere Bdume mit einem Wurzel verkniipft sind, entsteht ein neuer Baum. Die Frage ist nun,
was Behilter sein sollen. Mit anderen Worten was ist eine axiomatische Definition fiir

Behilter.

2. Intuitive Axiome

Ein Behilter fiir Elemente einer Menge X soll die folgende intuitive Axiome erfiillen.

2.1 Jeder X-Behilter organisiert eine endliche Menge von Elementen aus X.

2.2 Jedes Element aus X kann in einem einelementigen Behélter eingekapselt werden.

2.3 FEin Behilter von Behiltern kann in einem einfachen Behilter ausgeschiittet werden.

Die 3 Axiome sind nur intuitiv zusammengefasst, und werden spdter in Monaden

formalisiert.

3. Y -Béaume

> -Bidume mit Gleichungen werden spiter zur Implementierung von Behélter-Klassen

verwendet .

Definition (3 -BAume) :Sei X eine Menge Fiiri € Nsei ¥; eine Menge von

i-stelligen Funktionssymbolen



TsX, die Menge aller ) -Bdume mit Bléttern aus X, ist wie folgt definiert:
I. XcT:X

2. Gegeben teE X, T4,.,7{€TyX Dannist T(7T;,..,T7;) €T:X

Beispiel :
Sei eine Menge X { Xx; , X2 , X3 }, Funktionssymbole >, = {+} , X, = {-1} ,
>0 = {e} gegeben.
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Abbildung 1

Die obigen zwei Bdume sind offensichtlich ) -Baume bzgl. der obigen Signatur.

> -Béaume erfiillen die drei intuitiven Axiomen (2.1, 2.2, 2.3). Ein ) -Baum enthilt nur
endlich viele Elemente, weil die Stelligkeit eines Funktionssymbols und die Anzahl
der Schichten eines gegebenem ) -Baum endlich sind. Laut Definition ist jedes
einzelne Element x € X ein ) -Baum, damit ist das intuitive Axiom ( 2.2) erfiillt.
Wenn i Y -Bidume durch ein i-stelliges Funktionssymbol verkniipft werden, entsteht
ein neuer ) -Baum. Der neu entstehende Baum ist ein ) -Baum mit 1 ) -Bdumen als
Blittern. Solche ) -Baume konnen sich weiter auspacken lassen, so dass ihre innere
Struktur sich zeigen kann. Der )-Baum ist nun ein ) -Baum, dessen Blitter die

Vereinigung der Blittern der i ) -BAumen sind.

4. Monaden

Eine Monade ist ein 3-Tupel (7 #, u) ,wobei T ein Funktor ist, und #, u natiirliche

Transformationen sind. AuBerdem miissen #, u die Monaden-Gleichungen erfiillen. Das



bedeutet ,dass u assoziativ ist, und # unit ist.

4.1 Funktor

Definition (Kategorie) : Eine Kategorie C besteht aus:

< einer Klasse Ob(C) von Objekten.

< je einer Menge Morc(X,Y) zu jedem Paar (X,Y) von Objekten. Zu einem
Morphismus f'in Mor(X, Y) kann man auch f: X — Y schreiben.

< Verkniipfungsabbildungen o: Mor«(X,Y) XMorc(Y, Z) ->Mor«(X, Z)

< einem Identititsmorphismus idx: X — X zu jedem Objekt X.

In der Kategorie der Mengen ist Ob(C) die Klasse aller Mengen. Zu zwei Mengen X,
Y ist Morse(X,Y) die Menge der Abbildungen von X nach Y. Der

Identitdtsmorphismus eines Objektes X ist die identische Abbildung X — X.

Definition (Funktor) : Ein Funktor ist eine Abbildung zwischen Kategorien.

Ein Funktor 7 von einer Kategorie C in eine Kategorie D besteht aus:

< einer Zuordnung T Ob(C) — Ob(D) ,

<> Abbildungen 7: Morc( X, Y ) — Morp( 7(X), F(Y)) fiir je zwei Objekte X, Y
von C.

Dariiber hinaus miissen die Abbildungen zwischen den Morphismenmengen

folgende Eigenschaften haben:

Seien Morphismen f: X —>Y und g:Y—>Z,

< T(gof) = TgoTf

< Tix = id 7x.

Ein Behilter soll ein Funktor sein, damit jede Abbildung ' : X — Y zu einer
Abbildung 7f: Behélter <X> — Behilter <Y> fortgesetzt werden kann. Listen sind

beispielsweise Funktor. Zu einer Menge X existiert immer die Menge aller Listen

iiber dieser Menge X. Zu einer Abbildung f: X —Y erhélt man auch eine Abbildung



Tf : Listen <X> — Listen <Y>, die jedes Element x in einer Liste zu f(x) abbildet,
ohne die Positionen der Elementen zu dndern. In funktionalen Programmiersprachen

wird diese Abbildung als map f'bezeichnet. ) -Bdume bilden auch einen Funktor.
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Abbildung 2

Fiir einen ) -Baum t ersetzt Tf* alle Blétter x aus t durch f(x). Die Baumstruktur

bleibt unverindert.
42 n und pu

Durch die Formalisierung der intuitiven Axiome ( 2.2, 2.3 ) erhdlt man direkt zwei
Abbildungen 7#y: X — Behilter <X > und

wy - Behilter < Behélter < X > > — Behilter < X > . Die Abbildung 7y kapselt
jedes Element aus der Menge X in einem einelementigen Behélter ein. Die Abbildung
Ly schiittet einen Behélter von Behéltern in einen einfachen Behilter aus. Weiterhin
sollen die beide Abbildungen natiirliche Transformationen sein, und die

Monaden-Gleichungen erfiillen.

Definition (natiirliche Transformationen) :Unter natiirliche

Transformationen versteht man Abbildungen zwischen Funktoren. Sind F und G
Funktoren von einer Kategorie C nach einer Kategorie D, so besteht eine natiirliche
Transformation ¢ von F nach G aus Morphismen ty: F(X) — G(X) fur jedes Objekt X
von C, so dass fiir jeden Morphismus f: X — Y zwischen Objekten von C das folgende

Diagramm kommutativ ist.



Ix

F(X) G(X)
Ef 0 Gf
F(Y) G(Y)

Ly

Das bedeutet, dass #,0 F(f) = G(f) o txgilt.

4.2.1 75 soll eine natiirliche Transformation vom Identitdtsfunktor nach 7 sein.

Ty
X TX
f : Iy
y— 1y
Abbildung 3

Die Abbildung 7y packt ein Element x aus der Menge X in einen einelementigen
Behilter #(x) ein. Dann bilden die Abbildung 7f das Element 5y (x) zu Tf(7nx (x)) ab.
Auf dem anderem Weg wird das Element x zuerst durch die Abbildung f auf f(x)
abgebildet. Danach kapselt die Abbildung f{(x) in den Behilter #,(f(x)) ein. Es soll also

n(f(x)) = Tf(nx (x)) sein.

4.2.2 usoll eine natiirliche Transformation von Funktor 77 nach T sein.

g2
TTX X . 1X
TTf ° If
Hy
TTY Y
Abbildung 4

Ein Funktor 77 ordnet eine Menge X einer Menge aller Behiltern von Behéltern tiber
der Menge X zu, falls man ein Funktor 7 als ein Behélter vorstellt. Das obige
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Diagramm soll kommutieren. Das heif3t, dass das Ausschiitten eines Behilters von
Behiltern in einem einfachen Behilter vor oder nach dem Abbilden jedes Elementes x
in Behilter zu f(x) das gleiche Ergebnis haben soll. Zum Schluss soll man ein

Behilter von f{x) erhalten.

4.2.3 usoll assoziativ sein.

TTTX
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Abbildung 5

Die Abbildung uy gibt die Zuordnung zwischen 77X und 7X an. Deshalb geht T pux
von TTTX nach TTX, falls vor der Urbildmenge TTX sowie der Bildmenge TX
jeweils ein T hinzugefiigt werden. Bei ury wird ein Behélter von Elementen als ein
Objekt gesehen.

Fiir ein TTTX Struktur kann man sich so vorstellen. Man hat ein paar Beutel von
Kartoffeln. Solche Beutel werden weiter in Korbe eingesteckt. Solche Korbe werden
endlich im Lagerraum abgelagert. Beutel, Korbe und Lagerraum sind Behélter und
entsprechen den drei Ts in TTTX. T uynimmt Kartoffeln aus den Beuteln, und wirft
sie direkt in Kdrben rein. Dann pyschiittet Kartoffeln von Korben in Largeraum aus.
Am Ende erhélt man einen Lageraum von Kartoffeln ohne Beutel und Korbe. Man
kann auch auf andere Weise vorgehen. ury schiittert zuerst Beutel von Kartoffeln von

Korben raus. Danach nimmt wy Kartoffel aus den Beutel heraus.

4.2.4 Neutral.



Abbildung 6

Die Abbildungen x und # sollen Links bzw. Rechtsneutral folgen. Das bedeutet, dass
die 2 Dreiecke im obigen Diagramm jeweils kommutativ sein sollen.

Der linke Dreieck zeigt, dass die Hintereinanderausfithrung von 77y und uy selben wie
die identische Abbildung ist. Tzyy kapselt jedes Element in einem einelementigen
Behilter ein. AnschlieBend schiittert uy solche Elemente von einelementigen
Behiltern wieder aus, so dass der Endzustand von Behilter sich nicht von dem
Anfangzustand unterschiedet.

Im rechten Dreieck wird ein Behélter von Elementen als ein Objekt betrachtet . 77y
steckt ithn in einem einelementigen Behilter. Dann schiittert uy die im inneren
Behilter liegenden Elementen aus. Man erhilt schlieflich einen Behélter von

Elementen. Deswegen ist die Abbildung uyo#ry gleich die identische Abbildung.

Zusammengefasst soll ein Behélter mit zwei Abbildungen # und 7 eine Monade sein,
damit ein Behilter geeignet mit jeder Menge X ist, und zu jeder Abbildung /: X — Y
man eine Abbildung 7f: Behélter <X> — Behilter <Y> erhalten kann. Dass x und 7
natiirliche Transformationen sind, sichert, dass die x, # Operationen und das Abbilden
jedes Elementes x in Behélter zu f{x) keinen Einfluss aufeinander haben. Fiir einen
vielschichtigen Behilter soll man frei wiahlen kénnen, von welcher Schicht Anfang

auszupacken, ohne das Ergebnis zu dndern. Deswegen soll i assoziativ sein.

5. Finitdre Monade

Die Abbildungen u und # formalisieren die intuitiven Axiomen(2.2, 2.3). Aber es

bleibt noch das erste Axiom iibrig, dass ein Behélter eine endliche Menge von



Elementen organisieren soll. Dafilir wird der Begrift ,,Finitire Monade* eingefiihrt.

Definition (Finitire Monaden) : T heiBt finitir, falls fiir jede Menge X und

jedes 1 € TX eine endliche Teilmenge P ¢ X existiert mitt € T7P.

Ist T eine finitdre Monade, kann man fiir jedes T € 7X eine kleinste Teilmenge P ¢ X
finden, so dass T in 7P liegt. Mit anderen Worten umfasst dieses P genau die in 1
liegenden Elemente aus der Menge X, und kann als mem(t) bezeichnet werden. Die

genaue Definition von mem(t) ist wie folgt.

Definition (Mem) : Seien X eine Menge, T eine finitire Monade,

Dann mem(t)=N{P<c X |t € TP}

Man muss noch zeigen, dass T € T(mem(t)) ist. Dazu kann man einfach davon
ausgehen, dass T(P N Q) = T(P) NT(Q) gilt. Das Problem liegt darin, dass mem(t) ein
Durchschnitt von unendlich vielen Mengen sein kann. In diesem Fall kann man die
Voraussetzung, dass T eine finitire Monade , anwenden. Sei mem(t) = NP; miti €1,
existiert eine endliche Menge Py mit t€ TPy, weil T finitdr ist. Die beide Menge
mem(t) und Py sind endlich, so dass die Menge Px \ mem(t) auch endlich ist. Fiir
jedes Element x; ( j€{l ..., n}, n=#Py \ mem(t) ) aus der Menge Py \ mem(t)
existiert eine Menge Pi;mit x; ¢ Pi;. Die Anzahl der Mengen Pj; ist endlich, und der
Durchschnitt von Py und solcher Pij ist genau die Menge mem(t). Deshalb gilt
mem(t)= Py NPi;N... NPi,, wobei 1€ T(Py) und t€ 7(Pj) sind. Daraus folgt, dass t€
T(Py) NT(Pi))N... NT(Piy) ist. Da T(P N Q) = T(P) NT(Q) gilt, ist t€ T(Px NPi;N...
NPiy). Also istt € T(mem(t)).
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Abbildung 6

Fiir den in Abbildung 6 gezeigten > -Baum 7t ist mem(t) die Menge {x, X2, X4}, also
alle Blitter von ) -Baum t.

Ein finitdrer Behélter soll eine finitire Monade sein, damit das erste intuitive Axiom
erfiillt werden kann. Aber es liegt noch die Frage, ob man finitire Monaden
klassifizieren kann. Um diese Frage zu antworten, wird an dieser Stelle Typg

vorgestellt.

6. Ty

Definition (Tyg) ¢ Sei Y eine Menge von Funktionssymbolen, E eine Menge von

Gleichungen.
Tyr X = TyX / E die Menge der Aquivalenz-Klassen von TyX Biumen nach
Gleichheit in E.

Die Definition der Signatur )’ ist wie bei ) -Bdumen. Ty gX bezeichnet die Menge der

Aquivalenz-Klassen von Y -Biumen nach Gleichheit in E. Ty g ist eine Monade.

Beispiel 3:

Y={*e E={x*y=y**} X={uv,w}

u / \ T /\ u
A W A W



Die Gleichung in E gibt die Kommutativitdt-Regel an. Die oben beide ) -Bdume sind

deutlich dquivalent.

Aus der Literatur [1] ist folgender Satz bekannt.

Satz : Jede finitire Monade ist dquivalent zu Ty g fiir geeignete Y ,E.

Der Satz gibt an, dass man finitdre Monade als Monaden von Typ Ty g klassifizieren

kann.

7. Collection Monade

Mit finitiren Monaden formalisiert man die drei intuitive Axiome. Eine finitdre
Monade scheint schon ein geeigneter Behélter zu sein. Aber in der Tat nicht ist jede
finitire Monade ein geeigneter Behélter. Das folgende Beispiel zeigt, dass Elemente

in einem Behalter in bestimmten Fillen verloren gehen oder entstehen kénnen.
Beispiel 4:

Y={*-l,e} E={a*a'=e} X={x}

N\
/ -
X, '|1 €
X

mem(x;x, ' )={x;} F mem(e)={}
Der linke Y -Baum t; hat 2 identische Blitter, so dass mem(t;) = {x} ist. Der rechte
> -Baum ist einfach das Konstantsymbol e. Nach der Gleichung in E kann man den
linken ) -Baum in den rechten ) -Baum reduzieren. mem(e) ist aber die leere Menge.
Bei der Reduktion geht das Element x; einfach verloren. Um solche Fille zu
vermeiden muss die folgende Anforderung erfiillt werden.
Seien =« ein i-stellige Funktionssymbol, t; ... t; > -Béume,

t = «(t.....t1) = mem(t)=U {mem(ty)| ke {l...1}}
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Eine Collection Monade ist eine finitire Monade, die die obige Anforderung erfiillen.

Definition (Collection Monaden) : T ist eine Collection Monade, falls

1. T ist eine finitdre Monade,
2. firallea:X — 7Y undow € TX gilt:

mem (a”(0)) = U {mem (a(x)) | x Emem (o)}
In der Definition kommt die Abbildung o.” vor. Sie ist wie folgt definiert.
Ist (T, m, w) eine Monade, so 146t sich jede Abbildung a: X — TY fortsetzen zu einer
Abbildung o.”: TX — TY durch die Hintereinanderausfithrung von To. und p, (siehe
Abbildung 7)

TX—1— TTY

UNY[

TY

Abbildung 7
Man kann sich eine Abbildung a einfach als eine Substitution vorstellen. Fiir ein Term
T aus TX ersetzt Ta jedes Element in t durch einen Term aus 7Y. Dann schiittert py

einen Behilter von Behiltern T77Y in einem einfachen Behélter TY aus.

Die zweite Bedingung in der Definition entspricht der oben erwidhnten Anforderung.
Fiir einen ) -Baum t mit t = « (t; ... ,ti ) kann man ein Term ®= + (X; ... Xi ) aus
Ty{xi1,...,xi } wahlenund a : X — TY so setzen, dass x; einem ) -Baum t; zugeordnet
wird. Dadurch ist die zweite Bedingung gleich wie die Anforderung.

mem(t) = mem(x (t; ... ,t;)) = mem (o (+ (X ,... x;)) falls jedes x; entsprechendem t;
zugeordnet werden.

Sei mem (a”(+ (X1 ... X;)) = U {mem (a(x)) | x €{x1...%}}

Dann ist mem(t) = U {mem (a(x)) | x €{x;,... x; }}= U {mem(ty) | ke {I1...i}}.

Es ist leicht zu ersehen, dass die im Beispiel definierte Monade Ty r keine Collection

12



Monade ist. Seien ein Term o =ab& Ty g {a, b}, und a(a) = xy, a(b) = x;", dann
U {mem (a(x)) | xEmem (w)} = {X;}, aber mem (a."(®)) = &. Die zweite Bedingung

fir Collection Monaden ist nicht erfullt.

Man kann jetzt die in Einfiihrung gestellte Frage antworten. Ein Behélter soll eine

Collection Monade sein.

8.Balancierte Gleichung:

Dadurch, dass das zusitzliche Axiom sich in der Definition fiir finitdre Monaden

hinzufiigen ldsst, erhédlt man die Definition fiir Collection Monaden. Man kann auch

eine weitere Bedingung fiir Ty g einsetzen, damit Ty g die obige Anforderung folgen

kann. Diese Bedingung ist, dass die in einer Menge E angegebenen Gleichungen

balanciert sein miissen. Die Definition fiir balancierte Gleichungen ist so:

1. Eine Gleichung ist balanciert, wenn die gleichen Variablen auf beiden Seiten der
Gleichung auftreten.

2. Die Prasentation (3, E) ist balanciert, falls alle Gleichungen in E balanciert sind.

Beispiel:

ab=Dba (balanciert) (ab) c=a(bc) (balanciert) aa'=e (nicht balanciert)

Satz : Eine finitire Monade ( T, 1, p) ist eine Collection Monade, genau dann wenn

sie isomorph zu Ty g mit balanciertem Gleichungssystem E ist.

Der Satz gibt an, dass jede Collection Monade eine isomorphe Darstellung im Form
Ty r mit balanciertem Gleichungssystem E hat. Deshalb kann man viele uns bekannte

Behilter durch geeignete Ty g implementieren.

Beispiel 5:
Listen: {(axb)+xc=ax(b=a)}

Multimenge: {axb=Db=xa,



(axb)+c=a=+(b=+a)}
Menge: {axb=Db=xa,
(axb)xc=a=+(b=xa),
asa=a}
Wiederholungsfreie Listen: {(asb)+c=ax(b=a),
ab;...bpa = ab;...b, }

9 Fazit:

Ein Behilter soll die intuitive Axiome( 2.1, 2.2, 2.3) erfiillen. Weiterhin soll ein
Behilter ein Funktor sein. Durch die Formalisierung der intuitiven Axiomen (1.2, 1.3)
erhilt man zwei Abbildungen x, 7. Ein Behélter mit zwei Abbildungen x , # soll eine
Monade sein. Die Formalisierung von Axiom(2.1) erbringt die Definition fiir finitdren
Monaden. Aber eine finitdre Monade ist noch kein geeigneter Behilter. Obwohl eine
finitire Monade endlich viele Elementen organisiert, kann es passieren, dass Elemente
verloren oder entstehen gehen. Demnach wird Collection Monaden definiert.
Collection Monaden sind geeignete Behdlter, und isomorph zu Ty g mit balanciertem
Gleichungssystem E. Man kann also Behilter-Klassen mit geeignetem Ty g

implementieren.

Literatur:
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