Graphen-Grundbegriffe

Ein endlicher Graph G = (V, E) besteht aus
einer endlichen Menge von Knoten V (vertices)
und

einer endlichen Menge von Kanten E (edges),
ECVXV.

Sei G ein Graph mit Knotenmenge
V = {Uo, c o ,Un_]_}.
Die Eintrage a;; (0<i,j<n-1) der

n X n-Adjazenzmatrix zu GG
sind definiert durch

a = 1 falls (vi,vj) ck
Y] 0 sonst

Ein Graph G heiBt ungerichtet, falls zu jedem
(v,v') € E auch (v',v) € E, ansonsten gerichtet.
Die Adjazenzmatrix eines ungerichteten Graphen
ist symmetrisch.



Gewichtete Graphen

Ein Graph G heiBt gewichtet, falls jeder Kante
mittels einer Gewichtsfunktion

w:E—>R6|_

eine nicht-negative reelle Zahl zugeordnet ist.

wkannzuw : VXV — RE')_U{OO} erganzt werden:

~o oy ) w(y,vy) falls (vi,v5) € E

B (i, vj) = { 00 sonst

Je nach Anwendung kann statt oo auch 0 gewahlt
werden .



Pfade, Zykel und Wege

Eine Folge von Kanten

(Viq 5 i) (Win, Vig) - - - (Viy, vy ;)

heiBt Pfad, falls alle Knoten v;, .
voneinander verschieden sind.

Vi der Folge

Eine Kantenfolge  (vj;;,vi,) (Viy, vig) - - - (v4;, vy )
heiBt Zykel, falls alle Knoten v;, ...v; voneinan-
der verschieden sind.

Eine Kantenfolge (v;;,v;,)(viy, vi5) - - (""ik’""ikﬂ)
heiBt Weg, falls alle Kanten voneinander ver-

schieden sind.

Ein Graph ohne Zykel heil3t azyklisch.



Subgraphen, Zusammenhang und Baume

Ein Graph (V/, E’) heiBt Subgraph von G = (V, E),
falls V/ CV und E' C E.

Ein ungerichteter Graph hei3t zusammenhangend,
falls zu jedem Knotenpaar v; und v in G ein Pfad
von v; nach v; existiert.

Ein Baum ist ein zusammenhangender, unge-
richteter, azyklischer Graph.

Ein aufspannender Baum eines Graphen G ist
ein Subgraph, der alle Knoten von G umfasst
und ein Baum ist.



Zusammenhangskomponenten

Zusammenhangskomponenten eines Graphen sind
zusammenhangende Subgraphen mit maximaler
Knotenzahl.

Sei G = (V,E) mit V= {vg,...,v,—1} ungerich-
tet.
Die n X n-Zusammenhangsmatrix

C = (cij)o<i,j<n—1
wird definiert durch

1 falls v; und v; durch einen Weg
Cij 1= der Lange > 0 verbunden sind
O sonst

C ergibt sich als reflexiver, transitiver Abschluss
der Adjazenzmatrix unter der Booleschen Ma-
trixmultiplikation, bei der als Multiplikation die
Konjunktion und als Addition die Disjunktion
verwendet wird.

Statt
n—1
cij = Y (ak *by;)
k=0
wird
n—1
cij = \ (@i A byj)
k=0

berechnet.



Bestimmung der Zusammenhangskomponenten

eines ungerichteten Graphe

Beispiel:
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Adjazenzmatrix
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Zusammenhangsmatrix C = (¢;j)o<i, j<n—1

( 12345678
111 111 1
20 1 1
3 1
41 111 1
5(1 111 1
6|1 111 1
71 1 1

\ 8|1 111 1)

Zur Zusammenhangskomponente eines Knoten
v, gehoren alle Knoten vy mit ¢; = 1 = ¢

J

Vektordarstellung: |1 234567 8
12311121

C



Pseudocode Hirschberg-Algorithmus

Iteriere [logn]-mal die folgenden 3 Phasen:
Initialisierung des C-Vektors:
C(i) ;== fur alle 1 <7 < n.

Phase 1:

for all vertices ¢ in parallel do

[ min;{ igj) |) falls existent
N 1,7) = 1,
=1 oy #cmy
| C(3) sonst

Phase 2:

for all vertices ¢ in parallel do

( min;{ T(j) | falls existent
N C@3) =1,
r = () # i}
| C(3) sonst

Phase 3:

for all vertices 7 in parallel do B(:) = T'(4)

repeat logn times
for all vertices ¢ in parallel do
T() =T(T(®))
for all vertices ¢ in parallel do

C(i) = min{B(T'(2)),T(4)}




Detaillierung und Analyse von Phase 1/2

Phase 1 und 2 sind ahnlich,
hier Detaillierung von Phase 1:

1(a) for all 4,5 (1 < 4,5 <n) in parallel do

Temp(i,7) = if A(s,5) =1 and C(z) = C(j)
then C(y) else oo

1(b) for all i (1 <7< n) in parallel do
Temp(z', 1) = min]_gjgn{Temp(i,j)}

1(c) for all ¢+ (1 <i < n) in parallel do

T(1) := if Temp(i,1) = co then C(43)
else Temp(i, 1)

oo reprasentiert eine Zahl > n.

Aufwandsanalyse von Phase 1 und 2:

1/2(a) O(1) mit O(n?) Proz.
1/2(b) O(logn) mit O(n?) Proz.
1/2(c) O(1) mit O(n) Proz.

~ O(logn) mit O(n?) Proz.



Begrundung fur Phase 3

Der T-Graph, der in Phase 2 gebildet wird, be-
Sitzt in jedem neu zu bildenden Superknoten eine
Schleife aus 2 Kanten, wobei der kleinste Knoten
des neuen Superknotens einer der beiden Schlei-
fenknoten ist.

Da jeder Superknoten aus hochstens n Knoten
besteht, kommt man beim Durchlaufen des T-
Graphen nach n Schritten in die Schleife und
ist somit hochstens einen Schritt vom Minimum
entfernt.

Gesamtaufwand:

Phase 1/2: O(logn) mit O(n?) Proz.

Phase 3: 3(a) O(1) mit O(n) Proz.
3(b) O(logn) mit O(n) Proz.
3(c) O(1) mit O(n) Proz.

~ O(logn) mit O(n) Proz.

log n Iterationen: |O(log?n) mit O(n?) Proz.
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