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Aufgabe 1 (4 Punkte)

a) Sei H ein Integritétsring und H[X] ein Hauptidealring. Zeige, dass H ein Korper
ist.

b) Zeige, dass in Z[X] das Ideal
Z:={feZ[X]: f(0) gerade}
kein Hauptideal ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zeige, dass das Polynom X? — 1 iiber Z/8Z vier verschiedene Wurzeln in Z/8Z hat. Be-
stimme diese Wurzeln.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Fiir n > 1 hat das Polynom X" — 1 iiber QQ die eindeutige Faktorisierung
X" —1=]] ®a(X)
din
iiber alle Teiler d von n, wobei ®4(X) € Z[X] das d-te Kreisteilungs-Polynom ist. Wegen
®,(X) =X — 1 kénnen wir auch
X" -1
X -1

=1+ X+ X2+ X = ] 2u(X)
1#d|n

schreiben. Spéter wird gezeigt, dass ®4(X) irreduzibel ist. Unter dieser Annahme bestimme
man die eindeutige Faktorisierung von X" — 1 {iber Q fiir alle 2 < n < 10 durch explizite
Bestimmung von ®4(X) fir 2 < d < 10. Verifiziere, dass die Koeffizienten von ®4(X) in
diesen Fillen stets nur 1,0, —1 sind. Bemerkung: Issai Schur hat diese Aufgabe bis zum

Grad n = 105 explizit durchgerechnet. Bei n = 105 tritt zum erstenmal ein Koeffizient
#1,0,—1 auf.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei Z — 7Z/pZ die kanonische Projektion. Betrachte ®12(X) = X*— X2 +1 € Z[X]. Zeige:
a) Fiir p = 11 zerféllt @9 tiber Z/117Z in zwei (irreduzible) Faktoren.

b) Fiir p = 13 zerfillt ®15 iiber Z/137Z in vier verschiedene Linear-Faktoren.



