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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei K ⊂ F eine Körpererweiterung mit Zwischenkörpern K ⊂ Ei ⊂ F für i = 1, 2, sodass
K ⊂ Ei normal ist. Beweise:

a) Das Kompositum E1 ∨ E2 ⊂ F ist normal über K.

b) Der Durchschnitt E1 ∩ E2 ⊂ F ist normal über K.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei α eine Nullstelle von X4 − 2 = 0 über Q. Zeige, dass Q(α) nicht normal über Q ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei φ : K → E eine Körpererweiterung. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Für jedes σ ∈ GalK(E) und f ∈ K[X] mit Bild fφ ∈ E[X] gilt

σ(f−1

φ (0)) = f−1

φ (0).

b) Ist E ein Zerfällungskörper von f, so existiert ein injektiver Homomorphismus

GalK(E) → Sk

in die symmetrische Gruppe, wobei k die Anzahl der (verschiedenen) Nullstellen von
f in E sei. Hinweis: Zur Injektivität betrachte den Teilkörper

L := {α ∈ E : σα = α}.

c) Folgere eine (möglichst gute) Abschätzung der Anzahl |GalK(E)| mit Hilfe von k.

d) Was ergibt sich für die drei Standardbeispiele (Kreisteilungspolynome, endliche Körper,
allgemeine Gleichung k-ten Grades)?

Bitte wenden



Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei φ : K → E eine normale Körpererweiterung und ι : E → F eine Körpererweite-
rung mit ψ = ι ◦ φ : K → F. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Für jedes τ ∈ GalK(F ) gilt τ(ι(E)) = ι(E). Hinweis: Betrachte den Teilkörper

L := {α ∈ E : τ(ια) ∈ ι(E)}

und zeige L = E auf zweierlei Weise: (i) durch Betrachtung der Minimalpoly-
nome von α ∈ E und (ii) (nur für den endlichen Fall) durch Realisierung von E
als Zerfällungskörper eines Polynoms f ∈ K[X]. In beiden Fällen ist Aufgabe
3 a) hilfreich.

b) Die Restriktions-Abbildung

ρ : GalK(F ) → GalK(E),

definiert durch ιρ(τ) = τι für alle τ ∈ GalK(F ) ist ein Homomorphismus.

c) Bestimme den Kern von ρ als Normalteiler in GalK(F ).


