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8. Aufgabenblatt

Aufgabe 27 Die Matrix T := BTB sei gegeben mit Hilfe der Bidiagonalmatrix (3)

B :=

 4 3 0
0 20 12
0 0 4

 .

Führen Sie sowohl einen QR-Schritt T 7→ H2H1TH1H2 =: T2 bei der symmetrischen Matrix
T aus, als auch die äquivalente Umformung B 7→ F1BH1G2 =: B2 mit der Bidiagonalmatrix
B (die letzte Linksmultiplikation F2 spielt für das Folgende keine Rolle). Verifizieren Sie, dass
tatsächlich gilt T2 = BT

2 B2.

Aufgabe 28 Die Norm des Fehlers bei Richardson- (und Tschebyscheff-) Iteration kann durch (3)
die Norm eines Matrixpolynoms p(A) abgeschätzt werden. Es sei nun p ∈ Πm ein Polynom vom
Grad m.

a) Zeigen Sie: Bei A = XJX−1, mit regulärem X, gilt p(A) = Xp(J)X−1 und daher in jeder
Matrixnorm ‖p(A)‖ ≤ κ(X)‖p(J)‖.

b) Für einen Jordanblock C(λ) ∈ Cq×q der Größe q gilt C(λ) = λI + S mit

S = C(0) =
(
sij

)q

i,j=1
=
(
δi,j−1

)q

i,j=1
.

δij ist das Kronecker-Symbol. Zeigen Sie damit Sk =
(
δi,j−k

)q

i,j=1
, k = 0, 1, . . ., sowie

p(C(λ)) =
q−1∑
k=0

p(k)(λ)
k!

Sk und ‖p(C(λ))‖∞ ≤
q−1∑
k=0

|p(k)(λ)|
k!

.

Bitte wenden!
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Aufgabe 29 Bei der Richardson-Iteration x(k) := x(k−1) +ωk(r−Ax(k−1)), k ≥ 1, zur Lösung (3)
von Ax = r werden die Parameter ωk 6= 0 so bestimmt, dass das Fehlerpolynom pk in x(k)− z =
pk(A)(x(0) − z) nach m Schritten optimal ist. Zeigen Sie

a) dass für k ≤ m und x(0) = 0 jede Iterierte die Darstellung x(k) = qk−1(A)r besitzt mit
Polynomen qk−1 ∈ Πk−1.

b) die Rekursion qk(t) = αk + (1 − βkt)qk−1(t), k = 1, . . . ,m. Wie lauten die Koeffizienten
αk, βk?

c) den Zusammenhang mit Hilfe der dividierten Differenz

−qk−1(t) = pk[t, 0] =
pk(t)− pk(0)

t− 0
, k = 1, . . . ,m.

Abgabe: Mittwoch, 16.12.2009, vor der Vorlesung
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