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4. Übungsblatt zur Wavelet-Analysis

Aufgabe 11: Riesz-Lemma

Beweise das Riesz-Lemma: Ist A ein positives, trigonometrisches Polynom vom Grad L

mit

A(ξ) =
L

∑

j=0

aj cos(jξ), aj ∈ R ,

dann existiert ein Polynom B mit

B(ξ) =
L

∑

j=0

bje
ijξ, bj ∈ R ,

so dass A(ξ) = |B(ξ)|2.

Hinweis: Zeige zunächst, dass A(ξ) dargestellt werden kann als A(ξ) = eiLξPA(z), wobei

PA(z) := α

L
∏

j=1

(

1

2
− djz +

1

2
z2

)

, α ∈ R , z := e−iξ

für gewisse dj ∈ C. Hierzu überlege man sich zunächst, dass A(ξ) = qA(cos(ξ)), wo-

bei qA ein Polynom vom Grad L mit reellen Koeffizienten ist, und man verwende, dass

cos(jξ) = eijξ+e−ijξ

2
gilt.

Faktorisiere dann PA gemäß des Fundamentalsatzes der Algebra bezüglich seiner Nullstel-

len und verwende, dass für z0 ∈ C und z = e−iξ gilt:

|(z − z0)(z − z̄−1

0 )| = |z0|
−1|e−iξ − z0|

2.

Aufgabe 12: Bernstein-Basis-Polynome

(i) Zeige Aussage (4.2.13) der Vorlesung: Für PM(y) definiert durch

PM(y) =
M−1
∑

j=0

mjB
M−1

j (y) wobei BM−1

j (y) :=

(

M − 1

j

)

yj(1 − y)M−1−j

gilt

d

dy
PM(y) =

M−1
∑

j=0

mj(M − 1)
(

BM−2

j−1
(y) − BM−2

j (y)
)

.

(ii) Zeige Aussage (4.2.15) der Vorlesung: cM−1 < 1.

bitte wenden!



Aufgabe 13: Interpolatorische Multiresolution Analysis

Eine stetige Funktion φ auf R
d erfülle

φ(k) = δ0k , k ∈ Z
d, (1)

|φ(x)|
<
∼ (1 + |x|)−d−δ und |φ̂(ξ)|

<
∼ (1 + |ξ|)−d−δ. (2)

Zeige folgende Aussagen:

(i)
∑

k∈Zd

φ̂(ξ + 2πk) ≡ 1 .

(ii) Ist φ außerdem (a,M)-verfeinerbar, a ∈ `1(Z
d), dann gilt

m =
∑

ρ∈RT

a(ζρe
−iM−T ξ).

(iii) Sei f ∈ V0 = span{φ(· − k), k ∈ Zd}. Dann gilt

f(x) =
∑

k∈Zd

f(k)φ(x − k),

und für f ∈ Vj gilt

f(x) =
∑

k∈Zd

f(M−jk)φ(M jx − k).

(iv) Sei ϕN ein entsprechend Theorem 4.2.1 konstruierter Daubechies-Generator. Dann

erfüllt

φN(y) :=
(

ϕN(·) ∗ ϕN(−·)
)

(y), y ∈ R

die Bedingung (1).

Präsentation der Lösungen: Der Termin wird im Tutorium am 15.12.2006 bekannt gege-

ben.


