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Einleitung

Bei der effizienten numerischen Simulation realistischer Probleme aus der Praxis, ins-
besondere bei der Modellierung durch Differentialgleichungen, ist der Einsatz adapti-
ver Approximationsmethoden unerlisslich. Wahrend bei nichtadaptiven Verfahren iibli-
cherweise global mit der gleichen Diskretisierungsfeinheit gearbeitet wird, verwenden
adaptive Verfahren nur in solchen Bereichen eine feinere Diskretisierung, wo lokale
Besonderheiten der unbekannten Lésung des Problems aufgelost werden miissen. Bei
der konkreten Durchfithrung wird dabei die Diskretisierung mit Hilfe sogenannter a
posteriori-Fehlerschétzer dynamisch an die unbekannte Lésung des Problems angepasst.
Adaptivitéit dient vorwiegend zur Reduktion der Grofle des diskretisierten Problems bei
vorgegebener Genauigkeit und erlaubt so iiberhaupt erst die Durchfiihrbarkeit einer Ap-
proximation realistischer Probleme.

Von besonderem mathematischen Interesse sind dabei adaptive Verfahren mit be-
weisbaren Konvergenz- und Komplexititseigenschaften. Es gilt hierbei, die folgenden
zentralen Fragen zu klaren:

(I) Ist die gegebene adaptive Approximationsmethode tiberhaupt konvergent, d.h. er-
laubt sie, eine Approximation der unbekannten Lésung mit einer vorgegebenen
Zielgenauigkeit zu bestimmen? Unter welchen Voraussetzungen, z.B. an die un-
bekannte Losung oder an gewisse Problem- oder Verfahrensparameter, ist diese
Konvergenz gesichert?

(IT) Welches Ergebnis liefert die Analyse der Konvergenzrate, d.h. des Verhiltnisses
zwischen Anzahl benutzter Freiheitsgrade und der dabei erreichten Genauigkeit,
im Vergleich mit dem “Benchmark” der besten N-Term-Approximation? Unter
welchen Voraussetzungen kann das Verfahren in diesem Sinne ggf. als “optimal”
nachgewiesen werden?

(III) Zahlen sich fiir die vorgegebene Problemklasse adaptive Verfahren iiberhaupt aus,
d.h. sind hierdurch im Vergleich zu “naiven” uniformen Diskretisierungsstrategien
wirklich hohere Konvergenzraten unter den gleichen Voraussetzungen erzielbar?

Diese Grundfragen werden im Folgenden anhand mehrerer Beispiele genauer ercrtert.
Neben strukturell einfacheren Verfahren wie etwa der Spline-Approximation einer ge-
gebenen Funktion werden vor allem adaptive Wavelet- und Finite Elemente-Methoden
fiir lineare elliptische Probleme diskutiert und ihre Konvergenz- und Optimalitdtseigen-
schaften analysiert.



1 Grundlagen

1.1 Konvergente adaptive Verfahren

1.1.1 Definition, Allgemeines

In normierten Rdumen (X, || - ||x) und (Y| - ||y) sei das Problem gegeben, zu festen
Daten z € X das Bild

y=/flx)eY (1.1)

unter einer Abbildung f : X — Y zu berechnen. Hierbei stehe f abstrakt fiir den
Losungsoperator eines gegebenen mathematischen Problems. Dieser kann einfach struk-
turiert sein, etwa wenn es sich um die Auswertung von Funktionalen f : X — R, z.B.
eines Integrals, handelt. In vielen praktischen Anwendungen ist die exakte Abbildung f
allerdings nur implizit gegeben. Dies ist z.B. der Fall bei der Modellierung mit Differenti-
algleichungen durch die Losung eines entsprechenden Rand- oder Anfangswertproblems.
Da es im Allgemeinen nicht mdoglich sein wird, y wirklich storungsfrei zu berechnen.
werden wir uns im Folgenden darauf beschrinken, Ndherungslésungen gy, mit einem ga-
rantierten absoluten Fehler von

1y — yelly <€ (1.2)

zu bestimmen.

Die konkrete Berechnung einer N&herung y. geschehe dabei deterministisch, d.h. es
gebe eine Abbildung F': X x Ry — Y mit y. = F(x,€). Wir nehmen dariiberhinaus an,
dass die Abbildung F' durch einen Algorithmus realisiert werde.

Definition 1.1. FEin Algorithmus ist eine aus endlich vielen, wohldefinierten Opera-
tionen bestehende Handlungsvorschrift zu Losung eines Problems. Fin Algorithmus g
iberfiihrt einen Eingabewert (z1,...,x,) in einen Ausgabewert (y1,...,Ym), wir schrei-
ben hierfiir im Folgenden g[x1,...,xn] = (Y1, Ym)-

Hiermit kann direkt definiert werden, was unter einem adaptiven Verfahren sowie unter
dessen Konvergenz zu verstehen ist.

Definition 1.2. Ein Algorithmus Fx,¢€,...] — ye heifst adaptives Verfahren zur Berech-
nung von f(z), wenn zur Berechnung von y. hichstens endlich viele Rechenoperationen
notwendig sind, d.h. wenn F fiir alle zugelassenen Eingabewerte (x,€) terminiert. Wir
nennen F konvergent (oder auch adaptiv im engeren Sinne), wenn fir jeden Ausgabewert
Ye die Fehlertoleranz (1.2) eingehalten wird.

Um fiir einen gegebenen Algorithmus F' nachzuweisen, dass er ein konvergentes adap-
tives Verfahren realisiert, ist also neben der Uberpriifung der Ausgabefehlertoleranz auch



das Terminierungsverhalten zu {iberpriifen. Es sei bereits an dieser Stelle betont, dass bei
der Konvergenzanalyse adaptiver Verfahren Rundungsfehler iiblicherweise vernachléssigt
werden.

Bemerkung 1.3. Diese Definition von Konvergenz ist ganz nattirlich und deckt sich mit
anderen Konvergenzdefinitionen in der Numerischen Mathematik. Gemeinhin heifit ein
numerisches Verfahren konvergent, wenn die von ihm erzeugten Niherungslosungen fiir
immer “feiner” werdende Diskretisierungsparameter gegen die exakte Lisung konvergie-
ren. Im Rahmen adaptiver Verfahren liegt aufgrund der gewiinschten Fehlerabschdtzung
(1.2) obige Konvergenzdefinition auf der Hand.

Um die Berechnung einer hinreichend genauen N&herung y. sicherstellen zu kénnen,
sind in einem Algorithmus mindestens die folgenden drei Grundbausteine notwendig;:

1. ein numerisches Grundverfahren zur Berechung einer Ndherung ¥;
2. ein Fehlerschitzer £ zur Kontrolle von ||y — 7|y;

3. eine Verfeinerungsstrategie, um auf der Basis einer noch unzureichenden Niherung
7 eine verbesserte Ndherung i zu berechnen.

Typischerweise bestehen adaptive Verfahren genau aus einer Iteration dieser drei Schrit-
te, wobei nach dem Fehlerschiatzungsschritt ein passendes Stopkriterium abgefragt wird.
Die Konvergenzanalyse besteht dann im wesentlichen daraus, das Zusammenwirken zwi-
schen einem gegebenenfalls “lokalen” Fehlerschétzer und der darauf aufsetzenden Verfei-
nerungsstrategie zu studieren. An das numerische Grundverfahren wird zunéchst nur die
Forderung gestellt, implementierbar zu sein. Der dafiir ben6tigte Rechenaufwand geht
dann allerdings entscheidend in die Optimalitdtsanalyse des Gesamtverfahrens ein.

Fiir die Konvergenzanalyse ist der Fehlerschétzer £ von zentraler Bedeutung. Typi-
scherweise wird in einem adaptiven Verfahren eine a posteriori-Abschitzung benutzt,
d.h. zur Kontrolle von ||y — g|| gehen neben ¢ ggf. noch weitere, im Lauf des Verfahrens
gewonnene Informationen ein. Wir schreiben daher im Folgenden auch £ = £(7). Im
Gegensatz zu a priori-Fehlerschéitzern, die keine konkreten Rechenergebnisse benutzen,
sind a posteriori-Schétzer meist genauer, siehe auch Abschnitt 1.1.2. Als wichtig erweisen
werden sich zwei Grundeigenschaften eines Fehlerschitzers:

Definition 1.4. Ein Fehlerschdtzer () heifit verldsslich, wenn

ly — glly < CE®G) (1.3)
gilt, mit einer von y und § unabhingigen Konstanten C > 0. £(g) heifst effizient, wenn
ly — glly > C'E() (1.4)

gilt, mit einer weiteren, von y und § unabhingigen Konstanten C' > 0.

Mit anderen Worten: ein verldsslicher Fehlerschéitzer unterschétzt den exakten Feh-
ler nicht, vorhandene Fehler werden also angezeigt. Umgekehrt ist ein effizienter Feh-
lerschatzer auch dann klein, wenn der exakte Fehler klein ist, d.h. angezeigte Fehler sind
auch wirklich vorhanden.



1.1.2 Beispiele
Fixpunktiteration

Zur Herleitung eines konvergenten adaptiven Verfahrens zur Berechnung von Fixpunkten
sei an den folgenden wichtigen Satz erinnert (Beweis: Analysis I/II oder Numerik I).

Satz 1.5 (Fixpunktsatz von Banach). Sei (B,| - |g) ein Banachraum, Q@ C B und
g: B — B mit g(Q) C Q und der Kontraktionsbedingung

lg(u) —g()llB <qllu—vlB, u,ve (1.5)
fir ein 0 < g < 1. Dann besitzt g einen eindeutigen Fizpunkt z = g(z) € Q und die
Iteration z(b+1) = g(z(k)) konvergiert fiir einen beliebigen Startwert z°) € Q gegen z mit
den Fehlerabschdtzungen

|25 — z||p < ﬁHz(k) — 2D (a posteriori) (1.6)

<

=14

Auf der Basis von Satz 1.5 liegt es nahe, den folgenden Algorithmus zur adaptiven
Berechnung des Fixpunktes z zu formulieren.

[z = 205 (a priori). (1.7)

Algorithmus 1 FIXPOINT[g, q, €] — z
Wiihle 2(9) € B beliebig.

n:=0
repeat
L(n+1) .— g(z("))
n:=n+1
until l%qHz(”) -z |p <e
Ze 1= z(n)

Der Algorithmus FIXPOINT ist offenbar deterministisch und er terminiert, da (™),
nach dem Fixpunktsatz von Banach konvergiert und somit fiir ein n € N die Bedingung
|2 — 2= < % gilt. Ferner ist wegen (1.6) die Fehlertoleranz fiir die Riickgabe z,
erfiillt, es handelt sich damit um einen konvergenten adaptiven Algorithmus. Natiirlich
geht in diese kurze Uberlegung in starkem MaBe das Vorwissen iiber die Abbildungs-
und Kontraktionseigenschaften von g ein.

Adaptive Spline-Approximation

Als zweites Beispiel betrachten wir einen adaptiven Algorithmus, der bei der Approxi-
mation einer gegebenen Funktion f € C]0,1] durch stiickweise konstante Funktionen in
der Maximumnorm ||v||oo := [[v|[[0,1],00 := SUPze0,1] [v(2)| entsteht. Jede solche Approxi-
mation f. ldsst sich zunéchst offenbar schreiben als

fe=Y " exi (1.8)

I1egG.



Hierbei bilden die Intervalle aus G, (offen, halboffen oder abgeschlossen) eine Partition
von [0, 1], d-h. Uzeg. I = [0,1] und verschiedene Intervalle I, J € G sind disjunkt. Der
Algorithmus zur Berechnung von f, zerfillt dadurch in zwei Schritte:

1. Berechnung einer geeigneten Partition G,
2. Berechnung der Koeffizienten c; fiir alle I € G,

Beginnen wir mit dem zweiten Punkt. Um die Argumentation zu erleichtern, nehmen
wir an, es existiere eine Koeffizientenabbildung (f,I) — c;(f) mit

If = er(f)

—infllf— 1.9
I.o00 égRHf || 1,005 (1.9)

d.h. er(f)xr sei genau die Bestapproximierende auf I. Nachfolgendes Lemma zeigt, dass
diese starke Forderung zumindest bei monotonen Funktionen f realisierbar ist.

Lemma 1.6. Fir f € C[0,1] und jedes Intervall I C [0,1] gilt

roo = || - ;(ilé;;f(x) + inf £(x)) (1.10)

zel

—_—
Infllf—c 1o

Beweis: Wegen f € C[0,1] und I C [0,1] sind a := inf,¢c; f(z) und b := sup,; f(x)
reelle Zahlen mit a < f(x) < b fiir alle x € I. Mit |y| = max{y, —y} fir y € R gilt fiir
jedes feste c € R

If —c

I,00 = max { sup(f(z) — ¢),sup(c — f(z))} = max{b—¢,c — a}.

zel zel
Dieses Maximum wird minimal, wenn beide Terme iibereinstimmen. Fiir das Minimum
c* folgt daher b — ¢* = ¢* — a, also ¢* = L(a +). O

Bemerkung 1.7. Fulls f nicht monoton ist, wird man in der Praxis mehrere Funktions-
werte f(x;) bei Punkten x; € I berechnen und die entsprechenden Maxima und Minima
hieriiber zur Approximation von ci(f) heranziehen. In diesem Fall ist allerdings eine
weitere Fehleranalyse notwendig.

Durch die Annahme an die Existenz der Routine (f,I) — cz(f) ist nun noch eine
passende Partition G zu ermitteln. Die Grundidee des folgenden Algorithmus ist es, ein
Teilintervall I einer gegebenen Partition in zwei Unterintervalle (“Kinder”) von I zu
unterteilen, falls auf I der Fehler noch zu grof ist. Fiir diese Strategie bendtigen wir
offenbar einen lokalen Fehlerschétzer £ : T — R, wobei Z die Menge aller Teilintervalle
von [0, 1] sei. Die Abbildung &£ besitze mindestens die folgenden beiden Eigenschaften:

EUI) 2 f = er(f)ll1,005 (1.11)

}llig%)sup{g([) :|I|=h}=0. (1.12)



Algorithmus 2 ADAPTIVE|f,¢] — fe
if £([0,1]) < e then

lg = {[0,1]}
G:=10
B :={[0,1]}
repeat

for all I € B do
for all children J of I do
if £(J) < e then
G:=GguU{J}
else
B:=BU{J}
end if
end for
B:=B\{I}
end for
until B =0
end if
fe:=2reger(f)xr

Hierbei besagt (1.11) gerade, dass es sich bei £ um einen verlésslichen Fehlerschitzer
auf I handelt. (1.12) driickt zu einem gewissen Grad die Effizienz von £ aus. Unter
diesen Voraussetzungen ldsst sich der Algorithmus 2 ADAPTIVE angeben und seine
Konvergenz nachweisen, siche auch [9]. G und B stehen dabei fiir “good” bzw. “bad
invervals”.

Satz 1.8. ADAPTIVE ist ein konvergenter adaptiver Algorithmus zur stiickweise kon-
stanten Approximation von f € C|0,1].

Beweis: Zunichst zur Terminierung des Algorithmus. Bei jedem Durchlauf in der
dufleren repeat-Schleife wird die aktuelle Menge B komplett abgearbeitet, jedes I € B
wird dabei hochstens durch seine beiden Kind-Intervalle ersetzt. Also halbiert sich in
jedem Durchlauf die Linge der Intervalle in B. Wegen (1.12) gibt es daher eine dufere
Iterationstiefe, bei der keine Kinder mehr in B erzeugt werden, woraufhin der Algorith-
mus terminiert.

Aufgrund der Partitionseigenschaft von G, (1.11) und der Terminierungsbedingung in
ADAPTIVE rechnet man nun leicht Konvergenz nach:

— Jelloo — - oog I S .
If— fell l;féagfllf cr(f)ll1, I}éagfﬁ() €



Es bleibt zu kléren, fiir welche Funktionenklassen F > f man iiberhaupt einen bere-
chenbaren Fehlerschétzer £ mit (1.11) und (1.12) angeben kann.

Lemma 1.9. Sei f € CY[0,1] und sei c;(f) gemdfs (1.9) berechnet. Dann erfiillt

E(Il) = ! .
(1) /I\f(xndx (1.13)
die Bedingungen (1.11) und (1.12).
Beweis: Fiir alle x,y € I gilt zunéchst
y
— = "(z)d ! dz.
1@ -1l =| [ 1o < [ 17

Mit a := infyer f(2) und b := sup,¢; f(x) existieren zu € > 0 Punkte z.,y. € I mit
flxze) <a+eund f(y.) > b— e. Es folgt fiir jedes = € T

7@) - 5ta+0)] < 5 (1£@) — al +]7) -3
< 5 (1£@) = 7@+ 5@ = F)]) + ¢
/] ’f’(z)} dz + e,

IN

so dass mit € — 0 und dem Supremum iiber = € I die Abschitzung (1.11) folgt. Da f’
stetig auf [0, 1] ist, folgt (1.12) via

euwiﬁwmﬂwsrﬂuuw

O]

Der Algorithmus ADAPTIVE ist hiermit als konvergent nachgewiesen. Allerdings
ist die Anzahl der in einer Splineapproximation f. benutzten Intervalle in Abhéngig-
keit der vorgegebenen Genauigkeit € bis jetzt noch unklar. Folgender Satz liefert eine
asymptotische Aussage fiir € — 0.

Satz 1.10. Sei & der Fehlerschitzer aus (1.13). Ferner sei zu f € C1[0,1] und 0 < e <
£([0,1]) die Approximation f.:= ADAPTIVE]f, €] gegeben. Ist G. die zu fe gehdrende
Partition, so gilt die Abschdtzung

2 1 2
#.<2 [ Mp@do < 20F (1.14)
mit der Hardy-Littlewood-Mazimalfunktion fir g € L1(0,1),
1
My(w)i= s [ lgw)la. (1.15)
[0,1]DI>z |I| 1



Beweis: Wegen ¢ < £([0,1]) ist der triviale Fall G, = {[0, 1]} mit #G, = 1 ausgeschlos-
sen. Folglich ist jedes I € G, Kind eines dyadischen Intervalls J # G, so dass fiir alle
z € J gilt

e< &) = [ |rlay < 17101y a).
Mit dem Infimum iiber x € I C J und f’ € L1(0,1) folgt

J
e < |J| 111fo/ ||I|| /Mf/ dy—Q/Mf/ ) dy,

so dass Aufsummation iiber alle I € G, und die Partitionseigenschaft schliefSlich liefert

e<2Z/Mf, y—2/ My (y

IeGe
Fiir g € C[0,1] folgt fiir alle z € [0, 1]

1
Mgy(z) = sup I/Ig(y)ldySHgloo sup /dy 19]lo0s
o.1>130 1 J1 015152 1

also die rechte Ungleichung in (1.14). O

Es ist also mit ADAPTIVE méglich, mit N := Ce~! Freiheitsgraden einen Appro-
ximationsfehler von € = CN~! zu realisieren. Hiermit lisst sich eine gewisse Konver-
genzrate des adaptiven Algorithmus ablesen.

Definition 1.11. FEin adaptives Verfahren F|x,e€,...] — ye heifst konvergent mit Ra-
te s > 0, falls die Approximationen y. in dem zugrunde liegenden Erzeugendensystem
(Ya)aev von Y jeweils eine Darstellung ye = Y y\cv Ce ¥ mil hochstens endlich vielen
nichttrivialen Koeffizienten c. = (cex)rev besitzen und C' > 0 existiert mit

|y — yelly < C(#co)™®,  fiir e — 0. (1.16)

Das Erzeugendensystem ist in diesem Fall die Menge der charakteristischen Funktionen
X1, wobei I dyadische Teilintervalle von [0, 1] durchlduft. Unter den Voraussetzungen von
Satz 1.10 ist also ADAPTIVE konvergent mit Rate s = 1.

Bemerkung 1.12. Sowohl fiir die Durchfihrung von ADAPTIVE als auch fir die
Komplexititsanalyse haben wir bis jetzt f € CY0,1] angenommen. Wir werden spiter
sehen, dass unter dieser starken Voraussetzung auch eine dquidistante Approzimation
von f mit Approzimationsrate 1 existiert, d.h. adaptive Verfahren bringen unter der
Voraussetzung f € C1[0,1] zundchst keinen Vorteil. Allerdings lassen sich die hinrei-
chenden Konvergenzvoraussetzungen fiir ADAPTIVE bei genauerer Analyse stark ab-
schwichen. So konvergiert das adaptive Verfahren bei gleicher Wahl von € mit Rate 1
auch fiir f € W1(L,(0,1)), p > 1. Dies ist nicht der Fall bei dquidistanter Approzima-
tion.

Demo
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1.2 Funktionenraume

Die bei der Losung partieller Differentialgleichungen auftretenden Funktionen leben
statt in Rdumen wie C* meistens in Banachriumen schwach differenzierbarer Funk-
tionen. Diese Funktionenriume und darauf aufbauende Hilfsmittel werden im Folgen-
den eingefiihrt, siche z.B. auch [12, Anhang A]. Falls nicht anderweitig eingeschrinkt,
sei im Folgenden immer 2 C R"™ ein Gebiet, d.h. offen und zusammenhéngend. Mit
(x,y) == > iy xiyi, x = (2;),y = (yi) € R", bezeichnen wir das Euklidische Skalarpro-
dukt auf R, ||x|| := /(x,x) sei die Euklidische Norm. Weiter sei zu x € R” und r > 0
der offene Ball B(x,r) := {y € R”MX —y| < r} erklirt. SchlieSlich bezeichnen wir mit
|A| := [, dz das Lebesgue-Maf einer Menge A C R™.

1.2.1 L,-Raume

Fir 1 <p < oo sei

1/
L) 1= {£: 2 Bl 1= [ 176Pax) " <o} an
flir p = 0o setzen wir
Loo(@) = {f: Q> R|Ifllrcio) = éréi% su |f09] < . (1.18)

=esssup,eq | f(2)]

Dann ist (Ly(Q), || - ||z, (o) fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum. Falls 2 ein endliches
Lebesgue-Maf} || besitzt (z.B. wenn € beschrinkt ist), gilt fir 1 < p < ¢ < oo die
stetige Einbettung Ly (Q) — L,(2) mit

1) < 128777901 f ) Ly 0 (1.19)

1.2.2 C*- und Holder-Raume, Testfunktionen

Sei 2 C R™ ein beschrénktes Gebiet, d.h. es existiere eine Konstante M > 0 mit ||x|| < M
fiir alle x € 2. Dann definieren wir den Raum stetiger, beschréankter Funktionen

C'(Q) := {f : Q = R|f stetig und [fllco@) = sup [f(x)] < 0o}, (1.20)
x€ef)

sowie fiir jedes k € N den Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
che)={f:9 R)Hfuck@ = 3 1D Fllony < - (1.21)
lo| <k
Fir ke Ngound 0 < a < 1 sei

Ck’a(Q) = {f € Ck(Q)’Hchk,a(ﬁ) = ||f”ck(§) + Z ‘Dﬁf‘coya(ﬁ) < OO} (1.22)
|B|=k

:Iflck,a(ﬁ)
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der Raum aller k-mal Holder-stetig (bzw. fir « = 1 Lipschitz-stetig) differenzierbaren

Funktionen, wobei
[fllgo = sup LI =IO

xyea [x =yl
xXF#y

(1.23)

Alle C*- bzw. C**-Réume sind Banachriume mit ihrer jeweiligen Norm. Es gelten die
stetigen Einbettungen

Q) — cFe cRQ) s CF fir k> K, o> o (1.24)
Im Folgenden schreiben wir auch C*Y := C*.
Beispiel 1.13. Die Funktion f(z) = \/z liegt genau in C%*((0,1)) fir 0 < a < 3.

Weiter habe eine Funktion f : Q — R kompakten Trdger in ), wenn eine kompakte
Menge K C  existiert (d.h. K beriithrt 0Q nicht), so dass f(x) = 0 fiir alle x € Q \ K.
Die kleinste kompakte Menge mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir mit supp f. Wir
definieren fiir kK € N

Cy () :={f € C*(Q)|supp f € O} (1.25)

den Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf {2 mit Nullrandwerten k-
ter Ordnung, D(2) := C§°(Q) := ey CF() ist die Menge der Testfunktionen. D(S2)
ist dicht in allen L,(€2), 1 < p < oo.

1.2.3 Randintegrale

Sei 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet. Fiir die Einfithrung schwacher Ableitungen, aber
auch als Grundvoraussetzung fiir verschiedene Sdtze aus der Vektoranalysis bendtigen
wir Zusatzannahmen an die Regularitit des Gebietsrandes 0.

Definition 1.14. Sei k € N und 0 < a < 1. Dann ist Q ein C**-Gebiet, falls sich 0%
lokal als Graph einer Ck7a -Funktion schreiben lisst. Genauer: es existieren firl < j <m
Orthonormalbasen (€)™, des R™, r;, h; > 0 und Funktionen g; € C**(B(0,7;)), so dass
die Mengen

n—1
U; = {x = yie] +tel, € BR[|yl <7y lt - g;(y)] < hj} (1.26)
i=1
eine offene Uberdeckung von Q bilden, wobei fiir Ujiox= E?:_ll yieg + tel, gilt
(1) t =g(y) = x €09,
(ii) O<t—gj(y) <hj = x €],
(iti)) 0 >t —g;(y) > —h; = x ¢ Q.

Speziell heifst ein CY'-Gebiet auch Lipschitzgebiet.
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Definition 1.15. Sei (Uj;)7%, eine offene Uberdeckung von Q. Dann heift (i)t C
D(Q) Teilung der Eins bzgl. (U;)TLy, falls n; >0 und 337 gn; =1 auf Q.

Wir nehmen an, dass zu jeder Uberdeckung von € eine solche Teilung der Eins existiert.
Dann lésst sich wie folgt im Fall von Lipschitzgebieten ein Randintegralbegriff einfiihren.

Definition 1.16. Sei ) ein Lipschitzgebiet und (U;)jL, eine offene Uberdeckung von 0§

wie in (1.26). Dann heifit f: 0 — R messbar (bzw. integrierbar), falls die Funktion
n—1 ] )
RS B(0,15) 5y - £ Y wiel +g5(x)el)
=1

messbar bzw. integrierbar ist. Das Randintegral dber f ist definiert als fBQ fds =
Z;nzl faﬂ n; f dS, wobet fir g : 0 — R mit suppg C 0Q2 N U; gesetzt wird

[ ooas= [ g( S uel +ael) 1+ Vel (21)
£ B(Oh;) iy

Diese Definition des Randintegrals ist unabhingig von der speziellen Wahl der Uber-
deckung (U;) und von den Funktionen g;. Ferner ist das Integral (1.27) iiberhaupt sinn-
voll, da aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit der g; fast iiberall deren Gradient Vg; existiert,
messbar und wesentlich beschrénkt ist, siehe [10, Kapitel 5.8]:

Satz 1.17 (Rademacher). Sei A C R™ ein C'-Gebiet und sei g € C%'(A). Dann ist g
fast tiberall differenzierbar mit Ha%igHLoo(A) <llgllcoray fiir 1 <i<mn.

Mit eben diesem Satz von Rademacher l&sst sich fiir ein Lipschitzgebiet 2 an fast allen
Randpunkten x € U; N OS2 ein duferer Normalenvektor

n—1
~1/2 0 R n
n(x) = (14 Vg ) (30 5 0i(vel —el) € R (1.28)
i=1 7"
erkldren. Es gilt ||n(x)|| =1 und (x — y,n(x)) > 0 fiir alle y € QN Uj.
Weiter gilt auf Lipschitzgebieten der Satz von GauB fiir glatte Integranden:

Satz 1.18 (Gauss). Sei Q ein Lipschitzgebiet und u € C1(Q) mit [ull g1 (@) < o0. Dann
gilt fiir u und die duflere Normale n

/8udx:/ un-e;dS, 1<i<n. (1.29)
a 0zi 90

Ist auch v € CY(Q) mit [vllr @y < o0, dann gilt die Regel der partiellen Integration

0 0
_ -e;dS, 1<i<n. 1.
A(uaxiv—i—vawiu) dz /89uvn e; dS i<n (1.30)
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1.2.4 Sobolevraume

Definition 1.19. Sei 1 < p < oo, f € Ly(Q) und o € Nj. f besitzt eine schwache
Ableitung g = D® f der Ordnung ||, falls g € L,(S2) die Regel der partiellen Integration
erfillt,

(f. D*¢) = (—1)*l(g, ),  fiir alle p € D(Q). (1.31)

Aufgrund der Dichtheit der Testfunktionen in L;(£2) sind schwache Ableitungen bis
auf Mengen vom Lebesguemaf 0 eindeutig. Starke, d.h. klassische, Ableitungen sind auch
schwach, dies folgt fiir Lipschitzgebiete €2 aus Satz 1.18.

Definition 1.20. Zu 1 <p < oo und k € Ny sei
WH(Ly(Q)) = {f € Ly(Q)|D*f € Ly(Q) fiir alle || < k} (1.32)

der Ly-Sobolevraum aller k-mal schwach differenzierbaren Funktionen, mit der Norm

(3 101, 0) " 1<p <o
1l L) = || <k (1.33)

max [D%flue . p=oo

(WE(L,(Q)),]| - Wk (L,(q))) ist ein Banachraum, fiir p = 2 ist HE(Q) := WF(Ly(Q))
ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(£, mry == > (D*f, D). (1.34)

<k

Wir werden im Weiteren auch Sobolevrdume gebrochener Ordnung benétigen, sie sind
wie folgt definiert.

Definition 1.21. Zu 1 <p<oo, k€ Ny und 0 < 0 < 1 sei
WHHO(L,(Q)) == {f € WHLp( )| fllwr+o(z, () < o0}, (1.35)
mit der Norm

I fllwe+or, @) =

(HfHﬁVk( + Z / |D*f(x) — D*f(y)|P dxdy>1/p l<p<oo,

= PTG

|ID*f(x) — D*f(y)|
Fllys + max ess sup
H HW (Lo (92)) lel=k x,ye HX_YHn+9
XAy

Schwach differenzierbare Funktionen lassen sich durch stark differenzierbare Funktio-
nen approximieren, denn der Raum C'*°(Q) aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
in Q ist dicht in W*(L,(Q)) fiir alle k € Ny und 1 < p < oo. Anders ausgedriickt, fiir
jedes f € WF(L,(Q)) existiert eine Folge (f;)32, C C°°(Q) mit ||f — fillwe(r, @) — 0
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fiir ¢ — oo. Diese Dichtheitsaussage lésst sich oft in Beweisen nutzen. Allerdings ist sie
falsch fiir p = oc.

Um die Sédtze der Vektoranalysis auch auf Funktionen aus Sobolevrdumen zu verall-
gemeinern, ist es notwendig, deren Einschrinkung auf niederdimensionale Teilmengen
von {2 sinnvoll zu definieren. Man kann zeigen, dass hierfiir die Existenz einer schwachen
Ableitung geniigt.

Satz 1.22. Sei Q ein Lipschitzgebiet und 1 < p < oo. Dann existiert eine eindeutige,
stetige lineare Abbildung o : W1(L,(Q)) — L,(09Q), der Spuroperator, so dass vof =
flaq fiir alle Funktionen f € C°(Q) N W1(L,(Q)).

7o ist allerdings nicht surjektiv. Fiir p = 2 gilt vo(H'(Q)) = HY/2(98), bei allgemeinem
p sieht das Bild von 7 komplizierter aus. Offenbar gilt v(¢) = 0 fiir jede Testfunktion
¢ € D(Q). Wir definieren daher den Raum W§(L,(Q)) = closyyk (1, () D(2) aller k-
mal schwach differenzierbaren Funktionen mit Nullrandbedingungen, entsprechend den
Raum HE(Q) fiir den Speziallfall p = 2. Folgende wichtige Abschiitzung fiir Funktionen
aus W¢(L,y(2)) wird hiufig benutzt:

Satz 1.23 (Poincaré/Friedrichs). Sei € ein beschrinktes Lipschitzgebiet und 1 < p < co.
Dann gilt fiir jedes f € W (L,(Q))

0
83?1'

[#llz,0) < diam €| 5|

, 1<i<n, (1.37)
Lp(9)

mit dem Durchmesser diam ) := supy yeq [[x — y/-

Beweis: Sei 0.B.d.A. f € C}(2) und i = 1, ansonsten argumentiere {iber die Dichtheit
von C}(Q) in W} (L,(Q)). Ferner betrachten wir nur p < oo, denn der Fall p = oo folgt
mit analoger Argumentation. Wegen f € C}(Q2) konnen wir f normgleich durch 0 auf
ganz R" fortsetzen, d.h. |[D*f|| &) = [|D*f|[1, (@) fiir o] < 1. Sei R :=diamQ < oo
und x €  beliebig. Dann gilt x + Re; ¢ 2. Denn ansonsten gébe es x,y € Q mit
|Ix —y|| = R. W&hlt man dann aufgrund der Offenheit von € ein € > 0 mit B(x,¢€) C §2,
so folgt z := x+ 52— € B(x,¢€) C Q mit dem Widerspruch |ly—z|| = ||[x—y]|/+¢/2 > R.

2 [lx—y]
Also gilt doch x + Re; ¢ Q und damit

—f(s,za,...,x,)dx, fir alle x € Q.
1

Die Holder-Ungleichung liefert wegen ;1) + Wl—l) =1 daraus

R -1
p@(/ @Y . fiir alle x € Q.
0

—Rp—1

7099 < [ | fs.0 )

Mit Aufintegration in der ersten Koordinate iiber R folgt wegen diam 2 = R zuné#chst

0
p P
/R}f(s,xg,...,xn)’ ds <R /R‘al“l (s,x9,...,xn)

P
ds,
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so dass Integration in den anderen Koordinaten die Behauptung ergibt. O

Fine wichtige Folgerung aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung ist, dass fiir Funktionen
aus WE(L,y(Q)) die Sobolev-Norm || - lw(z,(0) dduivalent zur Halbnorm | - |yye(z, ()
ist, in welche nur Ableitungen der héchsten Ordnung eingehen. Die Poincaré-Friedrichs-
Ungleichung kann auf den Fall verallgemeinert werden, dass die Funktionen nicht auf
dem ganzen Rand 02 verschwinden, sondern nur auf einer Teilmenge I'p mit |T'p| > 0.
Dann existiert immer noch eine Konstante C' = C(, |I'p|), so dass (1.37) fiir alle f €
WL(L,(Q)) mit vo(f) = 0 auf I'p gilt.

Die folgenden Rechenregeln und Einbettungsresultate werden im weiteren Verlauf be-
nutzt:

Satz 1.24. Sei Q C R™ ein beschrdinktes Lipschitzgebiet, 1 < p,q < oo mit % + % =1
(wobei & = co) und seien u € W(L,()), v € W(Ly(2)). Dann gilt der Satz von Gauf

0 0
U—uv+v—u)dx = / uvn - e; dS, 1.38
/Q( Ox; Ox; ) 90 7 (1.38)

vgl. Satz 1.18. Weiter gilt fiir u € W2(Ly(2)) und v € W(Ly(Q)) die Greensche Formel

/Auvdx:/ UVu-ndS—/VqudX. (1.39)
Q i) Q

Satz 1.25. Set 2 C R"™ ein beschrinktes Lipschitzgebiet.

(i) Falls 1 < p < oo und k,m € Ny mit k < m, dann gilt W™(L,(Q)) = Wk (L,(2)).
Die FEinbettung ist fir k < m sogar kompakt (Satz von Rellich), d.h. beschrinkte
Folgen in W™(L,(S2)) haben konvergente Teilfolgen in W& (L,(Q2)).

(ii) Falls 1 <p < q < oo und k € Ny, dann gilt WF(L,(Q)) — W*(L,(Q)).

(i4i) Falls 1 < p,q < oo und k,m € N mit m > k und m — k > n(% — %), dann

gilt W™(Ly()) — WH*(Ly(Q)) (Einbettungssatz von Sobolev). Insbesondere gilt
fir p > n und k € N die Einbettung W¥(L,(Q)) — C*Y(2), mit der Norm aus
(1.21).

Funktionen aus dem Sobolevraum W§(L,(€2)) lassen sich nach Definition stetig durch
Null auf ganz R" fortsetzen, d.h. es gilt [|Eof|lywr(r,@ny)y = Ifllwkr, @) fir alle f €
WE(L,(Q)). Auf Lipschitzgebieten existieren auch fiir Funktionen mit nichttrivialen
Randwerten stetige Fortsetzungsoperatoren von W¥(L,(£2)) nach W¥(L,(R")), siehe
[13].

Satz 1.26. Sei Q@ C R" ein beschrinktes Lipschitzgebiet, k € Ng und 1 < p < oo.
Dann existiert ein Operator E € L(W*(L,(Q)), W¥(L,(R™))) mit Evlg = v fir alle
v € WE(L,(Q)).
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1.3 Variationsformulierung elliptischer Probleme

Viele durch partielle Differentialgleichungen gegebene Probleme liegen in einer sogenann-
ten Variationsformulierung vor. Hiermit meinen wir im Folgenden, dass die gesuchte
Losung u in einem (reellen) Hilbertraum X liegt und die Variationsgleichung

a(u,v) = F(v), firalleveX (1.40)

erfiillt. Hierbei sind a : X x X — R eine Bilinearform und F': X — R eine Linearform.
Variationsformulierungen wie (1.40) sind in mehrerer Hinsicht wichtig:

e Zum einen sind viele physikalische Probleme, etwa aus der Mechanik, in einer
Variationsformulierung gegeben. Dies ist insbesondere der Fall, wenn die gesuchte
Grofle u ein geeignetes Energiefunktional minimiert.

e Variationsformulierungen gestatten einen einfachen mathematischen Zugang im
Hinblick auf Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitdt von Losungen.

e Variationsformulierungen erlauben die Herleitung numerischer und sogar adaptiver
Methoden, wo (1.40) nur auf endlich-dimensionalen Teilriumen X}, erfiillt ist.
1.3.1 Poisson-Gleichung

Als Beispiel zur Herleitung einer Variationsformulierung betrachten wir die Poisson-
Gleichung in starker Formulierung: Fiir ein Lipschitz-Gebiet Q C R™ und f € C°(Q) sei
eine Funktion u € C%(2) gesucht mit

—Au=fin Q, wulgpg=0. (1.41)

Losungen dieser Art nennen wir im Folgenden klassisch. Mit Hilfe der Greenschen Formel
(1.39) gilt fiir alle v € C}(Q)

/fvdx:—/Auvdx:/Vqudx—/ vVu-ndS, (1.42)
Q Q Q onN
—_——

=:F(v) =:a(u,v) =0

also 16st jede klassische Losung von (1.41) auch das Variationsproblem (1.42). Es stellt
sich daher die Frage, ob auch Aquivalenz gilt. Sei dazu v € C2(2) N CL(£) eine Losung
von (1.42). Dann ist diese eindeutig, denn fiir eine weitere Losung @ gélte a(u—u,v) =0
fiir alle v € C3(Q), woraus mit v = @ — u folgt V(u — @) = 0. Daher ist u — @ konstant
und wegen der Nullrandwerte konstant Null. Weiter 16st u auch (1.41). Denn fiir alle
v € CHR) ist

/(f+Au)vdx:/(fv—Vqu)dx:O,
Q Q

also f + Au = 0 fast {iberall und aufgrund der Stetigkeit auch punktweise. Im Allge-
meinen kann man die Existenz stetig differenzierbarer Losungen allerdings nicht voraus-
setzen, selbst fiir unendlich oft differenzierbares f. Stattdessen sind die Losungen von
Variationsproblemen in Rdumen schwach differenzierbarer Funktionen zu suchen.
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1.3.2 Existenz und Eindeutigkeit

Die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines Variationsproblems kléart folgender
zentraler Satz.

Satz 1.27 (Lax/Milgram). Sei X ein Hilbertraum, F € X', und a : X x X — R eine
Bilinearform. Fualls a stetig, d.h. fir ein Cy > 0 gilt

la(v,w)| < Coljv||x||w|x, fir allev,w € X, (1.43)
und elliptisch, d.h. fir ein C, > 0 gilt
a(v,v) > Ce|jv||%, fir allev € X, (1.44)

dann hat das Variationsproblem (1.40) genau eine Lisung ug € X. Es gilt die a priori-
Abschdtzung

1E']| x-

< 1.45

[Juollx < C. (1.45)

. F
wobei || F'|| x/ = suPoyex %

Beweis: Zunichst zur Eindeutigkeit von ug. Falls u, @ € X Losungen von (1.40) sind,
folgt a(u — @,v) = 0 fiir alle v € X. Fiir v = w — @ € X ergibt sich mit der Elliptizitét
(1.43) insbesondere 0 = a(u — @, u — @) > Ce||u — i||%, also u = .

Zur Existenz von ug beobachte zunéchst, dass fiir festes ¢ € X aufgrund der Stetigkeit
(1.43) a(z,-) € X' gilt. Aufgrund des Darstellungssatzes von Riesz existiert daher ein
eindeutiges y € X mit a(z,v) = (y,v)x fir alle v € X. Wir definieren einen linearen
Operator A : X — X durch z — Az :=y, dieser ist stetig wegen

U a(x,v
lAzlx = lyllx = sup L0 g 2@ oy

vex lvllx _UEX vl x

Ferner ist A wegen

U , T a(x,
JAz]lx = sup VX 5 L)X _a@) o o,

vex vlx = llzllx — llellx

injektiv und hat abgeschlossenes Bild. Angenommen, es gibe ein z € Im(A)*, also
(Av, z)x = 0 fiir alle v € X. Insbesondere gilt (Az, z) x = 0, woraus folgt

CCHZ”%( < a(z,z) = <AZ7Z>X = 07

also z = 0 und A ist surjektiv, also stetig invertierbar. Zu jedem F € X' existiert ein
eindeutiges f € X mit F(v) = (f,v)x fiir alle v € X. Wir setzen uy := A~1f, was
a(ug,v) = (f,v)x = F(v) fiir alle v € X erfiillt. (1.45) folgt dann mit

a(ugp, up) 1 a(ug, v) 1 F(v) B | F|| x

Upllx < 5 < = sup = — sup =
lwollx < & ol < 5% ol — G SR ol — Ce

d

Hierbei bedeutet (1.45), dass die Losung ug Lipschitz-stetig vom Funktional F' abhéngt.
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Beispiel 1.28. Fiir die Poisson-Gleichung ist X = H} (), a(v,w) = [, VoVwdx und
F(v) = [, fvdx. Die Bilinearform a ist stetig wegen

a(v,w)| < g/ﬁ ’g;; SZ ZH(%:Z

die H'-Elliptizitit folgt aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (1.37) mit

ow

> ”UHHl(Q)HwHHl(Q)a

L2(Q L2(9;)

(1 + diam Q2)a(v,v) = (1 + diam Q?) Z HDOLUH%Q(Q)
la]=1
> ”U||%2(Q) + Z ||Da”||%z(ﬂ)
|a|=1

— ol
Das Funktional F ist stetig auf H}(Q2), da wegen f € C°(Q) und (1.19) gilt
IF@)] < 1 flza@ 0l za@) < 121 | o @ 0] a1 )

1.3.3 Galerkin-Verfahren

Um eine numerische Approximation der Losung u einer Variationsgleichung (1.40) zu
erhalten, betrachtet man abgeschlossene, meist endlich-dimensionale Teilrdume X, und
das “projizierte” Problem

a(up,v) = F(v), fiir alle v € X}, (1.46)

Da die Rédume X}, abgeschlossen sind, existiert eine eindeutige Losung uy € X}, von (1.46)
nach Satz 1.27, uy heiit Galerkin-Losung. Fir X; = X stimmt wup mit der Losung u
von (1.40) iiberein. Bei echten Teilrdumen ldsst sich immerhin noch Quasi-Optimalitit
zeigen, d.h. die Galerkin-Losung uy, hat bis auf eine Konstante den gleichen Fehler wie
die Bestapproximation in X}, bzgl. || - || x.

Satz 1.29 (Céa). Seia: X x X — R eine stetige, elliptische Bilinearform auf X und
sei der lineare Teilraum X, C X abgeschlossen mit der Galerkin-Lésung up € Xp von
(1.46) und der Losung u von (1.40). Dann gilt

C
Ju— ol < G nf Ju—ollx. (1.47)
Beweis: Fiir jedes v € X}, gilt nach (1.40) und (1.46) a(u—wuy,v) = 0, also insbesondere
a(u —up,u—up) = a(u—up,u —v). Aufgrund der Stetigkeit und Elliptizitdt von a folgt

lu — up|x < a(U—UmU—Uh) _ a(u—uh,u—v) @”
T Cellu—upllx Cellu —upllx  ~ Ce

u—vl|x, fiiralleve Xy,

die Behauptung ergibt sich mit dem Infimum iiber v € Xj,. O
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Die Konvergenz von uy gegen w ist also mit der generellen Approximierbarkeit von
Elementen aus X durch Elemente aus X}, gekoppelt.

Falls die elliptische Bilinearform a symmetrisch ist, also a(v,w) = a(w,v) fiir alle
v,w € X, dann definiert a ein Skalarprodukt auf X mit zugehoriger Norm ||z, =
vVa(z,z), der Energienorm. Diese ist aufgrund der Stetigkeit und Elliptizitdt von a
dquivalent zu | - ||x, d.h. es existieren Konstanten ¢, C > 0 mit c||z|x < ||z|ls < Cllz|x

fiir alle x € X. Genauer: hier ist ¢ = /C,, C = /C,. Dann kann die Konstante
in (1.47) noch auf /C,/C. verbessert werden. Denn aufgrund der Symmetrie von a
gilt a(u — up,v) = a(v,u —up) = 0 fir alle v € X} und somit durch Einsetzen von
u—v = (u—up)~+ (up —v) der Satz von Pythagoras

a(u —v,u —v) = a(u — up,u — up) + alup, —v,up —v), fiir alle v € Xp. (1.48)
Aus (1.48) und der Elliptizitéit von a folgt sofort ||u — v||q > ||u — upl|q fiir alle v € X},
und somit

1 1 . Ca .
o=l < = ualld = & inf lu—ol2 < G inf Ju— vl

Zur konkreten Durchfithrung eines Galerkin-Verfahrens wéhlt man endlich-dimensionale

Teilrdume X} und eine Basis {¢1,...,%y,} von Xj. Dann besitzt die Galerkin-Losung
in X, eine Darstellung uj, = Y ;" cx¥k, und das lineare Gleichungssystem

Ac=F & > ca(p,)=F@y), 1<1<m (1.49)
k=1

fiir den Koeffizientenvektor ¢ = (c1,...,¢n)" € R™ ist wegen der Basiseigenschaft der
Yy, dquivalent zu (1.46). Die Matrix A = (a(v¥g, ¥1))1<ik<m heiit Steifigkeitsmatriz,
der Vektor F = (F(v1))i1<i<m heiBt Lastvektor. In den meisten Féllen ist das Funk-
tional F' durch Integration gegen eine Funktion f € Ly(§2) gegeben, d.h. die konkrete
Durchfiihrung eines Galerkin-Verfahrens erfolgt durch

o Aufstellen des Lastvektors F (Quadratur),
e Aufstellen der Steifigkeitsmatrix A (Quadratur) und

e Losen eines linearen Gleichungssystems Ac = F (meist iterativ).

Aus der Elliptizidt der Bilinearform a folgt die positive Definitheit von A. Denn zu
beliebigem 0 # v = (vj)1<j<m € R™ und 0 # v := Y72 | vj9h; € X, rechnet man

m
(Av,v) = Z vivja(i, ;) = a(v,v) > Cellv[|% > 0. (1.50)
i,j=1
Ist a zusétzlich symmetrisch, so ist A symmetrisch und positiv definit, was bei der
Anwendung von Iterationsverfahren auf das lineare Gleichungssystem (1.49) ausgenutzt
werden kann. Hierbei ist es auch wichtig, dass die Besetzungsstruktur der Matrix A
diinn ist. Dies kann durch Ansatzfunktionen {t1,..., 1, } mit kleinen Trigern erreicht
werden, d.h. pro Punkt x € () existieren nur wenige v¢; mit x € supp;. Konkrete
Beispiele fiir giinstige Ansatzsysteme sind Finite Elemente oder auch Wavelet-Systeme.
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2 Adaptive Finite Elemente-Verfahren

2.1 Finite Elemente

Sei 2 C R™ ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Zur Konstruktion eines geeigneten An-
satzraums fiir ein Galerkin-Verfahren betrachten wir eine Triangulierung T von € mit
Simplizes T € T .

Definition 2.1. Zuk € {1,...,n} seienx ... x®) € R" derart, dass {x0)—xO},_;
linear unabhdingig sind. Dann heift

k
S = {x = Z)\jx(j) e R"
§=0

k
Aj > O,Z)\j = 1} = conv{x® ... x*)} (2.1)
j=0

(nicht degeneriertes) k-dimensionales oder auch k-Simplex im R™. Die Koeffizienten \;
heiffen baryzentrische Koordinaten von x € S.

Fiir n = 1 sind n-dimensionale Simplizes Intervalle, fiir n = 2 Dreiecke und fiir n =
3 Tetraeder. Geeignete Sammlungen derartiger Simplizes werden zu Triangulierungen
zusammengefasst.

Definition 2.2. 7 = {T}i<j<m heifit (simpliziale) konforme Triangulierung von 2,
falls

(i) Jedes T € T st ein n-Simplex im R™.
(i) Q= Uper T und int SNint T =0 fiir S, T €T, S#T.

(111) Falls G := SNT # 0 fiir S, T € T, dann ist G eine niederdimensionale Seitenfliche
von S und von T.

Fiir ein k-dimensionales Simplex S benutzen wir im Folgenden den Durchmesser
h(S) := diam(S) = max {[|x® —xU|[0 <i,5 <k} (2.2)

sowie den Inkugeldurchmesser

p(S) :=sup {2R|B(x, R) C S fiir ein x € S}. (2.3)
Den Quotienten bezeichnen wir mit o(S) := % > 1. Eine Triangulierung 7, bei der

fiir ein 0 > 0 die Abschitzung o(T') < oy fiir alle T € T gilt, wird als quasi-uniform
bezeichnet.
Zur Existenz und Eindeutigkeit der baryzentrischen Koordinaten notieren wir:
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Lemma 2.3. Sei S = conv{x(o), - ,X(k)} ein k-Simplex im R™. Dann existiert fiir jedes
x aus dem k-dimensionalen affinen Teilraum x(©) +span{x(1) —xO . xk)— X(O)} von
R™ ein eindeutiger Vektor (Mo,..., \u—1) € RF, so dass mit \p := 1 — Z;:é Aj die
Entwicklung x = Z?:o \;jxY) gilt. Die Abbildung x + X = (Xo, ..., \) ist affin-linear
und bijektiv. Fs ist genau dann x € S, wenn A > 0.

Beweis: Sei x—x(0) € span{x() —x() . x*) _xO)1 Es existieren also Koeffizienten
Aj, 1 <5 <Ek, mit x—x0 = Z’il )\j(x(j) —x(). Aufgrund der linearen Unabhingigkeit

der Differenzvektoren x() — x(©) sind die Koeffizienten Aj und damit die Darstellung

k

k
X = (1 — Z A]) X(O) + Z )\jx(j)
=1 =1
J J
=:\o

eindeutig. Nach Definition gilt Z?:o Aj=1,also \p =1— Z?;ol Aj. Damit ist A eindeu-
tige Losung des (i.a. iiberbestimmten) Gleichungssystems (X(l0> - X(1k> A= (7).
Zur affin-Linearitdt der Abbildung x +— A iiberlegt man sich, dass aufgrund der linea-

ren Unabhiingigkeit der Differenzvektoren xU) — x(©) die Matrix

< (1) 40 . (k) _ ()

x(0) (1) ... ()
1 1 ... 1
vollen Rang k + 1 hat. Folglich ist fiir jede Wahl von k Indizes 1 < iy < --- < i < n das
quadratische Teilsystem

und damit

(0) (k)

L Ty )\6 Ly
o ® |
1 ... 1 1
eindeutig durch ein (\), ..., A;) € R*¥*! 1gsbar, das potentiell noch von der Wahl der i;

abhéngen konnte. Dies ist jedoch nicht der Fall, da ja nach dem ersten Beweisschritt das

Gesamtsystem (x<10> . X(lk) JA = (T) die eindeutige Losung A = (Ao, ..., A\;) besitzt. Es

folgt unabhéngig von der Wahl der ¢; die Identitét )\; = )\j, also z.B. fiir i; = j

-1
DNy
=1 o o . =M|:|+m=M 0)x+m.
T, z, k .
1 1 1
=:<M m)
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Da M vollen Rang hat, ist die Abbildung x — A bijektiv. Nach Definition der konvexen
Hiille ist A > 0 dquivalent zu x € S. O

Fiir spitere Zwecke notieren wir folgendes Lemmas:

Lemma 2.4. Sei S = conv{x(®), ... x®) ein k-Simplex im R™. Dann ist jede Kompo-
nente von x € S ein homogenes Polynom (d.h. ohne konstantes Glied) vom Hdchstgrad
1 in den k + 1 Variablen A\. Umgekehrt ist jede Komponente von X ein Polynom vom
Héchstgrad 1 in k der n Variablen x.

Beweis: Wegen x = Z?:o )\jx(j) ist jede Komponente von x ein homogenes Polynom
vom Hochstgrad 1 in den k& + 1 Variablen Ag,..., ;. Durch Einsetzen der Normie-
rungsbedingung erhélt man sogar, dass jede Komponente von x sich auch als Polynom
vom Hochstgrad 1 in k& der Variablen Ag, ..., Ar schreiben lésst, etwa A;,..., A
0<i; << <k

Aus der Argumentation von Lemma 2.3 entnehmen wir, dass fiir jede Auswahl von k
Zeilenindizes 1 <11 < --- <14 < n das quadratische Teilsystem

ik fiir

(0) (k)

wil e xil )\0 x’il
o w7
xlk Y xlk Ak xzk
1 ... 1 1

-~

eindeutig losbar ist. Durchmultiplizieren mit N~! liefert, dass jedes Aj Polynom vom
Grad 1 in den k Variablen z;,,...x;, ist. O

Jedes n-Simplex lésst sich affin-linear durch den Finheitssimplex

Sy = conv{0,eq,...,e,} (2.4)
parametrisieren:
Lemma 2.5. Fir jedes n-dimensionale Simplex S = conv{x(o), e ,x(")} existiert genau
eine affin-lineare Abbildung
vs: Sy — S, ps(x) =Agx+ bg (2.5)

mit Ag € R™", det Ag # 0, bg € R", ¢5(0) = x(V und vs(ej) = xU), 1< j<n. FEs
gilt |det Ag| = % = nl|S| sowie die Abschditzungen

h(S) h(Sy)
p(Sn)’ p(S)’

wobei C' > 0 nur von der Raumdimension n abhdngt.

[As] < las < Cp(S)" < |det As| <Ch(S)",  (2.6)



Beweis: Es ist notwendigerweise bg = ¢g(0) = x(0). Wegen vs(e;) = xU) = Age; +
xO) fiir 1 < j < nfolgt Ag = (x) —xO . x(" —x(0) es kann offenbar keine andere
affin-lineare Abbildung mit den gleichen Abbildungseigenschaften geben. Aufgrund der
linearen Unabhingigkeit der x() — x(© fiir 1 < j < n ist Ag nichtsingulir.

Sei x € R™ mit ||x|] = 1. Nach Definition von p(S,,) existiert ein xg € S, mit

B(xg, p(g”)) C Sy, also existieren u,v € S, mit u — v = p(.S,,)x und folglich

[Asx| = [Asu— Agv]| <

1
p(Sn)

also die erste Ungleichung in (2.6). Analog existiert x; € S mit B(x1, @) C S, also
existieren y,z € S mit y — z = p(S)x und damit

_ 1 _ _
A x| = pillAgly —Ag'z| <

(5)

also die zweite Ungleichung in (2.6). Mit der Transformationsregel rechnet man

\S]:/dxz/ | det Dps(z)|dz = | det Ag||Sh].
S Sh

Wegen |S,| = 2 gilt also |S| = 4| det Ag|. Da das Volumen der n-dimensionalen Kugel

n 71.'n,/2

mit Radius r gerade |B(0,7)| =7 r(z+7) ist; folgt die untere Abschétzung in (2.6) mit
2
!,ﬁn/2
det Ag| = n!|S| > n!|B(0,22))| = =" p(5)"
|det Ag| = nl|S| > n!|B(0, Z52)| 2”1“(%4—1)’0(5) ;
C

analog gilt
| det Ag| = n![S] < n!||B(0,"2)| = Ch(S)".

O]

Fiir die Transformation von Fehlerabschidtzungen auf dem Standardsimplex S, zu
solchen iiber einem beliebigen n-Simplex S benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.6. Sei S = conv{x(®), ... x("} C R" ein n-Simplex mit affin-linearer Para-
metrisierung s aus (2.5). Dann gelten fir 1 < p < oo, m € Ng und f € W™(L,(S5))
die Abschitzungen

hS™

|f opslwm(r,(sa)) < C’1p((5 ))mP(S) 2| flvwm (L,(5): (2.7)
hS)™

| flwm(L,0s)) < C2 p((S))m h(S)"P|f o @slwm(L,(sm))» (2.8)

wobei C1,Co > 0 nur von m, n und p abhdngen.
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Beweis: Sei zunéchst m = 0. Fiir f € L,(5) gilt

1/p 1/p
— p — p
11,08 = ( /S £GP ax) " = (] det As) /S foestPay)
also mit (2.6) die Abschétzung

CYPp(S)MP|| f o sllL, s < I1f L, sy < CHPR(S)P|If 0 psllL, (50, (2.9)

wobei C > 0 nur von n abhingt.
Sei dann m > 1 und 1 < j < n. Es gilt mit der Kettenregel fiir fast alle x € S,

‘ B 1/2

. " af 2
52 0 8) (0] = [V s ) x) = x)] < IIASH<; g0 (s )

analog mit Induktion iiber m = |a| fiir f € W™(L,(S))
N . 5 o\ 1/2
D(fops)x)| < IAs™( D D Flps))[*)
|8]=m

< c(mn.p)lasl( 3 (D7 5esenl)".
|Bl=m

Integration und Anwendung von (2.9) und (2.6) ergibt daraus

1/
HDa(fO(pS)HLP(Sn) < C(mvnap)”ASHm( Z H(Dﬂf) OSOSHZZJP(SH)) g

|Bl=m
h(S)™  qy—n
< d(m, n’p)p(Sn)mp(S) 2| flywm(L,(5):
also ergibt sich (2.7) durch Aufsummation iiber alle a mit || = m. Die Abschitzung
(2.8) folgt analog. O

Mit Hilfe von Lemma 2.6 lassen sich sogenannte inverse Abschditzungen beweisen.
Hierbei werden auf einem Simplex S hohere Ableitungen von Polynomen in der Norm
abgeschétzt durch niedrigere Ableitungen, auf Kosten negativer Potenzen von h(S).

Satz 2.7. Seia e N[, 0 <m < |a] und 1 < p,q < oo. Ist S ein n-Simplex im R™ und
P ein endlich-dimensionaler Raum von Polynomen, dann gilt

1D%0][,(5) < Ch(S)™ "GP o]y sy, fiir allev e P, (2.10)

wobei C' nur von a,,m,p,q,n, P und o(S) abhdngt.
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Beweis: Seien zuniichst S = S, und 8 = 0, also h(S) = h(S,). Da P endlich-
dimensional, sind alle Normen &quivalent. Es existiert also ¢ = ¢(|e|,p,q,n, P) > 0
mit

1D%0l|L,s,) < I0llwiai(r,(s.) < cllvlly(s,), firalleve P. (2.11)
Da h(S,,) nur von der Raumdimension n abhingt (h(S1) = 1, h(S,) = 2'/" fiir n > 2),
entspricht dies der zu zeigenden Abschétzung (2.10). Sei dann 8 € N mit m = |3| > 0.

Der Raum P := {D'@ylv € P} ist wie P ein Raum von Polynomen. Anwendung von
(2.11) auf den Raum P liefert

1D, (5, = ID*PDPol 1,5,y < ellDPolly(s,) < clolwmpy(s,y, fiiralle v € P,

wobei ¢ = ¢(|al|,m,p,q,n, P), das ist wieder die Form (2.10). Aus Lemma 2.5 und der
Abschitzung (2.10) auf S,, folgt nun fir v € P

h(Sn)!
(a4

s

p(S)led
//h(Sn)‘al h(S)m""”/p

- p(Sp)™ p(S)‘aHn/q'“‘Wm(Lq(sn-

h(S)"/P|v o P8l wial(L,(50))

<c h(S)™Plv o @slywm (L, (sn))

Wegen p(S) = o(S)1h(S) ergibt sich die Behauptung (2.10). O

Zur Definition Finiter Elemente gehort neben einer geeigneten Gebietszerlegung noch
die Spezifikation daran angepasster Ansatzsysteme {1;}. Wir beschranken uns hier auf
den Fall stiickweise polynomialer Funktionen. Hierzu sei fiir k € Ny

P* := span {xa = Hmj’]a] < k} (2.12)
j=1

der Raum aller Polynome in n Variablen vom Ho6chstgrad k. Wir vermerken, dass
dim PF = (";:k), insbesondere dim P! = n + 1. Weiter sei

Pr:={f:Q—=R|flre P TeT} (2.13)

der Raum aller auf der Triangulierung 7T stiickweise vom Hochstgrad k polynomialen
Funktionen.

Lemma 2.8. Sei T eine konforme Triangulierung von Q. Dann gilt fir k,m € Ny und
alle 1 < p < oo die Inklusion P10 C™(2) C W™HL(L,(Q)).

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir m = 0. Seien also 1 < i< n, 1 < p < o0
und f € P¥ N CY%Q) beliebig. Kandidat fiir die partielle schwache Ableitung a%i f ist

dann offenbar g : @ — R mit g|r := %(ﬂT) fir alle T € T. Es folgt g|r € L,(T)
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fir alle T € 7 und mit der Zerlegungseigenschaft also g € L,(f2). Zu zeigen ist noch
die Regel der partiellen Integration (1.31). Fiir ¢ € D(Q2) folgt mit dem simplexweise
angewendeten Satz von Gauf} (1.38)

LfaiigodXZT;r/Tfaiiwdx: Z ( an(pn.eidS_/T(paii(f’T)dX)

TeT

:—Z/ggpdx:—/gg&dx.
T Q

TeT

Hierbei verschwinden die Randintegrale iiber 9T aus zwei Griinden: bei Integralen iiber
0T N 9N benutzt man ¢ € D(Q), Integrale iiber innere Randstiicke treten doppelt auf
mit verschiedenen Vorzeichen (gespiegelte dufiere Normalen bei Nachbarsimplizes). [

Die Verbindung zwischen Triangulierung und Ansatzfunktionen geschieht iiber Inter-
polationsbedingungen an den Eckpunkten oder den niederdimensionalen Seitenflichen
der Triangulierung. Dazu sei fiir ein Simplex T im Weiteren N7 die Menge der Ecken
von T, Er sei die Menge der (n — 1)-dimensionalen Seitenflichen (Facetten). Fiir ei-
ne Triangulierung 7 von Q sei Ny = Upey Nr die Gesamt-Eckenmenge (Knoten),
Etr = Upeg Er sei analog die Facettenmenge. Ny zerfillt disjunkt in die Menge der
Randknoten Nt aq = {x € Nr|x € 002} und die Menge der inneren Knoten Nt q :=
{x € Nr|x € Q}. Analog zerfillt E7 disjunkt in die Menge der Randfacetten ET s =
{e € Er|e C 0Q} und die Menge der inneren Facetten E1q = {e € ET|e C Q2}.

Bei der Spezifikation geeigneter Finiter Elemente beschréinken wir uns im Folgenden
auf den Fall stiickweise linearer, stetiger Ansatzfunktionen, die durch Interpolationsbe-
dingungen in den Knoten N7 gegeben sind.

Satz 2.9 (Courant). (i) SeiS = conv{x® ... x"™} einn-Simplexr undy = ;)70 €
R"+1. Dann gibt es genau ein p € P' mit p(xU)) = y; fir alle 0 < j < n, es ist
p(x) = >4 Ajy; mit den baryzentrischen Koordinaten A = (\j)o<j<n von x € S.

(ii) Sei T eine Triangulierung von Q mit den Knoten Ny = {z1),... 20™} und sei
y = (yj)jL; € R™ beliebig. Dann gibt es genau ein q € P}FNCY(Q) mit q(z9)) = y;
fir alle 1 < 7 < m. Firy = e; heiffit das dazugehorige q simpliziales Lagrange-

Element zum Knoten z(*).

Beweis: Zu (i): Fiir die n+1 Koeffizienten des gesuchten Polynoms p(x) = ZI af<1 CaX®
gelten die n 4 1 linearen Gleichungen p(xU)) = y;, 0 < j < n. Es reicht daher, eine li-
neare, injektive Losungsabbildung L : y — (cq) anzugeben. Hierzu sei die Abbildung
¢ 1y — ¢(y) in den Raum aller homogenen Polynome vom Hochstgrad 1 gegeben
durch (y)(A) := >°7_gy;Aj. Dann ist ¢ offenbar linear und injektiv (und aus Dimen-
sionsgriinden bijektiv), da die Teilvariablen A; als linear unabhéngige Monome agieren.
Ferner gilt ¢(y)(e;) = y;. Sei jetzt x = 377 A;jx) € R™. Nach Lemma 2.4 ist jedes
Aj ein Polynom vom Héchstgrad 1 in x. Wir setzen L(y)(x) := p(x) := ¢(y)(A(x)),
dies ist folglich als Verkettung ebenfalls ein Polynom vom Hochstgrad 1 in x. Da die

27



Koeffizienten von ¢(y) linear von y € R¥*! abhiingen und die Koeffizienten von p eine
Linearkombination der Koeffizienten von ¢(y) sind, ist L : y — L(y) linear. Die Inter-
polationsbedingungen fiir p sind wegen p(x")) = ¢(y)(e;) = y; erfiillt, 0 < j < n. Zu
zeigen bleibt noch die Injektivitdt von L. Sei also p(x) = 0 fiir alle x € R™. Es folgt
0=p(x)) = y; fir alle 0 < j < n, alsoy = 0.

Zu (ii): Wegen (i) existiert zu jedem n-Simplex T € T ein eindeutiges q|r € P! mit
q(z(j)) = y; fiir alle zU) € Nyp. Es reicht zu zeigen, dass ¢ iiber die niederdimensionalen
Seitenflichen der Simplizes T' € T hinweg stetig ist. Seien also S,T € 7 mit einem
(n — k)-dimensionalen Seitensimplex G := S NT. Da auf G k der baryzentrischen Ko-
ordinaten verschwinden (die zu den an G nicht beteiligten Ecken gehoren), ist ¢|g ein
homogenes Polynom in n + 1 — k Variablen. Mit (i) ist es durch seine Werte an den
n + 1 — k Eckpunkten von G bereits eindeutig bestimmt, also ist ¢ stetig bei G. O

Lagrange-Elemente ¢ zu inneren Knoten z() e N7 q sind offenbar wegen g|gq = 0 ent-
halten in W (L,(2)) fiir alle 1 < p < co. Sie kénnen also als Galerkin-Ansatzsysteme zur
Diskretisierung von Variationsproblemen mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
verwendet werden.

2.2 Lokale Fehlerschiatzer vom Residuum-Typ

Sei u die Losung der Variationsgleichung (1.40) und w7 deren Galerkin-Approximation
(1.46) bzgl. linearer Lagrange-Elemente zur Triangulierung 7. Es ist unser Ziel, zumin-
dest fiir die schwache Formulierung der Poisson-Gleichung (1.41) lokale Fehlerschitzer
Ne, € € ET.q, herzuleiten sowie deren Verldsslichkeit und Effizienz nachzuweisen. Die
Darstellung erfolgt dabei gema$ [15, 11].

Satz 2.10. Sei T quasi-uniform mit o(T) < og fir alle T € T. Dann existiert zu jeder
inneren Facette e € BT q eine berechenbare Zahl n. > 0, so dass fiir gewisse, nur von oq
und n abhdngige Konstanten Cy,Cy > 0 gilt:

/
lu—ur|m(a) < C1< Z 773)1 2, (2.14)

ecEr o

1/2
Ne < C’2(|u —urline + > MTPIf - fTH%Q(T)) . fiir allee € Erq. (2.15)
T Cwe

Hierbei ist fp := |—%,| Jr f(x) dx der Mittelwert von f auf T € T, we := U,cper T ist die
(zweielementige) Menge aller iber die Facette e € ET o benachbarten Simplizes aus T .

Eine von mehreren Mdoglichkeiten, solche lokalen Fehlerschétzer 7. herzuleiten, basiert
auf dem aus der Einsetzprobe von w7 in (1.40) entstehenden Residuum R(ut) € X',

R(ur)(v) := a(u — ur,v) = F(v) — a(ur,v), fir alle v € X. (2.16)
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Wegen (1.46) ist offenbar R(u7)(v) = 0 fiir alle v € X, = Pr N C°(Q), fiir allgemeines
v € X ergeben sich nichttriviale Werte. Wir beobachten zunéchst, dass ||R(uwy)||x’ im
Fall einer symmetrischen Bilinearform a ein verlésslicher und effizienter Schétzer fiir den
|| - || x-Fehler von w7y ist. Denn aus der Stetigkeit der Bilinearform a folgt die Effizienz

IRl = s ofuur,o) < Colju = urllx (2.17)
V|| x=

Da a symmetrisch, ist a(-,-) ein Skalarprodukt auf X mit der Cauchy-Schwarzschen Un-
a(v,w)?

a(w,w)

gleichung a(v,w) < v/a(v,v)/a(w,w). Hieraus folgt direkt a(v,v) = supgLy,ex
und somit die Verlésslichkeit des Fehlerschétzers:
a(u —ur, U)2

Cellu —ur|% < alu—ur,u—ur)= sup

1
< [ R(ur 2. 2.18
0vex  a(v,v) C., [R(ur)lx (2.18)

Da zur Berechnung von ||R(u7)|x’ ein Supremum gebildet werden miisste, ist dieser
Fehlerschitzer so noch nicht implementierbar. Durch geeignete Abschitzungen lisst sich
aber eine berechenbare Grofle ableiten. Wir verfolgen die dafiir notwendigen Umfor-
mungen exemplarisch fiir den Fall der Poisson-Gleichung. Sei also X = HE(Q) und
a(v,w) = [, VoVwdx, die Argumentation fiir allgemeinere elliptische Differentialglei-
chungen verliuft dann analog. Das Funktional F € H~(Q) := X’ sei gegeben durch
Integration F'(v) := [, fvdx gegen die Funktion f € L(£2). Mit der Greenschen Formel
und uy € P71—, also punktweise Aur = 0 auf T' € T, vereinfacht sich fiir v € H}(2) das
Residuum zu

R(uT)(v):/ﬂfvdx—Z/TVUTVvdx:/vadx—Z

/vVuT-ndS. (2.19)
TeT re7 7T

Durch die eindeutige Numerierung der Simplizes T € 7 kann man nun jeder inneren
Facette e € B einen eindeutig bestimmten Normaleneinheitsvektor n. zuordnen, z.B.
als duBeren Normaleneinheitsvektor zu demjenigen Nachbarsimplex T € w, mit der
kleineren Nummer. Fiir eine skalar- oder auch vektorwertige, auf der Triangulierung T
stiickweise stetige Funktion g sei dann ihr Sprung iiber e erklart durch

[9]e(x) :== tl—i}(l)l—i— (9(x+tn.) — g(x —tn.)), fiir alle x € e. (2.20)

Auf den Randsegmenten e € ET gq setzen wir [g]. := 0. Dann folgt aus (2.19)

Rlur)o) = [ foax— ¥

ecEr o

/v[[VuT]]e ‘n.dS, fiir alle v € H}(Q). (2.21)

e

Zu einer ersten Abschétzung der Residualnorm dient folgendes Lemma.

Lemma 2.11. Fiir alle v € H}(Q) gilt

|R(ur)(v)| < inf <Z||f”L2(T)”U_wHL2(T)+ > H[[VUT]]e'neHLQ(e)Hv—wHLQ(e))-
w h TeT GEET’Q
(2.22)
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Beweis: Fiir beliebiges w € X}, gilt R(u7r)(w) = 0, also mit (2.21)

R(ur)(v) = R(ur)(v) - R(ur)(w) = /Q fo-wydx— Y / (v — w)[Vur]. - n.dS,

ecET o €

woraus sich nach Norm- und Infimumbildung die Abschiitzung (2.22) ergibt. O

Durch die Wahl einer ganz bestimmten Approximation w € X, von v € H}(Q2) lassen
sich nun die Normen iiber v — w durch sogenannte Interpolationsabschitzungen kon-
trollieren. Da v € HZ(Q) allerdings nicht notwendigerweise stetig ist (fiir n > 2 gilt
HY(Q) + C°%Q)), kann dessen Approximation nicht alleine durch punktweise Inter-
polation entstehen, sondern es muss ein Glittungsschritt vorausgehen. Ublicherweise
verwendet man hier zur Approximation gewisse Interpolationsoperatoren vom Clément-
Typ. Wir verwenden hierfiir folgenden generischen Existenzsatz (siche etwa [2]):

Satz 2.12. Sei T quasi-uniform mit o(T) < o fir alle T € T. Dann existiert ein
linearer Operator I : H} () — X}, und Konstanten C; = Ci(n,09) > 0, i € {1,2}, mit

> (TPl = Il < Cilvling,  fir alle v € Hy(9), (2.23)
TeT

> ) v = Irvllg, e < Colvlip gy, fiir alle v € Hy(€). (2.24)
BEET’Q

Ohne Beweis geben wir zwei Moglichkeiten an, einen solchen Interpolationsoperator
zu spezifizieren. In beiden Fillen ist I7v = Zz<k>eNT o, Ckqk mit den Lagrange-Elementen

¢r zu inneren Knoten z*) und geeigneten Koeffizienten cj:
e ¢, kann durch ¢, = 7Tz<k)(v)(z(k)) entstehen, wobei mx(v) € P! gegeben ist durch

eine lokale Ly-Projektion [, mx(v)wdx = [ vwdx fiir alle w € P'. Dies ist der
von Clément in [3] urspriinglich eingefiihrte Operator.

e ¢ kann durch Mittelung ¢j, = L, w Y dx entstehen. Hierbei ist wy := Uyxeper T

“o (k)
die Vereinigung aller an x € (2 beteiligten Simplizes. Zum Nachweis der Eigenschaf-
ten aus Satz 2.12 sei auf [2] verwiesen.

Durch Anwenden eines solchen Clément-Interpolationsoperators ergibt sich aus (2.22),
(2.23) und (2.24) fiir alle v € H} ()

IRur)@)] <> 1l v = Irollpary + > [[[Vur]e - e, 10 = 170l ae)
TeT e€bT o

/ /
< (P (3 hE) e~ ol )

TeT TeT
/ /
(X meIverde nd? ) (X b M- Irel,)

ecET o e€bT o

1/2
< Cllollms oy ( 32 MO By + S0 b [[Vurle nel, )

TeT ecET o
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wobei C' > 0 nach Satz 2.12 nur von n und og abhingt. Um jeder inneren Facette
e € Er o einen Fehlerschétzer 7. zuzuordnen, muss noch die erste Summe transformiert
werden. Da jedes Simplex 7' € T in mindestens einer der Mengen w, auftritt, folgt nach
Division durch |[v||g1(g) und Supremumbildung

1B a1 < O (M@, + hO|Vurle e 2,)" ) @25)

eEET79

=2
also mit (2.18) die erste Abschétzung (2.14) aus Satz 2.10. Jedes 7, ist offensichtlich
berechenbar, denn es treten nur die rechte Seite f der Differentialgleichung sowie von
der Galerkin-Losung w7 abhéngige Terme auf.
Um die zweite Abschéitzung (2.15) zu zeigen, beschrianken wir uns zunéchst auf den
Fall n = 2 und fiihren hier eine Klasse von Hilfsfunktionen ein.

Lemma 2.13. Sei T eine Triangulierung von Q C R? und T = conv{x(®) x() x@)} ¢
T . Fener sei die Dreiecks-Bubble-Funktion by : Q — R in baryzentrischen Koordinaten
gegeben durch

27X M A =32 \xWer
br(x) = { oAds, X =2 g Ax €T, (2.26)
0, sonst.
Dann gilt suppby =T, 0 < br(x) < 1 fiir alle x € Q sowie die Abschitzungen
et h(T)2 < / by dx = Q%m < eoh(T), (2.27)
T

wobei ¢1 > 0 von T unabhingig ist und cy = co(o(T)) > 0. Weiter ist
b1 | g7y < esh(T) M brl|y(r) (2.28)
mit einem c3 = c3(o(T)) > 0.

Beweis: Siche Ubungsaufgabe 8. O

Betrachte nun eine solche Dreiecks-Bubble-Funktion by, T" € 7T, insbesondere die mit
einer Konstanten skalierte Version vy := frbp. Zuniichst rechnen wir mit (2.27)

9 9
— 2 2 2
/TfTUT dx = ‘fT’ /TbT dx = 20‘1 HfT| = 720”fTHL2(T)‘ (2.29)

Andererseits gilt wegen suppvr = T und vy € H} () die Identitét

/TfTdeXZ/TfUTdX+/T(f—fT)UTdX
:/QfUTdX"‘/T(f_fT)UTdX

:/Vqude—i-/(f—fT)UTdX

[¢) T

:/Vqude+/(f—fT)UTdX'
T T
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Da ur|r € P!, folgt aus vr € H}(T) und der Greenschen Formel [.VurVourdx =0,
also mit (2.28) die Abschétzung

/fTUde:/V(u—uT)VUde+/(f—fT)dex
T T T

< u—urlgoylorlg oy + I1f = frllam lorll Lo
= |frl(lv — wrlm ey brl gy + 1 f = Frll oy 107l o))
< ’T|_l/2”fT||L2(T)||bT||L2(T) (esh(T) " Mu = urlgry + I1f = frllam)-

Wegen 0 < by < 1 und (2.26) ist ]]bT]\%2(T) < fT brdx = %\T|, also folgt

/T frvr dx < Ol frll ey (M) u — urlm iy + 1F — Frllzae)

mit nur von o(7") abhéngiger Konstanten C' > 0, woraus sich mit Anfiigen der Identitét
(2.29) und Division durch | fr ||z, (1)

I frll oy < C'(MT) Hu = urlgry + I1f = frllam) (2.30)

ergibt, C' = C'(o(T)) > 0.
Eine zu (2.30) analoge Abschitzung fiir die Sprungnormen |[Vur]e - nel|, ) kann
mit einer zweiten Klasse von Hilfsfunktionen hergeleitet werden.

Lemma 2.14. Sei T eine Triangulierung von Q C R? und sei e = conv{x(®) x(1} ¢
E1q eine innere Kante. Die beiden Nachbardreiecke T1,T> C we seien durch Hinzu-
nahme der Ecken x?) bzw. x®) aufgespannt. Dann gelten fir die in baryzentrischen
Koordinaten gegebenen Kanten-Bubble-Funktion b, : Q — R

Dod, x =37 AxW e,
bg(X> = 4)\0)\1, X = )\ox(o) + >\1X(1) + )\3X(3) € 1y, (2.31)

0, sonst

die Eigenschaften suppbe = we, 0 < be(x) < 1 fiir alle x € Q sowie [ bedS = %h(e).
Weiter gelten fir T 5T C w, die Abschitzungen

1
cah(e)? < / bedox = [T| < esh(e) (2.32)
S

und
el 117y < csh(e) ™ |[bell Lo(m) (2.33)

mit hochstens von o(T) abhingigen Konstanten ca,cs,ce > 0.

Beweis: Wir zeigen nur [, b.dS = 2h(e) und (2.33), siche Ubungsaufgabe 8 fiir die
anderen Behauptungen. Zunéchst kann die Kante e = conv{x(o),x(l)} parametrisiert
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werden durch ¢(t) = (1—t)x© +tx(D). Wegen Dip(t) = x(1) —xO) gilt det Dp(t) " Dy(t) =
[x(M) — x()]|2 = h(e)?, also

/be dS = 4h(e) /1 K1 —t)dt = ;h(e).
e 0

Bezeichne dann die Kanten des Einheitsdreiecks Sy = conv{(0,0), (1,0), (0,1)} mit e;,
0 < i < 2 (e liege gegeniiber x(*). Dann induzieren die drei Kanten entsprechende
Bubble-Funktionen b; € P,

bo(X) = 4{1}11'2, bl(X) = 4.%2(1 — 1 — xg), bQ(X) = 4.%1(1 — 1 — {EQ).

Ist jetzt T > T C we, dann gilt offenbar dann be|r = b; o go;l fiir genau ein 0 <17 < 2,
mit der affin-linearen Parametrisierung ¢ aus Lemma (2.5). Man rechnet leicht nach
(ohne Beweis), dass |bi|g1(s,) = M und (b 7,(s,) = 1—‘? unabhéngig von i. Mit Hilfe
des Transformationslemmas 2.6 erglbt sich dann (2.33). Denn zunichst folgt aus (2.8)
die Abschétzung

lbel i (r) < CR(T)p(T) " |bil i1,y = C'o(T),
mit von T unabhingigen Konstanten C,C’ > 0. Hieraus ergibt sich mit (2.7)
bel i1y < ClIbill 7 5y 0 (D bill La(s5) < C"a(T)p(T) " lbell o ), (2.34)

mit von T unabhiingigem C” > 0. Wegen p(T)~! = o(T)h(T)~! und h(T)~! < h(e)™?
(da e C T) folgt aus (2.34) sofort (2.33) mit cg = C"o(T)?. O

Analog zur Abschétzung von | fr||z,(r) betrachte nun fiir e € E7 o die Hilfsfunktion
Ve := [Vur]e - nebe. Dann rechnet man zunéchst mit (2.32)

2
/[[Vuﬂ]e 100 dS = |[Vur]e - nel? /be a8 = Z[Vurle -nel, (2.35)
e e
:%h(e)

Andererseits gilt wegen v, € Hi (we) und ur|r € P! mit der Greenschen Formel

/[[Vur]]e n.v.dS = Z / veVur -ndS

T3TCwe 9TNe

/ VurVu, dx.

T>T Cwe

VurVue dx.

We
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Da supp ve = we und v, € H}(Q), gilt

/ VuVovdx = / VuVuedx = / fvedx:/ fuedx,
We Q Q We
so dass eine Addition von 0 = fwe( fve — VuVu,) dx ergibt

/[[Vuﬂ]e ‘N, dS = fredx — V(u — ur) Ve dx
< S (A lmamlvell aery + 1w = wrlm ) vel maer))
T3TCLU6
= |[[Vur] - n.| Z (||f”L2(T)”be||L2(T) + u — UT|H1(T)|be|H1(T))-

T5T Cwe

Wegen 0 < b.(x) < 1 folgt HbeH%Q(T) < [, bedS < csh(e)?, also mit (2.33)

/[[VUT]]e e dS < |[Vur] nellbellyry Y (1 ey + cohle) ™ u —ur| i)
€ TBTCW&

< VeslllVur] - mellney D ()21 f o) + cohle) ™ u — ur|mr).-

ToT Cwe
Mit || fllyr) < I1f = frllzaey + 117l Ly, Einsetzen von (2.30) und A(T)~" < h(e)™!
ergibt sich fiir den ersten Term der inneren Summe
h(e) 21 £l oy < Be)VIF = frlliacry + C'h(e) 2 (D) u = urlwiery + 1 = frllaem)
= (1+CY)"IIf = frllLary + C'h(e) ™ Plu = ur| ),

also insgesamt

J19urle nevedS < ClITurl-nl Y (b2 = Frllary + he) P — urlip )

T3T Cwe

wobei C' > 0 nur von max7srcy, 0(7) abhidngt. Durch Anfiigen der Identitét (2.35) und
Division durch |[[Vur] - nel|,() erhilt man schlieBlich die gewiinschte Abschitzung

VUl nllae <€ (@Y21F = Frllam +he) ™2l — urlmn ), (236)
To5T Cwe

mit C' = C'(maxys7rcw, o(T)) > 0.
Mit (2.30) und (2.36) kann nun der Beweis der Effizienzabschétzung (2.15) angegangen
werden. Auf jeder inneren Kante e € E o erhélt man

i = hwe P12 ) + M| IVurle nelf}, .,

=h(we)® Y HfH%Q(T)+h(€)”W“Tﬂe‘n6HQLg(e)
TBTCN&

< 2w’ 3 (el + 1F = Il + h | [Vurle-n ]2,

T3TCwe
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Einsetzen von (2.30) liefert zunéchst

S C? S (WD) urlinen 15 = ) + Ol nel
ST Cwe

Ist nun e eine Kante mit Nachbardreiecken 7 3 71,75 C we, so gilt die Abschétzung
hT;) < h(we) < h(T1) + h(T3). Andererseits gilt auf jedem Dreieck h(e) > p(T;) =
o(T;)"Th(T3), also

hwe) < (0(Th) + o(T2))h(e) < (o(Th) + o(T2))M(T3), i €{1,2}.

Dann kann der Vorfaktor h(w,) verrechnet werden, wir erhalten

£ 3 (=urlinen O — frll ) + Ol nlf ) @37
ST Cwe

mit einem nur von maxysrcw, 0(7T') abhingigen C"” > 0. Einsetzen der strukturell &hn-
lichen Abschétzung (2.36) in (2.37) liefert schliefilich

2 <C" ST (ju—urfppy + hTF ~ frlli )
To5T Cwe

+Chie) Y (Mef = folli, ey + hle)  u —urlin ),

T3T Cwe

woraus sich nach Zusammenfassen der Terme und mittels h(e) < h(T") endlich (2.15)
ergibt.

Bemerkung 2.15. Die Abschdtzungstechnik iber Bubble-Funktionen funktioniert auch
in anderen Raumdimensionen als n = 2 sowie fir allgemeinere Randbedingungen und
Differentialoperatoren.

2.3 Konvergenz adaptiver FEM

Zumindest fiir den Fall der Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
ist die Existenz verlésslicher und effizienter, lokaler a posteriori-Fehlerschéatzer 7, fiir das
Variationsproblem (1.40) nun gesichert. Es stellt sich dann die Frage, wie ein darauf
aufsetzendes adaptives Verfahren zu konstruieren ist und unter welchen Bedingungen
dieses konvergiert. Bei der Darstellung orientieren wir uns an der Ubersichtsarbeit [11].
Im Allgemeinen wird man eine iterative Verfeinerungsstrategie verfolgen, etwa durch
einen generischen Algorithmus der Form FEMSOLVE (siehe Algorithmus 3). In jedem
Iterationsschritt wird, sofern der Fehlerschitzer noch zu groff ist, die Triangulierung 7
verfeinert. Falls FEMSOLVE terminiert, wird so automatisch die Konvergenzbedin-
gung (1.2) gesichert. Dass FEMSOLVE terminiert, ist allerdings noch zu zeigen. Un-
klar ist ebenfalls noch, wie die konkrete Wahl der Verfeinerungsstrategie aussieht, d.h.
die Entscheidung, welche Facetten e € E7 o und die dazugehérenden Nachbarsimplizes
genau zu unterteilen sind. Um die Terminierungseigenschaft zu sichern, wird man den
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Algorithmus 3 FEMSOLVE|[f, €] — u,
Wihle Starttriangulierung 7o von €.
k=0
loop

Berechne Galerkin-Losung w7, von (1.40).
Berechne 7, fiir alle e € B, .
if > n? < ¢ then
Ue 1= UT;,
return
else
Verfeinere Ti, — Tgy1.
k=k+1
end if
end loop

Verfeinerungsschritt zudem gerne so gestalten wollen, dass eine gewisse Fehlerreduktion
pro Iterationsschritt zugesichert wird.

Generell zerfillt der Verfeinerungsschritt bei adaptiven Finite Elemente-Verfahren
meist in zwei Schritte:

(i) Markieren zu verfeinernder Simplizes (Markierungsstrategie);
(ii) Verfeinern der markierten Simplizes, inklusive Abschluss (z.B. green closure).

Eine Markierungsstrategie liefert fiir die aktuelle Triangulierung 7 inklusive bereits be-
rechneter Fehlerschétzer e genau eine Teilmenge F C E7 . Markiert werden dann alle
Simplizes T" € T mit einer Facette in E. Eine typische Markierungsstrategie kénnte so
aussehen:

0<60<1 = wihle E C ET o mit (Zn?) i > 0( Z 773)1/2, (2.38)

eeE €EET7Q

d.h. es werden hinreichend viele e € E1 o ausgewéhlt. Eine konkrete Implementierung
der Markierungsstrategie (2.38) konnte so aussehen, dass E iterativ aufgebaut wird, be-
ginnend mit denjenigen e € E1 o zu groflen Werten 7. Der folgende zentrale Satz dieses
Abschnitts zeigt, dass eine auf (2.38) basierende Verfeinerung bis auf einen Oszillations-
term zu einer Fehlerreduktion fiihrt:

Satz 2.16. Sei T quasi-uniform mit o(T) < oq fiir alle T € T und sei T aus Markie-
rungsstrategie (2.38). Sei weiter T’ eine Verfeinerung von T, so dass gilt:

Jedes T € T und jede seiner Facetten enthilt einen inneren Knoten aus T (2.39)

Dann existiert ein 0 < a < 1 mit o = (0,0, Cq, Ce), so dass fiir die Galerkin-Ldsungen

ur, uyr gilt
lu —ur|me) < alu—ur|miq) + osc(f, T). (2.40)
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Falls fiir den Oszillationsterm eine Abschétzung der Form osc(f, T) < plu — ur|g1(q)
gezeigt werden kann mit einem 0 < p < 1 — «, so wiirde aus Satz 2.16 offenbar die
Reduktion

lu—ur | < Blu—urlm@), B=a+p<l, (2.41)
folgen.
Bemerkung 2.17. Die Erzeugung innerer Knoten gemdfS (2.39) ist eine Anforderung

an die konkrete Simplexverfeinerung. Erfillt wird diese z.B. durch die newest vertex
bisection, siehe Ubungsaufgabe.

Bevor wir Satz 2.16 beweisen, zeigen wir zunéchst, wie man eine Reduktion des Os-
zillationsterms erzwingen kann.

Lemma 2.18. Sei 0 < v < 1 der Reduktionsfaktor beim Verfeinern von Simplizes, d.h.
fiir einen verfeinerten Simplex T' C T € T gelte h(T") < vh(T). Fiir ein 0 < 6 < 1 sei
weiter T C T mit

osc(f, T) > Gosc(f, T). (2.42)

Ist dann T' eine Verfeinerung von T, bei der jedes T € T auch wirklich verfeinert wurde,
dann gilt
ose(f, T') < Gosc(f, T), (2.43)

wobei 0 < é := (1 — (1 —~2)0%)1/2 < 1.

Beweis: Sei T € T’ enthalten in 7' € 7. Die Abbildung Lo(T) > f — fr ist die
Orthogonalprojektion auf den Raum der konstanten Funktionen, denn fiir jede Konstante
g € R gilt

U—ﬁuQMm—gAj@Nx—&ﬁAAXAfWNy—O

Daher ist f — fr orthogonal zu konstanten Funktion fr — f;, so dass mit dem Satz von
Pythagoras folgt

1 = FelBairy = IF = Frlucry + 1z = Felary 2 15 = ol

Mit h(T) < vh(T") folgt daraus fiir alle T € T

Z WT?|f = frlliy @ < YV h(T)? Z If = frliZ,m

T'5TCT T'>TCT

<Y D - FeliLm

T'>TCT
= Ph(PIF ~ £, 0,
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und daher
osc( £, T2 =3 S0 RTPRIS — frldym + S B2 — frlid,

TeT T'5TCT TeT\T
<Y RPN = Sill iy + Do MTPIS = frli )
Tef TeT\T

= (v2 = 1) osc(f, T)? + osc(f, T)?
< (1= (1—+%)6%) osc(f, T)2
]

Wir erweitern daher die Markierungsstrategie (2.38) um einen zweiten Teil, um die
Séttigungsbedingung (2.42) sicher zu stellen:

0<fO<1 = erweitere F aus (2.38), so dass osc(f,T) > Gosc(f,T). (2.44)

Hiermit erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 4 FEMSOLVE2([f, ¢] — u,
Wihle Starttriangulierung 7g von €.
k:=0
loop
Berechne Galerkin-Losung w7, von (1.40).
Berechne 7, fiir alle e € 7 o
if S° 72 < €2 then

Ue = UT,
return
else

Bestimme E C E o gemdfl Markierungsstrategie (2.38).
Erweitere E gem#fl Markierungsstrategie (2.44).
Verfeinere Ty +— Tr11 gemés (2.39).
=k+1
end if
end loop

Fiir FEMSOLVE2 lisst sich schliellich Konvergenz zeigen:

Satz 2.19. Sei T quasi-uniform mit o(T) < og fir alle T € T. Zu 0 < 0,0 < 1 seien
weiter « aus Satz 2.16 und & aus Lemma 2.18, dazu «p = max{a,&}. Dann erfillt
die Folge {ur,} der Galerkin-Losungen in FEMSOLVE2 zu jedem ap < f < 1 die
Fehlerabschditzung

|u —uT;, ‘Hl < Coﬁ (2.45)

mit Coy = |u — up|g1(q) + 5 < 0sc(f, 7o), d. h FEMSOLVE2 terminiert nach endlich
vielen Iterationen.
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Beweis: Aus Lemma 2.18 erhilt man zunéchst
OSC(f7 7;:) S dOSC(f, 774:71) S T S OAék OSC(f7 76)
Mit Satz 2.18 folgt hieraus

lu —ur | mQ) < alu —ur|gi) + osc(f, Tk)

< alu —ug | g1 + a" osc(f, To)

und mit Induktion iiber k

k
[ —ug (o) < o u—ugg i) + ose(f, 7o) Y aldk
=0

Fiir die letzte Summe gilt wegen a < ag und & < 8

k k ,
j ~k—j Qo\’ k1 k1 L
St < gty () <t =8 ,
=0 =0 B 1= B —ao

woraus die Behauptung folgt. O

Fiir den Beweis von Satz 2.16 bendtigen wir noch folgendes Lemma.

Lemma 2.20. Sei T quasi-uniform mit o(T) < oq fir alle T € T. Weiter sei E C
ET o gemdf$ Markierungsstrategien (2.38) und (2.44) bestimmt worden und T’ sei eine
Verfeinerung von T mit (2.39). Dann ezistiert ein C = C(0¢,Cy,C.), so dass mit den
Fehlerschitzern ne aus (2.25) gilt

e < C(!UT/ —urlipny + Y WD - fT||i2(T>), fiir alle e € E. (2.46)
TET Cwe

Beweis: Mit Hilfe der inneren Knoten verfeinerter Simplizes und Facetten lassen sich
Bubble-Funktionen b; € P}, N H}(we) definieren. Der Nachweis von (2.46) verlduft dann
vollkommen analog zum Nachweis der Effizienz (2.15) der 7. Fiir die genauen Details
verweisen wir auf [11]. O

Kommen wir nun zum Beweis von Satz 2.16. Da 7’ eine Verfeinerung von 7 ist, liegt
ugr — wy im Ansatzraum Pf}, N H(Q). Folglich gilt a(u — ugr, up — uy) = 0, so dass
man mit dem Satz von Pythagoras folgert

[u = ur |30y = [u = urlh gy = [ur — url ) (2.47)

Eine Reduktion von |u — u7|g1(q) gegeniiber dem vorigen Fehler |u — ur|pg1(q) kann
also erreicht werden, falls |u7’ — ur|g1 () nach unten abgeschiitzt werden kann. Dies
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geschieht mit Hilfe der Markierungsstrategie (2.38) und Lemma 2.20 wie folgt:

0> > <>

e€Er o ecll

<O (lur —urBu, + 3 BTPIS — frlldyem)

ecE TEeTCwe

< (n+ 1)c(yu7, — uﬂfql(m + Z hT)?||f - fTHQLQ(T)>

TeT
= (’I’L + 1)C(|U7‘/ — UT@F(Q) + OSC(fa T)2)>

denn jedes Simplex T hat n 4+ 1 Facetten. Umstellen nach der gesuchten Grofle liefert

mit C; aus (2.14)

lurr — urlip > T > nQ—osc(fT)2>ﬂ
B = (n4+1)C ¢ T (n+ 107

e€Er o

also mit (2.47) insgesamt

u = uri |F ) = lu—urling — lur = urlh g

920% 2 2
S <1 — m)‘u — UT’Hl(Q) + OSC(f, T) 5

so dass der Beweis von Satz 2.16 mit Hilfe von |x||2 < [|x[|; und o := (1 —

abgeschlossen ist.
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3 Adaptive Wavelet-Verfahren

3.1 Riesz-Basen und Wavelets

Eine alternative Diskretisierung elliptischer Variationsprobleme l&sst sich mit Hilfe soge-
nannter Wauvelet-Systeme durchfiihren. Die Philosophie ist hierbei, nicht unbedingt von
vornherein mit endlich-dimensionalen Approximationen zu arbeiten (wie z.B. stiickwei-
se polynomiale Funktionen auf einer festen Triangulierung), sondern eine Basis fiir den
gesamten Losungs-Hilbertraum X des Variationsproblems (1.40) zu betrachten.

Definition 3.1. Fine abzihlbare Menge ¥ = {ix} ez C X heifst Hilbertraum-Basis
oder Riesz-Basis von X, falls span ¥ dicht in X liegt und fiir Konstanten cgr,Cr > 0
die Abschdtzung gilt

crllulley) < llullx < Crllullgyz), fir alle u = (ux)rez € £2(Z). (3.1)

Hierbei ist [[ul| g7y == (Donez lux|2)Y/? die Norm auf dem Hilbertraum l5(Z).

Beispiel 3.2. Jede Orthonormalbasis ¥ von X ist eine Riesz-Basis mit cg = Cr =1,
dies folgt aus der Parseval-Gleichung

1( éumui =t (32)

So ist zum Beispiel das Fourier-System {1,+/2sin(kx-), /2 cos(kr-)} eine Orthonormal-
und daher Rieszbasis von L(0,1).

Fiir allgemeinere Hilbertraume als Ly(€2), insbesondere fiir die bei der Diskretisierung
elliptischer Differentialgleichungen auftretenden Sobolevraume H*(£2), ist die Konstruk-
tion von Orthonormalbasen allerdings schwierig. Daher verzichtet man in der Praxis
meist auf die Orthogonalitéitsforderung.

Lemma 3.3. Zu jeder Riesz-Basis V = {i\}rez C X eines Hilbertraums X gibt es
genau ein System U = {1y} ez C X' mit der Biorthogonalititsbedingung

<w,uv1;)\>X><X’ = 6M,A7 fur :ua)‘ el (33)

U ist eine Riesz-Basis von X' (die duale Riesz-Basis) mit Riesz-Konstanten ér = Cﬁl,
C~'R = CEI.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass jedes u € X eine eindeutige Reihendarstellung
U = ) \er UxYy besitzt mit einer Koeffizientenfolge u = (ux)rez € £2(Z). Wegen (3.1) ist
der Operator T : {3(Z) — X, Tu = ), 7 uxy, wohldefiniert und stetig mit ||Tul|x <
Crllull¢,(z), ferner injektiv, [|[Tulx > cr|lulls, (7). Da span ¥ dicht in X liegt, gilt dies
auch fiir das Bild von 7', also ist T surjektiv und damit bijektiv. Daher ist der Operator
T—1: X — l5(Z) nach oben und unten beschrinkt, CElHuHX <N T |y < crtllullx
fiir alle v € X. Aufgrund der ersten Ungleichung in (3.1) sind die Koeffizienten u) von
u eindeutig.

Die linearen Koeffizientenfunktionale 1)y (u) = (u,
alle A\ € T (sogar gleichmiBig in \) und damit ¥ =
litdtsbedingung (3.3) ist wegen

Z OV =y = Z(l/))\ﬂ;u)XxX/l/),u

neL neT

A)Xxx' i= uy sind beschrénkt fiir
{a}rez € X'. Die Biorthogona-

erfiillt. Fiir ein zweites System ¥ = {1y }xez € X' mit (3.3) folgt (Yu, Ur— P\ xxxr =0
fir alle p, A € . Fiir jedes u = ),z ury € X erhdlt man dann aber aufgrund der
Stetigkeit der Funktionale 1y — )y, dass

(U, 5 — Pa)xwxr = Z“H Yy Ux — Va) xxxr = 0.

neT

Da u € X beliebig war, folgt 1y = ¢ in X', d.h. \? ist durch (3.3) eindeutig festgelegt.
Zum Nachweis der Riesz-Basis-Eigenschaft von W zeigen wir zunéchst die Darstellung
(B xxr = (5 (TT%) 1) x, mit dem durch

(T, V) gy 7y = (U, TV) gy (1), fiir alle u € X, v € £5(Z),
gegebenen adjungierten Operator T : X — ¢9(Z). Denn es ist

(v, (TT*) M) x = (0, 2) xxxr, fiir alle v € X

& (Tl Tt =w), firallev= v € X,
o T Pan@) = v ;I AUx

=V =e)

und letzteres ist offenbar richtig.

Fiir die Dichtheit von ¥ sei @ € X’ beliebig und € > 0. Dann existiert genau ein
u e X mit (v,0)xxx = (v,u)x fiir alle v € X. Da span ¥ dicht in X ist und 77 ein
Isomorphismus (als Verkettung von Isomorphismen), ist auch span{(TT*)~ 1, |\ € Z}
dicht in X. Es existiert daher eine endliche Menge A C Z und Koeflizienten cy, A € A,
so dass [lu — >\ cp eA(TT*)thy||x < e. Folglich ist

’17,— C ) ’
H“_ ZCWAH Sup Doaer AN xx x|
vex [ollx
, U — TT*) !
:sup|< 2oea ATT) " Pa) x| <e
vex lollx
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d.h. span ¥ ist dicht in X'.
Sei dann ¢ = (cy)aer € £2(Z) beliebig. Es folgt

H ZC}Jﬁ)\H (0, X nez AN x x| M

Sup = Ssup
veX ”UHX vely(T) HTVHX

Einsetzen der Ungleichung (3.1) in den Nenner liefert schlieBlich wie behauptet

Cilllelley@) < H ZCA%HX/ < it llelley
Nez

Bemerkung 3.4. Falls X mit seinem Dualraum X' identifiziert wird, kann man die
duale Riesz-Basis ¥ auch als Teilmenge von X auffassen, 1#)\ = (TT*)~ 14y,

Wir haben in Lemma 3.3 gesehen, dass eine Riesz-Basis ¥ von X notwendigerwei-
se biorthogonal ist zu ihrer dualen Riesz-Basis W. Allerdings ist der direkte Nachweis
der Riesz-Basis-Eigenschaft im Allgemeinen nicht einfach. Zumindest die Biorthogona-
litéit zweier Systeme W, ¥ C X lisst sich aber leicht iiberpriifen. Den Nachweis der
Riesz-Basis-Eigenschaft erleichtert dann die Betrachtung von Funktionensystemen eines
bestimmten Typs.

Definition 3.5. Fin System ¥ = {¢y}rez C X heifit vom Wavelet-Typ, wenn eine
Skalenabbildung A — |\| € Ng existiert. Das Gesamtsystem ¥ zerfillt dadurch disjunkt in
die Mengen W; := {ix | |\| = j}, j € No. Wir bezeichnen ferner die Erzeugendensysteme
der aufsteigenden Riume V; := closx span W/ mit W/ := {1, | |\ < j}.

Der folgende Satz zeigt, dass gewisse Approximations- und Regularitdtsannahmen
tiber ein biorthogonales System W, W hinreichen, um eine Riesz-Basis zu erhalten.

Satz 3.6. Seien W, ¥ C X biorthogonal, d.h. es gelte (5, @E,QX = 0x - Weiter seien die
folgenden beiden Eigenschaften erfiillt:

(i) Es gebe Projektoren Q; : X — Vj, die gleichmdfig beschrinkt sind, d.h. es gelte
Q] < C fiir ein C > 0 und alle j € Ny, weiter sei Q;Qr = Q; firk > j.

(ii) Es gebe einen dicht eingebetteten Hilbertraum Y — X, C > 0 und 6 > 0, so dass
die Jackson-Ungleichungen

inf u—vly <C27lfullx, inf flu—vlx <C2 P |ully, firalleu€Y,
nf

J vevi
(3.4)
und die Bernstein-Ungleichungen

lolly < C2°lvllx, |ollx < C2°|vllyr,  fiir alle v € Vj, (3.5)

gelten, d.h. insbesondere sei spanWV dicht in X und ¥ C Y. Ferner seien die
Projektoren Q;’f auf Y’ gleichmdf$ig beschrinkt.
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Dann gilt mit Q_1 := 0, Q*; := 0 und einer Konstanten C' > 0

lvll% < C'Z 1(Q; — Qj—1)vl|%, fir allev € X, (3.6)
W% < C"Y Q- @_)vlk,  fir alle v € X. (3.7)
j=0

Beweis: Da Y dicht in X, gilt fiir alle u € Y und v € X die verbesserte Cauchy-
Schwarz-Ungleichung
(u,v)x = (u, V)yyxyr < [lully vlly

Wir kénnen daher fiir ¢, j € Ng abschétzen

1(Q; — @ )||Y'\|(Q1—Qz olly, i<

&= @ (@ @i = {u@j— ol Qi — @il i

Mit |- € {II - v I - lx ) gilt
Qs = ol < inf (I1Qsw —wll+ v = wl) < (L+ Qy1) inf, v~ wl.
J

so dass aus Q;—1(Q; — Qj—1) =0 und Q; — I folgt

Wl = D (Q5 — Qj—1)v, (Qi — Qi1)v)x
ij=0
<D @) = Qi-1)vly Qi = Qi—)vlly + D 1@ — Qi-1)vlly (@i — Qi-1)vlly
1<j i>7
=D Q) — Qjm1 = Qj-1(Q; — Qi-1)vly Qi = Qi—1)olly
1<j
+ 3 1@Q5 = Qj-1 = Qj-1(Q5 — Qi—1))vlly I1(Qi — Qi—1)v]ly
i>7
<O 279 )(Q5 = Qi-1)ullx|I(Qi — Qi—1)vlx
1<j
+C' Y 27I(Q) = Qi—)ulxII(Qi — Qi—1)vllx
1>]
= Z 27 NI(Q) = Qi) vl x 1(Qi = Qi1)vllx
i,§=0

Diese Summe hat die Form (Mx, x),,, mit einer Matrix M = (m; ;) mit summierbaren
Zeilen und Spalten, }_, |m; ;| < K, }_;|m; | < K, wobei K = K (§). Nach dem Schur-
Lemma (siehe Satz 3.14) folgt | Mx||s, < K||x]|¢,, so dass wir (3.6) erhalten,

lvll% <C”ZH - Qj-1)vll%-
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Die zweite Abschétzung (3.7) folgt analog durch ein Dualitéitsargument; man weist die
Giiltigkeit von Jackson- und Bernstein-Ungleichungen fiir die adjungierten Operatoren

Q; nach. ]

Lemma 3.7. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.6 folgt aus (3.7) die Abschitzung
ol > O“Z 1Q; = Qj—1)vlik.  fir alle v € X, (3.8)

mit einet Konstanten C" > 0, also insgesamt ||v|% =~ 720 Q5 — Qj-1)v % fiir alle
v e X (Aquivalenz bis auf Konstanten).

Beweis: Zunichst ist

o0

ZH — Qi vllx =) Q5 - Q5-1)(Q; — Qj—1)v,v)x

7=0

<[/ @ - @5-0(@ — @t I
§=0

Andererseits folgt aus (3.7) wegen (QF — Q7_1)(Q} — Qf_1) = 6;k(Q] — Qj_;) aber

H i(Qj - Q;fl)(Qj —Qj-1)v ‘2
=0
gc’iH(QZ—QZ D> @ - ST
k=0 prd

o> @i - i - qu)vHi
k=0

<cc i": H(Qk = Qp-1)v
k=0

mit C' > [|Q7]| und C” aus (3.7). Nach Kiirzen von (-7, [(Q; — Qj—1)v 13)1/? folgt
damit die Behauptung (3.8). O

Bemerkung 3.8. Satz 3.6 und Lemma 3.7 tbertragen die “levelweise” Stabilitdt
1/2
Cj( leal ) H Z CM%\H <Cj ( \CA\ ) (3.9)
[Al=j [Al=j |Al=j

der Teilsysteme ¥; in den Komplementrdumen W; :=Im(Q; — Qj—1) auf die Stabilitit
des Gesamtsystems W, sofern die Stabilitédtskonstanten c;, C; > 0 nicht von j abhdngen.
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Zum Nachweis der Riesz-Basis-Figenschaft von ¥ in X ist dann nur noch zu zeigen,
dass spanW; in W; dicht ist.

Fiir die konkrete Anwendung auf die Diskretisierung elliptischer Variationsproble-
me ist es besonders wichtig, den Fall von Riesz-Basen fiir Sobolevraume H?*(Q2) (oder
Teilriume davon) abzudecken. Hierbei sind die Bedingungen aus Satz 3.6 allerdings noch
etwas unhandlich. In der Arbeit [6] wurden in mehreren Schritten vereinfachende Bedin-
gungen hergeleitet, die wir hier zusammenfassend angeben (ohne Beweis):

Satz 3.9. Fiir ein beschrinktes Lipschitzgebiet @ C R™ und s > 0 sei H C H*(2) ein
abgeschlossener Teilraum. Weiter seien folgende Bedingungen erfillt:

(1) (Vj)j>0 C H sei eine aufsteigende Folge dichter, Lo(S)-abgeschlossener Rdume
mit gleichmdaflig Lo(Q2)-beschrinkten Projektoren Q; : X — Vj und Q;Qy = Q; fir
k> .

(ii) Fiir ein m > s gelte die Jackson-Ungleichung

in‘f/’ |u =Ly < 27jm‘u’Hm(Q), fir allew e HN H™(Q), (3.10)
veV;

J

und die Bernstein-Ungleichung

]| frm @) < C2ijU||L2(Q), fir alle w e HN H™(Q). (3.11)

(iii) Mit den dualen Riumen Vj := Im(Q7) gelte fiir ein 6 > 0 die Jackson-Ungleichung

inf Jlu— vl <277°ulgsq), firalle u € H(Q), (3.12)

veV;

und die Bernstein-Ungleichung

0]l s () < C27°|vl| ), fiir alle u € H* (). (3.13)
Dann gilt
- 2js 1/2 .
[0l s (@) = (22 7PI(Q; — Qj—l)UHLz(Q)) , fir allev € H. (3.14)
j=0

3.2 Spline-Wavelets: ein Beispiel

Als konkretes Beispiel soll im Folgenden eine Riesz-Basis vom Wavelet-Typ fiir den
Raum H}(0,1) angegeben werden, die aus stiickweise linearen, stetigen Splines besteht.
Die hinreichenden Bedingungen aus Satz 3.9 werden dabei im Laufe der Konstruktion
sukzessive sichergestellt. Einzelheiten lassen sich z.B. der Arbeit [8] entnehmen.
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Schritt 1: Konstruktion einer Generatorbasis von V;

Im Allgemeinen legt man sich zuerst auf die Folge der primalen Approximationsraume
Vj fest, j > 0. Hier betrachten wir konkret die Réume stetiger linearer Splines mit
Nullrandbedingungen

Vj :={v € C[0,1] | v|g-spp 11y € P1,0 < k < 27,0(0) = v(1) =0} C H(0,1). (3.15)

Dieser Splineraum mit dyadischen Knoten (d.h. bei 277k) wird offensichtlich aufgespannt
von den skalierten Hutfunktionen

pik(x) :=22N@a—k), keZ;:={l,...,27-1}, N(z):=max{0,1-|z|}, (3.16)

die wir auch als Generatoren bezeichnen. Fasst man die Generatoren von V; zu einem
Vektor ®; := {p;; |k € Z;} zusammen, so gilt wegen V; C Vj1; eine Verfeinerungsrela-
tion

1
2
1
11
2 2
1
1
O, =M ® M ! 2 e R -Dx(@-1) (3.17)
;= i0Pji+1, i,0 = — . .
J 7, J J \/§ .
2
1
11
2 2
1
1
2
In der Praxis betrachtet man nur hinreichend feine Raume V; mit j > jo := 3, denn

ab dieser Feinheit sind die Triger aller zu konstruierenden Basisfunktionen im Intervall
[0,1] enthalten. Fiir die theoretischen Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt macht
die Beschriankung auf ein beliebiges Startlevel jo keinen Unterschied.

Wichtige Eigenschaften der Spline-Generatoren ¢; , sind:

Lokalitdt, diam supp @; i ~ 277

lokale Endlichkeit, #{k € Z; |z € supp ¢; 1} < C unabhingig von = € [0,1] und j

lokale Polynomreproduktion, Vp € Pi3v € V; mit v = p auf [277,1 — 277]

Regularitét, p;, € H°(0,1) fir 0 < s <m := %

Die ersten drei Eigenschaften sind Grundvoraussetzungen fiir den Nachweis der Jackson-
Ungleichung (3.10), die Regularititseigenschaft wird fiir die Bernstein-Ungleichung (3.11)
der primalen Réume V; benotigt.
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Schritt 2: Konstruktion einer dualen Generatorbasis von V)
Im zweiten Schritt legt man sich auf die dualen Approximationsrdume Vj C L2(0,1) fest

und konstruiert Projektoren Q; : L2(0,1) — V; mit Im(Q}) = V;. Dies geschieht mit

Hilfe sogenannter dualer Generatoren @;, so dass einerseits V; = span{@; |k € Z;},
andererseits aber auch die Biorthogonalititsbedingung

(@jks Pik' ) L2(0,1) = Ok k! (3.18)

erfiillt ist. Aus (3.18) folgt, dass die Operatoren

Qif = Z (fs Pjk) Lo(0,1) P,k (3.19)

kGIj

genau die Orthogonalprojektoren von Ly(0,1) auf V; sind, d-h. (f — Q;f,9)r,001) = 0
fiir alle g € L2(0,1). Der adjungierte Operator

Qi f =D f+ @ik La()Pik (3:20)

k?EIj

projiziert dann offenbar auf f/j = Im(Q;f). Weiter folgt unter der Biorthogonalitétsbe-
dingung bereits die Jackson-Ungleichung (3.10) fiir m = 2 (vgl. Ubungsaufgabe zur
Haar-Basis) sowie die Bernstein-Ungleichung (3.11) fiir alle m < %

Um analog auch fiir die dualen Approximationsraume XN/J die entsprechenden Jackson-
und Bernstein-Ungleichungen (3.12) bzw. (3.13) nachzuweisen, sind folgende weitere Be-
dingungen an die dualen Generatoren notwendig;:

e Lokalitét, diam supp @jj ~ 277

e lokale Endlichkeit, #{k € Z; |z € supp ¢; 1} < C unabhéngig von x € [0,1] und j
e Reproduktion von Konstanten, Vp € PyJv € f/] mit v = p auf [0, 1]

e Regularitit, ¢;, € H*(0,1) fiir 0 < s <6

In [5, 8] wurde eine solche duale Generatorbasis konstruiert, die sogar alle Polynome
vom Grad 1 auf [0, 1] reproduzieren kann und im Raum H%44(0,1) liegt. Zudem sind
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auch die dualen Generatoren ebenfalls verfeinerbar, fiir ®; := {1 |k € Z;} gilt konkret

3 _1
2 2
1 0
1 1
2 2
13 _1
1 1
i
2 2
13
i
1
L . 1 p
®j=M;®j+1, Mjo= 7 1 (3.21)
1
_1
1
1
2
3 _1
> 1
1 1
2 2
0 1
1 3
2 2

Die Skala der dualen Approximationsrdume (V});>;, ist somit ebenfalls geschachtelt.
Man beachte, dass nur die GréBle der Verfeinerungsmatrizen M;o und 1\~/Ij70 von der
Skala j abhéngt, nicht aber deren Eintrige. Matrizen mit dieser FEigenschaft nennt man
auch quasi-stationdr.

Durch die Giiltigkeit der entsprechenden Jackson- und Bernsteinungleichungen sowie
der gleichméfligen Beschrénktheit der Projektoren @); ergibt sich mit Satz 3.9 die ge-
suchte Charakterisierung fiir H}(0, 1),

> 1/2
HUHHl(OJ) ~ ( Z QQJSH(Qj — Qj—l)”HZ(oJ)) , fiir alle v H&(O, 1). (3.22)
Jj=jo

3. Schritt: Konstruktion der Wavelet-Basis

Um mit Hilfe von (3.22) eine Riesz-Basis fiir den Gesamtraum H{ (0, 1) zu konstruieren,
miissen wir nur jeweils eine Lo-stabile Basis W; := {1, |k € J;} fiir die Komplement-
raume W; = Im(Qj+1 — Q;) angeben. Dies geschieht in der Praxis iiberwiegend so,
dass gleichzeitig auch eine duale Basis ¥; := {41 |k € J;} fir W; = Im(Qj 41 — @)
mitkonstruiert wird, d.h. die duale Riesz-Basis besitzt spéter ebenfalls eine Multiska-
lenstruktur. In der Praxis kommt zur Waveletkonstruktion auf beschréinkten Gebieten
haufig die Methode der stabilen Vervollstindigung aus [1] zum Einsatz. Wir geben hier
nur ein Endergebnis dieses Algorithmus an, fiir die konkrete Situation linearer Splines
©j .k und mit den oben gewihlten dualen Generatoren ¢; ;. Die priméren Wavelets erge-
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ben sich wie die Generatoren aus einer quasi-stationiren Relation

5 _1
RCT
4 4
_1 o3 1
R T
S
R
U, =M],® M = | (3.23)
= M1 P41, 1= .
J 5,1 ] J \/§ _%

e ||
W[ =00 =
l | 00| =

|
EN[GCTNE

QO] = [ =
oolut

Mit Hilfe der Quasi-Stationaritéit von M, ; kann man zeigen, dass die Wavelet-Basis ¥
in W; gleichméBig Lo-stabil ist,

c( Z ‘cj’kp) = H Z Jk%k” 2(0,1) = C( Z 5 )

keJ; keJ,

(3.24)

Die Konstanten ¢, C' > 0 hingen dabei nicht vom Level j ab. Setzt man (3.24) in (3.22)
ein und benutzt ein analoges Stabilitétsresultat fiir ®;, in Vj,, so erhélt man die Riesz-
basiseigenschaft fiir Hg (0, 1),

37 6w, @jok) Laon| +Z22]Z’

keT;, J=Jo keJ;

lol3 0.1) = v ik o) v e HE0,1).

(3.25)
Diese Norméquivalenz ist in ihrer Form typisch fiir Wavelet-Systeme: eine Glattheits-
norm (hier eine Ly-Sobolevnorm) ist dquivalent zu einer speziell gewichteten Folgennorm
der Entwicklungskoeffizienten.

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Wavelets, speziell auch ihre geometrische Form,
folgt aus der Reproduktion von Polynomen durch die dualen Generatoren ¢; ;. Wegen
P C ‘7] und der Biorthogonalitétsrelation (3.18) folgt, dass jedes Wavelet v zwei
verschwindende Momente besitzt, d.h. es gilt (1;x,p)r,(0,1) = 0 fiir alle p € Py.

3.3 Diskretisierung elliptischer Variationsprobleme mit
Riesz-Basen

Nach der Einfiihrung von Riesz-Basen, insbesondere vom Wavelet-Typ, wollen wir nun
elliptische Variationsprobleme der Form (1.40) diskretisieren. Zun#chst iiberlegen wir
uns, dass es sich bei hierbei um eine lineare Operatorgleichung Au = F' handelt.
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Satz 3.10. Sei X ein Hilbertraum und sei a : X X X — R eine stetige, elliptische Bili-
nearform. Dann ist durch (Av)(w) = a(v,w) ein linearer, stetig invertierbarer Operator
A: X = X' festgelegt, es gilt Cellv||x < ||Av|xr < Cqllv||x fiir alle v € X.

Beweis: Es ist offenbar Av € X’ wegen |(Av)(w)| < Cyl|v]|x ||w] x, denn hieraus folgt
direkt [|Av|xs < Callv||x. Umgekehrt ist || Av|[xs = supgyex % > Cellv]|x, wenn
man im Supremum w = v wihlt. O

Mit Hilfe einer Riesz-Basis von X ldsst sich die Operatorgleichung Au = F und damit
das Variationsproblem dquivalent zu einem unendlich-dimensionalen Gleichungssystem
umschreiben.

Satz 3.11. Sei U = {¢»}rez eine Riesz-Basis des Hilbertraums X, a : X x X — R eine
stetige, elliptische Bilinearform und sei F' € X'. Dann ist das Variationsproblem (1.40)
dquivalent zum unendlich-dimensionalen Gleichungssystem Au = F, wobei

A = (a(Vu, ¥3)) ez, F = (F(¥r))rez. (3.26)
Der Operator A : ly(Z) — l2(Z) ist beschrinkt und beschrinkt invertierbar mit
cllvile, @ < NAVIg@) < callvilea),  fir alle v € £2(T), (3.27)

wobei ¢ = Cech, ca = CoCh. Der Vektor F ist enthalten in lo(Z) mit ||F|s,z) <
CrllFlx-

Beweis: Nach Definition einer Riesz-Basis ist span W dicht in X. Daher ist das Varia-
tionsproblem (1.40) dquivalent zu den abzihlbar vielen Bedingungsgleichungen

a(u,y) = F(¢y), firalle A € Z. (3.28)

Da jedes u € X beziiglich der Riesz-Basis ¥ eine eindeutige Darstellung mit einem
Koeflizientenvektor u € fo(Z) besitzt, u = Y, 7 uxy, ist (3.28) aufgrund der Linearitét
von a dquivalent zu

> upaliu, ) = F(ihy),  fiir alle A € T.

pEL
Dies ist ein lineares Gleichungssystem der Form Au = F, mit der Systemmatrix A und
der rechten Seite F aus (3.26). Es gilt

[(AV, W), 1)

Av = sup
L R e
’ > Uuw)\a(d}uv ¢)\)‘
A
= sup
0£wels(T) 1w lley(z)
’a( >V, Y wmb,\) )
0 )
= sup
0#wEl2(T) ||W||e2(1)

o1



und somit einerseits

| S o]
AV < Ca sup L2 S5 | < CuCRIVIn
0£wels(T) ||W||z2(1 weT X
andererseits
\a(va,va)\ H > UA¢>\H
122 A neLT 2
AV ,7) e > CecglIVlliey(z)-

HVHzQ(Z) HVHEQ(I)

Fiir den Vektor F rechnet man

(5 00)

‘<F7V>f2(l—)‘ AT

[Flleyz) =  sup e = sup

< Cgr|IF| x-
orveto(m)  |IVIe) orvetam) VI

O]

Aufgrund der Elliptizitdt der Bilinearform a ist die Systemmatrix A positiv definit, dies
rechnet man wie in (1.50) nach:

2
)\ZEDIUAHX > Cec vz, @)

<AV>V> = Z quka(¢p7wA) = a( Z U,Lﬂp,ua Z UA¢A) > Ce

/L,)\GI MGI AT

(3.29)
Ferner ist A symmetrisch genau dann, wenn die Bilinearform a symmetrisch ist. Um
das unendliche System Au = F numerisch zu behandeln, gibt es mehrere grundlegende
Ansitze. Neben den in den folgenden Abschnitten behandelten inexakten Iterations-
verfahren gibt es noch die Mdoglichkeit, eine endliche Indexmenge A C Z auszuwéihlen,
die Ausschnitte Ay := (a(¥y,¥r))apuen und Fp := (F(x))rea zu betrachten und ei-
ne Approximation up zu berechnen mit Ayup = Fy. Wie der folgende Satz zeigt, ist
bei einer Diskretisierung mit Riesz-Basen im Vorhinein klar, dass die Konditionszahlen
k(Ap) = ||Aall[|AL]| der Ausschnittsmatrizen A, gleichmiBig beschrinkt bleiben. Bei
der Methode der Finiten Elemente etwa wire hierfiir noch Zusatzaufwand notwendig, in
Form gewisser Vorkonditionierungsstrategien.

Satz 3.12. Sei A wie in Satz 3.11 und zu A C I sei Ay := (a(Yu, ¥r))ruen- Dann gilt
|AAll < [|A]| und Ay ist ebenfalls positiv definit. Umgekehrt gilt | AL < |A7Y| und
somit K(Ap) < K(A).

Beweis: Sei Py : l3(A) — l2(Z) der Nullfortsetzungsoperator, d.h. (Pyv)y = vy fiir
A € A und ansonsten (Pyv)y = 0. Dann gilt [[Pav||g, 1) = [Vl fiir alle v € £2(A).
Da A positiv definit, folgt fiir 0 # v € £2(A)

< (APAV,PAV) 4y 1) = (AAV, V)iy(a)s
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folglich ist Az positiv definit und somit invertierbar. Es gilt weiter
[AAVIey(a
|Anl = sup S

ozvets(d)  |IVIea)

[(AAV, W)p, ()]
= sup sup
0#£vEla(A) 0£WEL (A) HVHez (A) ||W||42(A)

[(APAV, W), (1)

= sup sup
0vela(A) 0£welo(T), IPAVIe@ W@
wx=0 fiir A¢A

< swp [(Av, W), 1) |

< = || Al
orvweta(T) Vi@ [1Wlley )

Fiir die Abschitzung von ||AX1H iiberlegen wir uns zunéchst allgemein, allgemein, dass
flir einen positiv definiten Operator B : Y — Y auf einem Hilbertraum folgende Bezie-
hung gilt:

B = sup AU 3.30
1B~ S TBu,v)y (3.30)
Denn einerseits ist
_ B~y vy
HB 1H = sup H || — ” || 7
ozvey  |vlly 0£vey || Bolly
also mit Cauchy-Schwarz
(v, v)y [[v]ly 1
sup ———— > =||B
ol (B, o)y = ooy [Bely 17
und folglich die Abschétzung “<” in (3.30). Umgekehrt gilt
Bv,w)y Buv,v)y
[Bolly = sup Loy s Bty
ozwey  |lwlly lolly
und damit aufgrund der Definitheit
[vlly oI5
0#£veEY | Bvlly — 0#£veY <BU,U>Y’
also “>" in (3.30). Fiir den positiv definiten Operator A, rechnet man dann
Apv,v
At =y AV
0#£vela(A) <V,V>52(A)
- ‘n <AV, V>g2(z)
0£vEL(T),  (V, V)i, (1)
vy=0 fiir A¢A
Av,v
> e AV VIR oo
0AvEL(T) (V,V)5y(T)
O
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3.4 Wavelet-Matrixkompression

Die Diskretisierung elliptischer Variationsprobleme (1.40) mit Hilfe einer Riesz-Basis
vom Wavelet-Typ ¥ = {1y } ez fiihrt, wie oben gesehen, auf ein unendlich-dimensionales
Gleichungssystem Au = F im Folgenraum /¢5(Z). Es ist unser Ziel, hierfiir ein numeri-
sches Verfahren zu entwickeln, etwa eine inexakte Variante der Richardson-Iteration

2
u™) —u™ L o(F - Au™), 0<a< Al (3.31)
Hier und im Folgenden sei |[A| = supg_yves, (1) %. Offenbar ist es fiir eine kon-

krete Durchfithrung von (3.31) notwendig, die biinfinite Matrix A zumindest approxi-
mativ auf Vektoren v € ¢o(Z) mit endlich vielen Eintrdgen anzuwenden. Dies ist in der
Tat moglich, da durch die Wavelet-Eigenschaften die Matrixeintrige in A abseits der
Hauptdiagonalen ein gewisses Abfallverhalten zeigen. Im Folgenden werden wir letzte-
res fiir den Spezialfall X = H}(Q) und a(v,w) = [, VvVwdx genauer analysieren.
Derartige Kompressionsresultate lassen sich allerdings auch fiir Differentialoperatoren
verschiedener Ordnung mit allgemeineren Koeffizienten sowie fiir eine grofie Klasse von
Integraloperatoren nachweisen, siehe etwa [7, 14].

Definition 3.13. FEine biinfinite Matriz B = (bx ,)a uez heifit s*-komprimierbar, falls
zu jedem J € N eine biinfinite Matrix B existiert, die pro Zeile und Spalte aber nur
hichstens 27 Eintrige besitzt, so dass Y. ;o 27°|B — By < oo fiir alle 0 < s < s* gilt.

Fiir den Nachweis der Komprimierbarkeit von A in einem Waveletsystem wird unter
anderem das folgende fundamentale Lemma benutzt.

Lemma 3.14 (Schur). Seien B = (by ,)x uez und wy > 0 fir alle X € Z. Dann folgt aus
sup wy ! Z b pulwp < C, supw;1 Z |baulwn < C, (3.32)
AET uel neL NeZ

dass |B|| < C.

Beweis: Sei v = (v)\)aez € ¢2(Z). Dann gilt fiir jedes A € Z mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

|(Bv)a| < baullval

neT

= Z ’bk,u|1/2‘*’;1/2|b/\7u|1/2W;1/2|Uu|
pEL

- ( 2 |bk’”|w“) " ( 2 |b/\,u|W;1|Uu|2) -
peT =
B (W)Tl Z ‘bhuhﬂu) " (w)\ Z |b>\,u|W;1|Uu|2)1/2.

neT neT
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Summiert man dies quadratisch iiber A auf, erhilt man

IBvIE, 0 < 3 (wr D loaslon ) (o D loaulei l?)

AEL neT neL
<c
<O w (X Ibaglen ) lol?
— 1% M 124

neL AeT
<c

< C?|vIZ, -

Wir treffen folgende Grundannahmen iiber die Waveletbasis W:

o U = {1\ } ez ist eine Riesz-Basis von Ly (), das durchskalierte (d.h. H!-normierte)
System {27y} yez ist eine Riesz-Basis von H} (), daher gilt in leichter Abwei-
chung zum vorigen Abschnitt

A= (2*(\u\+|/\|)a(¢m1/,/\)))\“61; (3.33)
e U ist lokal:
diamsupptpy S 271, sup  #{|A| =j | B(z,277) Nsupp ey # 0} < oo;
2€Q,5>jo

e Jedes vy ist stiickweise polynomial der Ordnung d € N, d > 2 (vom Grad d — 1);
e Es gilt v :=sup{s|¥ C H*(Q)} =d— L,
e Fiir |A| > jo hat jedes Wavelet ¢\ genau d € N verschwindende Momente, d > d.

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir ein im “Levelabstand” exponentielles Abfallverhalten
der Matrixeintrége von A aus (3.33) nachweisen.

Satz 3.15. Unter obigen Annahmen gilt fiir die Fintrige von A fir jedes 0 < s < 7y die
Abfallbedingung

’A)\#

= 2‘“”*'“”\(1(%,%)\ < 027 IN=lul(s+n/2-1) A€, [N, |ul > do, (3.34)
wobei C = C(s) > 0.

Beweis: Sei A € T mit |A| > jo, 1 <k <nund p € P;. Dann ist %p € P;_,, so dass
partielle Integration wegen 1, € HZ(Q) und den verschwindenden Momenten liefert

Spax = [ wneerds— [ g ax—o.
o Ozg 00 o Oxy
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Daher hat %1% sogar d+1 verschwindende Momente. Sei dann p € Z mit |p] > jo und
|| > [A]. Es folgt fiir alle p € P; und fiir alle p € Z, dass

oy om0 =1 e Gt =) ] < 2

Oz Oxy, Oz, \ Oz, B Oz,

oY,

Li(Q H Oz, HLoo (supp )

Da p € Pj beliebig ist, kénnen wir rechts auch zum Infimum iibergehen. Fiir die lokale
Approximation mit Polynomen P, auf einer Menge M gilt mit m > s—1 eine sogenannte
Whitney-Abschditzung

plnf 1f = pllL,ar < Cdiam(M)®| flyws (L, ) (3.35)

vergleiche auch die Herleitung der Jackson-Ungleichung in den Ubungen. Anwendung
von (3.35) fiir M = supp), liefert mit [[9a[|1, ) ~ 2Mn(1/2=1/p) ynd infolgedessen
(durch die Skalierung) [1hx|ys(z, () = 2MET/271P) filr 5 <

‘/ Or Oy 4 < gP(1-n/2) My

Oz, Oy, pEP;

HLoo(supp PA)

< 2D (7MY s 1 o)
_ 2|)\|(1 n/2) (2 BY )S 12|,Uf| s+n/2)

— olAFlulg=(AI=lu)(s+n/2-1)
Ist umgekehrt |A| < |u|, so folgt mit vertauschten Rollen
/ 92 Ou g | < olA+Halg—(ul-N)(s+n/2-1)
Oxp Oxy,
also in allen Féllen (3.34) nach Summation iiber k. O

Es folgt, dass A s*-komprimierbar ist fiir s* = 77_1:

Satz 3.16. Sei die Matriz A j gegeben durch die Abschneideregel

_ {(A)w = lull < I/n

A
(As)rs 0, sonst

(3.36)

Dann hat Ay bis auf einen konstanten Faktor hichstens 27 nichttriviale Eintrdge pro
Zeile und Spalte und fiir alle s < % gilt die Abschitzung |A — Ayl < C277 mitr
C=C(s)>0.

Beweis: Betrachte einen Zeilen-/Spaltenindex A € Z zur Skala j = |\|. Dann ist in
der entsprechenden Zeile/Spalte im Levelblock zu j' > jj die Anzahl der nichttrivialen
Matrixeintrige von A hochstens

i'<i_ (' —im
QU—im s C max{1,2 }.

#{p||pl =5, suppth, Nsupp ey # 0} < C{
(3.37)
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Denn fiir j' > j iiberlegt man sich, dass die Waveletbasis auf einer Skala im Wesentlichen
durch Translation gegeben ist. Jeder Wiirfel der Kantenlinge 277 wird dann durch die
Trager von hochstens ¢27'~Ip, Translaten Yy, |p| = 7', iiberlappt. Ist umgekehrt j" < j, so
ist der Tréiger von ¢, |u| = j', so grof, dass ein Wiirfel der Kantenlinge 277 héchstens
von den Trégern konstant vieler v, |u| = j', iiberlappt wird, wobei die Konstante nicht
mehr von der Leveldifferenz j' — j abhiingt.

Mit (3.37) und aus der Abschneideregel (3.36) folgt, dass die Anzahl nichttrivialer
Eintrdage in der Zeile A der ausgediinnten Matrix A ; beschriankt ist durch

. -1 /N
S max{r2vmp = 3 14 Y 2Um
|5/ —3|<J/n i'=jJ/n] J'=j
[J/n]
2([J/nj+1)n -1
= ok = — <2
LJ/n] + kzzo /n]+ ———1— 5

Zum Nachweis von ||A — Ay|| < 0277% fiir alle 0 < s < L;l benutzen wir das Schur-
Lemma 3.14 fiir die Gewichte wy = 271)"/2 > 0. Es reicht also zu zeigen, dass fiir jedes
0<s< 77_1

sup 22N " [(A = A )y |27 M2 < o2,

= AeT
aup2/2 3™ (A — A )y 27 W2 < 0o,
AeT e,

Wir zeigen hiervon nur die zweite Ungleichung, die erste folgt analog. Es gilt zunéchst
fiir festes A € Z mit j = ||

S |A A2 <2 S S 2 O a2
ner lj'—3|>J/n |pl=5"

Fiir die rechte Summe machen wir die Fallunterscheidung j° > 7 und j’ < j. Sei zunichst
j'>jund 0 < s < 2t also 1 < sn+ 1 <. Dann folgt aus (3.34) und (3.37)

9in/2 Z Z 2_(j+j/)‘a(1,b“, Q,Z))\)‘Z_j/n/Q

5" =3|>J/n |ul=4"
oo

<oz 3 ol -dng-U-i)sH)/Dngi'n/2
j=i+1J/n]

_ i o= (—d)sn _ i g-ksn < 9-Js,

r=i+1I/m] k=[J/n]

Die Argumentation fiir den umgekehrten Fall j/ < j verliuft analog, denn aus (3.34)
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und (3.37) folgert man fiir 0 < s < 2=

J=1J/n]
9in/2 Z Z 2_(j+j/)‘a(¢1u,¢A)’2_j/n/2<2j"/2 2 9—(—=3")(s4+1/2)ng—j'n/2
3" =31>J/n [pul=5" 3'=jo
j=[J/n]
- Z 9—(i—3")sn
J'=jo
J—Jo
— Z 27k5n527g]s‘
k=[J/n]
]

Basierend auf der s*-Komprimierbarkeit der Systemmatrix A kann man einen Algorith-
mus APPLY angeben, der die Matrix-Vektor-Multiplikation Av fiir endlich getragene
Vektoren v in endlicher Zeit approximativ ausfiihrt.

Algorithmus 5 APPLY[A v, ¢] > w
Sei 0 < s < s* fest, A s*-komprimierbar, p = (s + %)_1.
N := #suppv
Sortiere die Eintrige von v betragsweise absteigend.
Berechne v; zu den jeweils 2J betragsgroBten Eintrigen, v; = v fiir j > logy V.
. — k j
Wiihle k € Ny so groB, dass 27 ([|Al| + X-7_0 2°|A = Ajl) Ve, @) < e

w = Apvg + Z;C;é Aj(Vk,j — Vk,jfl)

Satz 3.17. APPLY terminiert in endlicher Zeit, es gilt ||Av —w||s,z) < Ce mit einer
Konstante C = C(s) > 0.

Beweis: Da v ein endlich getragener Vektor ist, kénnen die Eintrdge in endlicher
Zeit betragsweise fallend sortiert werden (Kosten: O(N log N)). Fiir das Aufstellen der
Vektoren v; fallen bei optimaler Implementierung keine Kopierkosten an, da das sortierte
Feld wiederverwendet werden kann.

Fiir den Approximationsfehler gilt zunéchst die Umformung

k—1
Av —wp = Av — (Akvo + Z Aj(vi—; — Vk—j—l))
=0

k—1 k—1
= Av — (AkVO + Z(A] — A)(Vk,j — Vk,jfl) + A Z(Vk,j — Vk,j,1)>
=0 =0
=VE—Vo
k—1
=AWV —vp)+(A—-Ap)vo+ Z(A — Aj)(vk,j — Vk,jfl),
=0
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so dass wir mit der Dreiecksungleichung erhalten

k—1

IAV=wglley ) < IANIV=Vkles @+ IIA=AlIVolley+ D IA=A; Vi —Vi—jille@)-
=0

Man kann nun zeigen, dass fiir die besten 2/-Term-Approximationen v; die Abschiitzung
v = villeyzy < C277%|v|lg,(z) gilt, wobei C = C(s) > 0, siehe [9] fiir einen Beweis.
Hieraus und aus der s*-Komprimierbarkeit von A folgt

AV — Wil s, 1)
k-1 ‘

< ClANI27* Vg, @) + 1A = AkllIV]ie,@) +2C ) A - Ajl127 D5 v, o)
=0

k
< C(I1Al+ Y27 1A - Ayl 27 il @),
j=0

mit ¢’ = C’(s) > 0.

Bemerkung 3.18. Es existieren Varianten von APPLY, so dass fiir s*-komprimierbare
Matrizen A, 0 < s < s* und p = (s+ %)_1 folgende Abschiitzung gilt:

—1/s 1/s
s|ly|| /s . (3.38)

<
#suppw S € 0,(T)

Weiter ist die Anzahl der bendtigten Rechenoperationen zur Durchfihrung von APPLY
proportional zu #suppw + #suppv + 1.
3.5 Inexakte lterationsverfahren

Zur adaptiven numerischen Behandlung des unendlich-dimensionalen Gleichungssystems
Au = F wollen wir im Folgenden eine inexakte Variante der Richardson-Iteration (3.31)
besprechen. Fiir die Konvergenzanalyse betrachten wir zunéchst das Originalverfahren
mit exakten Operatorauswertungen. Dann iibertrigt sich der Konvergenz-Beweis aus
dem endlich-dimensionalen Fall, denn wegen

u™ = u™ 4 o(F — Au™) = (I - aA)u™ + oF
folgt die lineare Fehlerentwicklung

u™ —u=(I-aA)u™ +aF —u=(I-0A)u™ —u). (3.39)
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Wegen 0 < a < 2/||A|| < 2||A~!]| folgt aus der Symmetrie und positiven Definitheit von
A, dass fir alle 0 # v € l5(Z)

(I—aA)v,v)y, ) (Av, V>ZQ(I)
(V, V)i (7) (v, V)i, @
—_———

VIV SSININ]

und damit

g:= |1 — oAl = max{y1 —allAl, |1 - a/\|A—1||\} <1 (3.40)

Einsetzen in (3.39) liefert die Kontraktionseigenschaft der Iteration (3.31) auf ¢2(Z). Mit
dem Fixpunktsatz von Banach folgert man die Fehlerabschitzungen

1 qn 1 0
™ =gy q) < quu(") —ul" Yy < ﬂllu( = u g (3.41)
Ist die exakte Iteration nun gestort durch approximative Auswertungen von F und

Au™ Y 50 kann die Fehlerreduktion um den Faktor 0 < ¢ < 1 nicht mehr erreicht
werden. Eine Analyse der Fehlerfortpflanzung bei der gestorten Iteration

a™ = a4 o(F —w) (3.42)

n—1)

mit Approximationen 1™ ~ u™, F ~ F und w ~ Aa! ergibt

™ —u=a""Y 4 o(F —w)—u

= (I-aA)(a™ Y —u)+a(Ad™ Y —w) + a(F - F),
also
16" —ullgyz) < g8 =l + a(|AR™ = Wiy + IF = Flloya). (3.43)
Mit der gestorten Iteration (3.42) ldsst sich zumindest noch eine Reduktion des Fehlers

um einen Faktor ¢ < § < 1 erreichen, sofern die Fehlerkomponenten ||[Aa(™~1) — wl| 05(T)

und ||F — F| ¢5(7) sich nach oben jeweils durch 52;051]]11(”_1) — ul|4,(z) abschiitzen lassen.
In einer praktischen Implementierung kénnte man dies wie im Algorithmus SOLVE
realisieren, sieche Algorithmus 6.

Satz 3.19. SOLVE terminiert mit ||u — uel|g,z) < €.

Beweis: Wir zeigen mit Induktion iiber i, dass |[u®® — ul| (1) < €i, die Behauptung
folgt dann aus €; = §'ep und 0 < § < 1.

Fiir i = 0 rechnet man ||u(® — ull,7) = llulleyiz) = |AT Flgy(z) < €0 Angenommen,
die Behauptung gelte fiir  — 1. Dann rechnet man mit (3.43)

[u — |7y < 0D =gy + a(|[AUTY = Wlgyz) + |F = Flloyo)
q—q qg—q )
=¢;.

203 T 2ag

< q€i—1 + a(
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Algorithmus 6 SOLVE[F, ¢] — u,
wéhle 0 < o < 2/||A]|

¢:=IT- Al
wahle g < g < 1
u® =0
€0 := [|AT|[[F ]l y2)
1:=0
while ¢; > € do
=1+ 1
€ = q€i—1 i

berechne F mit ||[F — Fllgy) <
w = APPLY[A,ul"1), £d¢)]
ul® =l 4 o(F — w)

end while
u, :=u®®

Bemerkung 3.20. Es existieren Varianten von SOLVE, so dass unter gewissen An-

nahmen fir s*-komprimierbare Matrizen A, 0 < s < s* und p = (s + %)_1 folgende
(3.44)

Abschitzung gilt:
1 1
#suppue S €V [ul)/7,.

Weiter ist die Anzahl der bendtigten Rechenoperationen zur Durchfiihrung von SOLVE
proportional zu F# suppu. + 1.
Im Sinne der Definition 1.11 ist u. damit {o-konvergent gegen u mit Rate s, sofern

u € (,(7).
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4 Optimalitdt adaptiver Verfahren

Neben der Konvergenzanalyse adaptiver Verfahren ist natiirlich auch die Frage zu kléren,
inwiefern sich Adaptivitdt bei einem gegebenen Problem dberhaupt lohnt. Denn bei der
konkreten Umsetzung adaptiver Approximationsmethoden ist immer ein gewisser Auf-
wand zur Verwaltung der dynamischen Datenstrukturen in Kauf zu nehmen, der sich
zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit unter Umsténden gegeniiber einer einfa-
chen (z.B. uniformen, “unterteile gleichmifig”) Verfeinerungsstrategie gar nicht lohnt.
Diese Frage kann durch eine genauere Analyse der Konvergenzordnung eines adaptiven
Verfahrens beantwortet werden, siehe Definition 1.11. Im Einzelnen ist hierbei zu kléren:

e Unter welchen Bedingungen ist ein adaptives Verfahren konvergent mit der Rate
s> 07

e Unter welchen Bedingungen konvergieren nichtadaptive Verfahren mit der gleichen
Rate? Sind diese Bedingungen stéirker als jene fiir adaptive Verfahren und gibt es
relevante Praxisbeispiele, wo diese Bedingungen nicht erfiillt sind?

e Kann ein adaptives Verfahren sogar die Rate der besten N-Term-Approximation
erreichen (— Optimalitét)?

Zur Kldarung der Fragen sei X ein Hilbertraum, u € X sei die zu approximierende Losung
des Variationsproblems (1.40) und ¥ = {) } ez sei eine Riesz-Basis von X.

4.1 Konvergenzraten nichtadaptiver Verfahren

Eine einfache nichtadaptive Approximation von u € X durch Elemente u; € span ¥ kann
man erhalten, wenn die Riesz-Basis ¥ eine Multiskalenstruktur besitzt. Denn dann sind
die Mengen W/ = {¢>\ ‘ Al <j } in j aufsteigend und induzieren Galerkin-Projektionen
uj € Vj mit a(uj,v) = F(v) fiir alle v € V.

Betrachten wir den Spezialfall, dass es sich bei X um einen abgeschlossenen Teilraum
von H!(Q)) handelt fiir ¢ > 0, also etwa X = H{(Q2), und dass man mit Linearkombi-
nationen aus V; lokal alle Polynome vom Grad r — 1 reproduzieren kann. Dann gilt die
Jackson-Ungleichung (3.10) und ihre Verallgemeinerung

: —j(r—t
inf flu vy < €27 ul o (4.1)

Mit Satz 1.29 folgt [|u — w;|ge) < 2_j(r_t)|u\Hr(Q). Die Konvergenzrate dieses ein-

fachen Approximationsverfahrens j +— u; kann ermittelt werden iiber das Verhiltnis
zwischen der Anzahl benutzter Freiheitsgrade und der erreichten Genauigkeit. Da ein
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Element aus V; typischerweise dimV; ~ N := 2/ aktive Koeflizienten besitzt, ergibt
sich wegen 279("=t) = N=("=1)/" ¢ine Approximationsrate von (r —t)/n, falls die Regula-
ritdtsbedingung u € H" () erfiillt ist. Mit anderem Exponenten r = sn + t ausgedriickt
bedeutet dies, dass die nichtadaptive Galerkin-Approximation j + u; mit Rate s in
H'(Q) konvergiert, falls u € H*" ().

Beispiel 4.1. Sei Q C R?, w € H?(Q) N HY(Q) und ¥ eine Wavelet-Basis von La(2),
die lokal Polynome vom Grad 1 reproduzieren kann (lineare Spline- Wavelets). Dann
2-1 _ 1

konvergiert die Galerkin-Approximation u; in der H'-Norm gegen u mit Rate =5 =3

4.2 Konvergenzraten inexakter lterationsverfahren

Nach Bemerkung 3.20 existieren Varianten des inexakten Iterationsverfahrens SOLVE,
so dass uc = SOLVE[e] gegen u mit Rate s in l3(Z) konvergiert, sofern u € ¢,(Z) fur
p=(s+ %)_1. Es stellt sich die Frage, ob man diese hinreichende Bedingung fiir eine
Konvergenzrate s auch durch das Enthaltensein von v in gewissen Funktionenrdumen
ausdriicken kann.

Falls es sich bei X um einen abgeschlossenen Unterraum von H!({2) handelt fiir ¢ > 0,
z.B. X = H{(Q), und falls ¥ wie im letzten Abschnitt eine Riesz-Basis vom Wavelet-
Typ fiir Ly(Q) ist, so dass das skalierte System {2~ Mt} 7 eine Riesz-Basis fiir X
ist, dann lassen sich diejenigen u € X mit Entwicklungskoeffizienten in ¢,(Z) genau
charakterisieren (siehe etwa [4]):

Satz 4.2. Seien gewisse technische Voraussetzungen an das Wavelet-System U erfiillt.
Dann gilt fir jedes u = EAGIU,\2*|/\|'§¢)\ mit Konvergenz der Reihe in H'(Q) die
Normdquivalenz

ull gsnse(r, ) = Il @), p=(s+ 3 (4.2)
Hierbei ist By"+*(L,(S2)) ein Besovraum.

Besovraume sind Funktionenrdume mit Glattheit in L, (€2). Der Vollsténdigkeit halber
geben wir eine Definition an:

Definition 4.3. Zu h € R" und r € Ng sei A} die r-te Vorwdrtsdifferenz
Apfi=f, ALf=fC+h)—f A= AJAL (4.3)
definiert fiir Funktionen f auf den Mengen
Qp={zeQ:z+theQ, te0,1]}, heR" (4.4)
Sei weiter der r-te Ly-Glattheitsmodul gegeben durch

wr(fit) L) = H?;HIE IALfll Ly @), >0, (4.5)
<t

Fiir s >0, r:= [s] +1 und 0 < p,q < oo ist dann der Besov-Raum By(Ly(S2)) definiert
durch

By (Lp(Q)) == {f € Lp(Q) : |fBs(1,(2)) <}, (4.6)
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wobes

(/OOO (tiswr(fyt)Lp(Q))qdt/t)l/q ,0<g<oo

|f|Bs(L, () = B , (4.7)
o supt™*w,(f, 1)L, , q =00
>0
und || - s, = - I, + | B3 (L))

Der Raum Bj(L,(€2)) ist ein vollstéindiger, im allgemeinen quasi-normierter Raum.
Von besonderer Bedeutung sind fiir unsere Zwecke gewisse Einbettungsresultate. Diese
macht man sich hiufig grafisch klar anhand eines 3—%—Diagramms, siehe Abbildung 4.1.

«
B;n+t(Lp)

Ht
Loy

]
T

1
5 1

1
P

Abbildung 4.1: a—%—Diagramm, Einbettungslinien linearer und nichtlinearer Approxima-

tion in H'(Q)

Jeder Punkt im Diagramm 4.1 gehort zu einem Funktionenraum der Glattheit « in
L, iiber Q. Auf der Abszisse v = 0 befinden sich die L,-Réume, auf der Vertikalen bei
% liegen die L,-Sobolevraume W?*(L,(2)). Ignoriert man fiir einen Moment den Zusatz-
parameter ¢, kann man auch die Besov-Réume Bj(L,(f2)) in das Diagramm eintragen.

Die Beziehungen zwischen verschiedenen Rdumen in Diagramm 4.1 kann man durch
Einbettungslinien verdeutlichen. Offensichtlich gilt H*"T(Q) — HY(Q) fiir alle s,t >
0, dies entspricht der vertikalen Einbettungslinie (von oben nach unten). Aufgrund
der Beschriinktheit von Q gilt H*(Q) — By(Ly(2)) fiir alle p,q < 2, dies entspricht
der horizontalen Einbettung (von links nach rechts). Ferner gibt es noch die Sobolev-
FEinbettungslinie diagonal von rechts oben nach links unten, mit Steigung n. Die Ein-
bettung Bs"(L,()) < HY(Q), p = (s + 5)7', ist genau von diesem Typ, siehe die
diagonale Linie in Abbildung 4.1.

Fiir das Enthaltensein von u in £,(Z) und demnach die Giiltigkeit einer Konvergenzrate
s bei der £5-Approximation von u durch u, ist also dquivalent das Enthaltensein von u in
Bt (Ly(2)), mit p = (s+3)~*. Diese Bedingung ist wegen H*"(Q) < Bs"T(L,(9))
aber wesentlich schwicher als zum Erreichen der gleichen Konvergenzrate durch das ein-
fache nichtadaptive Verfahren aus Abschnitt 4.1. Man kann daher erwarten, dass unter
gleichen Regularitédtsbedingungen adaptive Verfahren eine hohere Konvergenzrate auf-
weisen als nichtadaptive. Dies ist fiir praxisrelevante Problemklassen in der Tat gegeben:

Beispiel 4.4. Bei der Lisung elliptischer Variationsprobleme auf nichtglatten, nicht-
konvexen Gebieten (z.B. polygonale bzw. polyhedrale Gebicte in R? und R3) treten gene-
risch sogenannte Gebietssingularitidten als additive Losungsbestandteile auf. Diese haben
hiufig eine signifikant hohere Regularitit in der Skala der Besov-Rdume B;"+t(Lp(Q))
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als in der Skala der Sobolevridume H*"V'(Q) (im Sinne des Laufbereichs von s). Bei
der Losung der Poisson-Gleichung mit rechter Seite f € C®°(Q) auf dem L-férmigen
Gebiet im R? etwa gilt nur v € H?*TYQ) fir s < L, aber es gilt u € B25HH(L, (),

37
p=(s+3)7 firs<3.
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Algorithmenverzeichnis

1 FIXPOINT[g,q,€] = Z¢ « « v v v v i e i e e e e 6

ADAPTIVE[f, €] 5 fo o oo e e e e 8
3 FEMSOLVE[f,€] = U « o o o oot e e e 36
4 FEMSOLVE2[f,€] = U « o o o oo 38
B APPLY[A, V€] 5 W oo oo 58
6 SOLVE[F, €] = U « « o o oo oo 61
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