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5. Aufgabenblatt

Aufgabe 5.1. (4 Punkte)

Es sei V ein Hilbertraum und T : V → V eine lineare Abbildung mit

〈Tx, y〉V = 〈x, Ty〉V

für alle x, y ∈ V . Zeigen Sie, dass T dann stetig ist.

Aufgabe 5.2. (4 Punkte)

Es seien X1, X2 abgeschlossene Unterräume eines Banachraumes X mit X1∩X2 = {0} und X = X1+X2.

Zeigen Sie, dass dann eine Konstante C > 0 existiert, so dass C‖x1 + x2‖X ≥ max{‖x1‖X , ‖x2‖X} für

alle x1 ∈ X1, x2 ∈ X2.

Aufgabe 5.3. (4 Punkte)

Es sei X ein nicht-trivialer, normierter Raum über R, d.h., X 6= {0}. Zeigen Sie, dass X ′ ebenfalls nicht-

trivial ist, indem Sie für beliebiges x ∈ X, x 6= 0, die Existenz eines stetigen linearen Funktionals fx ∈ X ′

mit ‖fx‖ = 1 und fx(x) = ‖x‖X nachweisen.

Aufgabe 5.4. (4 Punkte)

Zeigen Sie folgende Elemente des Beweises von Satz 3.2.1:

(i) Ist ∅ 6= A ⊂ V , V Banachraum, konvex, so ist auch Ā konvex.

(ii) Ist zudem T ∈ L(V,W ) mit einem weiteren Banachraum W , so ist T (A) ⊂W konvex.

(iii) Die Menge T (B1(0)) ist symmetrisch bezüglich 0.
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