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1 Einfiihrung

Seien Ao, Ay, By und By BanachLLRiume, und T': A, — B;, i = 0,1, ein linearer und stetiger Operator,
d.h.

T (N +pg) = AT(f)+uT(9) VApeR/C, V fged;i=0,1,

T e L(A;,B;),1=0,1
IT: A — Bil| = [T = sup LLDIBill € L(A;, By), i
20 |IfIAll

und

--» gleiche Bezeichnung fiir verschiedene Operatoren T logisch unsauber, prizise Formulierung :

Seien A, B lineare Hausdorff2-RiumeBmit A, c A, B, c B,i=0,1 ‘A

(mengentheoretisch und topologisch), wobei T : A — B ein

linearer Operator ist, fiir den die Einschrankung P . - A,
TA,;:Ai_>Bi’ i:O,l,

stetig (beschrankt) ist. Dann heiBen {Ao, A1} und {By, Bi} T| T|

Interpolationspaare von Banach-Raumen Ao A

--+ Frage: 3 AC A, BC B Banach-Riume : T|A :A— B

linear und stetig ? By ----- B ----- By

Dann besitzen A und B die Interpolationseigenschaft beziiglich ; :

{AQ,Al} und {Bo,Bl}. B

mogliche Ziele : (1) Konstruktion einer ‘Vorschrift' F', so einfach und weitreichend wie moglich, so

dass fiir gegebene {Ag, A1} und {By, B1} (wie oben) F ({Ap,A41}) =: A und
F ({By, B1}) =: B die Interpolationseigenschaft besitzen

(2) Beschreibung aller méglichen A, B und aller solcher F'

Vorlesung : betrifft (1), auch nur teilweise, d.h. nur sogenannte ‘reelle’ Interpolationsmethoden

Literatur :  Biicher [BL76], [Tri78], [BS88], [BK91], [KPS82]

Bemerkung : historisch : erste Resultate Marcel Riesz®(1926), G. Olof Thorin (1939), systematische Un-
tersuchung ab Ende der 50’er Jahre 20. Jh. durch Jacques-Louis LionsB, Emilio Gagliardo,
Alberto P. Calderén®, S.G. Krejn, Jaak Peetrel

Zur lllustration zwei einfiihrende Beispiele

1 1-6 60
(i) L,, besitzt Interpolationseigenschaft beziiglich {L,,, L,,}, — = +—, 0<b<1
Do Po D1

(i) C* besitzt nicht die Interpolationseigenschaft beziiglich {C,C?}

1Stefan Banach (* 30.3.1892 Krakéw T 31.8.1945 Lvov)

2Felix Hausdorff (* 8.11.1868 Breslau T 26.1.1942 Bonn)

3topologischer Raum (X,7):7 C P(X), 0, X €T, A, €T = UjerA; €7, NF A; €T, U C X Umgebungvon
MCX <+« 3dVeT: MCcVcCU; (X,7T) Hausdorff-Raum (separiert) <= (X, 7) erfiillt Trennungsaxiom
T, <= VuzyeX,z#y3IUV CX, Umgebungen fiir {z},{y} : UNV =10

#Marcel Riesz (* 16.11.1886 Gyor/Ungarn T 4.9.1969 Lund)

5Jacques-Louis Lions (* 2.5.1928 Grasse, Alpes-Maritimes/Frankreich T 17.5.2001 Paris)

6Alberto P. Calderén (* 14.9.1920 Mendoza/Argentinien T 16.4.1998 )

"Jaak Peetre (* 29.7.1935 Tallinn)



6 Interpolationstheorie

(i) _Klassisch : erster Interpolationssatz (Riesz/Thorin)
Seien (X, X, 1) vollstandiger MaBraum®, 1, ... o-endliches MaB auf (X, %), z.B. (R",B,¢,,). Fir 1 < p < oo
enthalt der LebesgueEl-Raum L, =L,(X,%,p) alle beziiglich p p-integrierbaren Funktionen, d.h.

/ F@Pu(de) < 0o f:X — R/C  messbar,
X

und Lo = Loo(X, X, u) ist die Gesamtheit aller p-f.ii. beschrankten Funktionen,

ess sup |f(z)|=  inf sup |f(z)] = mf{N:p({{ze X :|f(x)]>N})=0} < x
zeX I(EEG) 3&0 T€EX\E
w(E) =

Bemerkung : L, enthilt Aquivalenzklassen : fi ~ fo <= fi=fop-fii, [fl={g:9~Ff}, ~

£, ={1f: / l9(a) P d) < oo, g € [f]
X

--» identifizieren f mit [f], £, mit L,, 1<p<oo

bekannt :

e L, wird mit Norm

B =

/If(w)l”u(dx) L 1<p<o
1L, =
ess sup |£()] Cp=o
zeX

zu einem Banach-Raum

;=

1 1
o Hélder™@-Ungleichung : 1 <p<oo, —+—=1, fe Ly, gLy ~
p

/f(x)g(w)u(dw) < Fgllall < (IF 1Ll llglLy |l (1)

Satz 1 (Konvexitatssatz von Riesz/Thorin)
Seien 1 < po,p1,90,q1 < 00, po # P1, o # q1, und A: L, — L, 1 =0,1, linear und stetig. Dann gilt
fir 0<0<1,

A:L,, — Ly, linear und stetig,

wobei
1 1-06 0 1 1-06 0
+

P o m @ @ @
definiert sind. Fiir die Normen erhalt man die Abschitzung

—0 0
HA : L;De - Lqe” < ”A : L:DO - qulll HA : Lpl - Lq1|| . (2)

8. vollstindig auf (X,%) <= VABCX :AcX u(A)=0,BCA — BeX
9Henri Léon Lebesgue (* 28.6.1875 Beauvais, Picardie/Frankreich T 26.7.1941 Paris)
100tto Ludwig Hélder (* 22.12.1859 Stuttgart T 29.8.1937 Leipzig)



(I Einfiihrung

Bemerkung: e Beweis in Abschnitt

o Abschitzung (2) so nur richtig fiir komplexe L,-
Raume, d.h. f : R* — C; im reellen Fall
f:R®™ — R noch zusatzlicher Faktor 2 rechts

e Anwendungen z.B. auf Fourier-Transformation,
Faltungsoperator

(ii) ..Gegenbeispiel“ von Mityagin/Semenov

Sei C*[—1,1] der Banach-Raum der gleichmiBig stetigen und beschrinkten Funktionen auf [—1,1], k& € Ny,

el =3 5 ma [106@)] < o
d.h. insbesondere 17691 E =11
1AL = max (F@] AC-LU] = IACHLUL 4 max (@),
Inct-1a) = Ac -1yl + 5 max 1)

zeigen: C'[—1,1] besitzt die Interpolationseigenschaft beziiglich {C[-1,1],C*[-1,1]}

Satz 2 (Mityagin/Semenov [MS76])
Sei fiir beliebiges € € (0,1] der Operator V. auf C[—1,1] gegeben als

1

Vo) = |

-1

T

Zrpre YW -10ldy, eel-L1], fel-11]. (3)

Dann gelten folgende Aussagen :
(@) Ve: C[-1,1] — C¥[-1,1]
(b) |Vz:C[-1,1] — C[-L,1]|| < 2w gleichmaBig fiir alle ¢, 0 <e <1
(c) ||V::C?[-1,1] — C?*[-1,1]|| < Bm+2< 18 gleichmiBig fiir alle €, 0 <& < 1

(d) Fir f-(y):=\y?+e>—¢ gilt || f-|C*[-1,1]|| <2 gleichmaBig fiir alle £, 0 <e <1,

/ L et 1r_ L
(Vof2) (0) > 21n(105>,d.h. |Ve:CM-1,1] — C'[-1,1]|| > 1n(105> %

Beweis : |zu(a)|:sei feCl-1,1] = (V.f)(x) existiert fir z € [-1,1]; seih >0 n

(Vof) (@ + h) — (Vo) (2) [ z+h z
h - / h{

- (x—|—h)2+y2+62_a:2—|—y2+52} [f(y) — f(0)] dy

y2+s2f(x+19h)2 y? + &% — 22
((z+9h)2 +y2 +e2)* hoo (22 4y +e2)°

Taylor :

/ y? +e2 —a?
h—0 / (22 + 92 + 62)2 [f(y) — f(0)] dy

—  (V.f) (z) existiert =— V.feC>®[-1,1]

Iteration



8 Interpolationstheorie
zu (b) Sei feC[—l,l], f#0
r=0 = (NO=0
o
P40 = / W - 1O]ay < 4] 11||/Wdy
-1 <2[lfICl=11]l
<A fIC[-1,1]| /x2+y2 = 2n|f|C[-1,1]|
LI
arctan(l )|OO:%
= VAClL )l <omlfiC-L Ul = Ve Cl-11] — O] < 2
zu(c)|: Seih(y)=y = heC[-1,1],
1 1
. X _ _ Ty -
Vi) @) = [ s b kO = [ oy = 0 @
-1 y -1 —
ungerade
1 19
Sei f € L] = Ju) = FO+FOtra(f) mit a(r)] = TE2 < ric-1,0) 2
1 1
z /
— (@) = /lxgwwmy) / o O dy
=0 nach @)
1
z !
- [ a0 - 10 - r o a
(f9)
1 <|lf1c?(-1.1]||v?
, d —_——
— el s [ | ()| R
ly? — 22 + &2 1 1

(z? +y? +&2)?

1

A

-1

y2
Iricsra) [

<
22 +y? +e? o y?+e?

1

0

2 -3¢2  2lz[3 (2 +y? +€?) B

dy < 2 Hf|02[—1,1}”/dy = 2 | flc? 1.1

6|

d? x _ 2lz|[2® — 3y
da2 x2+y2—|—52 - (m2—|—y2+62)3 (332+y2—|—52)3 - (a:2+y2+62)2



(I Einfiihrung

9
<||7”|C2 —L1ffly?
) ( 2 |z]y?
x?é |(Vf / de x2+y Te |2f, |dy <6||f|C 11”/T—1—62)2 dy
R
(£E2+y2+82)2
/ |zy* 1 |z]
0
< 12]|f|C*[-1 1|\/ 2+y dy = 6 || f|C*[—1,1]]]
%,_/

arctan(l )|OO:%

= ||VefIC? -1, 1] < || fIC? =1, (277-1—24-; 67r> = (57 +2) || FIC?*[-1,1]|| < 18| fIC*[-1,1]||

= ||[VelC?[-1,1] — C?[-1,1]|| < 18

zu(d)]: Sei foy)=vy*+et-e —  [f(y)=f(-y), [f(0)=0

2
f-Wl=—=— << 1 = |flC-L1)< 1
ys+es+e¢ 1
lyl = |fIC-11]]| < 2 Yee (0,1
[ =——— <1, fl{0)=0
[f:()] — £1(0)

2
1
1 _ i ——
fs (y)* (y2+52)3/2 7 f (O) € €l0 oo
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(Vefo) () = /xzﬂ, s (VRS e dy
(Ver) (@) = / 52;; :;) Ve e

1
VY 2+52—e /\/u2 +1-1 / du / du
du = 2 e -2

, —
Vi =[S uQH T i
—1 0 0
—_— —_——
1/e
> = mey) <o g
> om(14l) - x> om( Lt [ = mird) ’
€ 10e
V.f1CH-1,1]|| V- fe|CH—1,1]|]
= ||V.|CY-1,1] — CY-1,1]|| = sup”—’ > ’
VAT =1 — Ll = s Sy, 0L
1 1
> = - > = '
> 5 verlet=n = g mgﬁ;fl]!(‘/efs) (z)|
> Ly o) > (=) — oo O
- 2 eJeE 108 Elo

2 Der Satz von Riesz-Thorin

Seien (X, X, 1), (Y,9,v) vollstindige MaBréume, u, v ... o-endliche MaBe, z.B. (R",B,/,,); betrachten
L,(X,p) bzw. L,(Y,v), 1 <p<oo, fiir u-, v-messbare Funktionen f:X,Y — C

Satz 1 (Konvexititssatz von Riesz/Thorin)
Seien 1 < po,p1,90,q1 < 00, po # p1, qo # qu, und A : L, (X,u) — Ly, (Y,v), i = 0,1, linear und
stetig. Dann gilt fir 0 <6 <1,

A:Ly(X,u) — L,(Y,v) linear und stetig,

wobei
1 1-0 i 1 1-6 6

p° b p ¢ @ @
definiert sind. Fiir die Normen erhdlt man die Abschatzung

A Lp(X, 1) = La(Yov) || < A : Ly (X, 1) = Lao (V)77 A s Ly, (X, ) = Lo, (V,0)|° - (1)

Bemerkung : e Beweis Riesz 1926, Thorin 1939/48

o , Konvexitatssatz" : sei

M = ||A: Ly(X, 1) — Ly(Y,v)]|

’S"—‘ Q\Hg‘Hp—lQ\H

(@) bedeutet, dass M logarithmisch kon-
vex@ist: --» siehe auch Skizze

1Eine positive Funktion f heiBt ,logarithmisch konvex" <= g = logf konvex <= Vaz,y VA\0< A< 1:
gz + (1 =Ny) <Ag(z)+(1=Ngly) <= Va,y VAOSA<ST: fQAz+(1-Ny) < f(=)*- fly)'
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Beweis : Beweis von Thorin a la [BL76, Thm. 1.1.1]

1. Schritt : Treppenfunktionen (einfache Funktionen) liegen dicht in L, = L,(X,u), L, = L,(Y,v),
1<p,qg<oo = ausreichend, Beweis dafiir zu fiihren

1 1
Seien 0<O0<1,po#p, @%@ =— 1<p<oo,1<qg<oo; ¢ gegeben durch 64—?:1 =

l<qd <oco = (Ly) =L, (Dualitit)

setzen
(h,g) :=/h(y)g(y)V(dy) = ||B|Lgll = ||B] (Lg)'|| = sup {|(h, 9)| : llg|Lq || = 1}
Y
Af|L
— AL L) = s ATy A7 IL|
20 IALell ysiz,)=1 —
sup{[(Af.9)|:||g| Ly ||=1}
= sup{[(Af, )| : lg|Ly || =1, [[f[Lpll = 1} (2)

Seien

f::ZanA_, a; €C, A;CX, AjeX, AnNA=0,j#i pA)<oo, j=1,....m,

Jj=1

und

k
g:szgXBe, byeC, B, CY,Bie®, BiNB, =0, L+#r, v(B)<oo, (=1,... k
=1

einfache (messbare) Funktionen mit || f|L,|| = ||g|Ly || =1 ~
m k
L= [l Lp]” = gl p(Ay) = bl v(Be) = llglLy |7 =1 (3)
Aj paarw. disj. = =

Sei z€ C mit 0 <Rez <1, definieren p(z), g(z) durch

1 _ 1—=2 z 1 _ 1—=2 z
p(2) po M q'(2) W% @
und Funktionen ¢(z,2), ¥(y,z) durch
P f(x) - -1 “ L2(1—-2)+L2-1
@(xaz) = |f(x)| p(z) \f(x)| d:SJ Z ‘ale(z) a; XA (Z) = Z |a |p0( ) p1 aj XA,- (.13),
! Jj=1 Jj=1 ’
45 9) S o i (L) e
Py, z) = lg(y)| 7= === = lbe| ) by X, (y) = || %0 I be X, (y)
l9(y)|  disi B By
) =1

z fest = ¢(,2) € Lp,, ¥(,2)€ Ly, i=0,1 (einfache Funktionen)

A: L, — L, linear & stetig = Ap(,2) € Ly, 1=0,1
w(-,2) € Ly,

auBerdem gilt : p(6) =p, ¢'(0) = ¢

= ¢(x,0)=f(z),  ¥(y,0)=9g(y) (4)



12 Interpolationstheorie

2. Schritt : betrachten

F(z) = / (Av) (y,2) ¥(y,2z)v(dy) --»  wohldefiniert fiir jedes feste z
—_——— ——
Y €Ly, €Ly
m k ’ ’
L1-2)+L2-1 L(1-2)+%z—-1
= [ Xl TR (4 W) (Z a2 ey, xBxy)) v(dy)
v \u=l ! =1
(Ap)(y,2) Y(y,2)

€Lg;x  €Lp,; €L,
7

<oo

= F(z) stetig und beschrankt auf {z € C:0 < Rez <1}, analytischin {z€C:0<Rez <1}

2z ]: |F(it)] < [|A: Ly, — Ly,

o [F(+it)] < [|A: Ly, — Ly |

, . - L1 —it)+ it —1, |7 i
dozu (i) Lol = 3 [laslnE T TR ) = S e Ay = 1
j=1 j=1
k q . g 4o k
. vl l—lt —‘r*,Zt—l ’
[0 it) Ly || = I EA bel| v(Be) = > |be|” v(Br) = 1
/=1 /=1 (BD
— |F(it) = / ) (g it) Oy it(dy)| = [ (Ap)(,it), (- it) )]
Y
< N(AQ) (i) | Lo || |90( it) [ Lgy || < 1A+ Lpg — Loy Il [l(5 i) Loy, |
———— %1/_/
1
= HA : LPU B Lflo”
. L = i)+ 2(14+it)—1, |7
analog : gl 1+ iDL [P = 3 [Jagle D T (I =L Zw _
j=1 (131)
Ce & (14it) - 1 ~
(14 it) Ly | = Ibelq’0 \bél v(Be) = |be? v(By) = 1
/=1 /=1 (BD
— |F(1+it)] = / ) (g, 1+ it) ¥y, L+ it)(dy)| = [( (Ap)(1+it), (- 1 +it) )]
Y
< AR L+ i) L, | [9C 1+ i) Ly || < A= Ly, — Lol 1 + it) | Ly, |
—,_/ —_———

1 1

A : Ly, — Lg, |
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Der Satz von Riesz-Thorin
(*)

—0 0
gzz.]: [F(0)] < At Ly, — Lol " A+ Ly, — La,||
= |F(0)]

[ @ swvan| = | [ (40 0.6) 5.6 (d)
v Y 9(y)

(Af) ()

A
@ (A, 9)]

A L, — Ly, |

< ”A : Lpo I LQOH

*

—~
N

fiir alle (einfachen Funktionen) f € L,, ||f|Ly]|=1,und g€ Ly, |g|Ly] =1
-6 0
= [[A: Ly — Lyl < [|A: Ly, —>qu||1 [A: Lp, — L, ||
sup, (@)
3. Schritt : zeigen (%), d.h. sei F(z) stetig und beschrinkt auf {z € C:0 < Rez < 1}, analytisch in
{zeC:0<Rez <1}, mit |F(it)] < My, |F(1+it) < My firalle teR
= [FO)| < Mg~ Mf{ fiir beliebige

z.Z.

(,,Drei-Linien-Satz*, [BL76, Lemma 1.1.2])

Seien e >0, A€ R, F.(2) 1= 5= T2 F(2)
|F€(Z)| — es((%ez)2—(3mz)2)+)\§ﬁez |F(Z)| < C efe:(gmz)2

6 €[0,1]

— 0
Smz — +oo

——

—s
0<Rez <1
<c

fir 0<ax<1, t>t

M
—  |F.(z+it)] < 70

\F.(it)] = e = |F(it)] < My,
N~ ——

<1 <M
ee(l—t2)+)\ |F(1+Zt)| < M, ea—i—)\

|F(1+it)] =
—_—

<estA <M,

= F.(z) holomorph in
Q(to) Z{ZGCZO<§RGZ<1, —t0<c\‘rmz<t0}C(C,

stetig auf Q(to)
max |F.(w)| = max (Mo, M; =)

= |F.(2)] <
[Fe(z)] < 0%
|F.(6 +at)] < e+ max (Mo e N My es+>‘(1_0))

— |F<9+Zt)| _ e—s(9+it)2—>\(9+it)

e—c(62—12)—x0

<max(Mo,M; est?)

firalle e >0, 0<f0<1, teR
max (Mo 0~ %, My o)

|F(6)] < max (Mo e My e’\(l_e))
o:

(&

M,
PRI —  |F(0)| < M,
= [FO) < 0<M1
N—_——
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Anwendungen
betrachten jetzt (X,X,p) = (R",B,4,), L, = L,(R",B,4,), L <p < 0

(Wiederholung) Fourier-Transformation : Sei S(R™) der SchwartzZ2.Raum der schnell fallenden Funktionen,
d.h. die Gesamtheit aller C°°-Funktionen ¢ : R" — C, fiir die gilt

VkeNy VELeNy : [lolly, == suﬂg) (1+ |z))* E [DY(x)] < 0,
reR™
o] <€

olel
bei _ . NZ, — m DV = ——
wobei o = (ai,...,a,) € lal=a1 4+ dxt . Qo

Dann definiert man die FourierBL Transformation F durch

(Fo) () = @(6) = (2m)F / I p(a) du, R, e S(RY),
]R'n.

mit z€ = (z,£) = fokfk
k=1
bekannt :
o F:SR") — S(R")

D (Fp) (€) = (=)l*l F(a%p(x)), £ (Fp)(€) = (=i)l*l F(D*¢p())
Umkehrfunktion : F~1: S(R") — S(R™), (F ) (&) = (Fe)(=E),

(F0)(€) = $(©) = (2m) / ¢ p(a) dz, EER", e SERY),

R
o F:L; — L,
(Fo) (Ol < (2m) 7% / lp(z)| dv = |F:Ly — L] < (2m)7 2 (5)
Rn

llelLall

e Formel von Plancherellm/ Parsevall®.  F . Lo — Lo unitar,

/|(ff>(§>\2 d5:/|f<s>\2 & Vfel, = |F:ilo—1Lf=1  (6)
R R

Folgerung 1 (HausdorfF—Younglm-Ungleichung)
Seien 1 < p < 2 und p gegeben durch %—i— i = 1. Dann ist F : L, — Ly ein linearer und
beschriankter Operator, fiir den gilt

I1F: Ly — Lyl < 2m) G2 (7)

2 aurent Schwartz (* 5.3.1915 Paris T 4.7.2002 )

13 Jean Baptiste Joseph Fourier (* 21.3.1768 Auxerre, Bourgogne/Frankreich t16.5.1830 Paris)
4Michel Plancherel (* 16.1.1885 Freiburg/Schweiz 1 4.3.1967 Ziirich)

15Marc-Antoine Parseval des Chénes (* 27.4.1755 Rosieres-aux-Saline/Frankreich T 16.8.1836 Paris)
16William Henry Young (* 20.10.1863 London T 7.7.1942 Lausanne)
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Beweis: 1.Schritt : p =1 = p = o0, dh. ) <= (@),
_ /o 1
p=2 = p=2,dh @ = @) o
1__
2. Schritt : sei jetzt 1 < p < 2, wenden Satz[[lan mit pg =1, gop = o0
p1=q =2, und 6 so gewdhlt, dass pg = p gilt, d.h. il (%é)
111 1-6 6 o 2 \ (4 %)
S = =4l ol-- = g=2(1--)=2= v N
P Do 1 2 2 p ' v
N 1107 1
< - <1 1 1-0 0 0< - <1 2 p P
= —=——+4-== = q=p = F: Ly — Ly mit
0 x© 2 7 Satz[I (5).@) — =~
Y Ly, La,

|F:L, — L|| < ||F: Ly — Loo|'™

CIF L — L’ < @m0 = 2n)Go)

< (2m) 300 19=1
O
Faltungsoperator : K gegeben durch
— [Ha-0f@)dy = [K)f@-ndy = Gepla), seRe.
R™ R
Bemerkung : bekannt:  F(px1)) = (2m)% (Fo)(Fv), (F o)« (F )= (2m)2 F ' (pv)
Folgerung 2 (Young-Ungleichung)
Seien 1 <r<oo, k€ L,, und 1<p<r' gegeben, wobei % + ; =14+ L =1 ist. Dann gilt
K:Ly— Ly mit [|K:L, — Lg|| < [K[L] , (8)

1 1 1 1 1 1 1
wobei q¢ durch —=-— — =—- — — =—+4 — —1 gegeben ist.

g p r r p T p

Bemerkung : (8) liefert fir k€ L, 1
q
1 —+
[k fILqll < [IF1Lpll [[K]Le ] )
fiir alle f € L, " Y
1 : Ml,l)
Beweis : 1.Schritt:zz. K: L — Lo, [|[K: Ly — Loo|| < ||k|Lr]| a : 24
111 1
ovr b
rz1 = |[Kf[Lel = ess sup /k(x—y)f(y)dy < ess sup |lk(x—-)|Le| [f]L|
TER™ Hélder xcRn
R @ I[| L |
< IR NS 1Ll

2. Schritt : zz. K: L — L,,

I SIL | / ke =) () L]

R™
[EILr || N[ 1Ll

1KC: Ly — Le|| < [[K[ L]

DIL] dy = /|f | bt = 1L dy
~—_——

&1Ll

/Hk (=)

verallgemeinerte Dreiecksungleichung fiir Integrale, ([ [[ |¢(z,y)| dy]” dz)l/T < [ [ ez, y)" d:c]l/r dy, r > 1; siehe

z.B. [HLP52, Thm. 202, p. 148§]
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3. Schritt : sei jetzt 1 < p <1/, wenden Satz[Ilan mit pg =7/, gqg = 0, p1 =1, g1 =7, und 0 so gewshlt,
dass pg =p gilt, d.h.

1 1 1-60 6 1 0 1 1 1 1-6 6 1 1 1
p Do r! 1 rr p Qo 00 r p q
~~ ———
<. <1 0< - <1-L=1 0

— K: L, — L, mit |K:L,— Ly <|[K: Ly — Loo||" ? |K: Ly — L.||° < |[k|L,|
Satz[d] ~—~ ~—
<|IkIL.

1. & 2. Schritt Ly, Lg, <|[k| Ly ~° 0

3 Grundbegriffe

Definition 1 Seien Ay, Ay, By und By (komplexe) Banach-Riume. Dann heiBen { Ay, A1} und {By, B1}
Interpolationspaare von Banach-Riumen, falls lineare Hausdorff~-Rdume A, B existieren, so dass A; — A,

B; — B, 1=0,1, gelten.

Bemerkung: U=V <= {YueU :uvweV} A{Sc>0VuelU :|ulV|< c|uUl|}
ucv ideL(U,v)

Lemma 1 Sei {Ag, A1} ein Interpolationspaar. Dann sind

Ay + Aq IZ{GEA: Jdag € Ag, a1 € A1 : a:a0+a1},

mit
lalAo + A1l[ :== inf  ([lao|Ao|l + llaz[Axl])
a=ap+ al
a; € A;

und AgN A; mit der Norm
lalAo N Ay == max ([la] Ao, [lalA1]])

Banach-Raume; es gilt
AoﬂAl ‘—)AZ ‘—>A0+A1, ’L:O,l (1)

Beweis : klar: ||]4o N A1] Norm, Einbettungen (J)
Z.Z.|: (I) ||a|A0 + A1|| =0 = a=0, (II) AQ N A, AQ + Ay voIIsténdig

zu (i)|: sei a€ Ag+ Ay, ||a]do + A1l =0

1 1
? VYneN Jaf €Ay, af € A1 1a=aj +af, ||ag|A0||+Ha’f|A1||§||a|A0+A1H+£:E
S
0
= af ——0in4;,i=0,1 = a) ——0inA ~ af+al ——0in A <<= a=0
II-14:] >0 n— oo A — A n—oo —— N—®

a

zu (i) |:  Vollstandigkeit von Ay N A
Sei {am},,cy Cauchy-Folgein AgNA; == {am},,cy Cauchy-Folgein A;, i=0,1

e Jda;€4; 1 ayy—— ; in A, i=0,1 = a, ——a in A i=0,1
A; vollstindig m—0o0 A — A m—0o0

= ap = lim ap= a =a€AgNA; < AyNA; vollstindig
A Hausdorff N~ m—0oQ ~~

€Ap €A,
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Vollstandigkeit von Ay + A; :  verwenden folgendes Lemmd™® (z.B. [BL76), Lemma 2.2.1]) :

Sei A ein normierter linearer Vektorraum. Dann ist A genau dann vollstindig, wenn gilt

m—00

i||an|A||<oo = dacA: Ha—ian|AH—>O inA . (%)
n—1

n=1

(o)
Sei {a"},cn Cauchy-Folgein Ag+ A; mit Z [la™ Ao + A1 < o0
n=1

= VneN Faj €Ay, af € 41 :a" =ay +af, |ag|doll + |lat|A1L]l < |a™| Ao + A1]| +277

inf

oo m

A Y laplAl <o i=01 = Fagedr o= Y ol
n=1

Lemma (x)
A; vollst.

—— 0, a:=ag+a; € Ag+ Ay
m—0o00

n=1

~ Ha - Zla"|A0 +A1H ff HaO — Z:laonH + Hoq - ZlaﬂAlH — 0 ? Ag + A; vollstandig O

Bemerkung : e Beweis a la [BS88, Ch. 3/Thm. 1.3]
e Bezeichnung gelegentlich (z.B. [BL76]) : A := {4y, A1}, A (A) := AgN Ay, £ (A) :=
Ao+ Ay

Definition 2 Seien {Ag, A1} und {By,B1} Interpolationspaare von Banach-Riumen. Die Menge aller
linearen Operatoren T : Ag + A1 — By + B1, deren Einschrinkungen

T AZ—>BZ, iZO,l,

A

stetig sind, d.h. T| € L(A;,B;), i =0,1, wird als L£({Ao,A1},{Bo,B1}) bezeichnet.

A;

Bezeichnung L ({AQ, Al}) =L ({AQ, Al} s {AO, Al})

Lemma 2 Seien {Ag, A1} und {Bo,B:1} Interpolationspaare von Banach-Riumen. Dann ist
L ({Aog, A1} ,{Bo,B1}) mit der Norm

IT1£ ({40, A} {Bo, Bi}) | := max (|77, |£(Ao, Bo)

7|, 16041, By )

ein Banach-Raum, der stetig in L(Ag + A1, Bo+ B1) eingebettet ist.

Beweis : ala [BS88, Ch. 3/Prop. 1.7]

Sei D:= {(Uv7 V) U € E(A(),Bo), Ve E(Al,Bl), U=V auf AgnN Al} C [,(A(),Bo) X [,(Al,Bl)
ausgestattet mit der Produktnorm

(U V)IL£(Ao; Bo) x L(Ay, B)|| := max (|U|L(Ao, Bo)|, [[VI£(Ar, Bu)l)

o0 m
BBeweis : : sei A vollstindig, Z lanlAll <00 = { Z an}, Cauchy-Folge in A
n=1

n=1 m

m
Ao, F0€A A Im Y anin A = Faed s lim a3 enla] =0 i A
n= n=

: sei {aum}m Cauchy-Folgein A — VkeNIv=mpp1, L=:my : Hamk+1 — O‘mklAH < 1%2
oo

oo
= I {mp}r : Z||amk+1—amk\AH<oo V:or> Jaec A : a::Z(amkH—amk) in A
k=1 : k=1

= 3 lim apm, in A — 3 lim a, inA <= A vollstindig
k— o0 {am }m Cauchy m—oo
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(i) D abgeschlossener Teilraum von L(Ag, By) x L(A1, By)

:

(i) D isometrisch-isomorph zu L ({A4g, A1},{Bo, B1})

-—>

Interpolationstheorie

Banach-Raum

zu (i) |: sei {(Un, Vi) }n C D, konvergent in L(Ag, Bo) x L(A1, B1),d.h. 3(U,V) € L(Ag, Bo)xL(A1,B1) :

(U = Un,V = Vi) |L(Ao, Bo) X L(A1, B1)|| = max ([|U — Un|L(Ao, Bo)l, [V = V[ £(A1, B1)[[) —— 0

[gzz|: U=V auf AgnA, [ . (U,V)eD

€D

———
= Ua—Va=U-Un)a+V,=V)a+ U, —V,)a=(U—-U,)a+ (V, —V)a,

seia € AgN A

n—oo

—_———
0
(U-Uy)a——0 in Bg<— By+ B _
(Vo = V)a n—0oo 0 in By — Bo+ B = Ua—Va=U-Uy)a+(V,—V)a =0 in By+DB;

—0

zu (ii) | : betrachten j: £ ({Ag, A1},{Bo, B1}) — D, j(T)= (T|AO,T|A1

—0

N———

|
o

O — =
Ao+A;

= j linear, isometrisch, injektiv: j(T) =0 < T|A = 0, T|A =
0 1
g.z.z.|: J surjektiv; sei ((7,\7) € D, definieren T: Ao +A1 — By + B
a€Ay+A — Haoer,aleAl:a:a0+a1

T wohldefiniert : sei a = agt+a; =

€Ap €A

= U(ao — Oéo) = V(ao — Oéo) = V(Oél - al)
(0.v)ep

ag—oag=a1 —a; € Ag N Ay
—_—— ==

Ta

-—> fa = l?ao + ‘7(11

- ﬁa0+17a1=(7a0+‘~/a1630+31
———

= T:Ag+ A — Bo+ By linear, T|, =0, T|, =V, J(T) - ((7,17) —  j surjektiv
0 1

Z E({AQ,A1}7{B0,31}) — E(A0+A1,BQ+B1)

Seien TEE({Ao,Al},{Bo,Bl}), a€Ag+4A —
|Ta|Bo + Bi|| = inf
Ta = bo + by
b; € B;
< [T'ao|Bo|
by = Tag ——
by = Ta;  S<IT1agl£(A0;Bo)llllaolAoll
< maX(HT|A |L£(Ay, Bo)
0
— ITalBo+ Bl < max (||T], 1£(40, Bo)
inf tiber a = ap + a1 0

Haoer, G,1€A1

)

)

a=ag-+ai,

(o Bol| + [1b1| B1])

| Tay|Bi|
—_——

SIT]ay [£(ALB)llax|Adl

7|, 16041, B1)|)) (llaol Aol + x| As )

7|, 1£(As, B)) llal 4o + Au]

= T €L(Ao+ Ay, Bo+ By), |T|L(Ao+ A1, Bo+ Bi1)|| < |ITIL({Ao, A1}, {Bo, B1})l| O
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Definition 3 Sei {Ao, A1} ein Interpolationspaar von Banach-Riumen.

(i) Ein Banach-Raum A — A heiBt intermedidrer Raum (Zwischenraum) beziiglich {Ao, A1}, falls gilt

AgNA; — A — Ag+ A, .

(ii) Ein intermedidrer Raum A — A heiBt Interpolationsraum beziiglich {Ao, A1}, falls zusatzlich fiir
alle T € L ({Ao, A1}) gilt

T(A) C A.

Lemma 3 Seien U,V,X,Y Banach-Riume, fiir die U — X, V < Y stetig eingebettet sind. Sei
S:U — V ein Operator, fiir den S € L(X,Y) gilt. Dann ist S stetig, d.h. S € L(U,V).

Beweis : 2 la [BS88, Ch. 3/Lemma 1.9]; verwenden Satz vom abgeschlossenen Grapher™ (Beweis siehe
z.B. Satz 17.11])

U o e o > V Sei {un}n, C U konvergent, u, —— u in U, Su, —— v in V
U—-X, VY =— wu,——u inX, Su, —— v inY,
id id e t
S:X —Y stetig — Su=wv, (u€ U ohnehin)
stetig = S abgeschlossen = SeLUV) O
X S > Y Satz abg. Graphen

Folgerung 1 Sei A ein Interpolationsraum beziiglich {Ao, A1}. Dann gilt fiir alle T € L ({Ao, A1})
auch T|A eL(A)= L(AA).

Beweis : setzenin Lemmal3l: U=V =4, X =Y =A4,+4,,S=T

T
> Def. B (i) — A< Ay+ A,
id{ id{ Def.@ (i) = T:4— A = T|, € L(4)
Lemma
stetig Lemma = Te€ ﬁ(AO + Al)
Ap + Ay ﬁ Ag + Aq O

Definition 4 Seien {Ao, A1} und {By,Bi1} Interpolationspaare von Banach-Riumen und A € A,
B € B intermedidre Riume. Falls fiir alle T € L ({Ao, A1},{Bo, B1}) gilt

T(A) C B,

so heiBt [{Ao, A1}, 4] Interpolationstripel beziiglich [{By, B1}, B] .

Folgerung 2 Sei [{Ao, A1}, A] ein Interpolationstripel beziiglich [{Bo, B1}, B], dann gilt fiir alle T €
L ({AO, Al}, {Bo, Bl}) auch T|A eL (A, B)

Beweis : U:A,V:B,X:A0+A1,Y:Bo+B1,S:T

Ylinearer Operator A abgeschlossen <= V {z,}, C D(A) mit lim x, =z, lim Az, =y : = € D(A), y= Az
- n—oo n—oo
Satz vom abgeschlossenen Graphen : A abgeschlossen, D(A) ganzer Banachraum = A beschrinkt




20 Interpolationstheorie

A e e e e - - > B
Def.Bl(i)) = A< Ag+ Ay, B— By+ B,
id[ id[ e A D = TeL(ADB)
stetig Lemma = T eL(Ag+ A1, Bo+ By) Lemma[3 .
Ao+ Ay ﬁ By + By

Satz 1 Sei [{Ag, A1}, A] ein Interpolationstripel beziiglich [{By, B1}, B]. Dann existiert ein ¢ > 0, so
dass fiir alle T € L ({Ao, A1},{Bo,B1}) gilt

)

HT|A|£(A,B)H < e max(HT|A0|c(A0,BO))

)

Beweis : ala [BS88, Ch. 3/Prop 1.11]; wollen Lemma [B anwenden mit U = £ ({Ao, A1}, {Bo, B1}),
V =L(AB), X =L(Ag+A1,By+B1), Y = L(A,By+B,), S=R :

RI[:(Ao—‘rAl,Bo—f—Bl)—>£(A,B0—|—Bl), R(T):T‘A

Sei ac A = \|T|Aa|Bo+Bl|| < ||IT|IL (Ap + A1, By + B1)|| lla] Ao + A1l
—_——
<ec Ha|AH, A—Ag+A,
— |71 le (A Bo+ By)|| < elITIE (Ao + Ay, Bo+ By
- R : L(Ay+ A1,Bo+ B1) — L(A,By+ By) linear und stetig (2)
Folg. I E R:L({Ao, A1}, {Bo,B1}) — L (A, B) (3)
Lemma = ﬁ({Ao,Al},{BO,Bl}) — L:(A0+A1,B0+B1) (4)
Sei €A e T| a|By+ B < "IIT| alB|| < ||T| . |L(A,B A
doacd v NTalBr Bl < ATl <) le 8] el
eB
SN HT‘A|£(A,BO+Bl)H < T|A|£(A,B)H
- L(A,B) — L(A,By+ By) (5)
R
E({AO7A1}7{BO7BI}) ------ > £(A7B)
y @) g
“1@ “1®
stetig, (m)
E(A0+A1,B0+B1) # L(A,BQ+B1)

@, @)@ @B = R:L{Ay)A1},{Bo,B1})— L(A,B) linear und stetig,

Lemma 3
|7, 1e0A,B)|| < ¢ max (|[T], 1£(40,B0)|, |T], 12 (A1, B))
~~
R(T) 171 £({A0,A1},{Bo,B1})l|
U
Bemerkung : e ¢c=c¢(A,B) ... Interpolationskonstante,

c=1 = Interpolationsraume A, B heiBen exakt

e siche z.B. [Tri78| Lemma 1.2.3], [BS88| Ch. 3/Prop 1.11]
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Lemma 4 Fiir beliebige Interpolationsrdume A und B kann man stets in A eine dquivalente Normierung
einfiihren, so dass dann A und B exakt sind.

Beweis : Definieren

lalla == max (llalAll, sup{|[Tal B : |TI£ ({Ao, A1}, {Bo, BiDI <1} ) . a€ A

~ |-l Normauf A, [la[A]l < flalla < max (C(A,B)J) lalAll ; ae A <= |-[la ~ |-]4]
T € L({A0, A1}, {Bo, B1}), ITIL ({40, A1}, {Bo, B} <1 = |[Ta|B[| < [afa, ac A
~ (A, I| - ||A)7 (B, I| - \B||) exakte Interpolationsrdume O

Verallgemeinerung : Kategorien und Interpolationsfunktoren

Definition 5

(i) Eine Kategorie € besteht aus einer Klasse von Objekten Ob(C€), und einer Klasse paarweise disjunkter,
nicht-leerer Mengen [A, B, die in eineindeutiger Weise (A, B) € Ob(€) x Ob(€) zugeordnet sind.
Die Elemente der Mengen [A,B] heiBen Morphismen von A nach B, die Klasse der Morphismen
Mor(€) ist also

Mor(€) = U (A, B] .
(A,B)€0b(€)xOb(&)

Fiir alle (A, B,C) € Ob(€) x Ob(€) x Ob(€) st eine Operation o erklirt,
OZ[B,C]X[A,B]%[A,C} — er[A,B],gG[B,C] : gOf::ng[A,C].
(ii) Es gelten folgende Axiome :

(Al) V A,B,C,D € Ob(¢), (A,B) #(C,D) : [A,B] n [C,D] = 0
(A2) VA,B,C,DeOb(€) V felAB], ge[B,C], he[C,D] : (hg)f =h(gf) (Assoziativitit)
€l

(A3) VAecOb(€) JIae€[AA VBeOb(®) Vfe[AB],ge[BA] :lag=yg, fla=f
| Beispiele | ) € ... Kategorie von Banachriumen :
Ob(¢;) := {A: A komplexer Banach-Raum }
[A,B]:= L(A,B), A, B€Ob(¢;) = Mor(¢;) = U c@B)
A,BEOb(€;)
-3 [4:=id:A— A
(2) @3 ... Kategorie von Interpolationspaaren (von Banachrdumen) :

Ob(€;) = {{Ap,A1} : (komplexe) Interpolationspaare (von Banach-Raumen) }
[{Ao, A1}, {Bo, B1}] := L ({Ao, A1},{Bo, B1})

= Mor(&,;) = U £ ({A0, A1}, {Bo, B1})
{A0,A1},{Bo,B1}€0b(C&2)

- Iy :=id: {AO,A1} — {AO,Al}



22 Interpolationstheorie

Definition 6 Seien € und © beliebige Kategorien.

(i) Ein (kovarianter) Funktor F' st eine Abbildung von ® in € mit den Eigenschaften :

e VAcOb(®) : F(A) € Ob(€)
o VA BecOb®D) VfelAB]CMor®) : F(f) € [F(A), F(B)] C Mor(¢)
e VAcOb(®) : F(Ia) =1Ipwu

e VA B CeOb(®) VfelAB], ge[B,C] : Flgf)=F(g)F(f)

(ii) Seien €&, €, die oben gegebenen Kategorien. Ein kovarianter Funktor F von € in € heiBt
Interpolationsfunktor, falls gilt :

[ ] AgﬁAl — F({Ao,Al}) — A0+A1

o VT e L({Ao, A1} {Bo,Bi}) « F(T) =T, 41

(iii) Jeder Banach-Raum A, der sich fiir einen geeigneten Interpolationsfunktor F als A = F({Ao, A1})
darstellen 13Bt, heiBt Interpolationsraum (beziiglich {Ag, A1}).

Bemerkung : e 2. Eigenschaft in (ii) :
T e L ({40, A1}, {Bo,B1}) = F(T) e L(F ({40, A1}),F ({Bo,B1}))
[{A0,41},{Bo,B1}]¢, [F({A0,41}),F({Bo,B1})]¢,

~» Interpolationseigenschaft

e Interpolationsfunktor F exakt <= F({AO,Al}), F({BO7Bl}) exakte Inter-
polationsrdume beziiglich {Ap, A1} und {Bo, By}

--» gilt auch die ,,Umkehrung", d.h. existiert fiir beliebige Interpolationspaare {Ag, A1}, {Bo,B1} und
beliebige, beziiglich {Ag, A1} und {By, By} intermedidre Riume A, B ein Interpolationsfunktor F mit
A=F ({40, A1}), B=F ({Bo,B1}) ?

Satz 2 (Satz von Aronszajn/Gagliardo)
Seien &1, €, die oben gegebenen Kategorien und A ein Interpolationsraum beziiglich {Ao,Al}. Dann
gibt es einen exakten Interpolationsfunktor Fy von €, nach €, so dass Fy ({Ag, A1}) = A gilt.

Beweis : ala [BL76l Thm. 2.5.1]
1. Schritt : Seien {Xo, X1} € Ob(€3), T € [{Ao, A1}, {Xo, X1}] = L({Ao, A1}, {Xo, X1}); setzen

X=F ({Xo,Xl}) = {l’ eEXg +X1: x= ZTjaj , a5 € A, Tj S E({Ao,Al},{Xo,Xl}), jEeN,

Jj=1
~————
Konv. in Xo + X1

mit falx = inf S |TIE({Ao, Ark {Xo, Xa})| JlaslAl < oo}

z=3 Tja; j=1
j=1

~ |- llx Normin X
2. Schritt : X st Interpolationsraum beziiglich {Xo, X1}, [zz.]: Xo N X; — X
Sei p:Ag+ A1 — C lineares stetiges Funktional, mit ¢(a*) = 1 fiir ein beliebiges festes a* € A, setzen

Tla::go(a)x, a€Ayg+A, zeXonN X1 ~ Ty:A)+ A — Xo+ X4,
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seia € A;
~ Tl Xill = le(a)z]| X = |p(a)]  [=|Xill < cllaldo + Al 2] X5 < ¢ [lalAq]| [|=| Xl
N a € A;
< clla]Ao + A1l], A — Ao+ Ay
¢ € (Ao + A1)
= T3 ]L(A: X[ < ¢ o] Xq]|
o IT1|£ ({Ao, A1} {Xo, X1} < ¢ max ([|2|Xol|, |lz|X1]]) = ¢ [[#[XoN X4
emma
[l XonX1 ||
rz="Ta €X,
lzllx < || TalL({Ao, A}, {Xo, Xa}) || a4l < ¢ [a*|A] |z]Xon X1l = Xo N X1 =X
inf

< @ Xon Xy ||

ZX‘—>X0+X1: sei € X,

= 2= Tija;, a; €A, Tj€L({Ao, A}, {Xo,X1}) = L(Ag+ A1, Xo+ X1), jEN

j=1

2| Xo + Xl < > 1Tja;1Xo0 + X < 3 ITHL(Ao + Ar, Xo + X1)|| flaglAo + Ad|
j=1 . , j=1

<IT1L£(Ao+Ar, Xo+X1)lllaj| Ao+ Al < el TH1L({Ao, Ar}, {Xo, Xa DI, < ¢ lag|Al,

Lemma A— Ao+ Ay

< N ITIE{ Ao, Ay {Xo, Xa D) llaglAl

j=1

= ||2|Xo+X1|| < I z[|lx = X — Xo+Xi

inf

3. Schritt : X ist vollstandig :  verwenden Lemma (x)

%) %)
Sei "y < 00 = 2" Xo + X1 <
Sl <oo =+ S [e"lXo+ Xl
n=1 n=1
m
E E|£E€X0+X12 I*ZI”|X0+X1 — 0
Lemma (x) n=1 m—eo

Xo + X7 vollstandig
z"eX,neN = VneN 3T eL({do, A} {Xo, X1}) FaiWed

oo oo
o =3 Tal S [T, A, (X0, X0 || [a14] < ey 42

J Y
Jj=1 j=1
= 2=) > 7" = Jalx < 3 la"ly + L
n=1j=1 m n=1
_
=Y 2 3 e Ao A o X3 | [Ja4]
n=1 X n=m+1 j=1
< > (la"lx+27") ——0 — X vollstindig
m—oo Lemma (x)

n=m-+1
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4. Schritt : Fy ist exakt : sei S € L({Xo, X1}, {Yo,Y1}), d.h.
SX0—|—X1—>Y0+Y1, M; = ||S|£(X1,Y;)H<OO, 1=0,1

X = FO ({Xo,Xl}), Y = Fo ({YQ,Yl}); Z ||S|£(X,Y)|| S max(Mo,Ml)

reX ~n x=)Y Tia;, a; €A, TjeL({Ag, A}, {X0, X1}), jEN
j=1

~ Sz=> STja;, a;€A, STjeL({Ao, A}, {Yo,V1}), jEN,
j=1

mit HSTj‘ﬁ({Ao,Al},{Yo,Yl})H < ma.X(Mo,Ml) HTJ“C<{AO7A1}7{XOaXl})H

o0

= ISzlly < DY ISTIL{A A Yo, i) llaslA]

inf j=1

< max(Mo,M1) ||Tj|£({AO7A1}7{XU’X1}) H

< max (Mo, My) > || THL({Ao, Ar}, { X0, X1}) || llagl Al
j=1

= [Szlly < max(Mo, M) Jlzlx  ~ ISILXY)| < max (Mo, My)

5. Schritt : Fy({4p, A1}) =4 :
Sei a€ Fy({4o,A1}) = 3a;}; CA, Tj € L({Ao, A1}), a =) Tja
j=1

A Interpolationsraum beziiglich {Ag, A1} :>III [Tja;lA|l < ¢ || T51£({Ao, A1})]| llaj|All  gleichmaBig
Satz
in jeN, c=c(A)

= Al < Y ITailAl < ¢ Y [ITIL({ Ao, Ar})]| llas Al
j=1 j=1

= oAl < ¢ [all,

in

IN

— F0<{A07A1}) — A

andererseits gilt fir a € A :

. = . id , j=1 a , j=1
a=1da+O:;Tjaj mit Tj:{o 7 j>2}6£({A0,A1}), aj:{o 7 j>2}€A
— aeR{AnA)),  lals < [BIC{AGAD] laAl = A< Fo({Ao, A1)

inf
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4 Die K-Methode
Sei {Ao, A1} Interpolationspaar. Das Peetre'sche K -Funktional ist definiert als

K(t,a;Ag, A1) = K(t,a) := inf (llao|Aol| + ¢ lla1]A1l]) , a€ Ag+ A1, t>0
a=ao+ ai
a; € Aj,i=0,1

Bemerkung : e wenn {Ag, A1} fixiert --» K(t,a) anstelle von K(t, a; Ao, A1)
o K(1,a) =|la]Ao + A1]|, fiir jedes feste ¢ >0: K(t,a) ~ |la|do+ A1l

Lemma 1 Sei a € Ay + A;. Dann ist die Funktion K(t,a) fiir t > 0 monoton wachsend, stetig und
konkav. Es gilt

min(1,t) |Ja]do+ 41]] < K(t,a) < max(1,t) |la|do+ A1, 0<t<oo. (1)

Beweis :  klar: (), Monotonie
: K(t,a) konkav, d.h. K ((1 —M\)t1 + Ma,a) > (1 —AN)K(t1,a) + AK(t2,a), 0<A<1

Sei 0<t1 <t<ty <00,

t2 —1 t_tl
P (llaol Aol +t1 [laz|As]]) + - ([laol Aol| +t2 [la1]Asl]) = llaolAoll +¢ [la|A1]l
2 — 11 2 — 11
inf iiber a = ag + a1
to —t t— 1t
K(ti,a) + K(t2,a) < |lao|Aoll +t [lax|A4]|
to — 11 to — 1
inf iiber a = ag + a1
to —t t—t
2 K(ti,a) + L K(ty,a) < K(ta)
to — 11 to — 1
t—11 .
Ai=——¢€(0,1) = K(t,a) konkav & K(t,a) monoton wachsend = stetig O
to — 11 siehe 20

Bemerkung : analog zu () gilt

t t
min(l,s> K(s,a) < K(t,a) < max(l,s> K(s,a), 0<s,t<o0

Gagliardo-Diagramm : geometrische Interpretation von K (t,a)

I'(a) = {(wo,xl) €R? : Ja; € A; ta=ag+a, |ailAl < izO,l} CRy xRy, acAg+A;

I'(a) konvex : seien (zg,z1), (To,Z1) € I'(a)

~ Fa;,a € Ai: a=ag+ a1 =ao+ a1, ||aldil <, |@lAll <7, 0=0,1

af‘ =Xa;+(1=Nag, i=0,1,0<A<1 ~ a= aé +a1\, Ha;\|Al|| < A|ai] Aq]| +(1 = X) |[az| A < xf‘
——— ———

~ (2, 27) = Mo, 71) + (1 — N)(To,77) €T(a), 0 <A< 1 i Ti

205 mon. wachsend & konkav in [a,b], to € (a,b): (i) a <t <torvsi:=a, sy :=tg, \:= :g:z —t=Xxs1+ (1 —N)s2
A~ lg(t) = g(to)| = g(to) — g(t) < g(to) — Ag(a) — (1 = N)g(to) = (to — ) LEV=LD < ¢ fiir [t — to| = tg — < 6
(iYto<t<brsii=a,spi=t A= 0 =ty =Xs; + (1 — N)s2
~ 1g(t) = g(to)| = g(t) — g(to) < 125 (g(to) — g(a)) — g(to) = (t — t0) L101=4) < & fiir |t — to| =t —to < §
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Interpolationstheorie

1 T
l|a A1
I'(a) I'(a)
llal Aol o llalAoll o K(t,a) o
K(t,a) = inf (xg +tay) = inf (xo+tm)=&+t&

Sei ¢p: Ry — Ry stetig; man setzt fir 0 <0 <1, 1<g< o0,

Bemerkung :

Bemerkung :

(zo,z1)€T(a)

(zo,21)€0T (a)

T at\ *
[t o(®)]" — , g< o0
t
Doq(p) =] \/ (2)
sup 77 (1) ., g=00
0<t<o0o
e erstmalig bei Peetre (1963)
e Verallgemeinerung : t=% ——» (¢, 0)
Definition 1 Seien {Ag, A1} ein Interpolationspaar, 0 < 6 <1 und 1< q < oco. Dann ist
(AO’Al)H,q = {a €Ay + Ay Ha| (AO?Al)G,qH = <I>97q(K(-,a)> < OO} .
[e’s) 1
de\”’
(/[t_g K(t,a)]q ) , ¢ <00
o [|al (0, A1), | =3\ t
sup t7% K(t,a) , ¢g=o00
0<t<oo
e g<oo, 0<0 oder §>1 = (Ao, A1),,=1{0} :
0o 1 e}
/[fe Kta]” L > K10 /t“—”q A K, a) /t—eq dt
t @ t t
0 0 1
| — —_————
divergent fir 0 > 1 divergent fir 6 < 0

— Ha| (Ao, A1)y,

e g=00, #<0 oder 6 >1 = (Ag, A

sup t7% K(t,a) (EIZJ) K(1,a) max (

0<t<oo

<o = K(l,a)=laldo+ 4] =0 <= a=0

Jo.co = {0} :
sup =0 , sup t° )
0<t<1 1<t<oo
N—_——

divergent fiir 6 > 1 divergent fiir 6 < 0

— Ha|(A0,A1)0mH<oo = K(,a)=|ado+A4]=0 < a=0

prinzipiell moglich : 0 < ¢ < oo --» (Ao, A1)y , Quasi-Banach-Raume fir 0 <g¢ <1
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Satz 1 Seien {Ay, A1} ein Interpolationspaar, 0 <0 <1 und 1< q < co.

(i) Dann ist (Ao, A1)y, ein Interpolationsraum beziiglich {Ag, A1}.

q

(i) Der Funktor Kgq: €y — €1, Kgq({A0, A1}) := (Ao, A1)y, ist exakt vom Typ 0, d.h. fiir alle
T e E({Ao,Al}, {Bo,Bl}) gilt

|71 (40, 45,1 (Bo. By, )| < ITIECAS BT ITIL(AL B (3)

(iii) Es gilt fiir alle a € (Ao, A1)y,

K(t,a) < coqt? Ha| (Ao, A1)y, (4)
Beweis : 1. Schritt : zeigen [@); sei s>0
[e'e] oo 1
dt dt )’
s7% = ¢q /t‘eq — = s K(s,a) = coq K(s,a) (/t_gq )
~— t ’ 3
::Cg,q s s
00 1
iy de\”
< ey | [T RaIE) < oy [lal (o, 40,
K(a) ¢ ’

s
mon. wachs.

2. Schritt : zu (i), (Ao, A1)y, Banach-Raum;  dazu: Ha| (A07A1)9,qH =y, (K(-,a)) Norm :

o Oy (K(0) =0 = K(ha)=0 = a=0

o K( )=\ K(,a) = <1>9,q(K(.,Aa)):\A| @g,q(K(.,a))

° K(t,a1+a2) < K(t,a1)+K(t,a2) M'k:> . ¢g7q<K(-7a1+a2)) < (1397(1(]((-’@1))—1—(1’97,1([((-7CLQ))
inkowski
q=1

(Ao, A1)y, vollsténdig :  Sei {a"}, Cauchy-Folgein (Ao, A1)y, E {K(t,a™)}, Cauchy-Folge fiir

jedes feste t, K(1,-) = ||-|4o+A41]] = {a"}, Cauchy-Folgein Ao+ A; = Ja € Ap+A4; :
Ag + Aq vollst.

lim a" =a in Ay+ A

n—00

Sei zundchst ¢ < oo (¢ =00 --» analog); {a"}, Cauchy-Folgein (Ao, A1)y,

20
2

— V3>0 Ineld) Ym>n>nd) : Ham—a”|(A0,A1)9,q
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Seien N > ¢ >0,

N
/ [t*GK(t, a— a”)]q %

&€

N—o0 n
Ao, Ha—a [ (Ao, A1)y,

Q

Interpolationstheorie

Q=

IA

N N
/ [tfeK(t,am - a”)]q % + / [tfeK(t,a - am)]q de

<% , m>n>ng(6)

N 1
) 0 Tat\’
< _ _ ,m -
S 3 + (/[t K(t,a—a )} t)
€ N———

< K(N,a—a™) < N|a—-a™Ao+ A]
Lemmall @
1
5 T opedt)
< 5+ Nla—a™do+ A /t_‘qu
g
—_————
[#(e-1-n-om]a
d 1 % —0 m
< =+ N |—|) e%a—a™A+ A <
2 0q

<

[SIES

m>mi(d,e,N)

< 6 fir n>ne(d) = lim a”"=a in (Ao, A1)y,

n—oo

3. Schritt : zu (i), (AO;AI)QH ist intermedidrer Raum, d.h. A4g N A7 — (AO,Al)aq — Ao+ Ay
Sei a€c AgNA; = K(t,a) < min(1,%) ||a]AdoN A1l, o0.B.dA. ¢g< oo

IN

— Ha| (Ao, Ar)y,

laldo + Asfl = K(1,a) <
@

oo

</[t—9 K(t,a)]’ C?) + (/[t‘e K(t,a)]’ ?)
0

1

1
< Ha\AomAlu(({t“—")q%)

llalAo N Ayl

Co,q

Q=

o0 %
< lla|AonAs ||| [ t—0a45E
1

((1—19)q);+<9161);] = AN = (Ao, Ar)y,

Jal (40, A1)

— (Ao A1)g, — Ao+ Ay

0,q

4. Schritt : zu (ii), Ky, Interpolationsfunktor, (3)
Sei T € E({AU,Al}, {BO7B1}) , T 7é 0, a€ Ay + Ay

K(t,T(l;B(),Bl) =

inf (60| Bol| + ¢ [|b1]Byl])
Ta = by + b1
b; € B;,i=0,1
inf (ITao| Boll +t [[Tar|Bal)

a=ap+ a1
a; € A;,i=0,1
inf (IT£(Ao, Bo)llllaol Aol + t [ TL(A1, By)||lax|Axl])
a = agp al
a; € A;,1=0,1

T

/_/\—

. |T|L(A1, By

T|L(Ag, B inf aolAoll + t S =R 1

IT|£ (Ao, Bo)| i (llaol 4o ITIZ (Ao, Bo)|
a; € Ay, =0,1

loal4a]))

K(7,a;A0,A1)
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T e\’
= HTa|(B07Bl)0,qH = (/[t_e K(t,Ta;Bo,B1)}q t>
0
Ty g dt\’
< ITIECAo Bo)ll | [ [ K (rya 40, A" <
0
ITIEA0. BN ([ 1o . dr\’
< I7ietao Bl 0 K(r,as Ag, 4] 2
_; ITIEGALBY) U NIITIC(A, B [ oAVl
T = U TIZ(A, Bo)ll 0
al0,41)5,
= ITIE(Ag, Bo) I~ ITIL(AL BOI” [|al (4o, A1),
~ || Tie (040, (Bo. B, )| < ITIE(AS Bo) I ITIE (AL By D

Satz 2 Seien {Ay, A1} ein Interpolationspaar, 0 < 0 <1 und 1< q < oo. Fiir (Ao, Al)e,q gelten die
folgenden Eigenschaften :

(i) (AO’Al)O,q = (A17A0)176,q

(ii) Seien 0 <0< 1, 1<q<r<oo, dann ist

(Ao, A1)g, = (Ao, A1)g, — (Ao, A1)y, — (Ao, A1)

0,00 °
(iii) Fir Ag— Ay giltfiralle 0 <0 <n<1 und 1<gq,r<o0,

(Ao,Al)g,q = (Ao, A1)

nr o

(iv) Falls Ay = Ay ist, so gilt
(Ao, A1)g, = Ao = As

(im Sinne dquivalenter Normen).

(v) Es existiert ein Cyg, > 0, so dass fiir alle a € AgNA; gilt

—0 0
Jal 40, A1)y || < Cou llalo]' " JalAs]” .

Beweis : |zu (i)|: K(t,a;A0, A1) =t K (t71,a; A1, Ag)

Jol Co. a2, = (7[“) K (ta; Ao, A1) ?) = (7[t1“’K(t1,a;A1,Ao)]" f)

0 ) 0
g ds\*®
=1< 50 Ko a1, 40) ) = ol 4,40,
s=1t 0
zu (ii)| : Sei r < o0 Sat:|I|>('") Ha| (A07A1)0,00H = 0<511<p =0 K(t,a) < Cy,|al (AO,Al)em
z iii 0o

= (Ao, A1)g, — (Ao, A1)g
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Seinun 1<g<r <o,
(O/[t—"K(t,a
(O/[ (t

1-2
Cog’ ol (40, A1),

|al (40, 41),.,

0 ‘?)
)]

1

r—q T

=0 K(t,a q[t_‘9 K(t,a)} f)
—_——

< sup 77 K(t,a) < Coq [lal (Ao, A1),
0<t<oo !

1

1= 7 _ ar\ " _a
(/[t g K(t,a)]q t) - Cgl’qr Ha| (AOaA1)07q

0

q
[RICTII

= (Ao, A1)y, — (Ao, A1)y,
zu (III) : AO — A — A1:A0—|—A1 — VCLEAQ—FAl:Al :K(t,a) < t||(1|A1||
inf

wegen (ii) [gzz.|: (Ao, A1)go — (Ao,41),, , 0<O<n<1

1 00
dt dt
a€(Ap, Ay, — Ha|(A0,A1)n’1H - /t—n K(ta) — + /t—n+9 =0 K(t,q)
0 ~—— 1 ——
< ¢t aldd] < sup t-9 K(ta)
0<t<oo
Fd T d
t t
< lal ] /tl_" A s 0 K a) /t"7+9 dt
t 0<t<oo t
0 1
(1-m)~t |lal(A0,A1)e o |] (n—6)~1
< ey llaldill + ¢ [|al (Ao, Ar)g o

—A;

—— 1
s ﬁ;() (AOv Al)e,oo —A+A = Ha| (A07 Al)'rﬁl” < €n,0 Ha| (AO, Al)e,ooH

(Ao A)go = (Ao A1),

Zu (IV) : A():Al :>_ A():AomAl — (A07A1)9 — A0+A1 :AO
Satz[l (i) 4

zu (v)|: Sei a € AgN Ay, definieren T, : C — Ag+ A1, To(N) := Aa

= ||ITW|L(C, A)| = llal 4], i=0,1

— e €00 (0, )| < ITIEC AN ITILEC AN = alAol ol
Satz [T (ii)
=C, (iv) llal Aol llalAxll

= ||al (40, 40,

< CQ,q

Tc (C. (4o, A1),

| < Cog lal Aol Jlal s
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Bemerkung : o (iv): Ag=A1=A, a€A t>0
=  K(t,a)= inf  ([JaolAll +¢ [[a1]Al]) = min(1,2) [[a] Al

a = agp a
a; €A,i=0,1

q 7 dt
Ha| (AO,A1)97QH :/[fe K(t,a)]q =
0 1
g, At oo At laA4r /1 1
— llalAll9 (1-0)g = Aq/ bg 2 _ z
lale [ ¢1= Srfalae feor = 2EE (=g 2
0 1 —
_1,_/ hl,_/ ﬁ
a-0)a g
1
— ol (A0, A1)y .| = oAl ———— = c(0,4) llal4]
[0(1—9)q]
~——————

= dy, ( min(l,t)) =:¢(0,q)

e Sitze[T] [ gelten auch fiir reelle Banach-Riume und im Quasi-Banach-Fall 0 < ¢ < 1

Lemma 2 Seien {Ag, A1}, {Bo,B1} Interpolationspaare von Banach-Riumen mit A; — B;, i =0,1,
und 0< 0 <1, 1<q<oo. Dann gilt

(Ao, A1)p, — (Bo,Bi)y, -

Beweis: a€Adg+ 41, a=ap+a1, o, €A, — B;,i=0,1 = |a;|B;il] < ¢ |a;]Asl, i =0,1,
¢ = max (|[id|£(Ao, Bo)|| || £(As, By)])

— K(t,a;Bo,Bl) < CK(t,a;Ao,Al) — (AO,Al)G’q — (Bo,Bl)e’q OJ

inf

5 Anwendung auf Folgenrdaume vom /, -Typ

Definition 1 Seien A ein Banach-Raum, o € R, 1 < p < oco. Dann ist EZ(A) der Raum aller Folgen
&= {5]};.;0 L& € A, § €N, fiir die gilt

o 1
. (Z?J’”” ||€j|AII”> L p<oo
Hflgp(A>H = j=0 . < 0.
sup 277 |¢;|A]| , P=
J€Ng
Bemerkung : e (7(A), 1 <p<oo,ist mit | -[67(A)|| Banach-Raum

e0=0,A=C = (A=Y

Monotonie : £7(A) — (7(A) fir c €R, 1<r<p<oo

Vorbereitung fiir Funktionenrdume, z.B. B;ﬁq

Satz 1 Seien A ein Banach-Raum, sg,s1 € R, sg # s1, 1 < pg,p1,p <00, 0< 6 < 1. Dann gilt fiir

s:=(1—6)sp+0s1
(4. 61(4),, = 6(4)

P




32 Interpolationstheorie

Beweis : Idee: zeigen (£32(A),L51(A))g, — L5(A), £5 — (£1°(A), 47" (A)),, & Lemma @2

P P P
1. Schritt : zeigen ((32(A),€34(A))y, — (5(A)
Sei ¢ = {¢;}; € (2" (A) = 130 (A)+031 (A), [Zz} K (£,& 62 (A), £21(A)) ~ sup min (2750, £27°1) [|¢;] A
leoese ()| etesa ||
K (£,6,0% (A), 5 (A)) = Cinf ( sup 27 €91 A|| + t sup 271 ||¢} A )
§=86+¢ j€No j€E€No

gheeli(A),i=0,1

/D . é— , 2j80 S tzjsl ~ . AO /\l . 0 , 2j80 S t2j81
setzen ¢&; -—{ 0 | s gois [ SLEECE = = &, 2050 > g2in

— s 2 @A = s 2 glal < sup min (270,027 g4
j€No 2s0< 1251 7€No
t sup 271 EJI|AH = sup  t 2771 ||&]A < sup min (27%0,27%0) || &1 Al
j€Ng 2750 > 2751 j€Ng
== 30 £21(A)) < 2 sup min (270, 275 A
e KOG < 2 sup min (2,027) g 14]

Sei ¢=¢"+¢' = lglAl < 1141+ |&14]

= sup min (2j50,t2j51) 1€, 1Al sup min (2j8°,t2j51) (||§?|A|| + ||€;|AH)
J€Ng J€No

sup ((27°0¢7 Al + ¢ 27 g1 A]))
j€Ng

IN

IA

IN

[€°1ess (A + ¢ [leM ezt (A

= sup min (27°0, 427 Al < K (£, 652(A), (3(A))
inf j€Ng

0.B.d.A. sy > s, sonst Satz [l (i); zerlegen  (0,00) = U {2(]“_1)(80_81),2’“(50_31)); seien p < 0o,

k=—o00
§ € (€2(A),£23(A))g,,

B e TN
0

el e, excan,,

Qk(so—sl) > 279pk(50731)
o0

6 s s P de
-y K (g (A) )
F=700 gth-1ap—o1) > sup min(29°0,629°1) ¢ | A
jENg
ok(sg—s1)
> Z 27 0Pk(s0=51) gup min (275‘”’ okp(s0=s1) 235”’) & 1ANP / %
PA—— g&No 2(k=1)(sg—1)
> min(2k50p72k1)(so—sl)+kslp)Hgk‘AHP = ca
)
2o 3 e g ap
N N —
=0,k<0
%)
=3 Z 21{:1)[80(179)‘#951] ||€k|A||p — 3 ng;(A)Hp

k=0
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p=oo: [elE(A) @] = sup i K (&), €2(4)
>
Z c1 2*97‘7(50*51)
= sup sup t=? K (t,&032(A), (2L (A))
kEZ 2(k—=1)(so—s1) <t<2k(so—51)
> sup min(27°0,¢2751)||&;| Al
Jj€Ng
> ¢ sup 27%(0=51) qup min <2jso,2k(s°_sl) 2jsl) 1€ 1A]
keZ J€No
> min(2+%0,26(0=s1) ko1 )||g,] Al
> ¢z sup 27Kom ) ko g Al = ey (€] (A)]]
kEZ N——
=0,k<0
= (L2(A),L3(A)g,, — £(A)

2. Schritt : zeigen £ — (£°(A), (7' (A)),

P

o
0.B.d.A. so > s1, sonst Satz @2 (i); DK (4660 (A), 651 (A) ~ Y min (270,277 |14
7=0

o) Jenes ol
K(t,f;gio(A)agil (A)) — ) _i;(}ergl ( Z 2j50 ||f;)‘AH +1 Z 2j31 ||£J1|AH >
geeia,i=o1 70 =
analog zum 1. Schritt : £ = EAO + gl

— Y@ = X welglAl < Y min(en) gl

=0 29%0 < 129%1 2
e v = X gl < Y min (270,20 g4

i=0 2% (2901 7=0

oo

=

K (t,&;07° 07t (A
I P )

2y m

n (277,127 |lg; Al

7=0
Sei ¢=¢"+¢& = |glAl < €Al + || 1A
= ) min (2%0,627%) |g|A < ) min (27%,120%) (|[€D]A] + ||]1A]])
j=0 j=0
< Do (2NE1Al + 2 g 1Al
j=0
<l + ¢ gt ()]
= D min (290,027 [GlA < K (1,647°(A), 47 (A))

<.
Il
o
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0.B.d.A. p < oo, sonst iibliche Modifikation; sei £ € E;(A)

oo

P _ st dt
@@, = [erressaswy §
0
ok(sg—s1) ~ 9—0pk(sg—s1)
- —6 s s P dt
= Z =P K (¢,&07°(A), 07 (A)) -
k==00 o(k—1)(sg—s1) o T
~ 3 min(29°0,129°1)|¢; | Al
oo o0 P
< S 2 fklome) | ST min (2750, 25 G0t ) g
k=—o00 7=0
oo o0 P
= ¢ Z okps Z min (2(J k)so 9(i— k)81> 1€,]A]
—0(s0 —s1) = s — 50 k=—o00 j=0
0o k oo p
= a ) 2[ S 2R igla+ S gURe ||@|A||]
50 > 81 k=—oc0 j=—o00 Jj=k+1
£ =0,j<0
wahlen 79,301 mit sg > 29 > 8§ > 1 > 81
1 1
k k v’ k »
:> 2] k)so 1A < 2*’680 2j(80*%0)17/ 2j%op 1 AlP
Y Il < > 3 2 glal
= j=—o00 j=—00
< ¢ 2k(so—>0)
1 1
S o fgla] s ok [ 3 e | ST g gla)p
j=k+1 j=k+1 j=k+1

< ¢'2k(s1—31)

0 k 9]
P , ,
Hgl (£0(A), 65 (A ))9)17 < ¢ Z okps |:2—k;rop Z 2777 ||| AP + 9—ks1p Z 9i1p ||€j|A||p}

k=—00 j=—00 j=k+1

<oy 2J%°P\|5J\A\|”Z ) 3 a5 o]
j=—00 Jj=—00 k=—oc0
<cg 2iP(s=30) <cy 29P(s—31)
< d Z 2”Sp\|§y\A||p = ¢l
J=—oo 0;<o

= G = (6°(A), 647 (A),

P

3. Schritt : aus 1. und 2. Schritt folgt
6 = (0(A), 6 (A)y, = (G3(A),641(4), = (L2(A), £2(A)),

TP D
Lemma Lemma

, =B o

Bemerkung : Beweis a la [Tri78, Thm. 1.18.2], erstmals [Tri73|; Ergebnis in Peetre (1967)
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wesentlich in Satz[ll: sg # s1 --» betrachten jetzt sq = s;

0.B.dA so=51=0 (sonst n;:=275¢;, nel(A)=0(A) <= £eli(A)

p<oo, £€l,(A) = lim |&|A] =0 --» Umordnung g*_{g;}j‘;o mit
Jj—oo - =

&ALl = lg1Al = lglAl = - = ||lgIA = - > 0.

Definition 2 Seien A ein Banach-Raum, 1 < p < oo, 1 < g < co. Dann ist {, ,(A) der Raum aller
Folgen & ={¢;};2, . & € A, j € No, fiir die gilt

(2 G+1FE e ) L g<oo
1€]6p.a(A)] := Jo{ ’ } < .
sup G+1)7 |14 , q=00

Bemerkung : e (,, LorentzZL Folgenraum, lpp(A)=1,(A), 1<p< oo

e Monotonie : £, 4(A) = £pu(A), 1<p<oo, 1<g<u< o0
lpg(A) = £, (A), 1<p<r<oo 1<qu<oco

o ||-|¢,4(A)] i.a. nurQuasi-Norm: z€A4, z#0,0<A<1l oBdA p<g<oc

§ = (2,A,0,0,...) £* = (#,A2,0,0,...) = ¢
= (0,(1=Nx,0,...) y €L, 4(A), n* = ((1=X)z,0,...)
§+n = (2,2,0,0,...) E+n)" = (2,2,0,0,...) =& +n
leltpall = (llalAl? + 257" MlalAl7)" = JalAll (142570 A7)
I91€5.q1 Co= A=Vl
le+nibpall = (lelAll?+257" lalal®)* = ala] (1+2871)"

] Al (1 + 2%‘1)% < o4 [(1 + 2%—1%)% +1- )\}

1€+n€p,qll

1€1£p,qll+lIm1€p.q]l

1 1
zB.p=1,¢=2 Beh:3Are(0,1) : (1+2%—1)q >(1+2%—1 X]>q+1f>\

VI42X24+1-X
= A+V3-12>142)2 = 3—1—\/7 W< A< \JT—4V3+V3 -1

0.4641..

Satz 2 Seien A ein Banach-Raum, 1 <q<o0o, 0<6 < 1. Dann gilt

(((A), loo(A))g, = € ,(A).

?lGeorge G. Lorentz (* 25.2.1910 St. Petersburg T 1.1.2006 Chico/California)
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Beweis : 1. Schritt : sei £ € (1(A) + loo(A) = loc(A),
K (t,&0(A), lc(A) = imf  ([|E°1a(A)]| + ¢ [[€' 1t (A)]) S t 1€ Al
§=6 +¢ — —_——
€0 € t1(A), €' € Lo (A) 5 = 5 l1€1€es (AN |

§=8+8 = tl&lAl < %1 (A)]| +t [ 1o (A) = t&lAll = K (L& 4(A), o (A))

mordnung
0<t<1
—  K(L&O(A)Le(4) = ¢t lglA] . 0<t<1 (1)
Sei £ € loo(A), £= €746 = Ir(k) =6 IGIAI= |4l < Yol
j—1 j—1 j—1
— Y lgilAl < w4+ X |[e 4| < lf1eaca)] +5 1€ e a)]
k=0 k=0 k=0
< A < 7 1€ leo (Al
j—1
— Y I6HAI < K (5,6 (4), f(4))
k=0

Sei fiir die Zuordnung & «— &,.(x) eine Zerlegung & = @ + 21 so gewahlt, dass

Er(k) _
(k) — T > k=0,1,...,5—1
gg(k):{f *) & k) =5 ||§ / }7 gl=¢-¢
0 k>
J—1
e = - 3 |l H
] = 3 2 |- e
j—1 « j—1
= > lglal |1- g*ﬂl”” = > l&lal - ZH@ 114]]
k=0 k k=0
—- izl e a<lieial 7 g5l
j—1
= Z I€R1All — J
k=0
[Elewa)]| = sup [E14)
reNp
= r - r A 5 r A
max{kZS’??]_l Er(k) (f( ng(k)MH ||§J 1A ||>’ rg{r(o)s,.l.l.l,)r(jq)} H & | H}
~
52(k,) =£},60=0
———
G < lg-ata
<
— K(.60A.64) < [En@] + i [@1ew)]
j—1 j—1
< = Z €5 1Al
k=0

Do lgAl =g g
k=0

——
€14 16410 ()]
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j—1

= K (j,&0(A) Z léilAl , jeN (2)

2. Schritt : zeigen  ((1(A),loc(A))g, — € 1, ,(A);  seizuerst

%) . Jj+1
el ), e, || = /t_eq[( (t,{;fl(A),Eoo(A))q% _ 0K (4,65 44 (A), Lo (A)) dt
0 J=07

> G+HD)TITK (.60 (A) Lo (A)T =) (1) g A
j=1

Jj=1

izl T p
2 (E IlleAll) 2 |-

@
f: J1 0)q— 1(_;1)9(1 ] 1‘AHq > Z { (1-6)—+ ||fg 1|AM
j=1
Jet gl
> c [, ()] g

j—1
DGR G
k=0

B

\%

e 1), octac]| = 5o 0K (16 04, () 2 sup 70K (651 () e (4)

etz )]

Y

sup jl_
JjEN

= (KI(A)agoc(A))&q — {1 (A), ]-SQSOO

1—04

3. Schritt : zeigen Kﬁ,q(z‘l) = (1(A),loc(A))g

¢ sei zunichst

j+1
q > _ dt
el @, eccan, | = X [err @gam, e S
=0
J
1 d 00
< /t_qu(t,é;ﬁl(A),ﬁ ; Z T K (41,6 60(A), £ (A)"
) =
= ta ||&51A] <2 K(5,§41(A),loc(A)), K(-,§) konkav
@
1 q 00
X - t 9g— ,
= lglAlY [0S 2 ST R (g () ()"
0 j=1
_/_/ j—1 q
o = ('S ezl
@ \x=o
<

s AN" + Z gt <Z ||€k|A||> ] (3)

j=1
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seil<e<b

o H§|(£1(A),€OO(A))9,qu

€l (e (a), b ()| =

=

£

1-6

Jj—1 q
o <Z ||§k|A||> _ (

k=0

IN

IA

IN

IA

IN

a(A) = (0(A), € (A))g

Interpolationstheorie

' q
S KO0 e | k‘“‘“‘ﬁﬁ
k=1
J j ) e
< (Z E(1—0)g+eq—1 HfZ—ﬂAHq) <Z k—(l—e)q/_gq/+qq>
k=1 k=1

a

J o, q’
Z koa’' —eq’ -1 < ¢ j(S*E)q
k=1

J
<y j00)e Z E(1—0)g+eq—1
k=1

&1 1A|

00 J
< s |lglAlT + > et Yo kU Datet g (Al
j=1 k=1
oo oo
< el lGAIY + 30 KDt oA Y et
k=1 =k
S —
<cs k—e4
< e [IG1AIT + DD KO lgr Al
k=1
> q
< e 30RO g At = ||ele, o (a)
k=1
sup 0K (,& 01(A), £oo(A))
0<t<oo
maX{ sup 7% K (t,£;01(A), loo(A)),sup  sup 7K (t,ﬁ;fl(A),ﬁoo(A))}
0<t<1 JEN j<t<j+1
o il <G UK (GHLE(A) oo (A))

max{ sup t170|E5IAll, 2 sup 5K (5,6 01(A), oo (A)) }
0<t<1 jeN
—_———

1 i .
> |l&lAll< sup K10 §;|AH(Z ;r(lfe))
k=0 k=0,...,j—1 =0

2
j—1
cmax{nssm,sup (T E00) k”mzmn}
JEN k=0 k=0,...,5—1

< cjf
c'max{ l€5|All, sup  sup kY IIEZAII}
JEN k=0,....5—
o PNgIAl < ¢ fele, )
JE€ENp
1<g¢g< > U

»q ! - -
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Bemerkung : e als Interpolationsraum ist /¢

1 1(61(A), oo (A))g 4 |

o spiter (Folg. ) : (€py(A),Lp,(A))g, = Lpg(A), 0 <0 <1, 1<po,pr < oo,

116, 6
po#p1, 1<g<oo, =04~

2 g(A) = (6(A),l(A)), Banachraum (mit
). sonst ist || -[¢ o (A)| i.a. nur Quasi-Norm

, d.h. insbesondere

(EPO(A)ﬂépl (A))G = ép(A) s - = + —

P p Do D1

6 Die J-Methode

Sei {Ag, A1} Interpolationspaar. Das Peetre'sche J-Funktional ist definiert als

J(tas Ag, Ar) = J(t,0) = max (|lal Aol ¢ lal4i]]) . a€AgnA, t>0

Bemerkung : e wenn {Ag, A1} fixiert --» J(t,a) anstelle von J(t,a; Ao, A1)

o J(1,a) = |la|Ao N Ay|, fiirjedesfeste t >0: J(t,a) ~ |la]AoN A1|| (dquivalente
Norm)

Lemma 1 Sei a € Ap N A;. Dann ist die Funktion J(t,a) fiir t > 0 positiv, monoton wachsend und
konvex. Es gilt

min(1,?) [ja|ldoNAi]] < J(t,a) < max(1l,t) |la|AdoN A1l , 0<t<oo.

AuBerdem gelten fiir s >0

J(t,a) < max <1z> J(s,a),  K(t,a) < min (12) J(s,a) . (1)

Beweis : klar: positiv, monoton wachsend, 1. Ungleichungskette

s J(t,a) konvex, d.h. J((1 =Nty + Ata,a) < (1= N)J(t1,a) + AJ(t2,a), 0<A<]1

Seien 0<t1 <t<ta<oo, O0<A<I1

T((1= Nty 4 Aa,a) = max( lalAol| , (1 = Aty + Ata) Ha\AlH)
=(1=A+A)la| Aol

max (1= \)lal Ao, (1 = At lalA]}) + max (A [lal Aoll, Atz [lal A

IN

= (1= ) max (Jlal Aol tx lalAs]) + A max (Jlal Aol t2 [lal A1)

J(tl,a) J(tz,a)

t
t t
zu (@) : J(t,a) = max (||a|A0||, 38 ||a|A1||> < max <1,8> J(s,a), s>0
t
a€AgNA; = K(ta) <|alAo|| < J(s,a), K(t,a) <t |a]di] < 5 J(s,a), s>0

t
= K(t,a) < min <1’s) J(s,a) O

inf
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Definition 1 Seien {Ag, A1} ein Interpolationspaar, 0 < 6 <1 und 1< q < oco. Dann ist

(Ao, Al)gq = {a € Ag + Aj : es existiert eine stetige Ay N Ai-wertige Funktion u : Ri — Ag N A
mit a= [u(t) ® inA;+ A1 und Pg4(J(tu(t)) < oo} .
0

Man setzt

ol (0, 40)7 || = int @04 (I, u()).

r ar\*
S /[ﬂ J(t,u(t)]” , < oo
Bemerkung : ° ‘a| (AO’Al)f?,qH = inf ) t

sup  t7% J(t,u(t))

y =00
0<t<oo
oo
s :
o u(s) — ... Bochner Plintegral, Konvergenz in Ag + A;
~~ S
0 c€ApNA;

U R}r — Ag N Ay stetig kann abgeschwicht werden; zuldssig sind z.B. Treppenfunktionen, sofern sich

die Unstetigkeitspunkte in (0,00) nicht hiufen : sei u : RL — Ap N A; eine solche Treppenfunktion mit

a= [u(t) 4 und
0

Dy 4 (J(t,u(t))) < oo, konstruieren mit u stetiges u : RY — Ag N Ay, so dass

az/a(t) %, Doy (J(LT(1D) <00 = ae(Ay AT,
0

sei :Ry — Ry, p € C5°(R;) gegeben, z.B.

1 ll\“
t):=<¢ € st =20 <1 e (4)
P () { 0 , sonst 031 v !
To/1\ dt P (1)
0.B.d.A. /go ) — =1 02F 1
t t X '
0 : 1
A\ d o
0<A<oo = /@()Tl 0.1f \
T 1= § T T 1 \
0 : |l
_ T d o1 dt Y
i) = [o(2un T = [e(F)un T 1 ; R
0 -0 €AonA,

~ u :RL — AgNA;  stetig,

22Salomon Bochner (* 20.8.1899 Krakéw T 2.5.1982 Houston)
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st) L 77¢<t) u(sry) 3 &0 0790<t) Zu(ﬁ) S 0790 (3) jum &
u(s) a
<o fol) -
L
~ T T o1
s = ] o) 4] o ]

(O/go(i)nutrmou to/ o (2) Interyianl <)
< 7¢(i)max<||u<m|Ao||,t JutmlAsl) T = /@(

0 J(tu(tr)) 0

S

) J(t,u(tr) L

T

0.B.dA. g<x

1

i < (o (et )
0 0

J(t,u(t))e<
ToN( T ar) " d
< /@ () (/teq J(t,u(tr))? ) =
= T t T
0 0
1 [e%) 1 1
1 dt\? d de\? d
= /w()(/ﬂq J(t,u(tT))q> =+ / ()(/t‘qu 7)) ) =
T —_——— t T T
0 0 <LJ(tru(tr)) 1 0 <J(tr,u(tr))
<r=(=0) @, (J(Lu(t))) <70 @ o (J(tu(1)))
=0 fir 7<a; =0 fir 7>as9
h 1\ d 7 1\ d
— @, UTO) < B Uea) | [0 o () T [ o(2) T
T T T T
0 1
< Cyuo < ClLy
< e Dy (J(tu(t)))
1
da o e CP(Ry) = 3FJ0<a<aa<oo Vs¢(ar,a2) : (p(s> =0

2yerallgemeinerte Dreiecksungleichung fiir Integrale, [HLP52, Thm. 202, p. 148]
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Satz 1 Seien {Ay, A1} ein Interpolationspaar, 0 <60 <1 und 1< q < co.

(i) Dann ist (Ao, Al)ej, ein Interpolationsraum beziiglich {Ag, A1 }.

q

(i) Der Funktor Jyq : € — €, Jpg({Ao, A1}) == (Ao, A1)y, ist exakt vom Typ 0, d.h. fiir alle
TeLl ({Ao,Al}, {Bo,Bl}) gi/t

| (a0, 4007, (B0, B0,

| < ITIE 0, Bl ITIE(AL B 2)

(i) Es gilt fiir alle a € ApN Ay
Ha| (AO,Al)gq“ < ct™ J(ta) . (3)

Beweis : 1. Schritt : zu (iii), zeigen (B)); seien a € AgN A4y, s>0

e} 2s
a dt a dt
t) = — t o t) — = — | — =
ult) = 15 Xjazn® /“() ¢ m2) ¢ ¢
0 s
~——
In2

u: Ry — Ag N Ay, Treppenfunktion (eine Stufe) — a€ (A07A1)gq, falls @g, (J(t,u(t))) < oo

Bem.
T de T t\*? de
Dy, (J(t,u(t)? = /t‘eq J(t,u(t))? " < /t_eq max (L) J(s,u(t))? -
S e e
A 0 =0,t¢[s,2s)
< max (1, g) J(s,u(t))
Lemma Il
2s q q q 2s q
t a \7 dt s~ t
_ 9 1,- J( ,7) - J(s, q/t(lfﬁ')q i
/ max( s) “n2 t (In2)? (s,a) t
=1 J(t,") linear . A
( : (1_9){15(1*9)0(2(1*9)1171)
) 1-0)q __ 1
< g% g q < C =g g q
< s (s,a) A= 0)g (2 < Cygs (s,a)
—_——
Co.q
— ||al (40,407, || € Cog 57 J(s:0)
2. Schritt : zu (i), z.z. : (A07A1)gq Interpolationsraum
H| (Ao, Al)gq Norm;  Vollstindigkeit folgt aus Satz[2 unten (bzw. direkt nachrechnen)
[zz.]: AgN A1 — (Ao, A1)y, — Ao+ A
@) — Ha| (Ao, A1)7 |l < Coq w, a€ANA; = AiNA; — (Ao, A1)y,

J(1,a)
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at
sei aG(AO,Al)gq = Ju:Ry — A4AyNnA4 :a:/u(t) -
0
o0
at
laldo+ Aul = || [utt) F |40+ 41] < /||u Ao+ 4y &
0 K(Lu(®))
Vi dt a7 dt
< /K(l,u(t)) ; < /ﬁ 0 ) S+ /t—1+9 0 T u(e)
0 ——— 1
< min (1, %) J(t, u(t))
Lemma[d]
l 1 1 L
/ ,dt PTAS a\ (7 dt
/t %9 7(t, u(t /t“’q’ I /t*"qJ(t,u(t))qT /t (1-0)¢’ —
Holder 0 0 1 1
<Jloltao. A0, | 100 <Jlaltao. a0, | c2(0.0)
J
< Coy ol (A0, 40)],

3. Schritt : zu (i), sei T € £ ({Ao, A1}, {Bo, B1}) , 0.B.d.A. T #0

2z |12 (Ao, )7, (Bo. BUT, )| < IT1£CA0, Bo) '™ ITIE(AL, B’

7 d
sei aG(Ao,Al)ejq = Ju:Ry — ApNA; :a:/u(s)—s Bllll: - Tu: Ry — BgNBy,
; S Def. B Folg. 3
J e olg

stetig, Ta:/Tu(s) E in By + By,
s
0
J (s, Tu(s)) = max(||Tu(s)|Boll,s || Tu(s)Bi])

T

——f
|IT1£(AL Byl

< |\IT|L(Aq, B A —_— A
< ITIE (A, Bo)lmax (Jlu(9) Aol s 7 pn luls)l4al)
J(1,u(s);A0,A1)
0.B.dA. g< o0
7 —0 q dS “
= 204 (J(s,Tuls) = [ J (s, Tu(s); Bo, B1)]" —
0
7 —0 q dS “
< TIC(A0 Bo)ll [ [s7 J(ryuls): Ao, A1)]" =
0
ITICA0 BOIN [ [ o - L dr\’
< |ITIE(A0 Bo)| ( 0 I ir): Ag, 4] T
— g ITILALBY)| |TL(A1, B1)| , [ ] T
IT1L(Ao,Bo)ll

®g,q(J(7,u(7)))

= |ITIL(Ao, Bo)|I'~* IITIL(AL, B)|® ®o,q (J(7,(7)))

S

¢ () om u( r TIEC B o 8= [ &
mit u(7) .—U(T ||T|£(A17Bl)|\) - G—/U(S) s /U(T) -

0 0
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— HTa| (Bo, 1),

< Do (J(s,Tuls)) < ITIC(Ao, Bo)ll'™* |ITIL(AL, B)I| @o,q (I (7. u(7)))

— | 7al (Bo, B0, || < ITIL (A0, BT ITIEAL BOI ol (Ao, 40T, @ € (A0, A1),

inf

— HT|E ((A07A1)9J,q ) (BO’Bl)ej,q)

’ < ITIL(Ao, Bo)lI'™" ITIL(Ar, By)|” 0

Ziel : (Ag, A1)y, = (AO,Al)gq; dazu Lemma notwendig

Lemma 2 (Fundamentallemma der Interpolationstheorie)

Sei a € Ay + A1 mit
K(t
lim K(t,a) = lim (t’“) =0. (4)

t—oo

Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine Darstellung a = Z u; fiir a, konvergent in Ao+ A1, uj € AgNAy,
Jj=—00

J € Z, so dass zusatzlich gilt

J(2,uj) < 3(1+¢) K (2,a) , jEZ.

Beweis : Sei ¢ >0 gegeben, wahlen {a;;};2 . C A;,i=0,1, mt a=agp;+a; und
lao 5| Aol + 27 [lar;|Ai]| < (1+¢) K (2,a) , jEZ

= lim Jag |4ol| = 0, lim [ai;|A4:1]] =0, setzen
@ J——00 Jj—00

Uj = ap,; — a0, j—1 = A1,5j—1 — Q1,5 € Ao N A1 s j S Z,

k k
== a- Z U; = a— Z (ao; —aoj—1) = a— aor +0o—m-1= a1k + A0, —m—1
N P ~—
= = a—ay
k k
= o= Y wlAdo+ A=K |La- > ui| < |lao,—m-1|Aoll+|larklAi] 0
inf i=—m = PR
— 0,m—o0 — 0,k—o0
00
N a= Z U in Ag+ Ay; U; = ag,; — Ap,j—1 = G1,j—1 —a1,5 € AgN Ay, JEL
Jj=—00
~ I (2 uy) = max ([lug| Aol 27 [luy|Asll)
< max( llao,;| Aol + llaoj—1]4oll , 27 |la1j—1]A1] +27 ||a1,j|A1||)
——
< (14e)K(27,a) (14e)K(27-1,a) 2(14e)K(27-1,a) (14e)K(27,a)
< (1+0) (K(2,a)+2K (27 a)) < 3(1+¢) K (2,0)
—_———
< K(27,a), jEL 0

Satz 2 (Aquivalenzsatz)
Seien {Ag, A1} ein Interpolationspaar, 0 <6 <1 und 1< q < co. Dann gilt

(Ao, A1)y, = (Ao, A1)y,

mit dquivalenten Normen.
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Beweis : 1. Schritt : zeigen (Ao,Al)gq — (Ao, A1),

Sei aE(AO,Al)({q = Ju:Rp — AyNn4 : a:/u(t)g
0

oo oo

d 1

K(s,a) < / K (s,u(t)) — = /min <1,> J(st,u(st)) —, s>0

= Ts T T
0 — ' 0

< min (1, 1) J(s7, u(t))

Lemmalll Y(s)

i
LY
s
S
<
S
Ko
N—
(oY
=
IA
VRS
0\8
V)
&
s}
7 N
0\8
=,
=
7 N
J—‘
3 e
N———
=
Va)
\]
£
»
\]
=
a.
~ |5
N—
i~}
w | &
N———
=}

@S,q(w)

[ h i 1 dr\? ds i
<0/</3 0 mli;(l’T) J(sT,u(sT)) T) S)
¢ J(st,ulst ds %ﬁ
(1) [ sraonr 4]
min( 71_> |:7t antu it]; g
0

o,q(J(t,u(?)))

= B, (J(tu(b) ( /1 o dry 779—1 dT) < ¢ oy (J(tu(t))

Ll
2
o\ 0\8
=
B

T T

Co

1nf Ha| (Ao, A1)y H = CHa|(AO’A1)9J,qH

2. Schritt : zeigen (A, A1), — (Ao, A1),

K(t
= lim K(t,a) = lim K(t,a)
0<fh<1 t—0 t—oo t

sei a€ (Ag, A1), —  K(t,a) < cpqt’ Ha\ (Ao, A1)y =0

9 satz @il

g

sei €>0 = Ju; € AgNA, jEZ : a= LT (2, u;) < 3(1+¢e) K (2,
I @), Lemma[2 Ui 0 1J a j;oouJ ( UJ) — ( ) ( a)

definieren u(t) := (In2) "' w; fir 29 <t <2/, je€Z, dh.

1 = 7 dt
W= s S wxg @ = o= S w = > / L= Jun ¢
j=—oo j=—o00 j==00 3 0

u: Ry — AgN Ay, Treppenfunktion, deren Unstetigkeitspunkte sich in (0,00) nicht haufen

24yerallgemeinerte Dreiecksungleichung fiir Integrale, [HLP52, Thm. 202, p. 148]
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o0 o 2
dt dt
Qo (J(tu(®)! = /t_qu(tu(t))q - = > / 0 J(tut)? —
’ t ~N ee———
0 J=700 55 <2-ifa <c J(27,uy)
< Zz]“’wziu]) < d(1+e) 2239"[(23 a)’
=T e K@) I=me
< Cl+e [tk a X = o+l (Ao, A1) Hq
= L - 0, 411 0,q
0
= [lol (o, 407, || < e +) al (A0, Ay, = ol (Ao, 40T, || < efal (40,40, D
m €
Bemerkung : o Satz@ll (i) --» (Ao, A1), = (AO,Al)gq Interpolationsraum --» Satz[Il (i)

o abjetzt: (Ao, A1)y, statt (A07A1)gq

Diskretisierung

Folgenraume Ao Erweiterung von K;O(C) aus DefinitionBlll 0 <6 <1, 1<qg<oo,dh.

o 1
q
(X 2 al) . g<s

{ar}ie o €N = |{an}, N = k=—o0 < 0,
sup 2~ |a| , q=00
keZ

ar, €C, keZ

Satz 3 Seien {Ay, A1} ein Interpolationspaar, 0 <0 <1 und 1< q< 0.
(i) a € (Ao, A1)y, genau dann, wenn {K (2’“,&)}21_00 € N4, es gilt

270 (n2)F K (2a) b W < [l (Ao Ay, | < 2 D K @) N0

oo

(i) a € (Ao, A1)y, genau dann, wenn eine Folge {Uj};‘;_oo C ApgNA; existiert, so dass a = Z uj

j=—o0

in Ag+ Ay und {J (Qj,uj)};i_oo e X\ sind; es gilt
ol (Ao, 40, [~ it {7 (20, w) 1%
2k+1
Beweis : 1. Schritt : zu (i), 0.B.d.A. ¢ < o0 al (Ao, A1) Z t7% K(t,a)? de
. - . » 0.B.d.A. g ' 05 1 0,q| —
k=—o0 ok

P<t<o kezZ = K (2%,a) < K(t,a) < K(2"a) < 2 K (2",4q)
Lemma @]



[ Die J-Methode 47

= 270D K (28 a) < 77 K(t,a) < 2277 K (2%,4q)

o ok+1
Jotao, A< 3 2oty [ S =t )
k=—oc0 Sk
——
In2
00 2k+1
Ha| (AOaAl)e,qu > Z 9700 90k [¢ (2F g)* Otlt =27% 2 ||[{K (2",a)}, [\
k=—o00 Sk

2. Schritt : zu (ii), -
sei a€ (Ao, A1)y, = Fu:RL — AgN A stetigmit a= /u(t) % Dy o (J(t,u(t))) < oo
’ J

) 0
2i+1 00
e = dt
uj::/u(t)T’ JEZL = wu;€AgnA, Z uj:/u(t)T:a
2i = 0
q oo
j 0, _ —j0 j q
{7 @7 )}, 0T = 3 2% g (27, uy)
je—oo ——
2i+1 g 2J+1
S( S J(%ﬂ@))%) Seq [ J(29u(t)? 4t
27 2J
. 2J+1
< e Y / 27904 j (27 u(t))qg
= - ’ t
J=700 95 N~ ——
<t—f¢  <max(1,27/t)J(t,u(t))=J(t,u(t))
oo 9Ji+1
_ dt
< ¢y / O () = ¢ g, () < oo
j=—00 27
—  inf H{J(zj,uj)}jwﬂ < c a|(A0,A1)‘97qH§ ¢ |lal (A0, A1),
inf = ’ ’
=2 u
Jj=—0o0

sei a= Y u;in Ao+ A, u; € AgN Ay, jEZ, mit {J(2,u;)} €A

Jj=—00
analog zu 2. Beweisschritt, Satz 2] : definieren Treppenfunktion w: R, — AgN A; durch

9J+1

(o)
1 o dt
W)= oo 3w g = a= S = Y / T = [ F
j=—00 j=—00 j=—00 0
--» Unstetigkeitspunkte von « h&ufen sich nicht in (0, o),
o0 27t
B, (@) = [ I > [ suny ¥
,q ) ) n L . ‘, )
0 ITTO0 21 <2799 < (20 uy)
oo
. . . q
< e Y s = [TEw)), N <o = ae a4
. J Bem. 4
j=—0o0
Ha| (Ao, A1) qu <ec Ha| (Ag, A H </ inf H{J(Qj,uj)}j|/\9’q O
1nf =

a= > uj

j=—oo
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Bemerkung : e Peetre, Lions (1964), Butzer, Scherer, Westphal (1968, 1971) --+ Approximations-
theorie

e bei entsprechender Modifikation von A% kann ‘2’ durch beliebiges b > 0, b # 1,
ersetzt werden

Bezeichnungen - /Olj = AoﬂAln'lAjH ... Abschluss von AgNA; in | -]A4], 7=0,1
A oo Ao A, ool Abschluss von AN Ay in |- |(Ao, A1)g.ooll

Satz 4 Seien {Ap, A1} ein Interpolationspaar, 0 < 6 <1 und 1< ¢ < oc.

(l) Ao N Ay st dicht in (A, Al)g,q-

(ii) Es gilt
(Ao Ay, = (dodi) = (A0A), = (dodi),
(iii) Sei a € Ay + Ay, dann gilt

ae/olgm — lim t7? K(t,a) = lim ¢t K(t,a) = 0.

t—0 t—o0

Beweis : |zu (i)|: sei a€ (do,41),,

oo
Satz:|3]>(“) 3 {uj};i_ooc AgNA :a= Z uj, ( Z 277% J(27,uj)q) <00

Q=

j=—00 Jj=—00

j=—m li[>m e
———
c€AgNA;
Zu (II) . €s gllt AO ﬂAl = A() ﬂAl‘I'IAomAIH — A() ﬂAl‘IlAJH = /ij — EIHAJH = Aj, j = 0,].
. (A07A1)
= (AgMA, AgN Ay, — (A07A1> — (0 — (Ao, A1),
Lemma [@2 9 0,q (Ao,A1> 4
_ A ﬂAll“l(AOsAl)G,qH q
Satz [I2] (iv)
= (Ao, A1)eq
(i)
zu (iii) | :  zeigen [
seien a € Ag’oo = AO N Al‘l.l(A[)’Al)e’OOH, e>0 = duce AO NA; : ||a — U|(A0,A1)9700|| <e€
= K(t,a) < K(t,a —u) + K(t,u) < cet? + min(1,t) J(1,u)
—_——— ——
< ct’|la = ul(Ao, A1)o,co |l < min(1,1)J(1,u)
Satz [ (iii) Lemma [ (@)

:>}ir% t79 K(t,a) < ce+ J(1,u) %iH(l) =0 = ce, tlim t79 K(t,a) < ce+ J(1,u) tlim t7% = ce
— — — 00 — 00
—_——— —_———
0 0
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fir beliebige ¢ >0 = 71111(1J t7% K(t,a) = lim t7% K(t,a) = 0

t—o0o

. . . _9 T _9 -
sei umgekehrt a € Ag + A; mit gl_r% t77 K(t,a) = lim ¢t77 K(t,a) = 0

t—o0
K(t
= %iH(l) K(t,a) = lim Klt,a)

t—o0 t

=0 sei e>0 = F{u;}° _CAyNA; :
Lemma2] { J}]_foo 0 !

a= Z uj, J(2,u) < 31+e)K(2,a), jEZ

j=—o0

= Ha— Z u;j |(A07A1>9,00H < sup 277%J(27,u;) < 3(1+e) sup 277 K (27,a) —— 0

j=—m |7|>m |j]|>m m—oo
——
cApNA;
= acdonA et 2 4, O
Bemerkung : e Einschrinkung ¢ < oo wesentlich in (i), (ii), i.a. Ap N Ay nicht dicht in (Ao, A1)g,00,

z.B. AO = 61, A1 = 600

~ Ag N Ay =/, SatzB2l ~ (AO,A1)97OO = (€17£OO) =/

1
6,00 T—g,©

infy = Ay N A;j dicht: “endliche Folgen”, aber nicht dicht in ¢,  fiir r < oo
e zu Dualitét (nicht innerhalb der Vorlesung), siehe z.B. [BL76, Thm. 2.7.1, 3.7.1]
— AgN Ay dichtin Ag, Ay ~ [AgNAy] = Ay + A, [Ag+ A1) = Ay n 4
- AgN Ay dichtin Ag, Ay, 0<6<1, 1<g<oomity+ =1
/
~ [(AO,Al)Q,q} = (A5, A1)g o (im Sinne dquivalenter Normen)
man zeigt :

’ 7 ’
[(A(%Al)g,q} - ( /I’Aé))l—e,q’ ’ (AllvA(/))l—G,q/ - {(A07A1)0,q}

/
— A ,A = A/’A/ , — A/,A/ ,
Satz [( 0 1)9»‘1] (A1 4014 Satz B i) (o Ao

¢ ={&}; mit & € Cund € € Uen, {0 € loo : #{j 1 1y # 0} = m}
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7 Der Reiterationssatz

Definition 1 Seien {Ag, A1} ein Interpolationspaar, E ein Banachraum mit AgNA; — E — Ag+A;,
und 0<6<1.

(i) E gehért zur Klasse K(0; Ao, Ar), falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle a € E und alle t,
0<t<oo, gilt

K(t,a; Ag, A1) < ct? la|E|| -

(ii) E gehdrt zur Klasse J(0; Ao, A1), falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle a € Ag N A1 und alle
t, 0 <t < oo, gilt

la|E|| < ct™? J(t,a; Ag, A1) .

Bemerkung : e Definition BB (i) --+ FE intermedidrer Raum beziiglich {Ao, 41}
o {Ap, A1} fixiert --» K(0) statt K(6; Ao, A1)

e {Ap, A1} Interpolationspaar (Ao, A1), , € K(0)

-
Satz [I] (iii)

— Ao, Av)) € T8
Satz [BI] (iii) ( 0 1)9,q ‘7( )

A, A
e (Ao, A1)y, € K(0) N T(0)
0<0<1,1<g< 0
eacily = K(ta)

ac€Ay = K(ta)

IN A

lalAol| < J(t,a) = Ao e K(0)NT(0)
tllalAy| < J(t,a) = A ek1)nI1)

Satz 1 Seien {Ag, A1} ein Interpolationspaar, E ein Banachraum mit AgNA; — E — Ayg+ A4y,
und 0< 60 <1.

(a) Folgende Aussagen sind adquivalent :
(il) AoﬂAl — F — (Ao,Al)

6,00
(b) Folgende Aussagen sind &quivalent :
(i) E € J(9; Ao, A1)
(i) (Ao, A1)y — E — Ao+ 4
(i) Es existiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle a € AgN Ay gilt

1-60 0
lalEll < ¢ lla[ Aol [lal A" .

Beweis : {Ag, A1} fixiert, --» K(6; Ao, A1) = K(0), T(0; Ao, A1) = T (0)
1. Schritt :

EecK@#) <= AynA, — E, sup t 7’ K(t,a) < c|a|E|] <= AyNA — E— (Ag, A;)
~——— Def. [ (i) t>0
(0

6,00

)
[Jal(40,41)p o |



[A Der Reiterationssatz 51

2. Schritt :  zu (b), sei a€ (Ao, A1)y, Sat(”) F{uit o C ANAr, a= Z uj, und

j=—o00

Ha| (A07A1)9,1H ~  inf Z 277 J (27, uy)
a= Y, u; j=—o0

j=—o0

[[£7(29,uj)}, 1701
(i) = (i)]:

E e J(0) E — Ao+ A1, |uylB| < c279T(2,w)), jez

o
&
=]

= E = Aot Ay Bl < ) llylEl < e Y 2770 (2, y) <o

‘= :z; “ Jj=—00 j=—o00
—  E < Ao+ A, |aE|< ¢ inf > 270 (27, uy)

a= 5wy j=—oo

j=—o0

||‘1‘(A0,A1)9,1H

!

(140,141)971 —> E —> A0+A1

(i)

- xR m) ., o my . Ja , j=m
(iy=(i)]:sei a€ AgNA; = a= >, u; mit '_{O 7 j;«ém}' meE 7

j=—oco

(Ao, Ar)g, — E — [alE| < ¢ Ha| (Ao A)g||, acdona —E

(i) < ¢ inf Z 2_j9J(2j,u§m))
Satz [6I3] (ii) meZ j=—o00 N .
0,7#m
= ¢ inf 27™ J(2™ a)
meZ

——
<max(1,t—12™)J(t,a), Lemma

< ¢ inf max [(2*’” t)e, (2=™ t)efl} t79 J(t,a) = EeJ()
meZ Def. [0 (i)  “——
<(2-m t)01 < 21-0, 2m—1<g<om O]
SQI—G
— : ] Aol
(i) = (iii)|: sei a€ AgNAy, a#0, 7:=
lafAx]
EcJ) = lalE] < 77" max(|lal o], 7 [lalA4])
N—_—— Def. [l (ii)
() J(7,a)
— JalBll < ¢ max (flal o)™ Ylal4i]”, Jal 40|~ flal41]”)
= lalEl| < ¢ [lalAo|'™" falAs|” , a € Agn Ay
(iif)
(i) = (i) |: sei ae€ AgNAy
HG‘EH < ct? HalAOHl—@ (tHalAlu)e < ct? J(t,a) , a € AgN A Df:[]]>(") E e j(@) O
(iif) ef. I (ii

< max(|lalAoll;t [la[Ar]]) = J(¢,a)
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Satz 2 (Reiterationssatz)
Seien {Ao,Al}, {Eo,El} Interpolationspaare, 0 < Oy < 61 <1, Ej S K(gj;Ao,Al) N J(Gj;Ao,Al),
j=0,1,sowie 1<qg<o0,0<n<1 und

9:(1—77) 90+1791

Dann gilt
(Eo, Er), o = (Ao, A1)y,

im Sinne dquivalenter Normen. Insbesondere ist fiir beliebige 1 < qo,q1 < 00

((A07A1)90,q0 . (Ao,Al)ol,ql)nq = (Ao, A1)g, - (1)

Beweis : 1. Schritt : zeigen E; € K(0;;A40,41) = (EO,El)n,q — (AO,Al)o,q
sei aE(Eo,El)mq‘—?Eo"-El — Ag+ A1, a=-¢eg+eq, ejGEj
- K(t,a; AQ,Al) < K(t, eo;Ao,Al) + K(t,el;Ao,Al)
—_— —

<cp teOHE[)lE()H, DeflIl(l) <c tell‘el‘El‘l, DeflIl(l)

N

c t% (Jleo| Eoll + %17 ||ex| Ex |)

— K(t,a; Ao,Al) < Cl teo K (tel_eo,a;Eo,El)

inf
e gdt)”
= Ha\(Ao»Al)MH = 7% K (t,a; Ao, A1) y
0

Q=

IN

c (/NHM K ("% a; By, Ey)* At
) b ) t
0

Q=

o0
_ 6-6g ds
/ TR (5,03 By, Ey) S
S
0

Q=

/
Cc

\8

[V

3

=
2
8
S
5

I

al (Bo, 1),

2. Schritt :  zeigen Ej € J(0;;40,41) = (Ao, A1)y, — (Eo, E1

T d
sei a € (Ao,Al)(g‘? = Ju:R, — AgNA; : a= /u(s)—s
’ S
0
0 6,—06 0 61—06 ds
= " K(t"" ", a;Ey, E) < t K (t" 7%, u(s); Eo, By) —
S
0 < min(l,(g)"l‘eo)J(sereo,u(s);Eo,El)
<

7 £\ 0% ds
/too min (1, () > J (sel*oo,u(s);Eo,El) —
s s

0
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0 Ju(s) B )
H/_/
u(s); Ao, A1)

= max (- u(s)|Bol] s
——

J (5017003 u(8)7 EOa El)
E; € J(8;; Ao, A1)
Def. [ (ii) < co 7% J(s,u(s);40,41)
u(s); Ao, A1), s

< e s701J(s,
91—90—91J(s,u(8);A07A1))

¢ max (3_90 J (s,

<
— e s7% J(s,u(s); Ag, A1)
0 61—06 7 0, : t o —0 ds
— t"K(t1 O,a;Eo,El) < t°° min | 1, - s7% J(s,u(s); Ag, A1) —
S S
0
o 6o 01
t t ds
_ . t I3 A A 22
c /mln <(8> ,(8> >J(8,U(S)7 0, A1) B
0
dr

/min (7790,7701) J (tr,u(tr); Ag, A1)

1
0o q
—ng q ds
Ha| (EOaEl)n,q = s K (s,a; Eo, Ey) ~
0
1

q dt

o

o0
/t*eq %1 K (t97% a; Ey, E)
0

t917% =5, 0y < 6,
079() = (01 700)7]
q
dr dt

< /tfeq /min (7'790,7'791) J (tr,u(tr); Ag, A1) — ;
r T dt ' d
< / min (=%, 7=%) / 1700 J (tr,u(tr); Ao, A1) |
t T
0 0
o0 o0 1
d d
= c /min (7'7 ° 791 / =99 J (s,u(s); Ag, Ay)? & il
s =1T S T
0 0
Dy q(J(s,u(s);Ap,A1))

oo >0 <0

A~

¢ By (0 (s,u(s)i Ao, Ar)) [ min (770,70
-

0

T0-01 % <cC

]

1
— f,refeoﬁ +
3 T

c @ q(J (s,u(s); Ao, A1))

IN

IN

C Ha| (AQ, Al)@,q

f Ha| (Eo, E1), ,

verallgemeinerte Dreiecksungleichung fiir Integrale, [HLP52, Thm. 202, p. 148]
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Bemerkung : e (I) --» Reiterationssatz
o wesentlich : 6y £ 61 (09 > 6, --» Satz[HD (i))

e 0y =01 =0:|BL76, Thms. 3.5.4, 5.2.4]
{A4p, A1} Interpolationspaar, 0 <0 <1, 0<n<1, 1<qyq <0

.1 1-n
((AO,Al)e,qO , (AO,A1)07ql)nq — (Ao, A1)y, mit QZQTH%

Folgerung 1 Seien A ein Banach-Raum, 1 < pg,p1 < 00, po # p1, 1 <qo,q1,9 < o0, und 0 <n<1.
L—n, 7
_|_

1
Dann gilt fiir — =
p bo b1

(époﬂo (A), g, (A)) = gp,q(A) )

.9

d.h. insbesondere
(o), (A)) = £(4) .

P

1
Beweis : verwenden SatzPlund SatzBl2 mit Ay = ¢1(A), A1 ={u(A), 0; so, dass p; = gilt,

1 1-0;
d.h. 61:1——, 7,:0’1
Di
Ao, A = A A =0, . (A), 1<q¢< | —
S ( 0 1)91',111‘ (61( )aeoo( ))1_1%7% ép“qz( )7 <gq <oo, i 0’1
—t eAaéooA 1 s EA,[OOA 1 — EA’ZOOA — EL A
Satz[2 (@ <( 1(4) ool ))1*%"10 (£1(4), Lool ))1*5,111)7741 (1( ) ool ))9,q Satz B2 1—""1( )
£pg a0 (A) Lpyqy (A)
mit

1 1 1-— 1 1
9::(1—77) (1—)—1—77(1—):1— n—ﬂzl—f = ——=p
Po p1 p1
N———’ N—————

() 01 -

Bemerkung : ‘Randfille’ : Folgerung@mit po=qo =1, p1 =¢q1 =00, 1 <q < oo entspricht Satz

8 Kompakte Operatoren, Retraktionen und Koretraktionen

bisher:

TeLl ({Ao, A1}7 {BQ,Bl}), d.h. T € ﬁ(Ai7Bi), i=0,1 = T: (A(), A1)97q — (Bo, Bl)@,q stetig

A;

jetzt:

falls zusatzlich T e A; — B; kompakt, i=0Vi=1 = T : (Ao, A1)eq — (Bo,B1)g,q kompakt?
i ? _—
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Satz 1 (i) Seien {Ao, A1} ein Interpolationspaar, B ein Banachraum, und T € L ({Ao, A1},{B, B}),
fiir den gelte
T:Ay — B kompakt

und
T:A, — B stetig.

Fiir A€ K(6; Ao, A1), 0< 0 <1, ist dann

T:A — B kompakt .

(ii) Seien A ein Banachraum, {By, B1} ein Interpolationspaar, und S € L ({A, A},{Bo, B1}), fiir den
gelte
S:A — By kompakt

und
S:A — B; stetig.

Fiir B € J(0; By, B1), 0< 6 <1, ist dann

S:A — B kompakt .

Beweis : m:sei {an}ieg C A, |laxlAl <1, zz.: 3{ay,}¢ Teilfolge : {Tay,}, Cauchy-Folge in B

AGIC(Q;Ao,Al) — H{Cli:}kCAi, 1=0,1 VkeNy :

A— Ag+ Ay
ar =ap +ag, |lap|Ao|| +t ||laplA1| < 2 K(t,ar; Ao, A1) < 2¢t? |jaglAl < 2¢t’ (%)
A € K(6; Ao, A1) —
Def. [7I1 (i) <1
~ {a)}, C Ao beschrinkt = {Tap}, C B prakompakt, 3 {Ta,}, C {Ta}}, Cauchy-
T:Ay) — B
kompakt

Teilfolge in B, d.h. Ve>0 IL=LE) VEL>r>L : HTa%E —Ta%T\BH <e
andererseits : HTa,lWZ - Ta,lcr\BH < |IT|L(A1, B)|| Ha,lw - a,lﬂT|A1H < ' <e, t>t(e)
—_——

< det®=1, (%)

~ 3 {ag,}¢ Teilfolge Ve>0 I L=LE) VL>r>L:|Tay, —Tag, |B|| <2 ~ T kompakt

zu (i) | s sei {ar}p2, C A, |lax|A|| <1 = {Sar}, C By prakompakt
S:A— By

kompakt

~ 3 {Say,}, C {Sar}, Cauchy-Folgein By,Vt>0 Im=m(t) VL>r>m : |Sar, — Sax, |Bo| <t

andererseits : ||Sax, — Sag, |Bi|| < ||S|L(A4, B1)||llak, — ar, |Al| < 2||S|L(A, By)||
—_———

<2

B e J(0; Ay, Ay) ) |b|B|| < ¢t ? J(t,b;By,B1), b€ ByN By
Def. i
<t < 2|S[L(A, Byl

— ISay, — Say, |B| < ct~? max(nsc“w — Say,.|Boll, t TSan, —SakT|BlH)

b:= Sakl — Sag,.

J(t,Sak,—Sax,;Bo,B1)

< e max(L,2 |SIC(A B)|) 170 < e, t<tole)

c!

A Ye>0 Im=m(e) YL>r>m :|Sar, — Sa,|B|| <e ~ S kompakt O
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Bemerkung : o Sitze[lP(i),[BI2] --» alternative Formulierung : mindestens einer der beiden Operatoren
T e L(A;,B), i =0,1, sei kompakt; analog fiir S

[ generell T e E({Ao,Al}, {Bo,Bl}) 5 d_:> ) T: (Ao,Al)g,q ko_mp) (B(),Bl)g’q ?
edingungen 7 .
Krasnosel'ski [Krab0] : A; = L,,, B; = Lg,, 1 < p;,q; < 00,1 = 0,1, gg < o0,

T: Ly, o L, 0<O<1

1 1-6 0 1 1-60 6

= T:L, — Lg -—-= +—, == + —

komp. P P p1q o il

Lions, Peetre [LP64] : Ay = A1V By =By, T: A; — B;, i=0vi=1 (Satz[)
omp.

Persson [Per64] : zusatzliche Approximationseigenschaft fiir (By, B1)
Hayakawa [Hay69] : T': A; — B;,j=0ANj=10<0<1, 1<g<o0

omp.

Cobos, Edmunds, Potter [CEP90] : --» exakter Beweis & Ausdehnung fiir 0 < ¢ <1,

q = o0o; ausreichend auch T : Ay — By, falls By — By
omp.

Cwikel [Cwi92] : T:A; — B;, i=0Vvi=1

komp.

Erinnerung: Ay — Ay Satz?mm) (Ao,A1)90’q0 — (Ao, A1)y,

Folgerung 1 Seien { Ao, A1} ein Interpolationspaar mit kompakter Einbettung Ay — A1, 1 < qo, 1 < 00,

@ ﬁjr0<90<91<1,1§CI0aQ1§00

0 < 6y < 61 < 1. Dann ist die Einbettung (AO,A1)901q0 — (Ao, 141)6,17(11 kompakt.
Beweis : betrachten
id: Ag — A; kompakt
id: Ay — Ay stetig saﬁ(i) id : (Ao, Al)eo,qo ko_mp>. A
(Aos A1)y, o, € K(Bo: Ao, Ay)
analog
id : (Ao, A1), 4 — A1 kompakt
id : (Ag, A — (Ag, A stetig 1.
( 0 1)90@0 ( 0 1)00,q0 Saﬁ(ii) id : (AOaAl)GmQO ko—mp>_ (A07A1)

falls 37 € (0,1) 5 (Ao, Ar)g, 4 € T (1 A, (Ao, A1)g, )

gzz. 31 € (0,1): (Ao, Ay, ,, €T (1 A1, (Ao, A1)y, ,, )

11—
T 1-6,

(Ao, A1)g, o, = A1, (Ao, A1), 40
fra Satz[7I2] < bo.a )

Eo := A1 € K(1; Ao, A1)
Ey := (Ao, A1) € K(00; Ao, A1)

€(0,1)

mit 6, =(1—1n) 6o +n 6, fir n:
1,91 ~~ ~~

1 0o

90,40

Bemerkung : Entropie-Zahlen: T € L(A,B), k€N, Us:={a€ A :|a]4| <1}
er(T'+ A— B):=inf{e >0:esgibt 27! e-Kugeln in B, die T(U,) iiberdecken}
bekannt : lim e,(T':A—B)=0 <— T:A — B
k—oo komp.

--» charakterisieren Kompaktheit von T durch asymptotisches Verhalten von {ej(T)} -,

Frage: ey (T : (Ao, A1), — (BO7Bl)97q) abschatzbar durch e, (T': A; — B;), i =0,17
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Bemerkung : Wunsch: 3¢>0 VkmeN :
Ck+m—1 (T : (AO’Al)G,q — (307Bl)e,q> S CEg (T : Ao — Bo)l_g €m (T : Al — Bl)e

--» in dieser Allgemeinheit bisher noch offen !

Teilresultate : analog zu Satz[J]

[ ] B0:B1:B, TGL({AQ,Al},{B,B}), AGIC(H;Ao,Al) :

erpm_1(T:A—B)< cep(T:Ay— B Pen(T: A — B

L] A():Al :A, TGL({A,A},{Bo,Bl}), BGJ(Q;Bo,Bl) :

erpm-1(T:A—=B)< cep(T:A— By) e (T:A— By)’

Peetre [Pee68] Ay = A; = By  (in Sprache der Entropie-ldeale)
Triebel [Tri78, Thm. 1.16.2/1,2]  (in Sprache der Entropie-ldeale)

Pietsch [Pie78| Prop. 12.1.11, 12.1.12] ¢=2

Haroske, Triebel [HT94], [ET96, Thm. 1.3.2]  Abschwichung der Voraussetzung, Erweite-
rung auf p-Banach-Raume, 0 <p <1 --» ¢= 2

Definition 1 Seien A, B Banachridume, R € L(A, B). Dann heiBt R Retraktion, fallsein S € L(B,A)

existiert mit
RoS = ldB .

S heiBt dann (die zu R gehérige) Koretraktion.

Bemerkung : S i.a. nicht eindeutig bestimmt

Erinnerung : P € L(A, A) = L(A) Projektor <= P?*=P

Satz 2 Seien {Ao, A1}, {Bo, B1} € €2 Interpolationspaare, F : €3 — €, ein beliebiger Interpolations-
funktor, und R € L ({Ay, A1},{Bo,B1}), S € L({Bo,B1},{Ao, A1}) mit

R|A0 ° S|Bo = idp, , R’Al ° S’Bl = idp,

d.h. einander entsprechende Retraktionen und Koretraktionen. Dann gilt :

(i) (SR) }F({A D) ist ein Projektor in F({Ap, A1})

(ii) S ist ein Isomorphismus von F({By,B1}) auf Im ((SR) |F({A N })) C F({Ao, A1}) .

Beweis : zu (i)|:sei be F({Byo,B1}) C DBo+B1 = b=by+0b, b;€B;,i1=0,1
Def. BB (if)
= (RS)b=(RS)(bo +b1) =(RS)by+ (RS)b1 =b, be F({Bo,Bi1}) (1)

N~ =

idp, idp,
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€F({Bo,B1})

sei o€ F({Ag,A1}) — RacF({Bo,B})), (SR a=(SRSR)a = S(RS)Ra = (SR)a
Def. BB (i) Def. BBl (i) ~——
(A2) Ra, (@)
2

= {(SR)’F({AO,Al})} - (SR)’F({AOaAl}) (2)
R € L({Ao, A1}, {Bo, B1}) s 0 F(R) € L(F({Ao, A1}), F({Bo, B1}))
S € L((Bo. B} {dvAr)) | = F(S) € L(F((Bo. B1)). F({A0 ) }Dem ey
F(SR) Def‘(”) (SR)’F({AU’AI}) € L(F({Ao, A1})) E (SR)|F({AO!A1}) Projektor in F({Ap, A1})

zu (ii)|: sei W:=Im ((SR) ‘F({AO7A1})) 8 F({Ao,A1}) = W abgeschlossen;
zz.: S:F({By,B1}) — W Isomorphismus

S(F({Bo,B:1})) cW : b
—
sei b€ F({By,B1}) = (RSl=b = Sb = S(R9D = SR (Sb)
@ Def. BIB (ii) ~~

€ F({Ao, A1}), Def. B (i), (ii

(Sb) = SbeW
Def. BIE (ii) )

(SR)‘F({AO,Al}

S (F({Bo,B1})) = W : (Surjektion)

sei aEWCF({Ao,Al}) — - HbGF({Bo,Bl b=a

@= SR papa @ DS e e,

~—_—— —

=:beF({Bo,B1})
S ¢ F({Bo,B1}) — W injektiv
seien by, by € F({Bo,Bl}) mit Sb; = Sby =a — RSby = RSb, = Ra <= by =b
R eindeutig S~ N~
by ba

~ St W — F({Bo,B1}) existiert, S~! stetig:

W abgeschlossen = S~! beschrankt O
Satz vom abg. Graphen

Bemerkung : e [Tri78, Thm. 1.2.4]
L] spezieII F .= ('7 -)0 : @2 — @1, F({Ao,Al}) = (A07A1)07q

Sa(i) (SR) ‘(ADaAl)g)q Projektor in (Ao, A1)y,

Sa(“) Im <(SR) |(A07A1)9‘q) o (BO,Bl)&q isomorph, S Isomorphismus

»q

e 'Philosophie’ : Interpolationspaar {Ag, A} sei gegeben, F({Ap, A1}) bekannt; sei
{Bo, B1} weiteres Interpolationspaar; falls S (und R) wie in Satz [2 konstruierbar
sind --» F({Bg,Bi1}) bestimmbar (isomorph), d.h. Retraktion/Koretraktion liefern
Reduktion unbekannter Interpolationsraume auf bekannte
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9 Interpolation von L,-Rdumen

Seien (X, X, 1) (vollsténdiger) MaBraum, u ... o-endliches, positives MaB auf (X, X), z.B. (R",B,¢,,); A
ein Banach-Raum; erweitern Skala L,(A) = L,(A4; X, X, 1), 1 <p < oo, aller beziiglich 1 p-integrierbaren,
Banachraum-wertigen Funktionen f: X — A, d.h. mit

(X ||f(ﬂf)|A||”u(dx)) , 1<p<oo
LA = < 00

ess sup |£(z) 4] , p=oo
zeX
Sei f € Li(A)+ Loo(A), setzen

of,0) =p({reX : [f(@)Al>0}), o>0

Definition 1 Sei f € Li(A) + Lo(A), dann ist ihre monoton fallende Umordnungsfunktion
f* o (0,00) — [0, u(X)] definiert als

@) = inf{oc >0 : o(f,0) < t}, t>0.

| Beispiel | : (X, X, 1) = (R",%,4,), A =R, Treppenfunktionen

Q1 foo - ay -
a2 T o az. <—\
| [ |
! | [ \ |
I | *(t
ag |1 f(x)‘ X as | | ‘_f‘( )
N B
m | Ba|
fa) = 3 apx, (@)
ar >ag >--->0 J=1 T
By| =0
AjNAL=0,j#k [Bol
o(f,o) ()
| B3| (—
|As] |
|By| L_, o(f,0) ¢
|A2] { f [ By = U A
jax {1Brlp-r-- = =
as ag ay g
Bemerkung : e o(f,o), f*(t) ... monoton fallend (d.h. nicht wachsend) --+ , non-increasing rear-

rangement", rechtsseitig stetig, ILm o(f,o)=0
o u(X)y<oo = [f*(t)=0, t>pu(X)
o feLo(d) = f1(0):=lm f7(t) = f|Loc(A)]



60 Interpolationstheorie

e wesentlich : maBtreue Umordnung, d.h.
{t>0: FO)>0l= pleeX : [f@IAl >0}, >0, (1)
bzw. fiir o9 > 01 > 0,
(>0 00> (1) > o}l = p({reX : o2 > [f@)A] > o1} (2)
(in @) jeweils ,>" statt,,>" mdglich)
e ausfiihrliche Darstellung z.B. in [BS88] Ch. 2]

e f— f* ... kontinuierliche Variante von ¢ — &* = {& }jio’ Definition

Definition 2 Seien A ein Banach-Raum, 1 < p < 0o, 1 < ¢ < co. Dann ist L, ,(A) der Raum aller
Funktionen f € L1(A)+ Lo (A), fiir die gilt
T dt\ @
q q
([l o] ) a<s
WALy =\ < .
1
sup t7 f*(¢) , q=00
0<t<oo
Bemerkung : o L,q LorentzRaum, L, . MarcinkiewicZZZ-Raum

o Lpp(A) = Lp(A), 1 <p <00, [[f[Lpec(A)] = sup o ({z € X : | f@)]A] > o})?

e Monotonie : Ly 4(A) — L, ,(A), 1<p<oo, 1<g<u<oo

|I|Lp,q(A)]| i.a. nur Quasi-Norm

Satz 1 Seien A ein Banach-Raum, 1 <q<o0o, 0< 6 < 1. Dann gilt

(L1(A), Los(4)), (4) .

= L
»q 1—09

¢
Beweis : 1. Schritt: zeigen K (¢, f;L1(A),Lo(A)) = /f*(T)dT, feLi(A)+ Lo (A)
0

Seien t_:=inf{s>0 : f*(t)=f"(s)} <t und
Ap = e e X f@IA]l > 7)) €X o p(A) = t- fr(#) -

Sei y € Bf = {zeX:|f@)Al =) falls u(B) = 1 (s)

ty—t_> t—t_>0

Fi ot s
— / f(rydr = / frydr + / rine o / 1F(@) Al u(da) + [F@IA] (1)

0 b= = |Irw)lAl A

27 Jézef Marcinkiewicz (* 4.3.1910 Cimoszka, Bialystok/Polen T 1940 Polen)
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Sei feLi(A)+Lo(A), f=f0+f1 fOeLi(A), f'€ Ly(A), wihlen jetzt yO:y(fO)EBZ‘ S0,
dass ||f0 (y )\AH mm{”fo \AH mGBz‘} ~
(t—t_ )<
t
[ @< / |70@)A] adz) + 150 (%) 14] / / |7 @Al a(dz) +]£ 6O1A] o)
0 t
STIP@IAIE) < ||| SIIE=I
< JIF0@)Alln(dw) = 1£°1L1 (4)] ol ]
< |1 + t [ Lee(A)
— [ 50)dr <K (LA, Lo (4)
0
A L L ) e PR
Sei f=f0+ f! eine spezielle Zerlegung, f°(z) = |l f(x)|All ’ ¢ =0
0 s € X\ Af
[Pz = [P — [ |P@i4] uax)
X Ap
() ‘
_ Al = L 1 de) = Al p(dz) — d
A/*If(w)l 11 g o A/*f(w) I n(d) ()A/*u( )
t t t
=1 rtars €A tf_f*(T)dT wiAy) = t-
- / frdr — f
HF'LOO(A)H = esssup Hfl(xﬂAH
zeX
_ f(x) - o
= max s [160) = (100 - i o) [ s w14 }‘ '
— ~~~
fo(2) =fi(z)
——
- 1 < (1), zEX\A;
tji<t> ;
— KOHLA) L) < [P+ ¢ 724 /f dT+/f*(T) ~ [rnar
t — 0
— K (t, f;L1(A), La(4)) = /f*(T)d t>0 o (3)
0
2. Schritt : zeigen (LI(A)aLoo(A))G’q — L (A); sei zuerst

LOO(A))O,qu - /t‘qu(t,f;Ll(A),Loo(A>)" %

:Off*<r> dr >t (8)

| A1z

(=)

>Zt(1—9)q f*(t)q% = Hf\Lﬁ’q(A)H‘I
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2t (1)

|10, e )| = 0t K (1 i La(A), L)) 2 sup #170 7°(1) = [|fIL 2, 0c(4)]

—  (L1(A), Lu(A)), < L (A), 1<g<oo

0,9 194 — 1=

3. Schritt : zeigen Lﬁ,q(A) — (Ll(A),LOO(A))&q; sei zun'eichst

Hfl(Ll(A);Loo(A)>07qH = (/t_qu(t,f;L1(A),LOO(A))q (it);

s ([ (frov) @)

— —m——
K(¢,f;L1(A),Loo (A))?

1 1
q q
t(l_e)q</f*(st)ds> Cf)
0
1 [e%s} d 1
t\ ¢
< /(/t(le)q fr(st)? ) ds
0 0 t

3
I
7N\
0\8

T
1

S T ] B Vo
0

= g1

K(t FiL1(A),Lo (4)), @)

SO 1
@@ a@), | = s et [r@ar = sw d [rnd
’ 0<t<oco T=st  0<t<oo
0 0
< / sup 179 fr(st)ds = /S_(l_e) sup 777 f*(r) ds
0 0<t<o0o t=1 0 0<T<00
fIL 1 (A)
T s o]
= L (A) = (Li(A),Les(4)),, . 1<g< 00 |

28yerallgemeinerte Dreiecksungleichung fiir Integrale, [HLP52, Thm. 202, p. 148]
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Folgerung 1 Seien A ein Banach-Raum, 1 < pg,p1 < o0, po Zp1, 1 <qo,q1,9 <00, und 0<n<1.

1 1-—
Dann gilt fiir — = il + uA
p Po p1

(Lpo,qo(A)aLm,ql (A>) = Lpq(A) ,
7,9
d.h. insbesondere
(Lpa(A), Ly (4)) = Ly(4).
n,p
1
Beweis : verwenden Satz [ und Satz[dl mit Ay = Li(A), A = Lo(A4), 6; so, dass p; = T ¢
— 0
1
gilt, dh. §;=1— —, i=0,1
Di
= = a0 <gq; < ) =
= (Ao, Ad,,, (Ll(A),LOO(A))l . Lpo(A), 1<q <oco, i=0,1
—  ((Ly(A), Lo(A (Ly(A), Loo(A — (Ly(A), L (A — L. (A
o () e ),y (AL L)y, ) = (LaA) L)) = Lo (4)
L:Do,qo(A) LP1=¢11(A)
mit
1 1 1-— 1 1
6:=(1—n) <1> +7 (1)1 D012 = =y
Po P P M p 1-0
90 01 7%
UJ
Bemerkung : als Interpolationsraum st 2 g(A) = (L1(A4),Lsc(A))y,  Banachraum (mit
[+ 1(L1(A), Loc(A))g 4 1), sonstiist || - [L o (A)| i.a. nur Quasi-Norm
10 Sobolev- und Besov-Rdaume
Wiederholung  (siehe auch Abschnitt D)
S(R™) Schwartz-Raum, §'(R™) ... lineare Funktionale auf S(R™);
olel
Multiindizes : a = (ai,...,a,) €Np, |a] = ZO‘“ D("——anv ¥ =&t -0, EERT

- Oz

Fourier-Transformation :

(Fp) (&) = o(&) = (2%)7% /e_””f o(z) de, £eR™ peSR"), mit z{= Zxkgk

Bn k=1

e Fl)(©) = $©) = (2n)7F / ¢ o) dz, EER", e SRY),
J

o F,F 1:S(R") — S(R"), F,F':8R")— S'R"), F,F:Ly(R")— Ly(R™) unitar

o D*(Fp) (&) = (=)l F(ap()), €*(Fp)(€) = (=)l F(D(z))
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Definition 1 (SobolevZZRiume)
(i) Seien 1 <p< oo, k€N, dann ist

Wy (R™) := ¢ f € Ly(R™) : |[fWFR™)[|:= Y [ID*fIL,(R™)] < oo
lal<k

(i) Seien 1 <p< oo, s€E€R, dann ist

Hy(R™) o= {f € S'®™) + | fIHSR™)| = || 77 (1+1€)® FFIL,(R™)

<o},

Bemerkung : ° Wz’j ... , klassische" Sobolev-Raume, H; ... Sobolev-Raume gebrochener Glattheit,
BessefPotential-Raume, ~ WY(R") = HY(R") = L,(R")

e feL,(R") = D%f, aeNj ... ,schwache Ableitung" (im Sinne der Distri-

butionen erklirt) : (D*f) () = (=1l f (DY)

~~ N~ N

€D(R™)=C5° (R™) €D/(R") €D(R")=C5°(R")
= (o@D @) 0%) @) da
v € C5°(R™)
R R~
(D> f) () f(D>p)

e Motivation : partielle Differentialgleichungen, z.B. gesucht u mit (id — A)™u = f,
f gegeben --s welche ,Qualitit” der Losung w ist entsprechend der Vorgabe f
zu erwarten ( f € L, --» suchen u e W>™)

Sobolev-Riume : Zusammenhang Wzlf «— Hj

i feWEE) = [fIVEE] = 32 DI < oo

lor| <k

Formel von Plancherel / Parseval :  |D®f|Lo(R™)|| = ||F (D*f) |Lo(R™)|| = |E*F£(E)|L2(R™)|, |a] < &

n

e =TL el < lell < (1+1EP)? lal<k €£eR
=g

= | fIwE®RY)

> € F I L(R™)]|

lal<k
< e |16 FROILa(RY)

= e [F 1) E FROILRY)

Plancherel

= can [FIHE®RM| ()

29Sergei Lvovich Sobolev (* 6.10.1908 St. Petersburg T 3.1.1989 Leningrad)
30Friedrich Wilhelm Bessel (* 22.7.1784 Minden T 17.3.1846 Konigsberg)
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sei 0 :R—10,1], o€ C®(R), o(s) =—po(—s), s € R, mit
L 2) %
Q(t):{o’tSQ} - % Y 11 .
1, =21 L+ 0" EE g -1 -1 Q/i
ST T
>0, 0(&:)&:i>0 ' 2
= (141D < C(1+ Y HEet) . cer
=1
= ||f1EsEn)| |7 a+ien) Froimen| = |a+1er)f Freine
Def. |I| (ii) Plancherel
_ (1+ ) * e \
= H S S TAT:: (HEQ (&)EF) FF©)| L2(RY)
<Chn.,k
< (HZQ ()¢ )ff &)[La(r")
< o (IF @) + S| ot g7 s )
Pt —— ——
[[1<1 (- )k]_-<akf>
< c(|ffL2(R")| + > W]Lz(w) )
Plancherel i=1 €T
< e Y IDYIL®Y = e |[fWERY)
|| <k
IAWERD|| ~ |fFIHE®RY| = | WERY) =Hf®R"), keNo |
wesentlich : Formel von Plancherel --» was passiert fiir p #27
p#2 = |fWF®RM| = DD (FEN)IL,RY| = Y [|FHEFFE) LR
la|<k la|<k
? k
< Cux |[FHOHERFROILERY| ~ AEERY)|
wann gilt |FEFHOILERN]| < Cog ||F7 (14 1EP)F FREIL,RY)
= Hf-l(lf;'%,;<1+|5|2)§ff<§>|Lp<R"> < Cou |7 416D FrOILRY)
————
=m(§)
= |rmers ok ErginE)| < o |0t e e
9(§) 9€)
= [F~tm F glL,R™)| < Cux llglLy(R™)|
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Definition 2 Seien m € Lo (R"), 1 < p < oco. Dann heiBt m Fourier-Multiplikator fiir L,(R™),
m € M(L,), falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle f € L,(R™) gilt

|7 m AL R < e LR -

Satz 1 (MichlinfLHérmander®2)
Seien 1 <p < oo, m € Lo(R™). Dann ist m € M(L,), falls gilt

sup  sup [¢]* |Dom(€)] < oo
ol < 14[3] EER”

Beweis : [Triz8, Thm. 2.2.4, Bem. 2.2.4/4], [BL76, Thm. 6.1.6] O

Satz 2 Seien 1 < p < oo, ke€Ny, se€R. Dannsind W}(R") und HS(R™) Banach-Riume, fiir die
zusatzlich gilt

k(mn\y _ k(mn
WER") = HER™), ke N

Beweis : 0.B.d.A. k€N, verwenden Argumentation analog zu p =2 und Satz[I] mit
k
3 . (1+1g%)*
mak(§) = ———7, lo| <k bzw.  mu(§) = 7
) 1+t RS S
—  gzz.:  swp sup [ [DOmes(@)] < oo, ol <k (2)
Satzll 8] < 1+[3] ¢€R”
sup  sup 6" D, (6)] < oo (3)
18 < 1+[3] CER™
B=0 : sup |mar(§)] <1 <0
£ERn
0, Ot]':()
9 £ € a;—1 2
Bl=1 : ¢ ‘ _— ‘: Q€Y €T g (L4 1E?) — k€2,
% \a+igp)) | asgni Y :
—_———
Ma,k(€) SCa fgflolet

0 & |¢[led+2
— sup |§| — | = < Ca)k sup &1 < o0
e 106\ (1+[¢P)? ek (1+e2)2"
N————

¢y oo lol <k

|a]4+2|8]
peNy = sup [¢[V1 |DPma ()] < Capn sup |§|—E+\m > @
analog  g¢cRn £ERn (1+|£|2)2
—

Cn,kv |a‘Sk

31Solomon Grigoriewitsch Michlin (* 1908 T 30.8.1990 St. Petersburg)
32Lars Hormander (* 24.1.1931 Mjillby/Schweden)
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1Bl =0 :sup |mer(§)] < Chp <0

£ERN
<o (1+12) %
18| =1: iw < <1+|§|2)§'—1 2[2§j <1+i0k(€i)fk>+
9 l—ki;1 oF(&)EF (1 + zn: QW@){?) i=1
NI <o el b4
0,/&;]>1
—
(1+16%) (KO TGN 68 +r o) 61 ) |
< c2
< ez &R
< e (14[g)5 73
2\5 2y5—1+5+3
— fs;lﬂg €] 885_(1:|£ ) - < Comik 5seu]é) € (1L+ 1) 5
n ‘7 1 k ,L ; n n ‘
Fy e (1+ 5 serer)
2\ 5
< Cym,e SUp ((1:§|)> < C < ©
SR N1 4 ) oF(&)ek
i=1

< em? (8 < O

e,n,k

feNy = sup |§|W‘ ‘Dﬂﬁz&k(f)} < Cpp,k SUp T?LLﬁIL(f) < oo <= @) 0O
analog  ¢cRn £ERM

Bemerkung : , Lift-Operator” :
Lf=F'1+|P)*Ff, feSR"), oceR (4)
I, :S(R") — S'(R"), (I,) '=1., < I,ol ,=I,0l,=ids, c€R
I, © H(R") — H;°(R"), s,0€R, I,(HR")=H"(R") (5)

speziell : || f|Hy(R")|| = [LfIL,(R™)|| <= Hy(R") =1 (Ly(R™))

c=2m = (1+[f)"Ff=F((id-A)"f) = ILyf=(id-A)"f, dh.
feH;R") <= (idd—A)"feH;?"(R") --» I, liftet" Glattheit s

Fourier-analytischer Zugang zu Funktionenrdumen, glatte Zerlegungen

Seien se€R, f¢€ HS(R”), B, = {x eR™ : Jz| < 2j}, j €Ny, B_1:=10, betrachten Kreisringe
Kj=Bj\Bj_.1={zeR" : 271 < |2| < 27}, jeN

= U K =R" K nKi=0j#¢

J€Ng
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IS @I = |77 (1+ 162)* FFILo(RY)

= ||a+eR)? FrLamy

Plancherel
= (L4 162)° 17 F O d5)2 = ( X (O (T+1EP)° 17O d§)2
>0 0 2 3 0 .y X o\ %
(X2 oo a) = (S |ry Fre)|)
§=0 Bn ! Plancherel  \ 520 J
[ Fr1zacen|
- H{st J—“‘lij}“f}j:O ‘éQ(LZ(Rn))H et BT H{]:_lXKJ']:f}j—o Eg(LQ(Rn))H
A = Ly(R™)
D p#£2, Xp ~—* @5 € C§°(R™) = o F~lo;Ff glatte Funktionen fiir f € S'(R™)
J Sat Paley=*

Wiener*%Schwartz

Glatte (dyadische) Zerlegung der 1

Xp ~7 %i € CP(R?) = etwas Uberlappung nétig, K, --» A, dyadische Kreisringe,

Ap={zeR: 27 <|z| <2}, (eN, Ay={zeR":|z|<2}

Definition 3 {;}72, C C5°(R™) heiBt glatte (dyadische) Zerlegung der 1, {¢;}52, € ®(R"), falls
(i) suppy; CA;, JjeEN,
() Yvy=01,sm) €ENG Ty, >0 VaeR® 12001 DVpi(x)| < ¢

(iii) Zapj(x) =1, zeR™

:Sei ¢ € S(R"), supp ¢ C {y eR": |y| <2}, o(z) |z] < 1; setzen o = ¢,

=1,
pj(x) = p(2772) —p(277H2), jeN = {g;}}2, € ®R")

Definition 4 (BesovE8.Riume) Seien s € R, 0 < p,q < oo, und {‘pj};io € ®(R™). Dann ist
By (R™) die Menge aller f € S'(R"), fiir die

S jsq || -1 INTTARA
(ZQ | F 7 o FFIL(R™) || ) , <o

=0

3=0
sup 27¢ ||}"*1 gojff|Lp(R")|| , ¢=00
j€Np

17185 o (RM)]| =

endlich ist.

3g(¢) ganze analytische Funktion in C* <= g(£) analytisch in C*, 3b>0, ¢ >0V £ €R™ : |g(&)| < c eblél
Satz von Paley-Wiener-Schwartz : Sei g(§) eine ganze analytische Funktion in C™. Dann gilt :

IfeS R :supp fC Ky, g=Ff <= 3Jc>0,NeNVEeCC™ : [g&)] < c(14[g)N erlSm]
34Raymond Edward Alan Christopher Paley (* 7.1.1907 Bournemouth/England T 7.4.1933 Banff, Alberta/Canada)
35Norbert Wiener (* 26.11.1894 Columbia, Missouri/USA T 18.3.1964 Stockholm)
360leg Vladimirovich Besov (* 27.5.1933 )
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Bemerkung : e lange Geschichte; Skala B, , schlieBt u.a. Holder-Zygmund-Raume ein

e klassisch” : Charakterisierung iiber Ableitungen und Differenzen, z.B. fiir 1 < p < oo,
s>0, 0<qg<oo, TéeN mit r>s

1 /a
S n n 2 —S T n th
1718 R~ fILp(R >|+</0 17 sup IARAIZ, ) t)

mit (ALf)(2) = f(z +h) — f(2), (AP f)(@) i= ALATf)(2), 2,k €R", m €N
e parallel dazu : F}; ,; systematisch in [Tri78], [Tri83], [Tri92b]

p

Satz 3 Seien 1 <p<oo, 1<qg<oco, s€R, und {p;}2, € 2R"), {¢;}}2, € ®(R"). Dann sind

| - |B]§,q(]R")HW und || - |B;7Q(R”)||w dquivalente Normen in B, (R"™).

Beweis : Norm-Eigenschaften Klar, [|[B;,(R")| = [[{F 0,7 £}, |65 (Lo(RM)]|
e’ Jj+1
(o) {01 €ORY) = 0@ =gi@) Sotel@) = Y wi@ida), jeN,
Def. B (i), (iii) —o P_1:=0 =1
#0, £-2<j<l+2
1
= Flo;Ff = F o FF Wiy F
r=t—j, F F! wits ,;1 - %/—’w +7
9
1 - 1 -
= 1P eFALEI]| < ¢ X0 | F e F L@ | falls
z r=-—1

sup  sup [¢1* D;(¢)] < ¢ <
la| < 14+[5] SER”

(o} €®®Y) = s [¢] Dog©)) =  sup gl DY) < Ca
Def. BI(i), (i) ¢eRrn 2i-1<|g|<2iHl S~ N —
< cq 290l < el 2-dlal
@ ¥
= sup sup ¢ Do) < e = |fIB,(RM|T < ¢ ||£1B} R O
la] < 14[3] &€R™

Bemerkung : e insbesondere : Bj (R") Banach-Raum; fiir 0 <p,q <1 --» Quasi-Banachraum

e Unabhingigkeit von der Auswahl der {(pj};’io € ®(R™) (im Sinne dquivalenter
Normen) = Rechtfertigung fiir Schreibweise |-|B; ,(R")|| statt |-|B, ,(R")[|®

e S(R") — By (R") — S'(R"), seR, 0<p,qg<oo; S(R") dichtin B;  (R")
fir seR, 0<p,g<oo

Lemma 1 Seien s,0c € R, 0<p,q < oo, I, gegeben durch [@l). Dann ist I, ein Isomorphismus von
By (R") auf By 7(R"™).
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Beweis : sei {‘Pj};io € d(R™)
77 (L)

= mgE) = {7 0 ) |

I f
H{f—l (277 ¢ (1+16P)*) ff}

=

£ 5, |

- {¢;}72, ,verallgemeinerte Zerlegung der 1%, d.h. {4;}2 erfiillt Def. Bl (i), (ii), und

m = n S n S n d}
iy > wy@) 2 >0, weR* = [[1B,®)] ~ [|fIB;,®")]
§=0
— L agr@)) = [{FreEsfle ey < o nBL,®)) cer ()
L= B ®RD| = ([T (I f) 1B} (R S O lA1B @)
O
Satz 4 (Elementare Einbettungssitze)
(i) Seien 1< p<oo, seR. Dann gilt
Bpi(R") — Hp(R") — By (R"), (6)
insbesondere
By (RY) — Ly(R") — B, (R"). (7)
(ii) Seien 0 < p,q1,q2 < 00, s1,82 €R, s1 > s. Dann gilt
B;al(h(Rn) - B;?‘Iz(Rn)
(iii) Seien 0 <p<oo, s€R, 0< g1 < g < oco. Dann gilt
B;#h(Rn) - B;flz(Rn)'

£ (L")

Beweis : [/1B;, (R = [{F'wiFr} 7,

zu(ii)[: 0<q<gp<oo = £ (L,R") — 6, (L,R") = (i)

zu (ii)|:  sei fe By (R"), s1>s82, 0<q1,q2 <00,0BdA. ¢ <oo (¢g=o00 analog)

1

<Z 2lj52q2 ||f_lg0jff|Lp(Rn)||q2)q2

a<e: [ABELEY] =
j=0
joo >0 N
= (S e )
———
j=0 <1

1

(X 20 o fn @)™ )" = 1183, @)

a2 7=0
a1 < g2

e&
[IA
o~
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1

q1 > Q2 ||f|B;2qz Tl)” _ (Z 975102 2,]‘(51,82)% HflﬁpjfﬂLp(R”)qu)m
§=0
= = /i& a1
< (Z s || Flp, FF|L,(R™)] ql)q (Z o—i(s1—s2) TA2 > £
Halder j=0
r=g>1
|| £1B3ke, R™)| <ec
< e [|lf1B, R
zu (i)| : ausreichend, (@) zu zeigen Lemnﬁ@ [@); seien f € 32,1(R"). {%};10 c B(RY)
Deﬁiiii) f:Z‘Fil(pJ‘Ff = ||f|Lp(Rn)” S Z ||f‘71§0jff|Lp(Rn)|| = ||f|B071(Rn)H (*)
: = 2

sei jetzt 0.B.d.A. {p;}]2; € ®(R") so, dass g :=p € S(R"), supp ¢ C {y €R": [y[ <2}, p(z) =1,
|z] <1, und ¢1(z) :=¢ (%) —p(x), i) :=¢ (2_j+1ac), jEeN

si feL,®"Y), FloFf@) = (@0 / ¢ 0 (6) / I f(y) dy d
R» Rn
(2m) 3 Ff(&)

-t /f /Z(‘“’ ©i(€) A€ dy
yeams (QW)in/f(x‘Z)/eizf pi(6) d¢ dz

= 20-1n (27)” /f (z - 2) /e 2o (297 1) dn dz
j N————

R ©1(n)

(2m)2 F-lp1(20-12)

= 2l —1)n (277)7%/]”@—2) F o (Qj_lz) dz

= P E)] s e [ L @) e ()] a:

R =[1f1Lp(R™)]]

= L@ [ |7 e )] du

IF= 1| L1 (R™) ]

= ¢ IILyRM)IHF or| Ly (R

= |[/IBp®)| = sup |7~ i FfILp(R™)||
J 0

IN

¢ |F ol Li@®Y)|| L@ = ¢ I fILp(R™)]

ot By (R") — Ly(R") — By (R") O
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Bemerkung : e in ([7)) kann man auch p=1 und p= oo zulassen

e erganzend zu (ii), (iii) gilt fir 0 < p; < py <00, 0 < ¢ < o0, 8§ > s9 mit

81 — ;j > 83 — p%
B (R") — B2 (R")

p1,9 P2,9

-—> zum Beweis Nikol'skij2- Ungleichunger® notwendig

11 Interpolation von Sobolev- und Besov-Raumen

feB;,®Y) = ||fIB; @) = |[{F e, 71},
betrachten Abbildung

4 (Lp(R™)) H <0

S : By (R") — €5(Ly(R™) ,  Sf == {F o Ff} -,
~ S linear, stetig, d.h. S e L (Bj ,(R"),05(L,(R"))) --» Koretraktion von Bj ,(R™) auf £5(L,(R™))
zugehérige Retraktion R € L (¢5(L,(R™)), B ,(R™)) ?

Def. Bl SatzBI2 --» Banachriume, betrachten deshalb jetzt nur noch p,q > 1

Lemma 1l Seien s € R, 1<p<oo, 1<qg=<oo, {9;}j2,. {¢}2, € QR") mit ;&) =1 fir
& €supp ¢, j € Ng. Dann sind

Ry : £(L,(R")) — B (R") R({hj}j.‘;o) =Y FlyFhy (1)

=0
eine Retraktion in L (¢;(Ly(R™)), Bs ,(R™)) und
Sp + By R — G (Ly(R") . Sf = {F "o, Ff} L, )

die zugehérige Koretraktion.

Beweis : klar: S, € L(B;s (R"),£5(Ly(R™))), Ry : £5(Ly(R™)) — By (R") linear

z.z.: Ry : ZZ(LP(R")) — By (R") stetig: sei {hj};io € EZ(LP(R”)), 0.B.dA. ¢ <0

- (S

{¢;} € a®r™) "I=0

1

)

= ||Re o) B @)

FoF (Y F Fhe) [, (RY)
k=0

J+1
> FlejvrFhi

k=j—1
. : .
< c(Z?ﬂM%@Wﬁ = o ||[trdsz, [ (Lo
(%) j=0
{goj};io,{wj};io €cdR") = @;¥j_1, ¢j¥;, w;¥j+1 Fourier-Multiplikatoren in  L,(R™) (xx)
analog zu
Satz [10B3]

= Ry € L(6(Ly,(R™)),B; ,(R™))

37Sergei Mikhailovich Nikol'skij (* 30.4.1905 )

38 Seien 0 < g<p<oo, feSR") mit supp Ff C{yeR™ : |y| <R}, R>0, a€Ng. Dann existierlen ca >0 und

n(l_
Cpg > 0, 50 dass fiir alle. R >0 gilt : [|D*f|Ly(R™)|| < ca RI® [ fILpy®RM)], | f1Lp@®R™)] < cpg R™ T8 [|f|Lg(R™)].
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nzz: RyoS, = idB;q(Rn)

=:h;
. 1 - o - 1 1
i feBy,(RY) — Ry(S.f) = R({F'eFf} ) = 3 FGFFeES
7=0 m =0 T
Sef , @ ’
o _1 auf supp ¢; .
Z J ‘ijf = Zf_leff = f
= - =0 {w;} € 2R™)
:%‘ Def. O3] (iii)
— R"b OSL,D = idBIs]’q(Rn) O
Bemerkung nach Satz[I0Q3: B; (R") — S'(R"), s€ R, 0<p,g<o0
= {By . (R"), B (R")} Interpolationspaar von Banachraumen, 1 <p;,¢ < oo, s; €R,i=0,1

Lemmaﬂ]i?tz BIA (ii) Scp : <B;g q0<Rn) Bzi’ql(Rn))g,q - (Zzg(L ( ))’&811( (Rn)))e,q

Isomorphismus auf abgeschlossenen Teilraum von (Z;g (L (R )),62}( (R”)))e ,0<0<1, 1<qg< o0,
.q
d.h.

| 7 1(Bin @) B ),

H ST 1(450 (Lo (R™), 652 (L, (R™)) )

0.q

[ (@) @a@), | o

fiiralle f € (B, (R"), By, (R))
0,q
Satz 1 Seien 1 <p<oo, 1<qg,q1,9 <, Sg,51 €E R mit sg#s; und 0 <6 < 1. Dann gilt
(B (R, By, (R”))aq — B, (R")  mit s=(1—6)so+0s; .
Beweis : SazBllmit A=L,(R") = (£(L,(R"), 65 (Ly(RY)) = £5(Ly(R"))
q
= [ 1@ e e, |~ [EerntlawE)| ~ In5.e)

mit isomorpher Zuordnung O

Satz 2 Seien 1 <p<oo,s€R, 1<qp,q1 <ocomit qo#q und 0<6 <1. Dann gilt

s n s n s n .1 1-6 6
(BMU(R ); qul(R ))e,q - BP,q(R ) mit az o +q—1

Beweis : Satz[BlR2 Folg. [ Bemerkung vor Def. B2 —- (ZZO(A)7£;1(A)>9 = £3(4)
»q

:> H f| 00 (R™), B;ql(]R")>9 H ~ Hf|B;q(R”)H mit isomorpher Zuordnung O
L,(R ,q ’

A=
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Bemerkung : Seien 0 <6 <1, 1<py,p1 <oo mit pg# p1, S0,81 €R, 1<qp,q1 < oo mit

1-0 6 1-60 6 :
+ — = —. Dann gilt
do il Po p1
(Birao®), By (®Y) = B, (R")
fir s:=(1—0)so+0s; und E = 1_9-1- 0 = 1_9+£ ( [Tri78, Thm. 2.4.1 (c)] ).
p Po p1 4o T

Satz 3 Seien 1 <p < o0, 809,81 €ER, sg# 51, 1 <qg<o00, und 0<8 < 1. Dann gilt

(@), Hp@®Y), = By, @), mit s =(1=0)s+0s,
insbesondere
(Lo(R), H;(R"))eq — BI(R"), s3>0,
und
(L,,(Rn), Wzﬁf(R”))eq — BI%(R"), keN,
Beweis :
By (R = (B(R"), By (R™) (H0 (R, 3 (R™))
p7q( ) sate D p,l( ) p,l( ) 0.q Lemc;: p ( ) p ( ) 0.q
R Satz [T04 (i)
B (R"), B3 (R" = B (R"
Lem:a) ( p,oo( )’ p,oo( ))07(1 SotelD P,q( )
Satz [TOM (i) az
L,(R") = HS(R”), W;(R") = HZ’f(R”), keN =— Spezialfille
Def. {01

Satz [10[2
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