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Ubungen zur NICHTLINEAREN OPTIMIERUNG

Probeklausur

Aufgabe 1  (Konvexitét) (-)

i) Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = || Az — b||%2 + >°7_, Bi|xs| fiir B; > 0 konvex ist.
2 =1

(ii) Sei f:R™ — R konvex. Ein Vektor g, € R™ mit f(y) > f(z) + g2 (y — ) fiir alle y € R"
heifst Subgradient von f in z. Das Subdifferential 0 f(z) ist definiert als die Menge aller
Subgradienten. Bestimmen Sie das Subdifferential 9| - |(x) fiir alle z € R.

(iii) Sei g : R™ — R konvex und z* € R™. Zeigen Sie: z* ist globaler Minimierer genau dann,
wenn 0 € dg(z™*).

(iv) Sei A eine orthogonale Matrix. Geben Sie eine Charakterisierung fiir einen Minimierer z*
der Funktion f an.

Aufgabe 2  (Newton-Verfahren) (-)

—T

Betrachten Sie die Minimierung der Funktion f(z) = j2% + e

(i) Geben Sie die notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung fiir dieses Problem an.
(ii) Geben Sie den klassischen Newton-Schritt zur Minimierung der Funktion f an.

(iii) Sei T': Y — Y eine Abbildung. Ein Punkt yo € Y heift Fixpunkt, falls T'(yo) = yo. Eine
Abbildung T : (Y,d) — (Y,d) eines metrischen Raumes in sich selbst heifft Kontraktion
beziiglich d, falls eine Konstante a < 1 existiert, so dass d(Tz,Ty) < ad(z,y) fir alle
z,y €Y gilt.

Banachscher Fizpunktsatz: Sei (Y,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und 7" : ¥ — Y

eine Kontraktion beziiglich d. Dann ist 7" stetig und besitzt genau einen Fixpunkt.

Betrachten Sie die Funktion F'(z) = e;(f:f) auf dem Intervall (0.5,0.75). Zeigen

Sie, dass die Funktion F': B¢(0.6) — B(0.6) eine Kontraktion beziiglich d(z,y) = |x — y|

fiir hinreichend kleines € > 0 ist.

(iv) Folgern Sie, dass das Newton-Verfahren fiir einen Startpunkt zy € B(0.6) gegen den

lokalen Minimierer z* der Funktion f konvergiert.



Aufgabe 3  (Quasi-Newton-Verfahren und Liniensuche)
Sei By41 durch das BFGS-Update von By bestimmt.

(1) Zeigen Sie, dass By die Sekantengleichung erfiillt.

(ii) Nehmen Sie an, dass zum Abbruch der Liniensuche die schwache Wolfe-Bedingung verwen-

det wird. Zeigen Sie, dass dann ygsk > 0 gilt.

(iii) Nehmen Sie an, dass zum Abbruch der Liniensuche die starke Wolfe-Bedingung verwendet

wird. Zeigen Sie, dass fiir hinreichend grofses  dann ygsk > 0 gilt.

(iv) Folgern Sie, dass die Matrix By positiv definit ist.

Aufgabe 4 (Trust-Region-Verfahren)

(i) Formulieren Sie das Trust-Region-Subproblem und geben Sie mit Hilfe der Lagrange-
Multiplikatoren die notwendigen Optimalitdtsbedingungen an.
Hinweis: Verwenden Sie diese Optimalitdtsbedingungen, um die folgenden Aufgabenteile

zu bearbeiten.

(ii) Zeigen Sie: Fiir A # 0 16st pi das Problem

min g (p)
st |lpll = Ag

Hinweis: Zeigen Sie qx(px) < qr(p) + %)\(pr — pFpy) fiir alle p.
(iii) Zeigen Sie: Ist A\ = 0 und V2 f(x},) positiv definit, so 16st py das Trust-Region-Subproblem.

(iv) Zeigen Sie: Wenn das Trust-Region-Subproblem keine Losung mit [|pg|| = Ay hat, so ist
V2 f(zy) positiv definit und || V2 f(zx) 'V f(2r) || < Ag.

Aufgabe 5 (Nichtlineare Optimierung)

Betrachten Sie das ungleichungsbeschrankte Minimierungsproblem

min f(x)

st. I<zx<u

mit [ < u. Es sei * ein lokaler Minimierer dieses Problems.

(i) Verwenden Sie die Lagrange-Multiplikatoren, um die notwendigen Optimalitdtsbedingun-

gen zu formulieren.



(ii) Zeigen Sie, dass gilt

=1l = 0f(a") >0,
81'1'
8:1:1-

Li<zy <u = f (@) 0.
6:@

Abgabe: KEINE. Besprechung der Aufgaben in den Tutorien am 20. Juli 2017.



