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Aufgabe 47 (5 Punkte). Seien F, G und h jeweils glatte Vektorfelder beziehungsweise Funktionen auf
einem offenen Gebiet © C R3. Man beweise:

1. div (rot(F)) = 0;
2. rot(grad h) = 0;
rot(h-F) = h-rot(F) + grad h x F;

- W

ist O sternférmig und gilt rot(F) = 0, so existiert eine Funktion f : O — R mit F = grad f;

5. ist O sternformig und gilt div (G) = 0, so existiert ein Vektorfeld H mit G = rot H.

Aufgabe 48 (6 Punkte). Sei M* eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit ohne Rand. Eine Funktion
f: M* — R heiit Eigenfunktion des Laplace-Operators zum Eigenwert A € R, falls Af = \f gilt. Man
beweise:

1. Sind f;, fo Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten A1 # Ao, so gilt

(ke = [ B f@ant =0
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2. Sei S? C R? die Sphire vom Radius 1, A®’ der Laplace-Operator des R?, AS” der Laplace-Operator
von S% und f: R? — R eine glatte Funktion. Mit r = /22 + y2 + 22 gilt
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3. Sei P : R® — R ein homogenes Polynom von Grad m, welches harmonisch ist, d.h. ARBP(w) =0

erfiillt. Man zeige, dass P|g: eine Eigenfunktion des Laplace-Operators von S? ist, und bestimme
den Eigenwert.

Aufgabe 49 (2 Punkte). Sei M™~! Rand einer kompakten n-dimensionalen Untermannifaltigkeit von
R™ und N (z) das Normalenvektorfeld. Ist VV € R? ein konstanter Vektor, so gilt

/ N (2),V) - M1 = 0
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Aufgabe 50 (2 Punkte). Man berechne, ob die folgenden Funktionen harmonisch sind und auf welchen
Bereich.

1. u(z,y) = e* cosy und v(z,y) = e* siny.

2. u(z,y) = log(x? + y?), fiir (z,y) # (0,0).



