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Aufgabe 8 (4 Punkte). Sei H = L2([0, 1]) mit der ONB (ek)k∈Z, ek = e2πik(·).

a) Sei f = id[0,1]. Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten 〈f | ek〉 und zeigen Sie damit

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

b) Sei f ∈ H mit
∑
k∈Z
|〈f | ek〉| < ∞. Zeigen Sie: Es ist f ∈ C([0, 1]) mit f(0) = f(1)

und in
(
C([0, 1]), ‖ ‖∞

)
gilt ∑

k∈Z

〈f | ek〉ek = f .

Aufgabe 9 (6 Punkte). Für f : [−1, 1] → K sei f̃ : [−1, 1] → K | f̃(x) = f(−x). Es sei
L2
g([−1, 1]) := {f ∈ L2([−1, 1]) | f = f̃} der Raum der geraden und L2

u([−1, 1]) := {f ∈
L2([−1, 1]) | f = −f̃} der Raum der ungeraden L2-Funktionen. Zeigen Sie:

a) L2([−1, 1]) ist die orthogonale Summe von L2
g([−1, 1]) und L2

u([−1, 1]).

b) Folgende Abbildungen sind Norm-Isomorphismen:

f 7→
√

2f |[0,1]: L2
g([−1, 1])→ L2([0, 1]),

f 7→
√

2f |[0,1]: L2
u([−1, 1])→ L2([0, 1]),

f 7→ 1√
2
f(
·+ 1

2
) : L2([0, 1])→ L2([−1, 1])

c) Dis Systeme {
√

2 sin(kπx) | k ≥ 1} und {1,
√

2 cos(kπx) | k ≥ 1} sind ONB von
L2([0, 1]).

d) Für f ∈ C1([0, 1]) mit f(0) = f(1) = 0 ist

‖f‖2 ≤
1

π
‖f ′‖2

Für welche solcher f gilt Gleichheit? (Hinweis: Parsevalgleichung)

Aufgabe 10 (4 Punkte). Für λ ∈ R sei eλ : R→ C, t 7→ eiλt und sei H := Span(eλ)λ∈R.
Zeigen Sie:

1. Die Abbildung

H ×H 3 (f, g) 7→ lim
T 7→∞

1

2T

∫ T

T

f(t)g(t)dt

ist ein Skalarprodukt auf H.

2. (eλ)λ∈R ist eine ONB von H.


