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Aufgabe 40 (8 Punkte). Seien H1 und H2 Hilbert-Räume. Ein beschränkter Operator

T : H1 → H2 , für den eine Orthonormalbasis {ei}i∈I von H1 existiert mit
∑
i∈I

‖Tei‖2 <∞,

heißt ein Hilbert-Schmidt-Operator. Zeigen Sie:

1. Ein beschränkter Operator T ist genau dann Hilbert-Schmidt-Operator wenn T ∗ ein
Hilbert-Schmidt-Operator ist.

2. Es gilt dann für beliebige Orthonormalbasen {fj}j∈J von H1 und {f ′i}i∈I von H2

‖T‖ ≤

(∑
j∈J

‖Tfj‖2
)1/2

=

(∑
i∈I

‖T ∗f ′i‖2
)1/2

<∞

3. Ein Hilbert-Schmidt-Operator ist kompakt.

4. Die Menge von Hilbert-Schmidt-Operatoren ist ein zweiseitiges Ideal vom Ring der
beschränkten Operatoren.

Aufgabe 41 (3 Punkte). Seien H ein Hilbert-Raum, {en} ein ONB und T : H → H
beschränkt und linear, definiert durch

T (x) =
∞∑
i=1

〈x, ei〉
i

ei+1

Zeigen Sie daß T ein kompakter Operator ist, der keine Eigenwerte λ 6= 0 hat.

Aufgabe 42 (4 Punkte). Sei T : l2 → l2, definiert durch y = (yi) = T (x), mit x = (xi)
und y2k = x2k, y2k−1 = 0, k = 1, 2, 3, . . . . Sei Aλ := λId − T . Bestimmen Sie für jedes
λ ∈ C die Unterraüme Kern(Anλ), n ≥ 1. Ist T kompakt?


