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Mathematische Logik Klausur-Vorbereitung I

Aufgabe 1. Betrachte das Mengenmodell ¢/ = &lle Mengen”, mit den beiden Pradikats-Symbolen p3 =
7 =7 (Gleichheit) und p5* =€ (Elementbeziehung) in & x U. In diesem Modell sind ”Elemente” selbst
wieder Mengen.

a) Zwei Mengen X, Y sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente besitzen, d.h. jedes Element
von X ist Element von Y und umgekehrt. Schreibe diese Aussage im Mengenmodell in naiver
Schreibweise und polnischer Notation.

Behandle analog die Mengenbeziehungen

b) X und Y sind disjunkt,

c) X ist keine Teilmenge von Y.

Aufgabe 2. Betrachte das Zahlenmodell &/ = N mit den beiden Prédikats-Symbolen p5 =7 =7
(Gleichheit) und p5* =7 <7 (Kleiner-Beziehung) in N x N, und den Verkniipfungen + und - sowie der
1-stelligen Operation sjn = n + 1 (Nachfolge-Operation) und sf = 0.

a) Betrachte die Aussage: Eine natiirliche Zahl n € N welche nicht grosser ist als irgendeine Zahl
m € N, muss = 0 sein. Schreibe diese Aussage in naiver und polnischer Notation.

b) Fiir m,n € N gilt: m # n genau dann, wenn m < n oder m > n. Schreibe diese Aussage in naiver
und polnischer Notation. Hinweis: Man hat nur ” =” und ” <” zur Verfligung

Aufgabe 3. Betrachte die Formel A = A A(p2zy) V (p5zy) V (p3yx)
zy

a) Schreibe A in polnischer Schreibweise

b) Betrachte das Zahlenmodell &f = N und zeige, dass fiir jede Belegung o : X — N gilt:
a™(A) =1

¢) Betrachte das Mengenmodell & = P(IN) und zeige, dass es eine Belegung o : X — P(N) gibt mit
a™(A)=0

d) Betrachte das Mengenmodell & = P(IN) und zeige, dass es eine andere Belegung 8 : X — P(N)

gibt mit
Bh(A) =1

Aufgabe 4. Sei U = N eine Funktional-Algebra mit sg = 0, s;n =n + 2 und s7’n = 2n.

a) Bestimme alle ableitbaren Elemente in U

b) Gebe fiir jedes ableitbare Element eine moglichst kurze Ableitung an.

Aufgabe 5. Seild = {X C N: X # ()} eine Relational-Algebra mit 0-stelligen Regeln
{n,n + 1}

fiir n € N, d.h. alle Zweiermengen mit aufeinanderfolgenden Zahlen, sowie einer 1-stelligen Operation
X — X' auf U, definiert durch

X' := (X \ (kleinstes Element von X)) U (kleinstes Element von N \ X)

d.h. X’ entsteht aus X, indem das kleinste Element von X ersetzt wird durch das kleinste Element des
Komplements N\ X.

b/w



a) Zeige durch Induktions-Satz: Die ableitbaren Elemente in I/ haben jeweils zwei Elemente.

b) Zeige, dass alle zwei-elementigen Mengen ableitbar sind.

Aufgabe 6. Sei A eine Formel. Ein grosses Modell (U, S*,P*) heisst ein korrektes A-Modell, falls fiir
jede Belegung o : X — U gilt
oA =1.

Beweise, dass das Modell (N, On, SN, <N, =nN) ein korrektes Modell fiir die Formel
A= /\ x < 0Sx
ist. Hierbei sei S die 1-stellige Nachfolge-Operation.

Aufgabe 7. Bestimme die Substitution v o A im Zahlenmodell, wobei

_ ,txoz1
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A= (/\\/ = '-1'01‘13720)
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Zeige zunichst, dass dies eine korrekte Formel ist.



