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C(∞) (X) : espace des fonctions indéfini-

ment dérivables, 97
C(m),b

¡
X
¢
: espace des fonctions k-fois

dérivables dont toutes les dérivées
sont continues bornées sur X, 266

Cb (X) , C0 (X) : espace des fonctions
continues bornées, resp. tendant vers
0 à l’infini, 93

C(∞)temp (Rn) : espace des fonctions indéfi-
niment dérivables tempérées, 264

∨· : symétrie centrale, 262
DA : transformation d’une distribution

par A ∈ GL (Rn), 260
DP (ϕ, rP ) : boule ouverte, 91
Dh : dilatation d’une distribution, 262
∆/ : opérateur de Laplace modifié, 270
hF,Gi : dualité, 148
hF |F 0i : semi-dualité associée à une in-

volution, 150
hF |Gi : semi-dualité, 148
h·, ·iF : forme bilinéaire de dualité, 148
h·|·iF † : forme sesquilinéaire de semi-

dualité, 148
h·|·iF : forme sesquilinéaire de semi-

dualité, 148
D (X) : espace des fonctions indéfini-

ment dérivables à support compact,
116

D (X)0 : espace des distributions, 241
H =

R bH dσ : décomposition d’un sous-
espace hilbertien, 326

H =
R ⊕ bH dσ : décomposition directe

d’un sous-espace hilbertien, 431
E (X) : = C(∞) (X), 97
F/H : espace vectoriel quotient, 111
F ∗ , F 0 , F~ , F †, 140
F †β : semi-dual fort, 172

F †β : semi-dual fort d’un espace normé,
143

Fσ : espace localement convexe muni de
la topologie faible, 149³

F †β

´†
: bidual d’un espace normé, 172

F : transformation de Fourier, 268, 274
1F1 (a; b; z) : fonction hypergéométrique

confluente de Kummer, 66
f◦ : conjuguée ou transformée de

Legendre-Fenchel de f , 177
f∞ : fonction prolongée par ∞ hors du

domaine de définition de f , 89
fh : fonctionnelle positivement homo-

gène associée à f , 176
F (a, b; c; z) , 2F1 (a, b, c; z) : fonction

hypergéométrique ou de Gauß, 65
G
(γ)
k : polynômes de Gegenbauer, 61

G
(p,q)
k : polynômes hypergeométriques,
66

Hk : polynômes d’Hermite, 47
Hilb

¡
F †
¢
: conoïde des sous-espaces hil-

bertiens de F †, 294
H(m) (J) : espace de Sobolev d’ordre m,

26
H(m) (X) : espace de Sobolev d’ordre

m ∈ N sur un ouvert de Rn, 281
H(s) (X) : espace de Sobolev d’ordre s ∈

R sur Rn, 279
H(1)
0 (J) : espace de Sobolev, 30
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hk : fonctions d’Hermite, 70V
j∈J qj : infimum sous-linéaire, 89

hidi : = 1+|id|2, 87
¦ : involution, 150
@ : sous-espace vectoriel fermé, 9
Jν (s) : fonctions de Bessel ou cylin-

driques, 69
J
(α,β)
k : polynômes de Jacobi, 47
jA : jauge de Minkowsky de A, 183
K(X) : espace des fonctions à support

fini, 116
K (X) : espace des fonctions continues à

support compact, 115
K(1) (J) : espace des fonctions continû-

ment dérivables à support compact,
31

|·) : vecteur ket, forme semi-linéaire sur
un espace préhilbertien, 17

| ·i : vecteur ket, forme semi-linéaire, 17,
148

L/ (F,G) , L/ (F,G) : espaces d’applica-
tions semi-linéaires, 140

L (F,G) , L (F,G) : espaces d’applica-
tions linéaires, 12, 138

L
(α)
k : polynômes de Laguerre, 47
`p (X) : = Lp (#), 92
limK(J)3K→∞ , limK, 106
L2 (µ, ρ) : espace des fonctions de carré

intégrable par rapport à la densité ρ,
8

L2
³
σ, bH´ : espace de Hilbert des
champs de carré intégrable, 319

Lp (µ) : espace des fonctions de puis-
sance p-ième intégrable, 93

L1mod (Rn) : espaces des fonctions à crois-
sance modérée, 245

L2mod (Rn) : espace des fonctions à crois-
sance quadratique modérée, 279

L1rap (Rn) : espace des fonctions à dé-
croissance rapide, 284

L1len (Rn) : espace des fonctions à crois-
sance lente, 245

Λ2
³
σ, bH´ : espace de Banach des
champs de carré intégrable, 316

C(k),decl (Rn) : espace des fonctions k-fois
continûment dérivables déclinantes,
284

Lb (F,G) : espace des opérateurs bornés,

143
lim
−→

(Fj, Tj) : espace localement convexe

final, 114
M (a, b; z) : fonction hypergéométrique

confluente de Kummer, 66
Mα : opérateur de multiplication, 423
Mκ,µ : fonction de Whittaker, 67
Mg : multiplication d’une distribution

par une fonction indéfiniment déri-
vable, 253

M (X) : espace des intégrales de Radon,
155

Mmod (Rn) : espace des integrales de Ra-
don à croissance modérée, 245

Mrap (Rn) : espace des intégrales de Ra-
don à décroissance rapide, 284

MP
+ (X) : ensemble des intégrales de Ra-
don dont tous les moments sont finis,
43

||·|| : norme d’un opérateur, 12, 143
||·|| : norme d’une forme (semi-) linéaire,

17, 143
||·|| : norme d’une forme sesquilinéaire,

17
||·||2,µ,ρ : norme de L2 (µ, ρ), 8
||·||2,µ : norme de L2 (µ), 5
||·||p,q : norme d’une application linéaire,

138
||·||p : norme d’une forme (semi-) li-

néaire, 149
⊥ : relation d’orthogonalité, 12
(·|·)µ : produit scalaire de L2 (µ), 5
PGξ : projection de ξ sur G, 13
Pk : polynômes de Legendre , 59
(z)k : symbole de Pochhammer, 48
[p] : semi-norme quotient, 111
P : espace des polynômes, 43
maxP , supP : semi-normes, 87
p×s q : semi-norme produit, 87
pK,k , qK,α : semi-normes sur C(∞) (X),

87, 97
pk , qk : semi-normes sur S (Rn), 87, 97
¢ : somme directe orthogonale ou hil-

bertienne, 15, 37
suppµ : support d’une intégrale, 8
slA , snA : fonctionnelles duale de A, 179
S (Rn) : espace de Schwartz, 88, 97
S (Rn)0 : espace des distributions tempé-
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rées, 244
S (Rn)0rap : espace des distributions à dé-

croissance rapide, 289
σ (F,G) : topologie faible associée à

hF |Gi, 149
top
⊕
j∈J

: somme directe topologique, 117

T ∗ : adjoint d’un opérateur dans un es-
pace de Hilbert, 216

T † : application adjointe, 168
Tk , Uk : polynômes de Tchebycheff, 59
Ty : translation d’une distribution, 256
on , CB , ⊗ : applications tensorielles

canoniques, 127
hF |·i|Gi : produit tensoriel topologique

inductif semi-linéaire à gauche, 127
hϕ |·|γi : tenseur élémentaire semi-

linéaire à gauche, 127
TF , TP : topologie d’un espace locale-

ment convexe, 96
τ (F,G) : topologie de Mackey, 189
ϕ⊗ γ : tenseur élémentaire, 127
|F i i hG | : produit tensoriel topologique

inductif semi-linéaire à droite, 127
|F i p hG | : produit tensoriel topologique

inductif semi-linéaire à droite, 131
|γi hµ | : application linéaire de rang 1,

160
|ϕi hγ | : tenseur élémentaire semi-

linéaire à droite, 127
Wκ,µ : fonction de Whittaker, 67
Zα : opérateur de Toeplitz dans une dé-

composition, 426
Zα : opérateur de multiplication dans

une décomposition directe, 438

absolu
ensemble polaire –, 183
fonction localement –ment continue,
24
fonctionnelle –ment homogène, 3, 86
partie –ment symétrique, 180
série –ment convergente, 104
valeur –e d’une intégrale de Radon,
155

adjoignable
opérateur –, 398

adjoint
admettre une –e, 168

application –e, 168
formel, opérateur –, 387

algèbre
involutive, 362
normée, de Banach, unifère, 350
stellaire, 362
stellaire d’un opérateur, 404

algébrique
application adjointe –, 168
dual, semi-dual –, 140

analytique
fonction –, 355

annihilation
opérateur d’–, 70

application
adjointe (algébrique, formelle), 168
canonique

d’un espace quotient, 111
du produit tensoriel, 127

de Parseval, 301
linéaire adjoignable, 398
linéaire bornée, 12
linéaire, bilinéaire, sesquilinéaire, 2
sesquilinéaire bornée, 17

auto-adjoint
application linéaire, opérateur essen-
tiellement –, 400
application linéaire, opérateur formel-
lement –, 398
élément – d’une algèbre involutive,
362
formellement –, 249

Baire
théorème de –, 123

Banach
algèbre de –, 350
théorème de – -Steinhaus, 140, 144
théorème de Hahn- –, 166

base
canonique de K(X), 116
hilbertienne, 38

Bergman
noyau de –, 337

Bernstein
polynômes de –, 45

Bessel
équation différentielle de –, 69
inégalité de –, 35, 38
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bidual, 172
bilinéaire, 2
binomial
coefficient – généralisé, 48

biorthogonal, 151
Bochner
théorème de –, 270

borné
application linéaire –e, 12
application sesquilinéaire –e, 17
intégrale de Radon –e, 240
opérateur –, 143, 379
partie –e, 139
topologie de la convergence –e, 143

boule
fermée, ouverte, 91

bra
vecteur –, 126, 149

calcul
fonctionnel continu, 366, 367
fonctionnel mesurable, 443
fonctionnel mesurable borné, 432

canonique
application –

d’un espace quotient, 111
du produit tensoriel, 127

base – de K(X), 116
Cantor
ensemble de –, 239

caractère, 358
hermitien, 363

caractéristique
fonction – signée, 23

Cauchy
critère de –, 104, 107
suite de –, 104

chaleur
équation de la –, 446

champ, 316
classique
solution –, 31, 635
solution semi- –, 31

coefficient
binomial généralisé, 48

coercitif
forme sesquilinéaire –ve, 20

commençante
section –, 5

compact
distribution à support –, 290
topologie de la convergence –e (de
toutes les dérivées), 97

compatible
avec une semi-dualité, 154

complet
séquentiellement, semi- –, 104

complété, 172
complexe
intégrale de Radon –, 155

confluente
équation différentielle, série hypergéo-
métrique –, 66

conjugué
fonction –e, 178
intégrale de Radon –e, 156

continu
fonction localement absolument –e,
24
spectre –, 414

convergence
topolgie de la – compacte de toutes
les dérivées, 97
topologie de la – bornée, 143
topologie de la – simple, compacte,
97

convergent
série (absolument, normalement) –e,
104

convexe, 176
espace localement –, 96
uniformément –, 15

convolution
d’une fonction et d’une distribution
tempérée, 639, 641
d’une intégrale de Radon à décrois-
sance rapide et d’une distribution
tempérée, 286
de deux fonctions, 282

création
opérateur de –, 70

critère
de Cauchy, de Weierstraß, 104, 107

croissance
fonction à – lente, 245
fonction à – quadratique modérée,
279
intégrale, fonction à – modérée, 245
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cylindrique
fonction –, 69

déclinante
fonction –, 88

décomposition
d’un sous-espace-hilbertien, 326
d’un vecteur, 327
directe, 431
hilbertienne, 36
non-dégénérée, 430

décroissance
distribution à – rapide, 289
fonction à – rapide, 88
intégrale de Radon à – rapide, 284

dénombrable
espace localement convexe de type –,
41

dense
séquentiellement –, 104

dérivée
d’une distribution, 248

diagonalisable
opérateur –, 442

diagonalisation
d’un opérateur, 442

différentiel
opérateur –, 406

dilaté
fonction –e, 260
fonction, distribution –e, 262

Dirac
distribution de –, 244
fonction de –, 250
formalisme de –, 126
suite de –, 247

direct
produit –, 100
somme –e (externe), 116

directe
décomposition –, 431

Dirichlet
opérateur de –, 410

distribution, 241
à décroissance rapide, 289
à support compact, 290
de Dirac, 244
dérivée partielle d’une –, 248
dilatée, 262

espace de –s, 265
produit d’une fonction et d’une distri-
bution, 253
symétrique, 262
temperée, 244
translatée, 257

domaine
d’un opérateur, 378
essentiel d’un opérateur, 380

dual
algébrique, topologique, faible, 140
bi–, 172
ensemble –, 179
fonctionnelle –e, 179
fort, 17, 143

dualité, 148
formules de –, 341

Dunford
théorème de Gelfand- –, 197

égalité
de Parseval, 35, 38
du parallélogramme, 10

élémentaire
solution –, 413
tenseur –, 127

ensemble
dual, 179
orthogonal, 12
polaire, polaire absolu, orthogonal,
183

entière
série –, 355

énumération
d’un ensemble, 5

équation
d’évolution, 445
de la chaleur, 446
de Schrödinger, 458
intégrale de Volterra, 354

équation différentielle
d’Hermite, 69
de Bessel, 69
de Jacobi, 65
de Laguerre, 66
de type hypergéométrique, 49
de Whittaker, 67
hypergéométrique confluente, 66

équicontinu
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partie –e, 215
équivalent
espaces polynormés –s, 96

espace
–s polynormés équivalents, 96
de distributions, 265
de Fréchet, 119
de Schwartz, 88, 97
localement convexe, 96

final, 114
intersection, 102
quotient, 111
tonnelé, 125

polynormé, 91
préhilbertien, de Hilbert, 7
semi-normé, normé, 86

essentiel
application linéaire, opérateur –
lement auto-adjoint, normal, 400
domaine – d’un opérateur, 380

évaluation
forme linéaire d’–, 86

évolution
équation d’–, 445

faible
intégrale –, 192
solution –, 31, 635
topologie –, 149
topologie, dual, semi-dual –, 140

Fenchel
théorème de –, 236
transformation de Legendre- –, 178

fermable
application linéaire –, 383
opérateur –, 380

fermé
boule –e, 91
opérateur –, 378

fermeture
d’un opérateur, 380
d’une application linéaire, 383

final
espace localement convexe –, 114

fini
application linéaire de rang –, 159

fonction
– -noyau, 331
–s d’Hermite, 70

–s de Whittaker, 67
à croissance moderée, lente, 245
à décroissance rapide, déclinante, 88
analytique, 355
caractéristique signée, 23
conjuguée, 178
de Bessel, 69
de Dirac, 250
de Heaviside, 240
de type positif, 270, 332
dilatée, 260
généralisée, 238, 241
localement absolument continue, 24
symétrique, 262
translatée, 256

fonctionnel
calcul – continu, 366, 367
calcul – mesurable, 443
calcul – mesurable borné, 432

fonctionnelle
duale, 179
sous-linéaire, positivement homogène,
sous-additive, absolument homogène,
séparante, 86

formalisme
de Dirac, 126

forme
bilinéaire, sesquilinéaire, 2
sous-linéaire, 86

formel
application adjointe –le, 168
application linéaire, opérateur –
lement auto-adjoint, normal, 398

formule
–s de dualité, 341
–s de polarisation, 10
de Leibniz, 254
de Rodrigues, 48

fort
dual –, 143
semi-dual –, 17
topologie –e, 213

Fourier
transformée de – d’une distribution
tempérée, 274
transformée de – d’une mesure bor-
née, 268

Fréchet
espace de –, 119
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Fredholm
opérateur de –, 145

Gauß
série (hypergéométrique) de –, 65

Gegenbauer
polynômes de –, 61

Gelfand
théorème de –, 358
théorème de – -Dunford, 197
théorème de – -Mazur, 357
transformée de –, 360
triple de –, 382

Gram-Schmidt
procédé d’orthogonalisation de –, 41

graphe
norme en –, 378
sur–, 176
théorème du – fermé, 205

Green
noyau de –, 412
opérateur de –, 410

Hahn
théorème de – -Banach, 166

harmonique
oscillateur –, 70

Hausdorff
intégrale de –, 239

Heaviside
fonction de –, 240

Hermite
équation différentielle,fonctions d’–,
69
polynômes de –, 47, 58

hermitien
caractère –, 363
forme sesquilinéaire –ne, 2
noyau –, 295

Hilbert
espace de –, 7
transformation de –, 290

hilbertien
base –ne, 38
décomposition, somme –ne, 36
sous-espace –, 294

décomposition d’un –, 326
sous-espace – pivot, 342

Hölder
inégalité de – abstraite, 17, 149

inégalité de – généralisée, 283
homogène
fonctionnelle positivement, absolu-
ment –, 3, 86
problème aux limites –s, 31

hypergéométrique
équation différentielle de type –, 49
série –, 65
équation différentielle, série –
confluente, 66
polynômes –s, 66

idéal
maximal, 358

imaginaire
partie – d’une intégrale de Radon,
156

impulsion
opérateur d’–, 407

inductif
produit tensoriel topologique –, 127

inégalité
de Bessel, 35, 38
de Hölder abstraite, 17, 149
de Hölder généralisée, 283
de Poincaré, 30
de Sobolev, 27

inhomogène
problème aux limites –s, 33

intégrable
(au sens de Pettis), 194
scalairement –, 192

intégral
opérateur –, 145

intégrale
de Radon à croissance moderée, 244
de Radon bornée, 240
de Radon pivot, 238
de Radon positive, réelle, complexe,
conjuguée, 155
faible, 192
spectrale, 366, 367

intégration
par parties, 25, 27

intersection
de deux espaces localement convexes,
102

inverse
d’un opérateur, 394
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inversible
opérateur –, 394, 414

involutif
algèbre –ve, 362

involution, 150, 362
isométrie, 109
isomorphe, 109
isomorphie
théorème d’–, 205

Jacobi
équation différentielle de –, 65
polynômes de –, 47, 54

jauge
de Minkowsky, 183

ket
vecteur –, 17, 126, 149

Krein
théorème de –, 196

Kummer
série (hypergéométrique confluente)
de –, 66

Laguerre
équation différentielle de –, 66
polynômes de –, 47, 56

Laplace
opérateur de – modifié, 270

Lax-Milgram
théorème de –, 21

Lebesgue
lemme de Riemann- –, 272

Legendre
polynômes de –, 59
transformation de – -Fenchel, 178

Leibniz
formule de –, 254

lent
fonction à croissance –e, 245

linéaire
application (semi-)–, 2
rétraction, 157

local
fonction –ment absolument continue,
24

localement
espace – convexe, 96

Mackey

topologie, semi-norme de –, 189
majoration
théorème de la – uniforme, 139, 143

maximal
idéal –, 358

Mazur
théorème de Gelfand- –, 357

mesurable
scalairement –, 192

Minkowsky
jauge de –, 183

modéré
fonction à croissance quadratique –e,
279
intégrale de Radon, fonction à crois-
sance –e, 245

moment, 43
moyenne
propriété de –, 335

négligeable
scalairement –, 192

Neumann
opérateur de –, 410
série de –, 352

nilpotent, 352
quasi- –, 353

non-borné
opérateur, 379

non-dégénéré
décomposition –e, 430
forme sesquilinéaire –e, 2

normable, 97
normal
application linéaire, opérateur essen-
tiellement –, 400
application linéaire, opérateur formel-
lement –, 399
élément – d’une algèbre involutive,
362
série –ement convergente, 104

norme, 3, 86
en graphe, 378
semi- –, 3
semi- – de Mackey, 189

normé
algèbre –e, 350

noyau, 145, 161, 295
d’un sous-espace hilbertien, 294
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de Bergman, 337
de Green, 412
fonction- –, 331
hermitien, hermitien positif, 295
opérateur à –, 145
reproduisant, 331, 332

opérateur
adjoint (formel), 387
borné, 143
borné, non-borné, 379
de création et d’annihilation, 70
de Dirichlet, de Green, de Neumann,
410
de Laplace modifié, 270
de position, d’impulsion, 407
de Schrödinger, 407
de Toeplitz, 426
diagonalisable, 442
différentiel, 265, 406
fermable, 380
fermé, 378
formellement auto-adjoint, symé-
trique, 399
intégral de Volterra, 353
intégral, à noyau, de Fredholm, 145
inversible, 394, 414
somme, produit, inverse, 394

Orlicz
principe d’–, 164

orthogonal
éléments –aux, 12
ensemble –, 12, 183
procédé d’–isation de Gram-Schmidt,
41
projection –e, 15
système de polynômes –aux, 44

orthonormé
système –, 38
systeme de polynomes –s, 44

orthoprojecteur, 15
oscillateur
harmonique, 70

ouvert
boule, partie –e, 91

parallélogramme
égalité, 10

Parseval
décomposition de –, 327

égalité de –, 35, 38
représentant, application de –, 301

partie
réelle, imaginaire d’une intégrale de
Radon, 156

Pettis
intégrable au sens de –, 194

pivot
integral de Radon –, 238
intégrale –, 81
sous-espace hilbertien –, 342

Plancherel
théorème de –, 278

plongé, plongeable
semi-dualité bien –e, –, 341

Pochhammer
symbole de –, 48

poids
sous-multiplicatif, 88

Poincaré
inégalité de –, 30

polaire
ensemble – (absolu), 183

polarisation
formules de –, 10

polynômes
d’Hermite, 58
de Bernstein, 45
de Gegenbauer, 61
de Jacobi, 54
de Jacobi, Laguerre, Hermite, 47
de Laguerre, 56
de Legendre, 59
de Tchebycheff, 59
hypergéométriques, 66
système de –, 44

polynormé
espace –, 91

pontuel
spectre –, 414

positif
élément – d’une algèbre stellaire, 366
fonction de type –, 270, 332
forme sesquilinéaire –ve, 2
forme sesquilinéaire strictement –ve,
20
intégrale de Radon –ve, 155
matrice –ve, 5
noyau hermitien –, 295
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opérateur –, 400
position
opérateur de –, 407

positivement
fonctionnelle – homogène, 3, 86

préhilbertien
espace –, 7

principe
d’Orlicz, 164

problème
aux limites homogènes, 31
aux limites inhomogènes, 33
de régularité, 244
des moments, 43

produit
(direct), 100
d’une fonction et d’une distribution,
253
de convolution d’une fonction et d’une
distribution tempérée, 639
de convolution de deux fonctions, 282
de deux opérateurs, 394
scalaire, 2
tensoriel (topologique inductif), 127
tensoriel (topologique projectif), 131

projectif
produit tensoriel topologique –, 131

projection
orthogonale, 15
théorème de la –, 13

prolongement
d’un opérateur, 380

propre
valeur, vecteur –, 414

propriété
(GDF ), 197
de moyenne, 335
de reproduction, 332

Pythagore
théorème de –, 12

quasi-nilpotent, 353
quotient
espace localement convexe –, 111

rang
application linéaire de – fini, 159

rapide
distribution à décroissance –, 289
fonction à décroissance –, 88

intégrale de Radon à décroissance –,
284

rayon
spectral, 353

réel
intégrale de Radon –le, 155
partie –le d’une intégrale de Radon,
156

réflexif, 172
règle
de substitution, 25

régularité
problème de –, 244

représentant
de Parseval, 301

reproduction
propriété de –, 332

reproduisant
noyau –, 331, 332

résiduel, 414
résolvente, 356
rétraction
linéaire, 157
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Chapitre 1

ESPACES DE HILBERT

Dans tout ce qui suit F est un espace vectoriel
sur le corps K des nombres réels ou complexes.

Version du 29 novembre 2004
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1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

DEFINITION 1 Soient F,G,H des espaces vectoriels. Une application T : F −→ G est dite
linéaire , respectivement semi-linéaire , si pour tout α ∈ K et ϕ,ψ ∈ F , on a

T (α · ϕ) = α · Tϕ , respectivement T (α · ϕ) = α · Tϕ

et

T (ϕ+ ψ) = Tϕ+ Tψ .

On dit qu’une une application s : F ×G −→ H est bilinéaire si elle est séparément linéaire,
et sesquilinéaire ( à gauche , respectivement à droite s’il faut préciser) si elle est semi-linéaire
en la première variable, respectivement en la seconde, et linéaire en l’autre.

Une application bilinéaire ou sesquilinéaire (à gauche) à valeur dans K est dite une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire.

Soit s : F × F −→ K une forme sesquilinéaire. On dit qu’elle est

(a) hermitienne si

s (ϕ,ψ) = s (ψ,ϕ) pour tout ϕ,ψ ∈ F ,

(b) positive si

s (ϕ,ϕ) > 0 pour tout ϕ ∈ F

et

(c) non-dégénérée si

s (ϕ,ψ) = 0 pour tout ψ ∈ F =⇒ ϕ = 0

et

s (ϕ,ψ) = 0 pour tout ϕ ∈ F =⇒ ψ = 0 .

Une forme hermitienne positive non-dégénérée s’appelle un produit scalaire .

On a tout d’abord la

PROPOSITION (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si s est une forme hermitienne posi-
tive sur F , alors

|s (ϕ,ψ)|2 6 s (ϕ,ϕ) · s (ψ,ψ) pour tout ϕ,ψ ∈ F .

Pour tout ϕ,ψ ∈ F et α ∈ K , on a

0 6 s (ϕ+ α · ψ,ϕ+ α · ψ) = s (ϕ,ϕ) + α · s (ϕ,ψ) + α · s (ψ,ϕ) + |α|2 · s (ψ,ψ) .
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Si s (ϕ,ϕ) = s (ψ,ψ) = 0 , alors en prenant α := −s (ϕ,ψ) , on obtient −2 · |s (ϕ,ψ)|2 > 0 ,
donc s (ϕ,ψ) = 0 . En échangeant au besoin ϕ et ψ , nous pouvons supposer que s (ψ,ψ) 6= 0 .
On prend alors

α := −s (ϕ,ψ)
s (ψ,ψ)

et il vient

0 6 s (ϕ,ϕ)− |s (ϕ,ψ)|
2

s (ψ,ψ)
− s (ϕ,ψ) · s (ψ,ϕ)

s (ψ,ψ)
+
|s (ϕ,ψ)|2

s (ψ,ψ)
= s (ϕ,ϕ)− |s (ϕ,ψ)|

2

s (ψ,ψ)
,

d’où l’inégalité. ¤

DEFINITION 2 Une fonctionnelle p : F −→ eR est dite
(a) positivement homogène si

p (α · ϕ) = α · p (ϕ) pour tout α ∈ R+ et ϕ ∈ F ,
(b) absolument homogène si

p (α · ϕ) = |α| · p (ϕ) pour tout α ∈ K et ϕ ∈ F ,
et

(c) sous-additive si

p (ϕ+ ψ) 6 p (ϕ) + p (ψ) pour tout ϕ,ψ ∈ F .
On dit que p est une semi-norme si p est à valeur dans R+ , absolument homogène et

sous-additive ; on dit que c’est une norme si en plus elle est

(d) séparante

p (ϕ) = 0 ⇐⇒ ϕ = 0 pour tout ϕ ∈ F .

Dans ce cas on dit que F est un espace semi-normé , respectivement normé .

Pour les propriétés élémentaires des espaces normés le lecteur est prié de consulter le cours
d’Analyse [17], § 10.1 à 10.7. La continuité d’une application linéaire entre espaces normés est
caractérisée dans le paragraphe 11.8 du même cours. Nous généraliserons ces notions plus tard
(cf. 2.1 - 2.2 et 3.1 - 3.2).

PROPOSITION (Inégalité de Minkowsky) Si s est une forme hermitienne positive sur
F , alors

ϕ 7−→ s (ϕ,ϕ)
1
2 : F −→ R+

est une semi-norme sur F .

Il nous suffit de prouver la sous-additivité. Pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a
s (ϕ+ ψ,ϕ+ ψ) = s (ϕ,ϕ) + s (ϕ,ψ) + s (ψ,ϕ) + s (ψ,ψ) =

= s (ϕ,ϕ) + 2 · Re s (ϕ,ψ) + s (ψ,ψ) 6 s (ϕ,ϕ) + 2 · |s (ϕ,ψ)|+ s (ψ,ψ) 6

6 s (ϕ,ϕ) + 2 · [s (ϕ,ϕ) · s (ψ,ψ)]
1
2 + s (ψ,ψ) =

h
s (ϕ,ϕ)

1
2 + s (ψ,ψ)

1
2

i2
,

ce qu’il fallait démontrer. ¤
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REMARQUE 1 L’égalité

s (ϕ+ ψ,ϕ+ ψ) = s (ϕ,ϕ) + 2 · Re s (ϕ,ψ) + s (ψ,ψ)
nous sera souvent utile par la suite.

THEOREME Soit s une forme hermitienne positive sur F . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) s est non-dégénérée, i.e. un produit scalaire.

(ii) s (ϕ,ϕ) > 0 pour tout ϕ ∈ F r {0} .

(iii) ϕ 7−→ s (ϕ,ϕ)
1
2 : F −→ R est une norme sur F .

Les conditions (ii) et (iii) sont évidemment équivalentes et (ii) entraîne (i). Réciproquement
si s (ϕ,ϕ) = 0 , par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

|s (ϕ,ψ)|2 6 s (ϕ,ϕ) · s (ψ,ψ) = 0 ,
donc ϕ = 0 , puisque s est non-dégénérée. ¤

REMARQUE 2 Un produit scalaire est en général noté ( ·| ·) . Si k·k désigne la norme
associée, i.e.

kϕk2 := (ϕ|ϕ) ,
l’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

|(ϕ|ψ)| 6 kϕk · kψk pour tout ϕ,ψ ∈ F .

En adaptant la démonstration de la continuité de la multiplication dans K (cours d’Analyse
[17], théorème 5.5.iii), on montre facilement que le produit scalaire

( ·| ·) : F × F −→ K : (ϕ,ψ) 7−→ (ϕ|ψ)
est (globalement) continu (cf. exemple 2.4). La proposition 2.4 généralise ce résultat.

REMARQUE 3 Pour qu’on ait égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il faut et il suffit
que ϕ et ψ soient linéairement dépendants.

Nous redémontrons en même temps l’inégalité. Nous pouvons supposer que kϕk = 1 en
remplaçant au besoin ϕ par ϕ

kϕk . On a alors

0 6 kψ − (ϕ|ψ) · ϕk2 = (ψ − (ϕ|ψ) · ϕ|ψ − (ϕ|ψ) · ϕ) = kψk2 − |(ϕ|ψ)|2 ,
donc l’inégalité. On a l’égalité si, et seulement si, ψ = (ϕ|ψ) · ϕ . ¤

EXEMPLE 1 Si E,F,G,H sont des espaces vectoriels sur K , s : F × G −→ H une appli-
cation sesquilinéaire et S : E −→ G une application linéaire, alors

(ϕ, ²) 7−→ s (ϕ, S²) : F ×E −→ H

est une application sesquilinéaire.

La vérification est immédiate. ¤
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EXEMPLE 2 Soient n ∈ N et A = (ak,l) ∈Mn (K) . Alors

(x, y) 7−→ (x|Ay) :=
nX

k,l=1

ak,l · xk · yl : Kn ×Kn −→ K

est une forme sesquilinéaire. Elle est hermitienne si, et seulement si, la matrice A est hermi-
tienne, i.e. A = A∗ . Elle est positive si, et seulement si, A est positive , i.e. (x|Ax) > 0 pour
tout x ∈ Kn . C’est un produit scalaire si, et seulement si, la matrice A est hermitienne et
strictement positive , i.e. (x|Ax) > 0 pour tout x ∈ Kn r {0} .

Attention dans la litérature, on utilise souvent pour une matrice les expressions semi-définie
positive pour positive et définie positive pour strictement positive.

Si A est hermitienne et strictement positive, la norme associée au produit scalaire qu’elle
définit est

x 7−→
Ã

nX
k,l=1

ak,l · xk · xl

! 1
2

.

Nous montrerons (théorème 2.7) que cette norme est équivalente à la norme euclidienne |·|2 .

EXEMPLE 3 Soient X un espace topologique et µ une intégrale de Radon sur X . Alors

(ξ, η) 7−→ (ξ| η)µ :=
Z

ξ · η dµ : L2 (µ)× L2 (µ) −→ K

est évidemment une forme sesquilinéaire hermitienne positive. C’est un produit scalaire. La
norme associée sera désignée par k·k2,µ := ( ·| ·)

1
2 . Nous écrirons souvent k·k2 pour simplifier.

En effet (ξ| ξ)µ =
R
|ξ|2 dµ = 0 entraîne ξ = 0 µ-p.p. , i.e. ξ = 0 dans L2 (µ) . ¤

DEFINITION 3 Une section commençante de N est une partie I telle que, pour tout n ∈ J
et m ∈ N , on ait m ∈ I si m 6 n . Ce sont les ensembles de la forme

n = {0, . . . , n− 1} et N .

Une énumération d’un ensemble dénombrable (fini ou infini dénombrable) A est une bijec-
tion σ : I −→ A , où I est une section commençante de N .

LEMME Soient X un ensemble et (αx)x∈X ⊂ R une famille de nombres réels telle que

supK∈K(X)
X
x∈K

|αx| <∞ .

Alors {x ∈ X | αx 6= 0} est dénombrable.
Si D est une partie dénombrable contenant {x ∈ X | αx 6= 0} et si σ : I −→ D une énu-

mération de D , alors la série
Psup I

l=0 ασ(l) est convergente et sa somme est indépendante de D
et σ . On écrit X

x∈X
αx :=

sup IX
l=0

ασ(l)

et on dit que c’est la somme de la famille (αx)x∈X .
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Pour tout k ∈ N∗ , l’ensemble ½
x ∈ X

¯̄̄̄
|αx| >

1

k

¾
est fini, donc

{x ∈ X | |αx| > 0} =
[
k>1

½
x ∈ X

¯̄̄̄
|αx| >

1

k

¾
est dénombrable. La série

Psup I
l=0 ασ(l) est alors absolument convergente et le lemme découle du

théorème de réarrangement 6.14 du cours d’Analyse [17]. ¤

On dit que (αx)x∈X est sommable, notion que nous introduirons dans le cadre des espaces
localement convexes en 2.6. Les interrelations seront explicitées dans le corollaire 2.11.

EXEMPLE 4 Soit X un ensemble et # l’intégrale de comptage. Alors

(ξ, η) 7−→ (ξ| η)# :=
X
x∈X

ξ (x) · η (x) : `2 (X)× `2 (X) −→ K

est un produit scalaire.

Remarquons que, pour tout ξ, η ∈ `2 (X) , il existe une partie dénombrable D ⊂ X telle
que ξ (x) = η (x) = 0 pour tout x /∈ D . Si σ : I −→ D est une énumération de D , alors
la série

Psup I
l=0 ξ (σ (l)) · η (σ (l)) est absolument convergente, puisque en utilisant l’inégalité de

Cauchy-Schwarz dans Kn on a
sup IX
l=0

¯̄̄
ξ (σ (l)) · η (σ (l))

¯̄̄
= supk∈I

kX
l=0

|ξ (σ (l))| · |η (σ (l))| 6

6 supk∈I

Ã
kX
l=0

|ξ (σ (l))|2
!1

2

·
Ã

kX
l=0

|η (σ (l))|2
!1

2

= kξk2 · kηk2 <∞ .

On pose alors X
x∈X

ξ (x) · η (x) :=
sup IX
l=0

ξ (σ (l)) · η (σ (l)) ,

le membre de droite ne dépendant évidemment pas de D et σ . Les vérifications sont alors
immédiates. ¤

EXERCICE Montrer qu’une forme hermitienne positive s induit naturellement un produit
scalaire sur le quotient de F par le sous-espace vectoriel des ϕ ∈ F tels que s (ϕ,ϕ) = 0 .
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1.2 Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

DEFINITION 1 Un espace vectoriel F muni d’un produit scalaire s’appelle un espace pré-
hilbertien . On le considère comme un espace normé en le munissant de la norme associée. Si
F est complet pour cette norme, on dit que c’est un espace de Hilbert .

EXEMPLE 1 Les exemples 2 à 4 du numéro précédent sont des espaces de Hilbert.

EXEMPLE 2 Soient X un espace localement compact et µ un intégrale de Radon sur X .
La forme hermitienne positive sur K (X)

(ϕ,ψ) 7−→ (ϕ|ψ) :=
Z

ϕ · ψ dµ : K (X)×K (X) −→ K

est non-dégénérée si, et seulement si, pour tout ouvert O 6= ∅ de X , on a µ (O) > 0 . Dans ce
cas K (X) est un espace préhilbertien, en général non-complet.

En effet, pour tout ϕ ∈ K (X)r{0} , il existe x ∈ X tel que |ϕ (x)|2 > 0 , donc un voisinage
ouvert O de x tel que l’on ait

|ϕ (y)|2 > |ϕ (x)|2

2
pour tout y ∈ O .

Le théorème 1.1 montre alors que la condition est suffisante, puisque

(ϕ|ϕ) =
Z
|ϕ|2 dµ >

Z
O

|ϕ (x)|2

2
dµ > |ϕ (x)|2

2
· µ (O) > 0 .

Réciproquement X étant complètement régulier, il existe ϕ ∈ K (X) tel que 0 < ϕ 6 1 et
ϕ = 0 hors de O , donc

µ (O) >
Z
|ϕ|2 dµ = (ϕ|ϕ) > 0 .

¤

REMARQUE 1 La condition ci-dessus signifie que l’application canonique

ϕ 7−→ [ϕ] : K (X) −→ L2 (µ)

est injective. On dit que le support de µ est X .

REMARQUE 2 Dans le cas général on considère l’image [K (X)] de K (X) dans L2 (µ) for-
mée des classes modulo les fonctions µ-négligeables contenant au moins une fonctions continues
à support compact.

Rappelons que

L2 (µ) = L2 (µ)
±
N (µ) ,

où N (µ) = {f ∈ L2 (µ) | f = 0 µ-p.p.} = {f ∈ L2 (µ) | kfk2 = 0} (cf. exercice 1.1).
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DEFINITION 2 On dit que l’ensemble fermé complément du plus grand ouvert qui est
µ-négligeable est le support de µ . On le désigne par suppµ .

Cette définition est consistante. Soit O la réunion de tous les ouverts U de X tels que
µ (U) = µ (1U) = 0 . La famille de tous ces ouverts est filtrante croissante, puisque pour deux
tels ouverts U, V , on a

µ (U ∪ V ) 6 µ (U) + µ (V ) = 0 .
Mais comme

1O = supU ouvert, µ(U)=0 1U ,

la propriété de Bourbaki (cours d’Analyse [17], théorème 14.5) montre que

µ (O) = µ
¡
supU ouvert, µ(U)=0 1U

¢
= supU ouvert, µ(U)=0 µ (1U) = 0 ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

REMARQUE 3 Dans beaucoup de situation, si l’espace de base X ne joue pas un très grand
rôle, on peut supposer que le support de µ estX en remplaçantX par suppµ et µ par l’intégrale
de Radon induite µsuppµ . Si j : suppµ ,→ X est l’injection canonique, on a

j
¡
µsuppµ

¢
= 1suppµ · µ

(cf. cours d’Analyse [17], proposition 16.10).

EXEMPLE 3 SoientX un espace topologique et µ une intégrale de Radon surX . Rappelons
queM (µ) désigne l’espace vectoriel des classes, modulo les fonctions µ-négligeables, de fonctions
µ-mesurables sur X (cf. cours d’Analyse [17], remarque 15.14.2) . Si

ρ : X −→ R+
est une fonction µ-mesurable, il est clair que la fonctionnelle

f 7−→ kfk2,µ,ρ :=
µZ ∗

|f |2 · ρ dµ
¶1

2

: KX −→ R+

est sous-linéaire. L’ensemble L2 (µ, ρ) des fonctions f : X −→ K qui sont µ-mesurables et telles
que kfk2,µ,ρ <∞ est donc un sous-espace vectoriel de KX ; on a

kfk2,µ,ρ = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-p.p. sur {ρ > 0}
et

f = 0 µ-p.p. sur {ρ =∞} .
Nous désignerons par

L2 (µ, ρ) = L2 (µ, ρ)
.n
k·k2,µ,ρ = 0

o
l’espace quotient muni de la norme définie par

k[f ]k2,µ,ρ := kfk2,µ,ρ .
Nous ne ferons en général pas de distintinction entre une classe de fonctions et l’un de ses
représentants. L’application

f 7−→ 1{ρ6=0} · f : L2 (µ, ρ) −→M (µ)
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Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert 1.2

est évidemment injective. Il est immédiat de vérifier que

f 7−→ f ·√ρ : L2 (µ, ρ) −→ L2 (µ)

est une isométrie sur le sous-espace vectoriel fermé de L2 (µ) formé des f tels que f = 0 µ-p.p.
sur {ρ = 0}∪{ρ =∞} . Ceci montre en particulier que L2 (µ, ρ) est un espace de Hilbert, dont
le produit scalaire est

(f | g)µ,ρ :=
Z
f · g · ρ dµ .

Si A est une tribu d’ensembles µ-mesurables, on peut également considérer le sous-espace
vectoriel L2 (µ, ρ,A) de L2 (µ, ρ) formé des classes de fonctions contenant un représentant A-
mesurable. On vérifie facilement qu’il est fermé.

REMARQUE 4 On a L2 (µ, ρ) = L2 (ρ · µ) si ρ ∈ L1loc (µ) . Sans cette hypothèse on ne peut
pas définir une intégrale de Radon ρ · µ .

EXEMPLE 4 Si H et G sont des espaces de Hilbert, alors H×G , muni du produit scalaire
((ξ1, η1) , (ξ2, η2)) 7−→ (ξ1| ξ2)H + (η1| η2)G ,

est un espace de Hilbert.

EXEMPLE 5 Si H est un espace de Hilbert et G un sous-espace vectoriel fermé de H , on
écrit G @ H , alors G est un espace de Hilbert.
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1.3 Formules de polarisation

1.3 Formules de polarisation

PROPOSITION Soit s une forme sesquilinéaire sur F . Pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a

(i)

2 · [s (ϕ,ψ) + s (ψ,ϕ)] =
X
ε2=1

ε · s (ϕ+ ε · ψ,ϕ+ ε · ψ) .

(ii) Si K = R et si s est hermitienne, alors

s (ϕ,ψ) =
1

4
·
X
ε2=1

ε · s (ϕ+ ε · ψ,ϕ+ ε · ψ) .

(iii) Si K = C , alors

s (ϕ,ψ) =
1

4
·
X
ε4=1

ε · s (ϕ+ ε̄ · ψ,ϕ+ ε̄ · ψ) .

En particulier si s (ϕ,ϕ) ∈ R pour tout ϕ ∈ F , alors s est hermitienne.

En effet X
ε

ε · s (ϕ+ ε̄ · ψ,ϕ+ ε̄ · ψ) =

=
X
ε

ε · s (ϕ,ϕ) + ε · ε̄ · s (ϕ,ψ) + ε · ε · s (ψ,ϕ) + ε · ε · ε̄ · s (ψ,ψ) ,

d’où les formules de polarisation en remarquant que ε̄ · ε = 1 ,X
ε2=1

ε = 0 ,
X
ε2=1

1 =
X
ε2=1

ε2 = 2 ,
X
ε4=1

ε =
X
ε4=1

ε2 = 0 et
X
ε4=1

1 = 4 .

Finalement si K = C et s (ϕ,ϕ) ∈ R pour tout ϕ ∈ F , on a

s (ϕ,ψ) =
1

4
·
X
ε4=1

ε · s (ε · ε · ϕ+ ε · ψ, ε · ε · ϕ+ ε · ψ) =

=
1

4
·
X
ε4=1

ε · ε · ε · s (ε · ϕ+ ψ, ε · ϕ+ ψ) =
1

4
·
X
ε4=1

ε · s (ψ + ε · ϕ,ψ + ε · ϕ) = s (ψ,ϕ) ,

donc s est hermitienne. ¤

COROLLAIRE (Egalité du parallélogramme ou identité de la médiane)
Soit (F, p) un espace semi-normé. Il existe une unique forme hermitienne positive s sur F

induisant la semi-norme p si, et seulement si, pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a
p (ϕ+ ψ)2 + p (ϕ− ψ)2 = 2 ·

£
p (ϕ)2 + p (ψ)2

¤
.
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Formules de polarisation 1.3

La nécessité se démontre immédiatement en développant le membre de gauche. L’unicité
découle des formules ci-dessus, que l’on peut écrire sous la forme

s (ϕ,ψ) =
1

4
·

X
ε2·dimR K=1

ε · kϕ+ ε · ψk2 . (∗)

Réciproquement, cette formule permettent de définir une application continue

s : (ϕ,ψ) 7−→ s (ϕ,ψ) : F × F −→ K .

On vérifie immédiatement que s (ϕ,ψ) = s (ψ,ϕ) si K = R et s (ϕ,ψ) = s (ψ,ϕ) si K = C ,
donc que s est hermitienne. L’égalité du parallélogramme montre alors que cette application
est additive en les deux variables, i.e. Z-bilinéaire. On en déduit qu’elle est Q-bilinéaire, puis
par continuité qu’elle est R-bilinéaire. Si K = C , on montre facilement que

(ϕ| i · ψ) = i · (ϕ|ψ) ,
ce qui finit de prouver la sesquilinéarité. Finalement les formules de polarisation montrent que
s induit bien la semi-norme p , et en particulier que s est positive. ¤

REMARQUE Une isométrie d’un espace préhilbertien dans un autre conserve le produit
scalaire, puisque celui-ci s’exprime à l’aide de la norme grâce à la formule de polarisation (∗) .

EXERCICE Si
¡
ϕj
¢
j=1,...,n

est une suite finie dans un espace préhilbertien F , alors

1

2n
·
X

ε∈{±1}n

⎛⎝°°°°°
nX
j=1

ε (j) · ϕj

°°°°°
2
⎞⎠ =

nX
j=1

°°ϕj°°2 .
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1.4 Théorème de la projection

1.4 Théorème de la projection

Dans ce paragraphe F désigne un espace préhilbertien,
muni de la norme déduite du produit scalaire.

Rappelons tout d’abord que si G,H sont des espaces normés et T : G −→ H est une
application (semi-)linéaire, alors la plus petite constante M satisfaisant à

kTγkH 6M · kγkG pour tout γ ∈ G (∗)
est

kTk := supγ∈G,kγkG61 kTγkH ∈ R+ .
Si L (G,H) désigne l’espace vectoriel des applications linéaires T : G −→ H , alors

T 7−→ kTk : L (G,H) −→ R+
est une fonctionnelle absolument homogène et sous-additive. On dit que kTk est la norme de
T .

Pour quer T soit continue, il faut et il suffit qu’il existe une constante M <∞ satisfaisant
à (∗) , i.e. que kTk <∞ . On dit aussi que T est bornée .

Ceci fut démontré dans le cours d’Analyse [17], § 11.8.

Si L (G,H) désigne l’ensemble des applications linéaires T : G −→ H qui sont continues,
on a

L (G,H) = {T ∈ L (G,H) | kTk <∞} ,
et les propriétés de la norme montrent que c’est un sous-espace vectoriel de L (G,H) et que

T 7−→ kTk : L (G,H) −→ R+
est une norme.

DEFINITION 1 Pour tout ξ, η ∈ F , on dit que ξ et η sont orthogonaux et on écrit ξ ⊥ η ,
si (ξ| η) = 0 . Si A est une partie de F , on désigne par A⊥ l’ ensemble orthogonal formé des
η ∈ F tels que (A| η) = 0 , i.e. (ξ| η) = 0 pour tout ξ ∈ A .

LEMME (Egalité de Pythagore) Si ξ, η ∈ F sont orthogonaux, alors
kξ + ηk2 = kξk2 + kηk2 .

La réciproque est vrai si K = R .

C’est immédiat, puisque

kξ + ηk2 = kξk2 + (ξ| η) + (η| ξ) + kηk2 .
¤

EXEMPLE 1 Si K = C , la réciproque est fausse ; on a par exemple
|1 + i|2 = |1|2 + |i|2 et (1| i) = i .
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Théorème de la projection 1.4

Nous allons maintenant généraliser le théorème 15.16 de meilleure approximation que nous
avons démontré dans le cours d’Analyse [17].

THEOREME Soient F un espace préhilbertien et G une partie convexe complète 6= ∅ de F .

(i) Pour tout ξ ∈ F , il existe un unique θ ∈ G tel que
infγ∈G kξ − γk = d (ξ,G) = kξ − θk . (∗)

On le note PGξ et on dit c’est la meilleure approximation de ξ par un élément de G .
(ii) Pour tout ξ ∈ F , l’élément PGξ est l’unique θ ∈ G tel que

Re (γ − θ| θ − ξ) > 0 pour tout γ ∈ G . (∗∗)
On a

kPGξ − PGηk 6 kξ − ηk pour tout ξ, η ∈ F .
Si G est sous-espace vectoriel, alors

(iii) Pour tout ξ ∈ F , l’élément PGξ est l’unique θ ∈ G tel que (ξ − θ)⊥G , i.e. tel que
(γ| ξ) = (γ| θ) pour tout γ ∈ G .

(iv) L’application PG : F −→ F est linéaire. C’est une projection, i.e. P 2G = PG , et elle est de
norme 1 si G 6= {0} . Son noyau est le sous-espace vectoriel G⊥ , supplémentaire orthogonal de
G ; il est fermé et on a

F = G ⊕ G⊥ .
(v) On a

G⊥⊥ = G .

Dmonstration de (i) Etant donné ξ ∈ F , il existe une suite (γk)k∈N ⊂ G telle que
d (ξ,G) = limk kξ − γkk . Nous allons montrer que (γk)k∈N est une suite de Cauchy. Par l’égalité
du parallélogramme (corollaire 3.3), on a

kγk − γlk2 = 2 ·
¡
kξ − γkk2 + kξ − γlk2

¢
− 4 ·

°°°°ξ − γk + γl
2

°°°°2 6
6 2 ·

¡
kξ − γkk2 + kξ − γlk2

¢
− 4 · d (ξ,G)2 ,

puisque G est convexe :
γk + γl
2

∈ G .

Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque k, l tendent vers l’infini, notre assertion est
prouvée et (γk)k∈N converge vers θ ∈ G tel que

kξ − θk = limk kξ − γkk = d (ξ,G) .

Si eθ ∈ G est tel que d (ξ,G) = °°°ξ − eθ°°° , alors
°°°θ − eθ°°°2 = 2 ·µkξ − θk2 +

°°°ξ − eθ°°°2¶− 4 · °°°°°ξ − θ + eθ
2

°°°°°
2

6 0 ,
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1.4 Théorème de la projection

d’où l’on obtient θ = eθ .

Dmonstration de (ii) Pour tout γ ∈ G et α ∈ ]0, 1] , on a α · γ + (1− α) · PGξ ∈ G ,
donc

kPGξ − ξk2 6 kα · γ + (1− α) · PGξ − ξk2 = kα · (γ − PGξ) + PGξ − ξk2 =

= α2 · kγ − PGξk2 + 2α · Re (γ − PGξ|PGξ − ξ) + kPGξ − ξk2

et par suite

Re (γ − PGξ|PGξ − ξ) > −α

2
· kγ − PGξk2 ,

d’où (∗∗) en faisant tendre α vers 0 .
Réciproquement soit θ vérifiant (∗∗) . Pour tout γ ∈ G , il vient

kγ − ξk2 = kγ − θ + θ − ξk2 = kγ − θk2 + 2Re (γ − θ| θ − ξ) + kθ − ξk2 >

> kθ − ξk2 ,
ce qui montre que θ vérifie (∗) . On a bien θ = PGξ .

Finalement pour prouver l’inégalité, puisque PGη, PGξ ∈ G , constatons que
Re (PGη − PGξ|PGξ − ξ) , Re (PGξ − PGη|PGη − η) > 0 .

En additionnant on obtient

0 6 Re (PGξ − PGη| ξ − PGξ + PGη − η) =

= Re (PGξ − PGη| ξ − η)− kPGξ − PGηk2 6 |(PGξ − PGη| ξ − η)|− kPGξ − PGηk2 6

6 kξ − ηk · kPGξ − PGηk− kPGξ − PGηk2 ,
d’où le résultat.
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Théorème de la projection 1.4

Dmonstration de (iii) Pour tout α ∈ K et γ ∈ G , on a α · γ ∈ G , donc
0 6 Re (α · γ − PGξ|PGξ − ξ) = Reα · (γ| ξ − PGξ)− Re (PGξ|PGξ − ξ) .

En faisant après division tendre α ∈ R r {0} vers ±∞ , on obtient Re (γ| ξ − PGξ) = 0 . Si
K = C , en remplaçant α par i · α , on obtient Im (γ| ξ − PGξ) = 0 , donc (γ| ξ − PGξ) = 0 .
Nous avons donc prouvé que (ξ − PGξ)⊥G .

Réciproquement étant donné θ ∈ G tel que (ξ − θ)⊥G , pour tout γ ∈ G , on a
kξ − (θ + γ)k2 = kξ − θk2 + kγk2

par le lemme de Pythagore, donc

d (ξ,G)2 = infγ∈G kξ − (θ + γ)k2 = kξ − θk2 .
Grâce à (i), on obtient θ = PGξ .

Dmonstration de (iv) La linéarité découle immédiatement de (iii). Par exemple pour
tout ξ ∈ F et α ∈ K , on a évidemment

α · ξ − α · PGξ = α · (ξ − PGξ)⊥G ,
donc PG (α · ξ) = α · PGξ . C’est une projection, car (PGξ − PGξ)⊥G ! D’autre part

kξk2 = kPGξk2 + kξ − PGξk2 ,
d’où l’on tire kPGξk 6 kξk , et par suite kPGk 6 1 . Si G 6= {0} , soit γ ∈ G tel que kγk = 1 . On
a alors kPGγk = kγk = 1 , donc kPGk = 1 . Finalement, on a KerPG = G⊥ par (iii) ; c’est donc
un sous-espace vectoriel fermé puisque PG est continue, et la décomposition ξ = PGξ+(ξ − PGξ)
montre que F = G + G⊥ . Comme manifestement G ∩ G⊥ = {0} , nous avons finit de prouver
(iv).

Dmonstration de (v) On a G ⊂ G⊥⊥ et si ξ ∈ G⊥⊥ , alors comme ξ − PGξ ∈ G⊥ par
(iii), il vient

(ξ| ξ − PGξ) = 0 et (PGξ| ξ − PGξ) = 0 ,
donc

kξ − PGξk2 = (ξ − PGξ| ξ − PGξ) = (ξ| ξ − PGξ) + (PGξ| ξ − PGξ) = 0 ,
i.e. ξ = PGξ ∈ G . ¤

DEFINITION 2 Si G est un sous-espace vectoriel complet, on dit que PG est la projection
orthogonale ou l’ orthoprojecteur de F sur G . Nous écrirons

F = G ¢ G⊥

pour montrer que cette décomposition est orthogonale et que l’on a l’égalité de Pythagore.

REMARQUE 1 On peut également étendre ce résultat à certains espaces normés, dits uni-
formément convexes , par exemple les espaces Lp (µ) pour p ∈ ]1,∞[ .

Dans R2 muni de la norme |·|∞ , l’assertion (i) est fausse. Par exemple si ϕ = (1, 0) , alors
tous les points de {0} × [−1, 1] sont meilleure approximation de ϕ dans {0} × R .

EXEMPLE 2 Etant donné ² ∈ F r {0} , alors K · ² est complet et

PK·²ξ =
1

k²k2
· (²| ξ) · ² .
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1.4 Théorème de la projection

En effet K · ² est complet, car α 7−→ α · ²
k²k : K −→ K · ² est un isomorphisme. Il n’est

évidemment pas nécessaire de le savoir pour constater que 1
k²k2 · (²| ξ) · ² est la projection de ξ

sur K · ² . En effetµ
ξ − 1

k²k2
· (²| ξ) · ²

¯̄̄̄
1

k²k2
· (²| ξ) · ²

¶
=
(²| ξ) · (ξ| ²)

k²k2
− (²| ξ) · (²| ξ) · k²k

2

k²k4
= 0 .

¤

COROLLAIRE Soit H un espace de Hilbert.
Pour qu’une partie A de H soit totale, il faut et il suffit que, pour tout ξ ∈ H tel que ξ⊥A ,

i.e. tel que (A| ξ) = {0} , on ait ξ = 0 .

Soit G := linA . Puisque H est complet, il en est de même de G , donc H = G ¢ G⊥ .
Par définition A est totale si, et seulement si, G = H , i.e. G⊥ = {0} , d’où l’assertion puisque
A⊥ = G⊥ par linéarité et continuité (cf. remarque 1.1.2). ¤

EXERCICE 1 Soient H et G des sous-espaces vectoriels de F .

(a) Si H et G sont complets, alors G ⊂ H si, et seulement si, on a PG = PGPH .

(b) Si H⊥G , alors H+ G est complet si, et seulement si, H et G le sont. Dans ce cas, on a
PH+G = PH + PG .

EXERCICE 2 Dans l’espace de Banach c0 (N) des zéro-suites, sous-espace vectoriel fermé de
`∞ (N)muni de la norme uniforme k·k∞ , il existe des hyperplans fermésH , i.e.H = Kerµ pour
une forme linéaire continue µ ∈ c0 (N)0 = `1 (N) (cf. exercice 3.8.1), tels que tout ϕ ∈ F rH
n’ait pas de meilleure approximation dans H (cf. exercice 3.8.2).
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1.5 Théorème de représentation de Riesz

Si F est un espace vectoriel nous désignerons par F~ l’espace vectoriel des formes semi-
linéaires µ sur F . La forme sesquilinéaire (à gauche) qui lui est associée sera notée

F × F~ −→ K : (ϕ, µ) 7−→ hϕ|µi := µ (ϕ)
comme généralisation d’un produit scalaire. Nous écrirons la forme semi-linéaire µ sous la forme
d’un vecteur ket

|µi : F −→ K : ϕ 7−→ hϕ|µi = µ (ϕ) .
Ce formalisme fait partie de celui de Dirac et sera développé plus tard (cf. 3.4, 3.5 et 3.22).

DEFINITION Si F est un espace normé, on muni l’espace vectoriel F † des formes semi-
linéaires continues sur F de la norme

kµk := supϕ∈F,kϕk61 |hϕ|µi| .
On dit que c’est le semi-dual fort de F .

Si G et H sont des espaces normés, on dit qu’une application sesquilinéaire s : F×G −→ H
est bornée s’il existe une constante M <∞ telle que

ks (ϕ, γ)kH 6M · kϕkF · kγkG pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G ,
i.e. si

ksk := sup ϕ∈F,γ∈G
kϕkF ,kγkG61

ks (ϕ, γ)kH <∞ ,

qui est la plus petite de ces constantes.

On a

ks (ϕ, γ)kH 6 ksk · kϕkF · kγkG .

EXEMPLE La forme sesquilinéaire canonique

F × F † −→ K : (ϕ, µ) 7−→ hϕ|µi
est bornée.

En effet on a

|hϕ|µi| 6 kϕk · kµk pour tout ϕ ∈ F et µ ∈ F † .
On peut considérer cette inégalité comme une inégalité de Hölder abstraite .

Nous montrerons sous forme plus générale dans la proposition 2.4 qu’une application ses-
quilinéaire est continue si, et seulement si, elle est bornée. En fait il suffit d’adapter la démons-
tration de la continuité de la multiplication dans K (cours d’Analyse [17], théorème 5.5.iii).

Voir aussi 3.1, 3.2 et 3.8 pour d’autres détails.

PROPOSITION Soit F un espace préhilbertien. Pour tout ξ ∈ F , la forme semi-linéaire
|ξ) : ϕ 7−→ (ϕ| ξ) : F −→ K
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1.5 Théorème de représentation de Riesz

est continue sur F , et l’application linéaire, dite de Riesz,

R : F −→ F †β : ξ 7−→ |ξ)

est une isométrie.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

|(ϕ| ξ)| 6 kϕk · kξk pour tout ϕ ∈ F .
Ceci montre que k|ξ)k 6 kξk . Si ξ 6= 0 , on a°°°° ξ

kξk

°°°° = 1 et
µ

ξ

kξk

¯̄̄̄
ξ

¶
= kξk ,

ce qui prouve que k|ξ)k = kξk . ¤

REMARQUE 1 L’application de Riesz est en général non-surjective, mais on a le

THEOREME (de représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert. L’application
de Riesz R : ξ 7−→ |ξ) est une isométrie de H sur H†

β . En outre si µ ∈ H† , alors la fonction
réelle sur H

ϕ 7−→ 1

2
· kϕk2 −Re hϕ|µi : H −→ R

atteint son minimum en ξ ∈ H tel que µ = |ξ) .

Il nous reste à montrer que l’application de Riesz est surjective. Etant donné µ ∈ H†r{0} ,
on a (Kerµ)⊥ 6= {0} et le théorème de la projection 1.4 montre que H = Kerµ¢ (Kerµ)⊥ . Il
existe donc eξ ∈ (Kerµ)⊥ tel que ³eξ ¯̄̄µ´ = 1 . Pour tout ϕ ∈ H , on a alors ϕ−hϕ|µi ·eξ ∈ Kerµ
et en posant

ξ :=
eξ°°°eξ°°°2 ∈ (Kerµ)⊥ ,

il vient

(ϕ| ξ) =
³
ϕ− hϕ|µi · eξ ¯̄̄ ξ´+ ³hϕ|µi · eξ ¯̄̄ ξ´ =

⎛⎜⎝hϕ|µi · eξ
¯̄̄̄
¯̄̄ eξ°°°eξ°°°2

⎞⎟⎠ = hϕ|µi ,

i.e. µ = |ξ) .
Finalement, on a

kϕ− ξk2 = kϕk2 − 2Re (ϕ| ξ) + kξk2 = kϕk2 − 2Re hϕ|µi+ kξk2 ,
d’où la seconde assertion. ¤

REMARQUE 2 On peut donc munir le semi-dual fort H†
β de H d’un produit scalaire com-

patible avec sa norme en posant

(µ| ν)H†
β
:=
¡
R−1µ

¯̄
R−1ν

¢
H pour tout µ, ν ∈ H†

β ,

qui en fait un espace de Hilbert isomorphe à H .
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Théorème de représentation de Riesz 1.5

Attention, ce théorème pourrait nous inciter à identifier le semi-dual fort H†
β à H , mais

dans les applications on rencontre souvent d’autres représentations, plus intéressantes, de H†
β

(cf. exemple 3.4.5).

COROLLAIRE Soient H et G des espaces de Hilbert. Il y a correspondance biunivoque entre
les applications linéaires continues

S : G −→ H
et les formes sesquilinéaires bornées

s : H× G −→ K
donnée par

s (ξ, γ) = (ξ|Sγ)H .

Dans ce cas

kSk = ksk .

Si S est linéaire continue, il est clair que s est sesquilinéaire (cf. exemple 1.1). Elle est
bornée car

|s (ξ, γ)| = |(ξ|Sγ)| 6 kξk · kSγk 6 kSk · kξk · kµk .
Réciproquement si s est une forme sesquilinéaire bornée, pour tout γ ∈ G

ξ 7−→ s (ξ, γ) : H −→ K
est une forme semi-linéaire continue, représentée par Sγ ∈ H , puisque

|s (ξ, γ)| 6 ksk · kγk · kξk .
Par construction s (ξ, γ) = (ξ|Sγ) et kSγk 6 ksk · kγk . D’autre part

S : γ 7−→ Sγ : G −→ H
est linéaire et

kSk = supγ∈G,kγk61 kSγk 6 ksk ,
ce qui prouve la continuité. Mais comme

ksk = supkξk,kγk61 |s (ξ, γ)| = supkξk,kγk61 |(ξ|Sγ)| 6

6 supkξk,kγk61 kξk · kSγk 6 supkγk61 kSγk = kSk ,
on obtient l’autre inégalité. ¤

EXERCICE Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de H . Montrer
que pour toute forme semi-linéaire continue µ sur F , il existe une unique forme semi-linéaire
continue ν sur H telle que ν |F = µ und ν |F⊥ = 0 .
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1.6 Les théorèmes de Stampacchia et Lax-Milgram

Dans ce paragraphe H désigne un espace hilbertien

DEFINITION Une forme sesquilinéaire bornée s : H×H −→ K est dite strictement positive
ou coercitive s’il existe ε > 0 tel que

s (ξ, ξ) > ε · kξk2 pour tout ξ ∈ H .

L’application linéaire continue S : H −→ H qui lui est associée est aussi dite strictement
positive.

THEOREME (de Stampacchia) Soient s une forme sesquilinéaire bornée coercitive sur
H , G une partie convexe fermée 6= ∅ de H et µ ∈ H† . Alors

(i) Il existe un unique θ ∈ G tel que
Re hγ − θ|µi 6 Re s (γ − θ, θ) pour tout γ ∈ G . (∗)

(ii) Si de plus s est hermitienne, alors θ est caractérisé par la propriété

θ ∈ G et
1

2
s (θ, θ)−Re hθ|µi = minγ∈G

µ
1

2
s (γ, γ)−Re hγ|µi

¶
.

Dmonstration de (i) Utilisons l’application linéaire continue S associé à la forme ses-
quilinéaire s (corollaire 1.5), donc telle que s (ξ, η) = (ξ|Sη) . On a

ε · kξk2 6 s (ξ, ξ) = (ξ|Sξ) 6 kSk · kξk2 , (∗∗)
ce qui montre que ε 6 kSk . Soit d’autre part ξ ∈ H tel que |µi = |ξ) (théorème de Riesz 1.5).

La condition (∗) sur θ s’écrit alors
Re (γ − θ|Sθ − ξ) > 0 pour tout γ ∈ G ,

ou encore

Re (γ − θ| θ − [α · ξ − α · Sθ + θ]) > 0 pour tout γ ∈ G ,
pour une constante α > 0 que nous allons choisir. Grâce au théorème de la projection 1.4.ii, il
existe un unique θ ∈ G satisfaisant à (∗) si, et seulement si, il existe un unique θ ∈ G tel que

θ = PG (α · ξ − α · Sθ + θ) .

Nous sommes donc ramené à un problème de point fixe dans G , qui est un espace métrique
complet, puisque fermé dans H . Montrons que l’application

Φ : G −→ G : θ 7−→ PG (α · ξ − α · Sθ + θ)

est q-lipschitzienne pour un q ∈ [0, 1[ . Pour tout θ, γ ∈ G , l’inégalité du théorème de la
projection 1.4.ii montre que

kΦθ − Φγk2 6 kα · ξ − α · Sθ + θ − (α · ξ − α · Sγ + γ)k2 =

= kθ − γ − α · S (θ − γ)k2 = kθ − γk2 − 2α ·Re (θ − γ|S (θ − γ)) + α2 · kS (θ − γ)k2 6
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6
¡
1− 2ε · α+ kSk2 · α2

¢
· kθ − γk2 .

Le minimum de α 7−→ 1− 2ε · α+ kSk2 · α2 est atteint en

α =
ε

kSk2

et vaut

q2 := 1− 2ε · ε

kSk2
+ kSk2 ·

µ
ε

kSk2
¶2
= 1− ε2

kSk2
∈ [0, 1[ ,

puisque ε 6 kSk . Le théorème du point fixe de Banach (cours d’Analyse [17], exemple 12.5.1)
nous permet de conclure.

Dmonstration de (ii) Si s est en outre hermitienne, elle définit un nouveau produit
scalaire sur H . Mais puisque la nouvelle norme est équivalente à l’ancienne par (∗∗) , on
obtient un nouvel espace de Hilbert Hs . Utilisant le théorème de représentation de Riesz dans
cet espace, il existe eξ ∈ Hs tel que

(η| ξ) = s
³
η,eξ´ pour tout η ∈ Hs .

La condition (∗) s’écrit alors
Re (γ − θ| ξ) 6 Re s (γ − θ, θ) pour tout γ ∈ G . (∗)

Re s
³
γ − θ, θ − eξ´ > 0 pour tout γ ∈ G

et le théorème de la projection 1.4.i dans Hs montre que θ est la meilleure approximation de eξ
par un élément de G , donc que θ réalise

minγ∈G s
³
γ − eξ, γ − eξ´ 1

2
,

ce qui revient à minimiser

s
³
γ − eξ, γ − eξ´ = s (γ, γ)− 2 · Re s³γ,eξ´+ s³eξ,eξ´

ou bien
1

2
s (γ, γ)−Re (γ| ξ) .

Ceci finit de prouver le théorème. ¤

COROLLAIRE (Lax-Milgram) Soit s une forme sesquilinéaire bornée coercitive sur H
et µ ∈ H† . Alors

(i) Il existe un unique θ ∈ H tel que

s (γ, θ) = hγ|µi pour tout γ ∈ H .

(ii) Si de plus s est hermitienne, alors θ est caractérisé par la propriété

θ ∈ H et
1

2
s (θ, θ)− Re hθ|µi = minγ∈G

µ
1

2
s (γ, γ)−Re hγ|µi

¶
.

Il suffit d’appliquer le théorème de Stampacchia en prenant G = H en remarquant, comme
dans la démonstration du théorème de la projection (iii), que l’unique solution θ ∈ H est
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caractérisée par

Re hα · γ − θ|µi 6 Re s (α · γ − θ, θ) pour tout α ∈ K et γ ∈ H ,

c’est-à-dire

0 6 Re
³
α · [s (γ, θ)− hγ|µi]

´
−Re s (θ, θ) + Re hθ|µi ,

ce qui n’est possible que si

s (γ, θ)− hγ|µi = 0 pour tout γ ∈ H .

L’existence peut se démontrer directement et de manière plus générale (cf. exercice 3.17). ¤

REMARQUE 1 L’équation

s (γ, θ) = hγ|µi pour tout γ ∈ H ,

est celle d’Euler associée à l’extrémalisation sur H de la fonction réelle

γ 7−→ 1

2
· s (γ, γ)− Re hγ|µi ,

plus précisément que θ en soit un point critique, c’est-à-dire que, pour tout γ ∈ H , 0 soit un
point critique de la fonction

fγ : t 7−→
1

2
· s (θ + t · γ, θ + t · γ)−Re hθ + t · γ|µi ,

i.e. f 0γ (0) = 0 . Mais

f 0γ (t) = ∂t

µ
1

2
· s (θ + t · γ, θ + t · γ)−Re hθ + t · γ|µi

¶
=

=
1

2
· {s (∂t [θ + t · γ] , θ + t · γ) + s (θ + t · γ, ∂t [θ + t · γ])}−Re h∂t [θ + t · γ]|µi =

=
1

2
{s (γ, θ + t · γ) + s (θ + t · γ, γ)}−Re hγ|µi = Re

h
s (γ, θ + t · γ)− hγ|µi

i
,

ce qui nous conduit à l’équation

Re
h
s (γ, θ)− hγ|µi

i
= 0 pour tout γ ∈ H ,

et par suite le résultat. ¤

REMARQUE 2 Ces théorèmes conduisent aux méthodes dites variationnelles de résolution
des équations aux dérivées partielles. Rappelons que l’équation d’Euler dans le cadre du principe
de moindre action conduit aux équations de Lagrange de la mécanique.
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1.7 Les espaces de Sobolev sur un intervalle

Dans ce paragraphe J désigne un intervalle de R .

Rappelons la notion de fonction (localement) absolument continue et les résultats impor-
tants qui ont été démontrés dans le cours d’Analyse [17] : 15.19, 16.4 et 16.10.

DEFINITION 1 Pour tout a, b ∈ R , soit

1a,b :=

½
1]a,b]
−1]b,a] si

a 6 b
b < a

la fonction caractéristique signée .

LEMME Soit J un intervalle de R .

(i) Pour tout a, b, c ∈ J , on a
1a,b + 1b,c = 1a,c .

(ii) Une fonction f sur J est localement λJ-intégrable si, et seulement si, pour tout intervalle
compact [a, b] ⊂ J , la fonction 1[a,b] · f est λJ-intégrable.
(iii) Si f ∈ L1loc (J) et

R
ϕ · f dλJ > 0 pour tout ϕ ∈ E+ (J) , respectivement ϕ ∈ K+ (J) ou

encore ϕ ∈ D+ (J) , alors f > 0 λJ-p.p. .

Etant donné f ∈ L1loc (J) , τ ∈ J et c ∈ C , on considère la fonction

F : J −→ K : t 7−→ c+

Z t

τ

f (s) ds := c+

Z
1τ ,t · f dλJ .

Alors

(iv) F est continue.

(v) F est croissante, si, et seulement si, f > 0 λJ-p.p. . En particulier pour que F soit
constante, il faut et il suffit que que f = 0 λJ-p.p. .

(vi) La classe de f est univoquement déterminée par F .

(vii) Si f est continue en t , alors F est dérivable en t et F 0 (t) = f (t) .

Bien que la démonstration ait été faite en 15.19 du cours d’Analyse [17], donnons quelques
indications.

Dmonstration de (i) C’est immédiat.

Dmonstration de (ii) La nécessité découle de la compacité d’un intervalle fermé, la
suffisance du fait que J est localement compact.

Dmonstration de (iii) Ce point sera démontré de manière plus générale dans le para-
graphe 1.16 : E (J) , K (J) et D (J) sont des espaces-test.
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Dmonstration de (iv) Il suffit d’appliquer le théorème de Lebesgue : si (tk)k∈N converge
vers t dans J , on a

limk 1τ ,tk · f = 1τ ,t · f ponctuellement et |1τ ,tk · f | 6 1[a,b] · |f | ∈ L1 (λJ) ,
où [a, b] est un intervalle de J contenant (tk)k∈N . Il vient alors

limk F (tk) = c+ limk

Z
1τ ,tk · f dλJ = c+

Z
limk (1τ ,tk · f) dλJ =

= c+

Z
1τ ,t · f dλJ = F (t) .

Dmonstration de (v) Si F est croissante, pour tout s, t ∈ J tels que s < t , on a

0 6 F (t)− F (s) =
Z
1s,t · f dλ =

Z
1[s,t] · f dλJ .

Par linéarité on obtient
R
ϕ · f dλJ > 0 pour toute fonction en escalier ϕ ∈ E+ (J) , donc f > 0

λJ -p.p. , par (iii). La réciproque et le reste sont immédiats.

Dmonstration de (vi) Si, pour tout t ∈ J , on a

F (t) = d+

Z t

eτ g avec g ∈ L1loc (J) ,

alors Z t

s

f = F (t)− F (s) =
Z t

s

g

donc
R
1s,t · f =

R t
s
(f − g) = 0 pour tout s, t ∈ J , donc f = g par (iii).

Dmonstration de (vii) Il suffit d’estimer en utilisant la continuité en t :¯̄̄̄
F (s)− F (t)

s− t − f (t)
¯̄̄̄
=

1

|s− t| ·
¯̄̄̄Z t

s

h
f − f (t)

i¯̄̄̄
6 1

|s− t| ·
Z t

s

|f − f (t)| 6 ε ,

puisque |f (u)− f (t)| 6 ε si u est suffisamment proche de t . ¤

DEFINITION 2 Nous dirons qu’une fonction F du type

F = F (τ) +

Z ¦

τ

f pour un f ∈ L1loc (J)

est (localement) absolument continue . L’ensemble de ces fonctions est désigné par AC (J) .
Nous dirons que f est la dérivée (en un sens généralisé) de F ; on la note ∂F .

Cette définition est bien posée puisque la fonction f est univoquement déterminée par F
à égalité λJ -presque partout. C’est une généralisation, puisque toute fonction g continûment
dérivable est localement absolument continue :

g (t) = g (τ) +

Z t

τ

g0 (s) ds ,

par le théorème fondamental du calcul différentiel et intégral (cours d’analyse 9.9). On a donc
∂g = g0 . Ainsi C(1) (J) ⊂ AC (J) ⊂ C (J) .

EXEMPLE 1 On a |id| , id+ = max (0, id) ∈ AC (R) et ∂ |id| = signum , ∂ id+ = 1R+ .
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PROPOSITION Soient J un intervalle de R , F,G ∈ AC (J) et a, b ∈ J . Alors

(i) Intégration par partiesZ b

a

∂F ·G =
h
F ·G

ib
a
−
Z b

a

F · ∂G .

En particulier F ·G ∈ A (J) et
∂ (F ·G) = ∂F ·G+ F · ∂G .

(ii) Règle de substitution Soient I un intervalle de R , Φ : I −→ J une fonction locale-
ment absolument continue, I (a, b) l’intervalle compact d’extrémités a, b ∈ I et

ζ : Φ (I (a, b)) −→ K .

Si Φ est réelle croissante, alors l’image de ∂Φ ·λI(a,b) par Φ est λΦ(I(a,b)) et ζ est λΦ(I(a,b))-
intégrable si, et seulement si, ζ ◦ Φ · ∂Φ est λI(a,b)-intégrable. Dans ce cas on aZ Φ(b)

Φ(a)

ζ =

Z b

a

ζ ◦ Φ · ∂Φ .

Plus généralement si ζ ◦Φ ·∂Φ est λI(a,b)-intégrable, alors ζ est 1Φ(a),Φ(b) ·λΦ([a,b])-intégrable
(ou bien λI(Φ(a),Φ(b))-intégrable) et on a la même formule.

(iii) Soient I et J des intervalles de R et Φ : I −→ J , G : J −→ R des fonctions localement
absolument continues. Si Φ est monotone, plus généralement si ∂G ◦ Φ · ∂Φ est localement
λI-intégrable, alors G ◦ Φ est localement absolument continue et on a

∂ (G ◦ Φ) = ∂G ◦ Φ · ∂Φ .

Dmonstration de (i) En exprimant F et G à l’aide de ∂F et respectivement ∂G on
obtient des intégrales doubles. L’égalité découle alors du théorème de Fubini comme nous l’avons
fait dans le cours d’Analyse [17], théorème 16.4.

Dmonstration de (ii) Cf. cours d’Analyse [17], théorème 16.10.

Dmonstration de (iii) C’est immédiat par (ii) (cours d’Analyse [17], corollaire 16.10 !).
¤

EXEMPLE 2 Si F ∈ AC (J) , alors F ∈ AC (J) et ∂
¡
F
¢
= ∂F . En particulier |F |2 ∈ AC (J)

et

∂
¡
|F |2

¢
= ∂F · F + F · ∂F = 2Re

¡
∂F · F

¢
.

C’est immédiat puisque

F = F (τ) +

Z ¦

τ

f = F (τ) +

Z ¦

τ

f .

¤

EXEMPLE 3 Si F,G ∈ AC (J) et G > 0 sur J , alors F
G
∈ AC (J) et

∂
F

G
=

∂F ·G− F · ∂G
G2

.
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En effet il suffit de montrer que 1
G
∈ AC (J) et ∂ 1

G
= −∂G

G2
, donc, pour tout t ∈ J , que

1

G (t)
=

1

G (τ)
−
Z t

τ

∂G

G2
.

Mais ∂G
G2
∈ L1loc (J) et grâce à la règle de substitution on obtientZ t

τ

∂G

G2
=

Z G(t)

G(τ)

1

id2
=

∙
− 1
id

¸G(t)
G(τ)

=
1

G (τ)
− 1

G (t)
.

¤

DEFINITION 3 Soient AC(0) (J) := L1loc (J) , ∂0f := f et, pour tout m ∈ N ,

AC(m+1) (J) :=
n
f ∈ AC(m) (J)

¯̄̄
∂mf ∈ AC (J)

o
,

∂m+1f := ∂ (∂mf)

et

H(m) (J) :=
n
ξ ∈ AC(m) (J)

¯̄
∂jξ ∈ L2 (J) pour tout j = 0, . . . ,m

o
,

l’espace de Sobolev d’ordre m . Nous munirons cet espace vectoriel du produit scalaire

( ·| ·)(m) :=
mX
j=0

¡
∂jξ
¯̄
∂jξ
¢
,

dont la norme est

kξk22,(m) :=
mX
j=0

°°∂jξ°°2
2
.

On a

AC(m+1) (J) ⊂ C(m) (J) ⊂ AC(m) (J) ,
H(0) (J) = L2 (J) et

H(1) (J) :=
©
ξ ∈ AC (J)

¯̄
ξ, ∂ξ ∈ L2 (J)

ª
.

REMARQUE 1 Pour tout a, b ∈ R+ , on a
(a+ b)2 6 2

¡
a2 + b2

¢
,

en particulier

kξk2 + k∂ξk2 6
√
2 · kξk2,(1) pour tout ξ ∈ H(1) (J) .

En effet l’inégalité est équivalente à (a− b)2 > 0 ! ¤

THEOREME On a :

(i) H(m) (J) est un espace de Hilbert.

(ii) Si F ∈ AC (J) et ∂F ∈ L1 (J) , alors
lima−→inf J F (a) et limb−→supJ F (b)

existent, i.e. F possède un prolongement continu à J ∪{inf J, supJ} , que nous noterons encore
par F .
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Si c ∈ {inf J, sup J} , on a

F (t) = F (c) +

Z t

c

∂F pour tout t ∈ J ∪ {inf J, sup J} .

(iii) Généralisation de l’intégration par parties Si F,G ∈ AC (J) et ∂F ·G , F · ∂G ∈
L1 (J) , alors

lima−→inf J (F ·G) (a) et limb−→supJ (F ·G) (b)
existent et on aZ

J

∂F ·G dλ+
Z
J

F · ∂G dλ = limb−→supJ (F ·G) (b)− lima−→inf J (F ·G) (a) =

=:
h
F ·G

isupJ
inf J

.

(iv) Si ξ ∈ H(1) (J) , alors ξ possède un prolongement continu à J ∪ {inf J, sup J} . Si c ∈
{inf J, sup J} ∩ {±∞} , on a

ξ (c) = 0 ,

i.e.

H(1) (J) ⊂ C0
¡
J
¢
,

où J désigne la fermeture de J dans R .
(v) Inégalité de Sobolev Pour tout ε > 0 et tout ξ ∈ H(1) (J) , on a

kξk∞ 6
Ã

1p
λ (J)

+
1

ε

!
· kξk2 + ε · k∂ξk2 ,

en particulier

kξk∞ 6
√
2 ·
Ã
1 +

1p
λ (J)

!
· kξk2,(1) .

En outre l’injection canonique

H(1) (J) ,→ C0
¡
J
¢

et, pour tout t ∈ J ∪ {inf J, sup J} , la forme semi-linéaire
|εti : ξ 7−→ hξ| εti := ξ (t) : H(1) (J) −→ K

sont continues.

(vi) L’injection canonique

H(m+1) (J) ,→ C(m),0
¡
J
¢
: ξ 7−→ ξ ,

où

C(m),0
¡
J
¢
:=
©
f ∈ C(m) (J)

¯̄
∂jf ∈ C0

¡
J
¢ª

est muni de la norme f 7−→ kfk∞,(m) = maxj=0,...,m k∂jfk∞ , ainsi que la dérivation

∂ : H(m+1) (J) −→ H(m) (J) : ξ 7−→ ∂ξ ,

sont continues.
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Dmonstration de (i) Montrons queH(m) (J) est complet par récurrence. Le casm = 0
est clair, puisqueH(0) (J) = L2 (J) est complet (cours d’Analyse [17], théorème de Riesz-Fischer
15.14). Supposons donc que H(m) (J) est complet et soit (ξk)k∈N est une suite de Cauchy par
rapport à k·k2,(m+1) ; alors (ξk)k∈N est une suite de Cauchy dans H(m) (J) qui converge vers
ξ ∈ H(m) (J) et il en est de même de (∂m+1ξk)k∈N dans L

2 (J) qui converge vers η ∈ L2 (J) .
Comme ∂mξk ∈ AC (J) , pour tout t, τ ∈ J , on a

∂mξk (t)− ∂mξk (τ) =

Z t

τ

∂m+1ξk =
¡
1τ ,t| ∂m+1ξk

¢
→ (1τ ,t| η) =

Z t

τ

η ,

la suite (∂mξk − ∂mξk (τ))k∈N converge ponctuellement vers la fonction localement absolument
continue

R ¦
τ
η . Mais par le théorème de Riesz-Fischer il existe une sous-suite α telle que

¡
ξα(l)

¢
l∈N

converge ponctuellement λJ-p.p. vers ξ . Si τ est un tel point, pour λJ -presque tous les t ∈ J ,
on aZ t

τ

η = limk

h
∂mξk (t)− ∂mξk (τ)

i
= liml

h
∂mξα(l) (t)− ∂mξα(l) (τ)

i
= ∂mξ (t)− ∂mξ (τ) ;

par modification de ∂mξ sur un ensemble λJ -négligeable, la formule ci-dessus est valable pour
tout t ∈ J (donc aussi pour tout τ ∈ J !) et on obtient ∂mξ ∈ AC (J) , ∂m+1ξ = η ∈ L2 (J) .
Ceci montre que ξ ∈ H(m+1) (J) et

kξk − ξk22,(m+1) =
m+1X
j=0

°°∂jξk − ∂jξ
°°2
2
=

mX
j=0

°°∂jξk − ∂jξ
°°2
2
+
°°∂m+1ξk − η

°°2
2
→ 0 ,

donc (ξk)k∈N converge vers ξ dans H(m+1) (J) .

Dmonstration de (ii) C’est immédiat en utilisant le théorème de Lebesgue : étant
donné t ∈ J et (tk)k∈N une suite convergente vers c ∈ {inf J, sup J} , on a

limk F (tk) = F (t) + limk

Z tk

t

∂F = F (t) + limk

Z
J

1t,tk · ∂F =

= F (t) +

Z
J

limk 1t,tk · ∂F = F (t) +
Z
J

1t,c · ∂F = F (t) +
Z c

t

∂F ,

puisque limk 1t,tk = 1t,c λJ -p.p. et |1t,tk · ∂F | 6 |∂F | ∈ L1 (J) . Ainsi

F (t) = F (c) +

Z t

c

∂F ;

en passant à la limite cette formule est encore vraie pour t ∈ {inf J, sup J} .

Dmonstration de (iii) On a

∂ (F ·G) = ∂F ·G+ F · ∂G ∈ L1 (J) ,
d’où l’existence des limites par (ii), doncZ

J

∂F ·G dλ+
Z
J

F · ∂G dλ = lima→inf J limb→supJ
Z b

a

∂ (F ·G) =

= lima→inf J limb→supJ ((F ·G) (b)− (F ·G) (a)) =

= limb−→supJ (F ·G) (b)− lima−→inf J (F ·G) (a) .
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Dmonstration de (iv) Si J est borné, on a L2 (J) ⊂ L1 (J) par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, puisque pour η ∈ L2 (J) , on aZ

J

|η| =
Z
J

1 · |η| 6
µZ

J

1

¶1
2

·
µZ

J

|η|2
¶1

2

<∞ ,

d’où le résultat par (ii).
Etant donné ξ ∈ H(1) (J) , on a ξ, ∂ξ ∈ L2 (J) , donc

∂
¡
|ξ|2
¢
= ∂

¡
ξ · ξ

¢
= ∂ξ · ξ + ξ · ∂ξ ∈ L1 (J) ,

et si c ∈ {inf J, sup J} ∩ {±∞} , alors |ξ|2 possède une limite |ξ|2 (c) en c qui ne peut être que
0 , puisque |ξ|2 ∈ L1 (J) . Mais ceci montre que ξ (c) = 0 .

Dmonstration de (v) Soit ξ ∈ H(1) (J) . Pour tout a, b ∈ J , nous pouvons supposer
que a < b , il existe τ ∈ ]a, b[ tel que

|ξ (τ)|2 = 1

b− a ·
Z b

a

|ξ|2 ,

donc

|ξ (τ)|2 6 1

|b− a| · kξk
2
2 .

Puisque |ξ|2 = ξ · ξ ∈ AC (J) et ∂
¡
ξ · ξ

¢
= ∂ξ · ξ + ξ · ∂ξ ∈ L1 (J) , (ii) montre que pour tout

t ∈ J ∪ {inf J, sup J} , on peut écrire

|ξ (t)|2 = |ξ (τ)|2 +
Z t

τ

∂
¡
ξ · ξ

¢
6 |ξ (τ)|2 +

¯̄̄̄Z t

τ

¡
∂ξ · ξ + ξ · ∂ξ

¢¯̄̄̄
6

6 |ξ (τ)|2 + 2 ·
Z
|ξ| · |∂ξ| 6 1

|b− a| · kξk
2
2 + 2 · kξk2 · k∂ξk2 6

6
µ∙

1√
b− a

+
1

ε

¸
· kξk2 + ε · k∂ξk2

¶2
,

donc que

kξk∞,J∪{inf J,supJ} 6
∙

1√
b− a

+
1

ε

¸
· kξk2 + ε · k∂ξk2 .

En passant à la limite on obtient

kξk∞,J∪{inf J,supJ} 6
Ã

1p
λ (J)

+
1

ε

!
· kξk2 + ε · k∂ξk2 .

En particulier, pour ε = 1 ,

kξk∞,J∪{inf J,supJ} 6
Ã
1 +

1p
λ (J)

!
· (kξk2 + k∂ξk2) 6

√
2 ·
Ã
1 +

1p
λ (J)

!
· kξk2,(1)

par la remarque 1 ci-dessus. Ceci montre que l’injection canonique H(1) (J) ,→ C0
¡
J
¢
et |εti

sont continues, puisque

|hξ| εti| 6 kξk∞,J∪{inf J,supJ} .
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Dmonstration de (vi) Pour tout ξ ∈ H(m+1) (J) et j = 0, . . . ,m , (iv) montre que°°∂jξ°°2∞ 6 c2J · °°∂jξ°°22,(1) = c2J · ³°°∂jξ°°22 + °°∂j+1ξ°°22´ 6 c2J · kξk22,(m+1) ,
donc kξk∞,(m) 6 c2J · kξk

2
2,(m+1) . Finalement on a évidemment

k∂ξk22,(m) =
mX
j=0

°°∂j+1ξ°°2
2
6

m+1X
j=0

°°∂jξ°°2
2
= kξk22,(m+1) .

¤

REMARQUE 2 Est-ce que la constante 1√
λ(J)

+ 1
ε
dans l’inégalité de Sobolev est la plus

petite constante Cε possible, donc telle que

kξk∞ 6 Cε · kξk2 + ε · k∂ξk2 ?

Considérons sur l’intervalle J la fonction constante 1 . On a k1k∞ = 1 , k1k2 =
p

λ (J) et
k∂1k2 = 0 . Ceci montre que Cε > 1√

λ(J)
.

DEFINITION 4 On pose

H(1)
0 (J) =

©
ξ ∈ H(1) (J)

¯̄
ξ (inf J) = ξ (sup J) = 0

ª
.

COROLLAIRE H(1)
0 (J) est un sous-espace de Hilbert de H(1) (J) .

Si J est borné, on a l’inégalité de Poincaré

kξk2 6
λ (J)√
2
· k∂ξk2 pour tout ξ ∈ H(1)

0 (J) .

En effet

H(1)
0 (J) = Ker |εinf Ji ∩Ker |εsupJi

est un sous-espace vectoriel fermé, donc complet.
Pour tout t ∈ J , on a

|ξ (t)| = |ξ (t)− ξ (inf J)| =
¯̄̄̄Z t

inf J

∂ξ

¯̄̄̄
6
Z
J

1inf J,t · |∂ξ| 6 k1inf J,tk2 · k∂ξk2 =

=
√
t− inf J · k∂ξk2 ,

donc

kξk22 6
µZ

J

(t− inf J) dt
¶
· k∂ξk22 =

∙
t2

2
− inf J · t

¸supJ
inf J

· k∂ξk22 =

=
1

2
· (supJ − inf J)2 · k∂ξk22 .

¤
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1.8 Problèmes aux limites sur un intervalle

DEFINITION 1 On désigne par K(1) (J) l’espace vectoriel des fonctions continûment dé-
rivables à support compact dans J et ∂ : K(1) (J) −→ K (J) : f 7−→ ∂f l’application de
dérivation.

PROPOSITION

(i) Il existe χ ∈ K (J) tel que
K (J) = ∂K(1) (J)⊕K · χ .

(ii) Si f ∈ L1loc (J) et
R
∂ϕ · f dλJ = 0 pour tout ϕ ∈ K(1) (J) , il existe c ∈ K tel que f = c .

(iii) Si f ∈ L1loc (J) et
R
ϕ · f dλJ = 0 pour tout ϕ ∈ K(1) (J) , alors f = 0 .

La démonstration est laissée en exercice. ¤

DEFINITION 2 Etant donné des fonctions ρ, p, q sur [0, 1] telles que ρ · p ∈ C(1) ([0, 1]) ,
ρ·p > 0 sur [0, 1] et ρ·q ∈ C ([0, 1]) , considérons le problème inhomogène aux limites homogènes
suivant :

−1
ρ
· ∂ (ρ · p · ∂f) + q · f = g sur J et f (0) = f (1) = 0 . (∗)

Si f ∈ C(2) ([0, 1]) est solution de (∗) , on dit que c’est une solution classique .

Remarquons que l’existence d’une solution classique entraîne nécessairement ρ·g ∈ C ([0, 1]) ,
hypothèse que nous ferrons.

DEFINITION 3 Etant donné des fonctions ρ, p, q telles que ρ · p ∈ AC ([0, 1]) , ρ · p > 0 sur
[0, 1] , ∂ (ρ · p) ∈ L∞ (]0, 1[) et ρ · q ∈ L∞+ (]0, 1[) , nous dirons qu’une solution f ∈ H(2) (]0, 1[)
de (∗) (égalité des classes ou λ[0,1]-p.p. ) est une solution semi-classique .

Remarquons que l’existence d’une solution semi-classique entraîne nécessairement, puisque
∂ (ρ · p) ·∂f +ρ ·p ·∂2f +ρ ·q ·f ∈ L2 (]0, 1[) , que ρ ·g ∈ L2 (]0, 1[) , hypothèse que nous ferrons.

Une solution classique est évidemment une solution semi-classique.

DEFINITION 4 Avec les mêmes hypothèses que dans la définition 3, on dit qu’une fonction
θ ∈ H(1),0 (]0, 1[) satisfaisant àZ 1

0

γ · ρ · q · θ +
Z 1

0

∂γ · ρ · p · ∂θ =
Z 1

0

γ · ρ · g pour tout γ ∈ H(1),0 (]0, 1[) (∗∗)

est une solution faible .

Remarquons tout d’abord qu’une solution semi-classique est solution faible : on a évidem-
ment f ∈ H(1),0 (]0, 1[) et en en intégrant par parties il vientZ 1

0

γ · ρ · q · f +
Z 1

0

∂γ · ρ · p · ∂f =
Z 1

0

γ · ρ · q · f +
h
γ · ρ · p · ∂f

i1
0
−
Z 1

0

γ · ∂ (ρ · p · ∂f) =
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=

Z 1

0

γ ·
µ
q · f − 1

ρ
· ∂ (ρ · p · ∂f)

¶
· ρ =

Z 1

0

γ · g · ρ .

Réciproquement si θ ∈ H(1),0 (]0, 1[) est une solution faible, en posant

H :=

Z ¦

0

ρ · (g − q · θ) ∈ AC ([0, 1]) ,

puisque ρ · (g − q · θ) ∈ L2 (]0, 1[) ⊂ L1 (]0, 1[) , on obtientZ 1

0

∂γ · ρ · p · ∂θ =
Z 1

0

γ · ρ · (g − q · θ) =
h
γ ·H

i1
0
−
Z 1

0

∂γ ·H = −
Z 1

0

∂γ ·H ,

donc ρ · p · ∂θ +H = c pour une constante c ∈ K par la proposition (ii) et par suite

∂θ =
c−H
ρ · p ∈ AC (]0, 1[)

grâce à l’exemple 1.5.3. Ceci montre que θ ∈ H(2) (]0, 1[) et intégrant le membre de gauche par
parties il vientZ 1

0

γ ·
h
ρ · (g − q · θ) + ∂ (ρ · p · ∂θ)

i
= 0 pour tout γ ∈ H(1),0 (]0, 1[) ⊃ K(1) (]0, 1[) .

On en déduit

−1
ρ
· ∂ (ρ · p · ∂θ) + q · θ = g

grâce à la proposition (iii). Ceci montre que θ est une solution semi-classique.
Si en plus ρ · p ∈ C(1) ([0, 1]) , et ρ · q, ρ · g ∈ C ([0, 1]) , on a H ∈ C(1) ([0, 1]) , donc

∂θ ∈ C(1) ([0, 1]) , i.e. θ ∈ C(2) ([0, 1]) , et par suite −∂ (ρ · p · ∂θ)+ρ ·q ·θ = ρ ·g partout, puisque
cette fonction est continue. Ceci montre que la solution faible θ est une solution classique.

Montrons maintenant qu’il existe une unique solution faible. Il suffit de constater que (∗∗)
peut s’écrire sous la forme

s (γ, θ) = hγ| g · ρi ,
en définissant

s : (γ, ξ) 7−→
Z 1

0

γ · ρ · q · ξ +
Z 1

0

∂γ · ρ · p · ∂ξ : H(1),0 (]0, 1[)×H(1),0 (]0, 1[) −→ K

et

|ρ · gi : γ 7−→
Z 1

0

γ · ρ · g : H(1),0 (]0, 1[) −→ K .

La forme sesquilinéaire s est bornée, puisque

|s (γ, ξ)| 6 kρ · qk∞ · kγk2 · kξk2 + kρ · pk∞ · k∂γk2 · k∂ξk2 6

6 cst ·
³
kγk2 · kξk2 + k∂γk2 · k∂ξk2

´
6 cst · kγk2,(1) · kξk2,(1) ,

tandis que la forme semi-linéaire |gi est continue, puisque
|hγ| ρ · gi| 6 kγk2 · kρ · gk2 6 kρ · gk2 · kγk2,(1) .

D’autre part s est évidemment hermitienne et elle est coercitive, car pour un ε > 0 , on a
ρ · p > ε sur [0, 1] et ρ · q > 0 , donc

s (ξ, ξ) =

Z 1

0

|ξ|2 · ρ · q +
Z 1

0

|∂ξ|2 · ρ · p > ε · k∂ξk22 =
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=
ε

3
· k∂ξk22 +

2ε

3
· k∂ξk22 >

2ε

3
· kξk22 +

2ε

3
· k∂ξk22 =

2ε

3
· kξk22,(1)

par l’inégalité de Poincaré.
Il suffit alors d’appliquer le théorème de Lax-Milgram 2.4 à la forme hermitienne s . Nous

avons donc prouver :

THEOREME (Conditions aux limites homogènes)
Etant donné des fonctions ρ, p, q, g telles que ρ · p ∈ AC ([0, 1]) , ρ · p > 0 sur [0, 1] ,

∂ (ρ · p) ∈ L∞ (]0, 1[) et ρ · q, ρ · g ∈ L∞+ (]0, 1[) , il existe une unique solution θ ∈ H(1),0 (]0, 1[)
de Z 1

0

q · γ · θ · ρ+
Z 1

0

p · ∂γ · ∂θ · ρ =
Z 1

0

γ · g · ρ pour tout γ ∈ H(1),0 (]0, 1[)

et elle s’obtient en minimisant
1

2

Z 1

0

¡
|γ|2 · ρ · q + |∂γ|2 · ρ · p

¢
−Re

Z 1

0

γ · ρ · g

sur H(1),0 (]0, 1[) . On θ ∈ H(2) (]0, 1[) et c’est une solution semi-classique de (∗) .
Si en plus ρ · p ∈ C(1) ([0, 1]) et ρ · q, ρ · g ∈ C ([0, 1]) , alors θ ∈ C(2) ([0, 1]) et c’est une

solution classique de (∗) .

Considérons maintenant le problème aux limites inhomogènes suivant :

−1
ρ
· ∂ (ρ · p · ∂f) + q · f = g sur ]0, 1[ et f (0) = α , f (1) = β (>)

avec α, β ∈ K .

Dans H(1) (]0, 1[) on considère le sous-espace affine

G :=
©
γ ∈ H(1) (]0, 1[) | γ (0) = α , γ (1) = β

ª
,

qui est évidemment un ensemble convexe fermé.

Avec les hypothèses correspondantes, si f ∈ C(2) ([0, 1]) est une solution classique de (>) ,
donc ρ · g ∈ C ([0, 1]) , ou plus généralement si θ ∈ H2 (]0, 1[) est solution semi-classique de (>)
dans L2 (]0, 1[) , donc ρ · g ∈ L2 (]0, 1[) , en intégrant par parties il vientZ 1

0

(θ − γ) · ρ · q · θ +
Z 1

0

∂ (θ − γ) · ∂θ · ρ · p =

=

Z 1

0

(θ − γ) · θ · ρ · q +
h
(θ − γ) · ∂θ · ρ · p

i1
0
−
Z 1

0

(θ − γ) · ∂ (ρ · p · ∂θ) =

=

Z 1

0

(θ − γ) · (ρ · q · θ − ∂ (ρ · p · ∂θ)) =
Z 1

0

(θ − γ) · ρ · g ,

donc en particulier

Re

µZ 1

0

(θ − γ) · θ · ρ · q +
Z 1

0

∂ (θ − γ) · ∂θ · ρ · p
¶
> Re

Z 1

0

(θ − γ) · ρ · g .

Ceci nous conduit à utiliser le théorème de Stampacchia :
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THEOREME (Conditions aux limites inhomogènes)
Etant donné des fonctions ρ, p, q telles que ρ ·p ∈ AC ([0, 1]) , ρ ·p > 0 sur [0, 1] , ∂ (ρ · p) ∈

L∞ (]0, 1[) , ρ · q ∈ L∞+ (]0, 1[) et α,β ∈ K , il existe une unique solution θ ∈ G de

Re

µZ 1

0

(θ − γ) · θ · ρ · q +
Z 1

0

∂ (θ − γ) · ∂θ · ρ · p
¶
> Re

Z 1

0

(θ − γ) · ρ · g pour tout γ ∈ G
(>>)

et elle s’obtient en minimisant
1

2

Z 1

0

¡
|γ|2 · ρ · q + |∂γ|2 · ρ · p

¢
−Re

Z 1

0

γ · ρ · g

sur G . On a θ ∈ H(2) (]0, 1[) et c’est une solution semi-classique de (>)
Si en plus ρ · p ∈ C(1) ([0, 1]) et ρ · q, ρ · g ∈ C ([0, 1]) , alors θ ∈ C(2) ([0, 1]) et c’est une

solution classique de (>) .

Comme dans l’exemple précédent il suffit d’utiliser la forme hermitienne coercitive

s : (γ, ξ) 7−→
Z 1

0

(θ − γ) · ξ · ρ · q+
Z 1

0

∂ (θ − γ) · ∂ξ · ρ · p : H(1),0 (]0, 1[)×H(1),0 (]0, 1[) −→ K ,

d’où la première partie. En faisant γ := θ ± η avec η ∈ H(1),0 (]0, 1[) dans (>>) , il vient

Re

µZ 1

0

η · ξ · ρ · q +
Z 1

0

∂η · ∂ξ · ρ · p
¶
= Re

Z 1

0

η · ρ · g .

Si K = C , en remplaçant η par i · η on obtient l’égalité des parties imaginaires. Les dernières
assertions se montrent alors comme ci-dessus. ¤

REMARQUE Il est possible de ramener le problème aux limites inhomogènes ci-dessus à un
problème aux limites homogènes, ce qui permet de le résoudre seulement à l’aide du théorème
de Lax-Milgram. En effet il existe une fonction χ ∈ C(∞) (R) telles que χ (0) = α et χ (1) = β et
en faisant le changement de fonctions inconnue η = θ−χ , on voit que θ est solution de (>) si,
et seulement si, η est solution de (∗) . Ceci n’est malheureusement plus possible en dimension
supérieure sans hypothèses restrictives sur la régularité du bord ou sur la fonction définie sur
ce bord.

34 ESPACES DE HILBERT Claude Portenier



Sommes hilbertiennes 1.9

1.9 Sommes hilbertiennes

Nous allons maintenant généraliser le théorème 15.18 du cours d’Analyse [17] sur les bases
hilbertiennes.

THEOREME Soient F un espace préhilbertien, (Hj)j∈J une famille de sous-espaces vecto-
riels complets deux à deux orthogonaux, Pj l’orthoprojecteur de F sur Hj , G le sous-espace
vectoriel fermé engendré par les Hj et ξ ∈ F .

Alors

G =
M
j∈J

Hj ,

la famille (Pjξ)j∈J est absolument de carré sommable, i.e.
¡
kPjξk2

¢
j∈J est sommable, l’ensemble

{j ∈ J | Pjξ 6= 0} est dénombrable et si σ : I −→ {j ∈ J | Pjξ 6= 0} en est une énumération,
on a l’inégalité de Bessel X

j∈J
kPjξk2 =

sup IX
l=0

°°Pσ(l)ξ°°2 6 kξk2 .
En outre les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ξ ∈ G .
(ii) Egalité de Parseval X

j∈J
kPjξk2 = kξk2 .

(iii) La famille (Pjξ)j∈J est sommable de somme ξ =
P

j∈J Pjξ , i.e. pour tout ε > 0 , il existe
Kε ∈ K (J) tel que, pour tout L ∈ K (J) satisfaisant à L ⊃ Kε , on ait°°°°°X

j∈L
Pjξ − ξ

°°°°° 6 ε .

(iv) Pour toute énumération σ d’une partie dénombrable D de J contenant {j ∈ J | Pjξ 6= 0}
la série

Psup I
l=0 Pσ(l)ξ est convergente, et on a

ξ =

sup IX
l=0

Pσ(l)ξ .

Pour tout K ∈ K (J) soit HK :=
P

j∈KHj . Si L ∈ K (J) est tel que K ∩ L = ∅ , alors
HK ⊥ HL , donc en particulier HK ∩HL = {0} . Ceci montre que la somme des Hj , i.e. le
sous-espace vectoriel engendré par les Hj , est directe. On a donc bien G =

L
j∈J Hj . D’autre

part le sous-espace vectoriel HK = ¢j∈KHj est complet par l’exercice 1.4.1.b, et en posant
PK := PHK

, on a

PKξ =
X
j∈K

Pjξ .
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Grâce à l’égalité de Pythagore, on obtientX
j∈K

kPjξk2 =
°°°°°X
j∈K

Pjξ

°°°°°
2

= kPKξk2 6 kξk2 , (∗)

puisque kPKk 6 1 par le théorème de la projection 1.4.iv. On en déduit évidemment l’inégalité
de Bessel et les premières assertions à l’aide du lemme 1.1.

(ii) ⇒ (iii) Si l’égalité de Parseval est satisfaite, pour tout ε > 0 , grâce à l’égalité dans (∗)
et la propriété d’approximation du supremum, il existe Kε ∈ K (J) tel que

kPLξk2 =
X
j∈L

kPjξk2 >
X
j∈Kε

kPjξk2 > kξk2 − ε2

pour toute partie L ∈ K (J) , L ⊃ Kε . Comme PLξ⊥ (PLξ − ξ) , il vient alors

kPLξ − ξk2 = kξk2 − kPLξk2 6 ε2

par l’égalité de Pythagore, donc (iii).

(iii) ⇒ (iv) Si k > Nε := maxσ−1 (Kε) , on a Lk := σ ({0, . . . , k}) ⊃ Kε ∩ D , donc
Lk ∪ (Kε rD) ⊃ Kε et puisque Pjξ = 0 si j ∈ Kε rD , il vient°°°°°

kX
l=0

Pσ(l)ξ − ξ

°°°°° =
°°°°°X
j∈Lk

Pjξ − ξ

°°°°° =
°°°°°°

X
j∈Lk∪(KεrD)

Pjξ − ξ

°°°°°° 6 ε .

(iv) ⇒ (i) C’est évident, puisque G est fermé et
Pk

l=0 Pσ(l)ξ ∈ G .
(i) ⇒ (ii) Par définition de G , pour tout ε > 0 , il existe K ∈ K (J) ,

¡
ηj
¢
j∈K tels que

ηj ∈ Hj et °°°°°X
j∈K

ηj − ξ

°°°°° 6 ε .

Puisque PKξ est la meilleure approximation de ξ par un élément de HK par le théorème de la
projection 1.4.i, on a

kPKξ − ξk 6
°°°°°X
j∈K

ηj − ξ

°°°°° 6 ε .

Utilisant à nouveau l’égalité de Pythagore et (∗) , on obtient

kξk2 = kPKξ − ξk2 + kPKξk2 6 ε2 +
X
j∈K

kPjξk2 6 ε2 +
X
j∈J
kPjξk2 ,

d’où l’égalité de Parseval. ¤

DEFINITION Nous écrirons

G =¢
j∈J
Hj ,

et nous dirons que c’est une décomposition hilbertienne de G , ou encore que G est la somme
hilbertienne de (Hj)j∈J .
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Nous utilisons le signe ¢ pour montrer que cette décomposition est orthogonale et que l’on
a l’égalité de Parseval, généralisation de celle de Pythagore, mais aussi que cette décomposition
est topologique puisqu’on utilise la notion de sommabilité, donc en particulier celle de série à
la place des sommes finies.

PROPOSITION Soient H un espace de Hilbert et (Hj)j∈J une famille de sous-espaces
vectoriels fermés deux à deux orthogonaux de H . Alors toute famille

¡
ξj
¢
j∈J , telle que ξj ∈ Hj

pour tout j ∈ J et
P

j∈J
°°ξj°°2 <∞ , est sommable dans H . Si ξ :=

P
j∈J ξj , on a ξj = PHj

ξ
pour tout j ∈ J .

Etant donné une énumération σ de
©
j ∈ J

¯̄ °°ξj°° > 0ª , pour tout k ∈ N , on a°°°°°
kX
l=0

ξσ(l)

°°°°°
2

=
kX
l=0

°°ξσ(l)°°2 .
Le lemme montre alors que la série

Psup I
l=0 ξσ(l) satisfait au critère de Cauchy (cf. cours d’Analyse

[17], remarque 10.7). Posons ξ :=
Psup I

l=0 ξσ(l) . Pour tout j ∈ J , la continuité de Pj := PHj

nous permet d’écrire

Pjξ = Pj

Ã
sup IX
l=0

ξσ(l)

!
=

sup IX
l=0

Pj
¡
ξσ(l)

¢
= ξj .

Le théorème montre alors que
¡
ξj
¢
j∈J est sommable, que

ξ =
X
j∈J

Pjξ =
X
j∈J

ξj

et que ξ ne dépend pas de l’énumération choisie. ¤

Le théorème et la proposition peuvent être résumés dans le

SCOLIE Soient H un espace de Hilbert et (Hj)j∈J une famille de sous-espaces vectoriels
fermés deux à deux orthogonaux de H .

ξ ∈ H =⇒
X
j∈J
kPjξk2 6 kξk2 <∞

ξ ∈¢
j∈J
Hj =⇒ ξ =

X
j∈J
Pjξ et kξk2 =

X
j∈J
kPjξk2

ξ :=
P

j∈J ξj ∈¢
j∈J
Hj

kξk2 =
P

j∈J
°°ξj°°2

ξj = Pjξ

⇐= ξj ∈ Hj et
X
j∈J

°°ξj°°2 <∞

EXERCICE Pour toute famille
¡
ξj
¢
j∈J sommable d’un espace de Hilbert, la famille³°°ξj°°2´

j∈J

est sommable dans R .
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1.10 Bases hilbertiennes

DEFINITION 1 Soit F un espace préhilbertien. Nous dirons qu’une famille (²j)j∈J ⊂ F est
un système orthonormé si l’on a

(²k| ²l) = δk,l pour tout k, l ∈ J .
On dit que c’est une base hilbertienne si en plus (²j)j∈J est total dans F .

Si (²j)j∈J est un système orthonormé, alors (K · ²j)j∈J est évidemment une famille de sous-
espaces vectoriels complets, et ils sont deux à deux orthogonaux. D’après l’exemple 1.4.2 , pour
tout ξ ∈ F et tout j ∈ J , on a

PK·²jξ = (²j| ξ) · ²j pour tout j ∈ J .
Si (²j)j∈J est une base hilbertienne, on obtient

F =¢
j∈J
K · ²j .

par le théorème 1.9. Plus généralement on retrouve le théorème 15.18 du cours d’Analyse [17] :

THEOREME Soient F un espace préhilbertien et (²j)j∈J un système orthonormé dans F .
On a l’ inégalité de Bessel X

j∈J
|(²j| ξ)|2 6 kξk2 ,

et les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i)

ξ ∈¢
j∈J
K · ²j .

(ii) Egalité de Parseval X
j∈J

|(²j| ξ)|2 = kξk2 .

(iii) La famille ((²j| ξ) · ²j)j∈J est sommable et

ξ =
X
j∈J

(²j| ξ) · ²j .

D’autre part soient H un espace de Hilbert et (²j)j∈J un système orthonormé dans H . Pour

toute famille (αj)j∈J ⊂ K telle que
P

j∈J |αj|
2 <∞ , la famille (αj · ²j)j∈J est sommable dans

H et si ξ :=
P

j∈J αj · ²j , on a αj = (²j| ξ) pour tout j ∈ J .

DEFINITION 2 Par analogie avec le second exemple qui va suivre, nous dirons que le
nombre (²j| ξ) est le j-ième coefficient de Fourier de ξ dans le système orthonormé (²j)j∈J .
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EXEMPLE 1 Soit X un ensemble. Pour tout x ∈ X considérons la fonctions caractéristique
1{x} ∈ `2 (X) ; on a

1{x} (y) := δx,y pour tout y ∈ X .

La famille
¡
1{x}

¢
x∈X est une base hilbertienne de `

2 (X) .

On vérifie immédiatement que cette famille est orthonormée. Il nous reste donc à prouver
qu’elle est totale. Mais par le corollaire 1.4, il nous suffit de montrer que, pour tout f ∈ `2 (X)
tel que f⊥1{x} pour tout x ∈ X , on a f = 0 . Mais

0 =
¡
1{x}

¯̄
f
¢
=
X
y∈X

1{x} (y) · f (y) = f (x) ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

REMARQUE 1 Par ce qui précède, on en déduit que, pour tout f ∈ `2 (X) , la famille¡
f (x) · 1{x}

¢
x∈X est sommable et

f =
X
x∈X

f (x) · 1{x} .

Si (²x)x∈X est une base hilbertienne d’un espace préhilbertien F , alors l’application

F −→ `2 (X) : ξ 7−→ ((²x| ξ))x∈X
est une isométrie, ceci n’étant qu’une reformulation de l’égalité de Parseval. Elle est surjective
si, et seulement si, F est un espace de Hilbert.

EXEMPLE 2 Pour tout k ∈ Z soit
ek : [0, 1] −→ C : x 7−→ e2πikx .

La famille (ek)k∈Z est une base hilbertienne de L
2 ([0, 1]) .

Ceci a déjà été démontré dans le cours d’Analyse [17], exemple 15.17. Rappelons que la
partie difficile est de prouver que (ek)k∈Z est totale dans L

2 ([0, 1]) : on constate tout d’abord
que l’ensemble des fonctions de la forme 1[0,a] pour 0 < a 6 1 est total dans L2 ([0, 1]) , puis
que

1[0,a] =
X
k∈Z

¡
ek| 1[0,a]

¢
· ek

car °°1[0,a]°°22 = a = a2 + 1

π2
·
∞X
k=1

1− cos 2πka
k2

=
X
k∈Z

¯̄¡
ek| 1[0,a]

¢¯̄2
(cf. applications 9.16 et 10.9).

On peut aussi utiliser le théorème de Stone-Weierstraß formulé ci-dessous. On remarque
tout d’abord que les applications

L2 ([0, 1]) −→ L2 (]0, 1[) : f 7−→ f|]0,1[

et

L2
µ
1

2π
· λU

¶
−→ L2 (]0, 1[) : f 7−→ f ◦ exp (2πi · ¦) ,
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sont des isométries telles que

idk ◦ exp = ek|]0,1[ pour tout k ∈ Z ,
puisque {1} est λU-négligeable et

exp (2πi · ¦) : x 7−→ e2πix : ]0, 1[ −→ Ur {1}
est bijective. Mais le sous-espace vectoriel engendré par

¡
idk
¢
k∈Z est une sous-algèbre unifère

de C (U) . Elle est involutive, puisque

idk = id−k pour tout k ∈ Z ,
et id sépare les points de U . Elle est donc dense dans C (U) pour la norme uniforme k·k∞ .
Comme k·k2, 1

2π
·λU 6 k·k∞ , ce sous-espace vectoriel est aussi dense dans L2

¡
1
2π
· λU

¢
, ce qui

finit de prouver que (ek)k∈Z est total dans L
2 ([0, 1]) .

THEOREME (de Stone-Weierstraß) Soient X un espace compact et A une sous-algèbre
involutive contenant 1 et séparant les points de X , i.e. telle que pour tout x, y ∈ X , si x 6= y
il existe a ∈ A satisfaisant à a (x) 6= a (y) . Alors A est dense dans C (X) muni de la norme
uniforme k·k∞ .
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1.11 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit F un espace préhilbertien et (ξk)k∈N une suite de vecteurs linéairement indépendants
de F . Pour tout n ∈ N , soit

Gn :=
nM
k=0

K · ξk .

C’est un sous-espace vectoriel de dimension n+1 . On démontre par récurrence qu’il est complet
dans F et en définissant ²0 := ξ0 ∈ G0 puis, pour tout n ∈ N ,

²n+1 := ξn+1 − PGnξn+1 ,
on a

²n+1 ∈ Gn+1 et ²n+1⊥Gn ,

donc
³

²k
k²kk

´
k∈N

est un système orthonormé dans F et
³

²k
k²kk

´
k=0,...,n

est une base hilbertienne

de Gn .
En effet K · ξ0 = K · ²0

k²0k est complet et PG0ξ1 =
1

k²0k2
· (²0| ξ1) · ²0 (cf. exemple 1.4.2). Si

maintenant Gn est complet, alors

PGnξn+1 =
nX
j=0

1

k²jk2
·
¡
²j| ξn+1

¢
· ²j ,

(vérification immédiate) et

Gn+1 = Gn ¢K · ²n+1
est complet par l’exercice 1.4.1.ii. La formule ci-dessus permet de calculer les ²k et k²kk induc-
tivement.

Cette construction s’appelle le procédé d’orthogonalisation (ou d’orthonormalisation) de
Gram-Schmidt .

Sa mise en oeuvre pratique est fastidieuse, à moins d’avoir une méthode particulière liée au
problème considéré, comme nous le verrons dans les paragraphes qui suivent.

REMARQUE Nous démontrerons plus tard que tout sous-espace vectoriel de dimension
finie est complet (cf. corollaire 2.7).

DEFINITION Nous dirons qu’un espace normé est de type dénombrable ou (séparable) s’il
contient une suite totale.

PROPOSITION Un espace préhilbertien de type dénombrable possède une base hilbertienne
(dénombrable).

En effet, en extrayant d’une suite totale une suite linéairement indépendante et en lui appli-
quant le procédé d’orthogonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient un système orthonormé
dénombrable et total, ce qu’il fallait démontrer. ¤

Claude Portenier ESPACES DE HILBERT 41



1.11 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

THEOREME Tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne. Plus généralement tout
système orthonormé peut être complété en une base hilbertienne.

Dans l’ensemble de tous les systèmes orthonormés SON de cet espace de Hilbert H ,
ordonné par l’inclusion, il existe par le principe de maximalité de Hausdorff une chaîne maximale
C contenant le système orthonormé donné. La réunion

B :=
[
C∈C

C

est un système orthonormé. En effet si ξ, η ∈ B , il existe C,D ∈ C tels que ξ ∈ C et η ∈ D et,
puisque C est une chaîne, on a C ⊂ D ou D ⊂ C ; mais ceci montre que ξ et η appartiennent à
un système orthonormé, donc que (ξ| η) = δξ,η . Il nous suffit de montrer que B est total dans
H . Si le sous-espace vectoriel fermé G engendré par B est 6= H , en choisissant γ ∈ G⊥r {0} ,
on obtient un système orthonormé B ∪ {γ} contenant tous les C ∈ C , ce qui contredit la
maximalité de C . ¤
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1.12 Polynômes orthogonaux

DEFINITION 1 Nous noterons P l’ensemble des polynômes sur R .
Soit X une partie de R et désignons parMP

+ (X) le cône convexe des intégrales de Radon
µ telles que Z ∗

|id|k dµ <∞ pour tout k ∈ N .

On dit alors que

mk (µ) :=

Z
idk dµ

est le moment d’ordre k de µ .

Si µ ∈MP
+ (X) , alors µ est bornée, i.e. µ

∗ (X) <∞ .

EXERCICE 1 Soient X une partie de R et µ ∈MP
+ (X) . L’application canonique

P −→ L2 (µ) : p 7−→
£
p|X
¤

n’est pas injective si, et seulement si, µ est une combinaison linéaire finie (à coefficients stric-
tement positifs) d’intégrales de Dirac (on dit que c’est une intégrale atomique à support fini).
Dans ce cas l’image de P est égale à L2 (µ) et c’est un espace vectoriel de dimension finie.

Utiliser le support de µ (cf. remarque 1.2.3).

Pour éviter le cas trivial de la dimension finie, nous supposerons µ ∈MP
+ (X) n’est pas une

combinaison linéaire finie d’intégrales de Dirac, i.e. suppµ est infini.

Dans ce cas on a P ⊂ L2 (µ) . Le problème des moments consiste à étudier l’application
m :MP

+ (X) −→ RN : µ 7−→ m (µ) := (mk (µ))k∈N ,

en particulier son injectivité, et à décrire son image. Dans le cas général il est très difficile de
déterminer les intégrales de Radon µ ∈MP

+ (X) telles que P soit dense dans L2 (µ) .

PROPOSITION Si X est une partie bornée de R , alors
MP

+ (X) =Mb
+ (X)

et, quel que soit µ ∈Mb
+ (X) , P est dense dans L2 (µ) .

Remarquons, puisque X est bornée, que tout polynôme est borné sur X , d’où la première
assertion. La fermeture X de X dans R étant compacte, il existe a, b ∈ R tels que X ⊂ [a, b] .
Pour toute partie K ∈ K (X) , on a

1K = infk (1− k · d (¦, K))+|X et (1− k · d (¦,K))+|[a,b] ∈ C ([a, b]) ;

grâce au théorème de Lebesgue on a 1K = limk (1− k · d (¦,K))+|X dans L2 (µ) , ce qui montre
que C ([a, b])|X est dense dans L2 (µ) par le théorème de densité 15.15 du cours d’Analyse [17].
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Mais P ([a, b]) est dense dans C ([a, b]) , muni de la norme k·k∞,X , par le théorème de Stone-
Weierstraß ou celui de Bernstein (voir l’exercice ci-dessous). Il suffit donc de remarquer que°°f|X°°22,µ 6 µ (X) · kfk2∞,[a,b] pour tout f ∈ C ([a, b])

pour pouvoir conclure. ¤

DEFINITION 2 Désignons par Pk l’ensemble des polynômes de degré 6 k et posons P−1 :=
{0} . On dit que (pk)k∈N est un système de polynômes orthogonaux par rapport à µ ∈MP

+ (X)
si

(a) pk est un polynôme de degré k , i.e. pk ∈ Pk r Pk−1 , pour tout k ∈ N .
(b) pk⊥pl , i.e.

R
X
pk · pl dµ = 0 pour tout k, l ∈ N tels que k 6= l .

REMARQUE Il suffit d’exiger que, pour tout k ∈ N , pk soit un polynôme de degré au plus
k , i.e. pk ∈ Pk , et que pk ⊥ Pk−1 .

Un tel système est déterminé à une constante multiplicative près et s’obtient par exemple à
l’aide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué à

¡
idk
¢
k∈N . Dans ce cas tout

ces polynômes sont réels. On peut normaliser les pk de différentes manières :

(1) on fixe la valeur de la constante ∂kpk , par exemple pk ∈ idk+Pk−1 ,

(2) on fixe la valeur de pk en un point,

ou bien

(3) on normalise kpkk2,µ = 1 , pk ∈ gk · idk+Pk−1 et gk > 0 .
Dans ce dernier cas, on dit que c’est le système de polynômes orthonormés associé à µ . On

a

p0 =
1

µ (X)
1
2

, p1 =
id− (p0| id) · p0

kid− (p0| id) · p0k2,µ
=

µ (X) · id− (1| id)µ · 1°°°µ (X) · id− (1| id)µ · 1°°°
2,µ

, etc... !

THEOREME Il existe une relation de récurrence de la forme

id ·pk = ak · pk+1 + bk · pk + ck · pk−1 ,
en ayant posé p−1 = 0 . En outre si p0 = g0 · 1 , eg0 = 0 et

pk ∈ gk · idk+egk · idk−1+Pk−2 pour tout k ∈ N∗ ,
on a gk 6= 0 et

ak =
gk
gk+1

, bk =
egk
gk
− ggk+1
gk+1

, ck =
kpkk2,µ
kpk−1k2,µ

· ak−1 .

pour tout k ∈ N .
Si le système est orthonormé, alors

ck = ak−1 .
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En effet, comme
³

pj
kpjk2,µ

´
j=0,...,k+1

est une base hilbertienne de Pk+1 et que id ·pk ∈ Pk+1 ,
on a

id ·pk =
k+1X
j=0

Ã
pj

kpjk2,µ

¯̄̄̄
¯ id ·pk

!
· pj
kpjk2,µ

.

Mais Ã
pj

kpjk2,µ

¯̄̄̄
¯ id ·pk

!
=

Z
pj

kpjk2,µ
· id ·pk dµ =

Ã
id ·pj
kpjk2,µ

¯̄̄̄
¯ pk
!
= 0

pour tout j 6 k− 2 , puisqu’alors id ·pj ∈ Pk−1 ⊥ pk ! On a donc bien la relation de récurrence
indiquée. En calculant modPk−1 , on peut écrire

gk · idk+1+egk · idk = id ·pk = ak · pk+1 + bk · pk =
= ak ·

¡
gk+1 · idk+1+ggk+1 · idk¢+ bk · gk · idk ,

donc

gk = ak · gk+1 et egk = ak · ggk+1 + bk · gk
et par suite les deux premières relations. Quant à la dernière on a

ak =

Ã
pk+1

kpk+1k2,µ

¯̄̄̄
¯ id ·pk

!
et

ck =

Ã
pk−1

kpk−1k22,µ

¯̄̄̄
¯ id ·pk

!
=

Ã
id ·pk−1
kpk−1k22,µ

¯̄̄̄
¯ pk
!
=

=
kpkk2,µ
kpk−1k22,µ

·
Ã

pk
kpkk2,µ

¯̄̄̄
¯ id ·pk−1

!
=

kpkk2,µ
kpk−1k22,µ

· ak−1 .

¤

EXERCICE 2 (Polynômes de Bernstein) Pour tout fonction continue f : [0, 1] −→ C et
n ∈ N∗ , on définit le n-ième polynôme de Bernstein Bnf ∈ Pn ([0, 1]) de f par

Bnf (x) =
nX
k=0

f

µ
k

n

¶
·
µ
n

k

¶
· xk · (1− x)n−k pour tout x ∈ [0, 1] .

(a) Montrer que si f = 1 ou f = id on a Bnf = f .

(b) Calculer pour f = id · (1− id) la suite Bnf et montrer que l’on a
f = limnBnf uniformément sur [0, 1] .

(c) Montrer que l’inégalité

0 6
nX
k=0

µ
x− k

n

¶2
·
µ
n

k

¶
· xk · (1− x)n−k 6 1

4n
pour tout x ∈ [0, 1]

est vraie en introduisant un f convenable et en calculant Bnf .

(d) Pour tout x ∈ [0, 1] , n ∈ N∗ et δ > 0 on considère les ensembles

An (δ) =

½
0 6 k 6 n

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
x− k

n

¯̄̄̄
6 δ

¾
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et

Bn (δ) =

½
0 6 k 6 n

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
x− k

n

¯̄̄̄
> δ

¾
.

Montrer que pour tout ε > 0 , il existe C <∞ tel que¯̄̄
f (x)− f

³x
k

´¯̄̄
6 2C

δ2
·
µ
x− k

n

¶2
pour tout x ∈ [0, 1] et tout k ∈ Bn (δ) .

(e) En déduire que

f = limnBnf uniformément sur [0, 1] .

(f) Théorème de Weierstraß Montrer finalement que, pour tout intervalle [a, b] ⊂ R ,
l’ensemble des polynômes P ([a, b]) est dense dans C ([a, b]) .
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1.13 Caractérisation des polynômes classiques
orthogonaux

On considère maintenant un intervalle ouvert J de R et un poids , i.e. une fonction

ρ : J −→ R∗+

localement λ-intégrable telle que ρ · λJ ∈MP
+ (J) . Un poids est en particulier λJ -intégrable.

Les polynômes classiques orthogonaux sont ceux de la tabelle suivante :

Jacobi J (α,β)k Laguerre L(α)k Hermite Hk

J ]−1, 1[ ]0,∞[ ]−∞,∞[

ρ (1− id)α · (1 + id)β
α,β > −1

idα ·e− id
α > −1 e− id

2

Norma-

lisation
J
(α,β)
k (1) =

¡
α+k
k

¢
L
(α)
k (0) =

¡
α+k
k

¢
Hk ∈ 2k · idk+Pk−1

gk
1
2k
·
µ
α+ β + 2k

k

¶
(−1)k

k!
2k

kpkk22,ρ
2α+β+1 · (α+ k)! · (β + k)!

(α+ β + 2k + 1) · k! · (α+ β + k)!

(α+ k)!

k!

√
π · 2k · k!

ak
2 (k + 1) (α+ β + k + 1)

(α+ β + 2k + 1) (α+ β + 2k + 2)
− (k + 1) 1

2

ck
2 (α+ k) (β + k)

(α+ β + 2k) (α+ β + 2k + 1)
− (α+ k) k

egk − (β − α)

2k · (k − 1)! ·
(α+ β + 2k − 1)!
(α+ β + k)!

(−1)k−1 · (α+ k)
(k − 1)! 0

bk
β2 − α2

(α+ β + 2k) (α+ β + 2k + 2)
α+ 2k + 1 0
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Rappelons que pour tout z ∈ C , on définit le coefficient binomial généralisé parµ
z

k

¶
=

kY
l=1

z + 1− l
l

=
z · (z − 1) · · · (z + 1− k)

k!
pour tout k ∈ N .

En particulier
¡
z
0

¢
= 1 et z 7−→

¡
z
k

¢
est un polynôme !

Nous avons aussi utilisé la notation

z! := Γ (z + 1) .

Rappelons que Γ (z + 1) = z · Γ (z) , que pour tout Re z > −1 , on a

z! =

Z ∞

0

idz ·e− id ,

et que Γ est méromorphe dans C et n’a que des pôles simples en −k , pour k ∈ N , de résidu
(−1)k
n!

. En particulier µ
z

k

¶
=

z!

k! · (z − k)! =
Γ (z + 1)

Γ (k + 1) · Γ (z + 1− k) ,

cette formule étant vraie par continuité si z + 1 = −l pour un l ∈ N , puisqueµ
z

k

¶
=

µ
−l − 1
k

¶
=
(−l − 1) (−l − 2) · · · (−l − k)

k!
= (−1)k · (l + k)!

k! · l!
et

w · Γ (−l + w)→ (−1)l

l!
et w · Γ (−l − k + w)→ (−1)l+k

(l + k)!
lorsque w→ 0 .

Dans la littérature on rencontre encore le symbole de Pochhammer défini par

(z)k :=
k−1Y
l=0

(z + l) = z · (z + 1) · · · (z + k − 1) = Γ (z + k)

Γ (z)
=
(z − 1 + k)!
(z − 1)! .

En particulier (z)0 := 1 .
Finalement rappelons la formule de Stirling

α! ∼
√
2π · α ·

³α
e

´α
pour α→∞ .

La mise en oeuvre du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt conduit à des calculs
fastidieux. Mais heureusement à équivalence près, i.e. après une transformation affine et une
renormalisation, les polynômes classiques sont caractérisés par une formule ou une équation
différentielle, ce qui nous permettra de déterminer les constantes de la table ci-dessus.

THEOREME Soient ρ : J −→ R∗+ un poids et (pk)k∈N un système de polynômes orthogo-
naux associé à ρ . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (pk)k∈N est équivalent à un système classique de polynômes.

(ii) Formule de Rodrigues
Le poids ρ est indéfiniment dérivable, il existe un polynôme p > 0 sur J sans racine

multiple tel que p = 0 sur ∂J et une suite (dk)k∈N ⊂ R∗+ tels que

pk =
1

dk · ρ
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
pour tout k ∈ N .
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(iii) Equation différentielle de type hypergéométrique
Le poids ρ est continûment dérivable, il existe un polynôme p > 0 sur J de degré 6 2 sans

racine multiple tel que p = 0 sur ∂J et une suite (λk)k∈N tels que, pour tout k ∈ N , on ait

Lpk := −
1

ρ
· ∂ (ρ · p · ∂pk) = λk · pk

ou bien

p · ∂2pk + q · ∂pk + λk · pk = 0 ,
où

q :=
∂ (ρ · p)

ρ
.

Dans ce cas q est un polynôme de degré 1 et

λk = −k ·
∙
∂q +

k − 1
2

· ∂2p
¸

et les constantes sont données dans la table qui précède et la suivante :

Jacobi J (α,β)k Laguerre L(α)k Hermite Hk

p 1− id2 id 1

dk (−1)k · 2k · k! k! (−1)k

λk k · (α+ β + k + 1) k 2k

q β − α− (α+ β + 2) · id α+ 1− id −2 · id

Démonstration

(i) ⇒ (ii) Il nous suffit de démontrer que la formule de Rodrigues définit un système de
polynômes orthogonaux associé au poinds ρ . L’unicité à une constante multiplicative près
montre alors qu’en choisissant dk convenablement on obtient les polynômes classiques.

Remarquons tout d’abord que, étant donné k ∈ N , pour tout j ∈ N tels que j 6 k , on a
∂j
¡
ρ · pk

¢
= ρ · pk−j · Pk,j pour un Pk,j ∈ Pj .

Cette formule est trivialement vraie pour j = 0 avec Pk,0 = 1 . D’autre part deg p 6 2

et on vérifie explicitement que q := ∂(ρ·p)
ρ
∈ P1 (voir la table ci-dessus et remarquer qu’une

transformation affine ne modifie pas le degré). L’assertion en découle par récurrence sur j
puisque, en supposant que j + 1 6 k , on a

∂j+1
¡
ρ · pk

¢
= ∂

¡
ρ · p · pk−j−1 · Pk,j

¢
=

= ∂ (ρ · p) · pk−j−1 · Pk,j + ρ · p · (k − j − 1) · pk−j−2 · ∂p · Pk,j + ρ · pk−j · ∂Pk,j =
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= ρ · pk−j−1 · (q · Pk,j + (k − j − 1) · ∂p · Pk,j + p · ∂Pk,j)
et par suite

Pk,j+1 =
h
q + (k − j − 1) · ∂p

i
· Pk,j + p · ∂Pk,j ∈ Pj+1 . (∗)

Il est alors clair que pk = 1
dk
· Pk,k ∈ Pk et il nous reste à montrer que pk ⊥ Pk−1 . Mais on

constate dans chaque cas que

ρ · pj · P ∈ C0 (J) pour tout j ∈ N∗ et tout P ∈ P .
En intégrant successivement par parties, pour tout f ∈ Pk−1 , on obtient

dk · (pk| f)ρ =
Z
J

∂k
¡
ρ · pk

¢
· f =

£
∂k−1

¡
ρ · pk

¢
· f
¤
J
−
Z
J

∂k−1
¡
ρ · pk

¢
· ∂f =

= . . . = (−1)k ·
Z
J

ρ · pk · ∂kf = 0 ,

puisque

∂k−j
¡
ρ · pk

¢
· ∂j−1f = ρ · pj · Pk,k−j · ∂j−1f ∈ C0 (J) ,

ce qu’il fallait démontrer.

(ii) ⇒ (iii) Montrons tout d’abord que l’on a nécessairement deg p 6 2 . En effet

q :=
∂ (ρ · p)

ρ
= d1 · p1

est un polynôme de degré 1 et

d2 · ρ · p2 = ∂2
¡
ρ · p2

¢
= ∂

h
∂ (ρ · p) · p+ ρ · p · ∂p

i
= ∂

h
ρ · p · (q + ∂p)

i
=

= ρ · q · (q + ∂p) + ρ · p · ∂ (q + ∂p) ,

donc

p · ∂2p = d2 · p2 − q2 − ∂ (q · p) .
Mais si deg p > 2 , alors

deg
¡
p · ∂2p

¢
= deg p+ deg p− 2 > deg p = deg ∂ (q · p) = deg

¡
d2 · p2 − q2 − ∂ (q · p)

¢
,

ce qui est absurde.

Montrons maintenant que pk satisfait à l’équation différentielle. Remarquons tout d’abord
que

ρ · q = ∂ (ρ · p) = ∂ρ · p+ ρ · ∂p ,
donc

p · ∂ρ
ρ

= q − ∂p .

Pour tout k ∈ N , on a alors
−dk · ρ · Lpk =

= ∂ (ρ · p · dk · ∂pk) = ∂

µ
ρ · p · ∂

∙
1

ρ
· ∂k

¡
ρ · pk

¢¸¶
=
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= ∂

µ
−p · ∂ρ

ρ
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
+ p · ∂k+1

¡
ρ · pk

¢¶
=

= −∂ [q − ∂p] · ∂k
¡
ρ · pk

¢
− [q − ∂p] · ∂k+1

¡
ρ · pk

¢
+∂p · ∂k+1

¡
ρ · pk

¢
+ p · ∂k+2

¡
ρ · pk

¢
=

=
£
∂2p− ∂q

¤
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
+ [2∂p− q] · ∂k+1

¡
ρ · pk

¢
+ p · ∂k+2

¡
ρ · pk

¢
.

D’autre part comme

p · ∂
¡
ρ · pk

¢
= p · ∂ρ · pk + k · ρ · pk · ∂p = (p · ∂ρ+ k · ρ · ∂p) · pk =

= [q + (k − 1) · ∂p] · ρ · pk ,

on peut appliquer la formule de Leibniz à chacun des membres de

∂k+1
£
p · ∂

¡
ρ · pk

¢¤
= ∂k+1

¡
[q + (k − 1) · ∂p] · ρ · pk

¢
.

Puisque deg p 6 2 et deg [q + (k − 1) · ∂p] 6 1 , on obtient

p · ∂k+2
¡
ρ · pk

¢
+

µ
k + 1

1

¶
· ∂p · ∂k+1

¡
ρ · pk

¢
+

µ
k + 1

2

¶
· ∂2p · ∂k

¡
ρ · pk

¢
=

= [q + (k − 1) · ∂p] · ∂k+1
¡
ρ · pk

¢
+

µ
k + 1

1

¶
·
£
q + (k − 1) · ∂2p

¤
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
,

c’est-à-dire

p · ∂k+2
¡
ρ · pk

¢
+ [2∂p− q] · ∂k+1

¡
ρ · pk

¢
=

= (k + 1) ·
∙
∂q +

µ
k

2
− 1
¶
· ∂2p

¸
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
.

Ainsi

−dk · ρ · Lpk =

=
£
∂2p− ∂q

¤
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
+ (k + 1) ·

∙
∂q +

µ
k

2
− 1
¶
· ∂2p

¸
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
=

=

∙
k · ∂q + k (k − 1)

2
· ∂2p

¸
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
et finalement

Lpk = −k ·
∙
∂q +

k − 1
2

· ∂2p
¸
· pk .

(iii) ⇒ (i) A l’aide d’un changement affine de variable on peut supposer, en modifiant les
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λk si nécessaire, que J et p sont comme dans la situation classique :

deg p 2 1 0

J ]−1, 1[ ]0,∞[ ]−∞,∞[

p 1− id2 id 1

Puisque deg p1 = 1 , l’équation différentielle pour k = 1 montre que

q :=
∂ (ρ · p)

ρ
= −λ1 · p1

∂p1
est un polynôme de degré 1 et que

∂ρ

ρ
=
1

p
· (q − ∂p) =

a · id+b
p

.

On obtient

p 1− id2 id 1

∂ρ
ρ

a+b
2

1−id +
b−a
2

1+id
b
id
+ a a · id+b

ρ (1− id)
a+b
2 · (1 + id)

b−a
2 idb ·ea·id e

a
2
·id2+b·id

la constante d’intégration ec disparaissant en renormalisant, i.e. en multipliant ρ par une
constante > 0 .

Rappelons que ρ est λJ -intégrable. Dans le premier cas on a nécessairement

α :=
a+ b

2
> −1 et β :=

b− a
2

> −1 .

Dans le deuxième cas a < 0 et en faisant une homothétie, on peut supposer que a = −1 . Il
suffit donc de poser α := b > −1 . Dans le troisième cas, on nécessairement a > 0 et à l’aide
d’une transformation affine on se ramène au cas ρ = e− id

2
, ce qui finit la démonstration des

équivalences.

Détermination des constantes Elles dépendent évidemment de la normalisation choisie.
Nous utiliserons évidemment la formule de Rodrigues et celle de Leibniz.

Comme dans la démonstration (i)⇒(ii) en intégrant k fois par parties on obtient

kpkk22,ρ = (pk| pk)ρ =
¡
gk · idk

¯̄
pk
¢
ρ
=
gk
dk
·
Z
J

idk ·∂k
¡
ρ · pk

¢
=

= . . . = (−1)k · gk
dk
· k! ·

Z
J

ρ · pk .
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D’autre part soit

Pk,j ∈ gk,j · idj +fgk,j · idj−1+Pj−2 .
Rappelons que Pk,0 = 1 , donc gk,0 = 1 etggk,0 = 0 .

On a q = ∂(ρ·p)
ρ

= ∂ρ
ρ
· p+ ∂p et soit eq := ∂ρ

ρ
· p ∈ P1 . La relation de récurrence (∗) s’écrit

alors

Pk,j+1 =
heq + (k − j) · ∂pi · Pk,j + p · ∂Pk,j ∈ Pj+1 .

et montre que

Pk,j+1 ∈
£eq (0) + ∂eq · id+ (k − j) · ¡∂p (0) + ∂2p · id

¢¤
·
£
gk,j · idj +fgk,j · idj−1+Pj−2¤

+

µ
p (0) + ∂p (0) · id+∂2p

2
· id2

¶
·
£
j · gk,j · idj−1+(j − 1) · fgk,j · idj−2+Pj−3¤ =

=

∙
∂eq + (k − j) · ∂2p+ j · ∂2p

2

¸
· gk,j · idj+1

+

½heq (0) + (k − j) · ∂p (0) + j · ∂p (0)i · gk,j
+

∙
∂eq + (k − j) · ∂2p+ (j − 1) · ∂2p

2

¸
· fgk,j¾ · idj +Pj−1 ,

donc que gk,j et fgk,j satisfont aux relations de récurrence suivantes :
gk,0 = 1 et ggk,0 = 0

gk,j+1 =

∙
∂eq + (2k − j) · ∂2p

2

¸
· gk,j (∗∗)

et

]gk,j+1 = [eq (0) + k · ∂p (0)] · gk,j + ∙∂eq + (2k − j − 1) · ∂2p
2

¸
· fgk,j . (∗ ∗ ∗)

On a alors

gk =
1

dk
· gk,k et egk = 1

dk
·ggk,k ,

ainsi que la table

p 1− id2 id 1

eq = ∂ρ
ρ
· p β − α− (α+ β) · id α− id −2 · id

Claude Portenier ESPACES DE HILBERT 53



1.13 Caractérisation des polynômes classiques orthogonaux

Polynômes de Jacobi
On aµ

α+ k

k

¶
= J

(α,β)
k (1) =

(1− id)−α (1 + id)−β

dk
· ∂k

h
(1− id)α+k (1 + id)β+k

i
(1) =

=
(1− id)−α (1 + id)−β

dk
·
"

kX
j=0

µ
k

j

¶
∂j (1− id)α+k · ∂k−j (1 + id)β+k

#
(1) =

=
1

dk
· (α+ k) · · · (α+ 1) · (−1)k · 2k ,

donc

dk = (−1)k ·
(α+ k) · · · (α+ 1)

(α+k)···(α+1)
k!

· 2k = (−1)k · 2k · k! .

D’autre part si j + 1 6 k , on a
gk,j+1 = − (α+ β + 2k − j) · gk,j ,

donc

gk,j = (−1)j ·
(α+ β + 2k)!

(α+ β + 2k − j)!
par récurrence, et par suite

gk =
1

(−1)k · 2k · k!
· (−1)k · (α+ β + 2k)!

(α+ β + k)!
=

=
1

2k
·
µ
α+ β + 2k

k

¶
.

Ainsi°°°J (α,β)k

°°°2
2,(1−id)α·(1+id)β

= (−1)k ·
1
2k
·
¡
α+β+2k

k

¢
(−1)k · 2k · k!

· k! ·
Z 1

−1
(1− x)α+k · (1 + x)β+k dx =

=

¡
α+β+2k

k

¢
22k

·
Z 1

0

(2t)α+k · (2− 2t)β+k · 2 dt =

= 2α+β+1 ·
µ
α+ β + 2k

k

¶
·B (α+ k + 1,β + k + 1) =

= 2α+β+1 ·
µ
α+ β + 2k

k

¶
· Γ (α+ k + 1) · Γ (β + k + 1)

Γ (α+ β + 2k + 2)
=

= 2α+β+1 · (α+ β + 2k)!

k! · (α+ β + k)!
· (α+ k)! · (β + k)!
(α+ β + 2k + 1)!

=

=
2α+β+1 · (α+ k)! · (β + k)!

(α+ β + 2k + 1) · k! · (α+ β + k)!
,
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en ayant fait le changement de variable x = 1− 2 · t et utilisé la fonction béta d’Euler :

B (z, w) :=

Z 1

0

tz−1 · (1− t)w−1 dt = Γ (z) · Γ (w)
Γ (z + w)

pour tout z, w > −1 .

Il vient alors

ak =
1
2k
·
¡
α+β+2k

k

¢
1

2k+1
·
¡
α+β+2k+2

k+1

¢ = 2 (k + 1) (α+ β + k + 1)

(α+ β + 2k + 1) (α+ β + 2k + 2)

et

ck =

2α+β+1·(α+k)!·(β+k)!
(α+β+2k+1)·k!·(α+β+k)!
2α+β+1·(α+k−1)!·(β+k−1)!

(α+β+2k−1)·(k−1)!·(α+β+k−1)!

· 2k (α+ β + k)

(α+ β + 2k − 1) (α+ β + 2k)
=

=
(α+ β + 2k − 1) (α+ k) (β + k)
(α+ β + 2k + 1) k (α+ β + k)

· 2k (α+ β + k)

(α+ β + 2k − 1) (α+ β + 2k)
=

=
2 (α+ k) (β + k)

(α+ β + 2k) (α+ β + 2k + 1)
.

En outre

]gk,j+1 = (β − α) · gk,j + [− (α+ β)− (2k − j − 1)] · fgk,j =
= (β − α) · (−1)j · (α+ β + 2k)!

(α+ β + 2k − j)! − (α+ β + 2k − j − 1) · fgk,j ,
donc

fgk,j = (−1)j−1 · (β − α) · j · (α+ β + 2k − 1)!
(α+ β + 2k − j)!

par récurrence, puisque

]gk,j+1 = (β − α) · (−1)j · (α+ β + 2k)!

(α+ β + 2k − j)!

− (α+ β + 2k − j − 1) · (−1)j−1 · (β − α) · j · (α+ β + 2k − 1)!
(α+ β + 2k − j)! =

=
(β − α) · (−1)j · (α+ β + 2k − 1)!

(α+ β + 2k − j)! · [(α+ β + 2k) + (α+ β + 2k − j − 1) · j] =

=
(β − α) · (−1)j · (α+ β + 2k − 1)!

(α+ β + 2k − j)! · (j + 1) · (α+ β + 2k − j) =

= (−1)j · (β − α) · (j + 1) · (α+ β + 2k − 1)!
(α+ β + 2k − j − 1)! .

Ainsi

egk = 1

(−1)k · 2k · k!
· (−1)k−1 · (β − α) · k · (α+ β + 2k − 1)!

(α+ β + k)!
=

= − (β − α)

2k · (k − 1)! ·
(α+ β + 2k − 1)!
(α+ β + k)!

,
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et par suite

bk =
− (β−α)
2k·(k−1)! ·

(α+β+2k−1)!
(α+β+k)!

1
2k
·
¡
α+β+2k

k

¢ −
− (β−α)
2k+1·k! ·

(α+β+2k+1)!
(α+β+k+1)!

1
2k+1

·
¡
α+β+2k+2

k+1

¢ =

= (β − α) ·
µ

(k + 1)

α+ β + 2k + 2
− k

α+ β + 2k

¶
=

=
β2 − α2

(α+ β + 2k) (α+ β + 2k + 2)
.

Les 5 premiers polynômes de Jacobi :

J
(α,β)
0 (x) = 1

J
(α,β)
1 (x) =

1

2
(α+ β + 2)x+

1

2
(α− β)

J
(α,β)
2 (x) =

=
1

8
(α+ β + 4) (α+ β + 3)x2 +

1

4
(α+ β + 3) (α− β) x+

1

8
(α− β)2 − 1

8
(α+ β)− 1

2

J
(α,β)
3 (x) =

=
1

48
(α+ β + 6) (α+ β + 5) (α+ β + 4)x3 +

1

16
(α+ β + 5) (α+ β + 4) (α− β)x2

+
1

16
(α+ β + 4)

¡
(α− β)2 − (α+ β)− 6

¢
x+

1

48
(α− β)

¡
(α− β)2 − 3 (α+ β)− 16

¢
J
(α,β)
4 (x) =

=
1

384
(α+ β + 8) (α+ β + 7) (α+ β + 6) (α+ β + 5)x4

+
1

96
(α+ β + 7) (α+ β + 6) (α+ β + 5) (α− β)x3

+
1

64
(α+ β + 6) (α+ β + 5)

¡
(α− β)2 − (α+ β)− 8

¢
x2

+
1

96
(α+ β + 5) (α− β)

¡
(α− β)2 − 3 (α+ β)− 22

¢
x

+
1

384
(α− β)4 − 1

64
(α+ β) (α− β)2 − 37

384
(α− β)2 + 6αβ +

7

64
(α+ β) +

3

8

Polynômes de Laguerre
Ici on a µ

α+ k

k

¶
= L

(α)
k (0) =

id−α ·eid
dk

· ∂k
h
idα+k ·e− id

i
(0) =
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=
id−α ·eid
dk

·
"

kX
j=0

µ
k

j

¶
∂j idα+k ·∂k−je− id

#
(0) =

1

dk
· (α+ k) · · · (α) ,

donc

dk =
(α+ k) · · · (α)

(α+k)···(α)
k!

= k! .

D’autre part

gk,j+1 = (−1) · gk,j ,
donc

gk =
(−1)k

k!
,

puis °°°L(α)k °°°2
2,idα ·e− id

= (−1)k ·
(−1)k
k!

k!
· k! ·

Z ∞

0

idα+k ·e− id = (α+ k)!

k!
,

ak =
(−1)k
k!

(−1)k+1
(k+1)!

= − (k + 1)

et

ck =
(α+k)!
k!

(α+k−1)!
(k−1)!

· (−k) = − (α+ k) .

En outre

]gk,j+1 = (−1)j · (α+ k)− fgk,j ,
donc fgk,j = (−1)j−1 · j · (α+ k)
par récurrence, puisque

]gk,j+1 = (−1)j · (α+ k)− (−1)j−1 · j · (α+ k) = (−1)j · (j + 1) · (α+ k) .
Ainsi

egk = 1

k!
· (−1)k−1 · k · (α+ k) = (−1)k−1 · (α+ k)

(k − 1)!
et par suite

bk =

(−1)k−1·(α+k)
(k−1)!
(−1)k
k!

−
(−1)k·(α+k+1)

(k)!

(−1)k+1
(k+1)!

= −k · (α+ k) + (k + 1) · (α+ k + 1) =

= α+ 2k + 1 .

Les 5 premiers polynômes de Laguerre :

L
(α)
0 (x) = 1

L
(α)
1 (x) = −x+ α+ 1

Claude Portenier ESPACES DE HILBERT 57



1.13 Caractérisation des polynômes classiques orthogonaux

L
(α)
2 (x) =

1

2
x2 − (α+ 2)x+ 1

2
(α+ 2) (α+ 1)

L
(α)
3 (x) = −1

6
x3 +

1

2
(α+ 3)x2 − 1

2
(α+ 3) (α+ 2)x+

1

6
(α+ 3) (α+ 2) (α+ 1)

L
(α)
4 (x) =

=
1

24
x4 − 1

6
(α+ 4)x3 +

1

4
(α+ 4) (α+ 3)x2

−1
6
(α+ 4) (α+ 3) (α+ 2)x+

1

24
(α+ 4) (α+ 3) (α+ 2) (α+ 1)

Polynômes d’Hermite
Finalement on a

2k · idk+Pk−1 3 Hk =
eid

2

dk
· ∂k

³
e− id

2
´
∈ 1

dk
· (−2 · id)k + Pk−1 ,

donc

dk = (−1)k et gk = 2
k ,

puis

kHkk22,e− id2 = (−1)k ·
2k

(−1)k
· k! ·

Z ∞

−∞
e− id

2

=
√
π · 2k · k! ,

ak =
2k

2k+1
=
1

2
et

ck =

√
π · 2k · k!√

π · 2k−1 · (k − 1)! ·
1

2
= k .

En outre

]gk,j+1 = −2 · fgk,j ,
donc egk = 1

(−1)k
·ggk,k = 0 ,

et par suite

bk = 0 .

Les 5 premiers polynômes d’Hermite :

H0 (x) = 1

H1 (x) = 2x

H2 (x) = 4x
2 − 2

H3 (x) = 8x
3 − 12x
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H4 (x) = 16x
4 − 48x2 + 12

Le théorème est enfin complètement démontré. ¤

Polynômes de Jacobi spéciaux

Legendre :

Pk := J
(0,0)
k .

Les 5 premiers polynômes de Legendre :

P0 (x) = 1

P1 (x) = x

P2 (x) =
3

2
x2 − 1

2

P3 (x) =
5

2
x3 − 3

2
x

P4 (x) =
35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8

Tchebycheff :

1e espèce

Tk :=
1¡−1
2
+k

k

¢ · J(− 1
2
,− 1

2)
k .

2e espèce

Uk :=
k + 1¡ 1
2
+k

k

¢ · J( 12 , 12)k .

On a les relations

Tk (cos t) = cos (k · t) et Uk (cos t) =
sin
h
(k + 1) · t

i
sin t

.

En effet, pour tout x ∈ ]−1, 1[ , soit t := arccosx ∈ ]0,π[ ; puisque sin t > 0 , il vient
sin (arccosx) =

√
1− x2 , donc

cos (k · arccosx) = Re
³
eki·arccosx

´
= Re

³
ei·arccosx

´k
=

= Re
³
cos (arccosx) + i · sin (arccosx)

´k
= Re

kX
l=0

µ
k

l

¶
· xk−l · il ·

¡
1− x2

¢ l
2 =

=

bk2cX
l=0

µ
k

2l

¶
· xk−2l · (−1)l ·

¡
1− x2

¢l ∈ Pk .
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Mais commeZ 1

−1
cos (k · arccosx) · cos (l · arccosx) dx√

1− x2
=

Z π

0

cos (k · t) · cos (l · t) dt =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
π k = l = 0£

1
2k
cos kt sin kt+ t

2

¤π
0
= π

2
si k = l 6= 0h

k·sin(k·t)·cos(l·t)−l·cos(k·t)·sin(l·t)
k2−l2

iπ
0
= 0 k 6= l

,

grâce au changement de variable t = arccosx , et puisque cos (k · arccos 1) = 1 , l’unicité montre
que Tk = cos (k · arccos) , ce qu’il fallait démontrer.

Un calcul analogue montre que

sin
h
(k + 1) · arccosx

i
sin (arccosx)

=
1√
1− x2

· Im
³
e(k+1)i·arccosx

´
=

=
1√
1− x2

·
bk2cX
l=0

µ
k

2l

¶
· xk−2l−1 · (−1)l ·

¡
1− x2

¢l+1
2 ∈ Pk ,

puis que Z 1

−1

sin
h
(k + 1) · arccosx

i
· sin

h
(l + 1) · arccosx

i
1− x2 ·

√
1− x2 dx =

=

Z π

0

sin
h
(k + 1) · t

i
· sin

h
(l + 1) · t

i
dt =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
h
−1
2
cos[(k+1)t]·sin[(k+1)t]−(k+1)t

k+1

iπ
0
= π

2
k = l

sih
(k+1) cos[(k+1)·t]·sin[(l+1)·t]−(l+1) sin[(k+1)·t] cos[(l+1)·t]

−(k+1)2+(l+1)2

iπ
0
= 0 k 6= l

,

et finalement que

sin [(k + 1) · arccos]
sin (arccos)

(1) = (k + 1) · limt→0+
sin [(k + 1) · t]
(k + 1) · t · t

sin t
= k + 1 .

Grâce à l’unicité on obtient Uk =
sin[(k+1)·arccos]
sin(arccos)

. ¤

Les 5 premiers polynômes de Tchebycheff de 1e espèce et 2e espèce :

T0 (x) = 1

T1 (x) = x

T2 (x) = 2x
2 − 1

T3 (x) = 4x
3 − 3x

T4 (x) = 8x
4 − 8x2 + 1

U0 (x) = 1
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U1 (x) = 2x

U2 (x) = 4x
2 − 1

U3 (x) = 8x
3 − 4x

U4 (x) = 16x
4 − 12x2 + 1

Gegenbauer (ou ultraspériques) :

G
(γ)
k =

¡
2γ+k−1

k

¢¡
γ− 1

2
+k

k

¢ · J(γ−1
2
,γ− 1

2)
k pour 0 6= γ > −1

2
.

et

G
(0)
k := limγ→0

1

γ
·G(γ)k .

Les 5 premiers polynômes de Gegenbauer lorsque γ 6= 0 :

G
(γ)
0 (x) = 1

G
(γ)
1 (x) = 2γx

G
(γ)
2 (x) = 2γ (γ + 1)x2 − γ

G
(γ)
3 (x) =

4

3
γ (γ + 1) (γ + 2) x3 − 2γ (γ + 1)x

G
(γ)
4 (x) =

2

3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3)x4 − 2γ (γ + 1) (γ + 2)x2 + 2 (γ + 1) γ

et si γ = 0

G
(0)
0 (x) = 1

G
(0)
1 (x) = 2x

G
(0)
2 (x) = 2x2 − 1

G
(0)
3 (x) =

8

3
x3 − 2x

G
(0)
4 (x) = 4x4 − 4x2 + 1

2

Les valeurs des différentes constantes sont données dans la table suivante :
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Pk Tk Uk G
(γ)
k

ρ 1
¡
1− id2

¢−1
2

¡
1− id2

¢ 1
2

¡
1− id2

¢γ−1
2

Norma-

lisation

en 1
1 1 k + 1

¡
2γ+k−1

k

¢

kpkk22,ρ 2
2k+1

π k = 0
si

π
2

k > 0

π

2

π21−2γΓ(2γ+k)
(γ+k)·k!·Γ(γ)2 γ 6= 0

si
2 si k = 0
2π
k2

sinon γ = 0

ak k+1
2k+1

1
2

1
2

k+1
2(γ+k)

ck k
2k+1

1
2

1
2

2γ+k−1
2(γ+k)

bk 0 0 0 0

dk (−1)k 2k · k! (−1)k·2k·Γ(k+1
2)√

π

(−1)k·2k+1·Γ(k+1
2)

(k+1)·√π

(−1)k·2k·k!·Γ(2γ)Γ(γ+k+1
2)

Γ(2γ+k)Γ(γ+ 1
2)

λk k · (k + 1) k2 k (k + 2) k (2γ + k)
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1.14 Les équations différentielles associées aux
polynômes classiques

Voici tout d’abord un théorème de transformation d’une équation différentielle du second
ordre sur un intervalle J de R . Si ρ : J −→ R+ est une fonction λJ-mesurable, nous désignerons
par L1loc (J, ρ) l’ensemble des classes de fonction λJ -mesurables f telles que ρ · f ∈ L1loc (J) .
Attention si ρ n’appartient pas à L1loc (J) , on ne peut pas définir une intégrale de Radon ρ ·λJ !

THEOREME Considérons des fonctions ρ : J −→ R+ λJ-mesurable, p : J −→ C tel que
ρ · p ∈ AC (J) et q : J −→ C telle que ρ · q ∈ L1loc (J) , l’application linéaire

L : AC(2) (J) −→ L1loc (J, ρ) : f 7−→ −
1

ρ
· ∂ (ρ · p · ∂f) + q · f

(on dit que c’est un opérateur) et I un intervalle de R , ω,κ ∈ AC(2) (I) tels que ω > 0 sur I
et κ : I −→ J soit une bijection.

La transformation

Φ : f 7−→ g := ω · f ◦ κ : KJ −→ KI

est bijective et l’application réciproque est donnée par

−1
Φg =

g

ω
◦ −1κ ;

elle induit une isométrie de L2 (J, ρ) sur L2 (J,eρ) et transforme l’opérateur L en l’opérateur
eL : AC(2) (I) −→ L1loc (I) : g 7−→ −

1eρ · ∂ (eρ · ep · ∂g) + eq · g ,

où

eρ = ρ ◦ κ · |∂κ|
ω2

, ep = p ◦ κ
|∂κ|2

, eq = ∂ (eρ · ep · ∂ω)
ω · eρ + q ◦ κ .

Vérifions que Φ est une bijection entre les espaces considérés : Si f ∈ AC(2) (J) , alors
Φf = ω · f ◦ κ ∈ AC(2) (I) grâce à la proposition 1.5, (i) et (iii) ; de même si g ∈ AC(2) (I) ,
alors

−1
Φg = g

ω
◦ −1κ ∈ AC(2) (J) en ayant utilisé l’exemple 1.5.3 à la place de (i). D’autre part
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eρ · ep = (ρ·p)◦κ
ω2·|∂κ| ∈ AC (I) et

eρ · eq = eρ ·µ∂ (eρ · ep · ∂ω)
ω · eρ + q ◦ κ

¶
=

∂ (eρ · ep · ∂ω)
ω

+
(ρ · q) ◦ κ · |∂κ|

ω2
∈ L1loc (I)

grâce à la proposition 1.5.ii. De même si f ∈ L1loc (J, ρ) , on a eρ · Φf = (ρ·f)◦κ·|∂κ|
ω

∈ L1loc (I) ,
ainsi que

ρ ·
−1
Φg = ρ · g

ω
◦ −1κ =

µ
ω · (eρ · g)
|∂κ|

¶
◦ −1κ ∈ L1loc (J)

si g ∈ L1loc (I,eρ) .
C’est une isométrie de L2 (J, ρ) sur L2 (J,eρ) carZ

|f |2 · ρ dλJ =
Z
|f ◦ κ|2 · ρ ◦ κ · |∂κ| dλI =

Z
|ω · f ◦ κ|2 · |∂κ| · ρ ◦ κ

ω2
dλI =

=

Z
|Φf |2 · eρ dλI .

D’autre parteLg = ω · L
³ g
ω
◦ −1κ

´
◦ κ = − ω

ρ ◦ κ · ∂
³
ρ · p · ∂

h g
ω
◦ −1κ

i´
◦ κ + q ◦ κ · g ,

mais

ρ · p · ∂
h g
ω
◦ −1κ

i
= ρ · p ·

∙
∂
³ g
ω

´
· 1
∂κ

¸
◦ −1κ =

=
hρ ◦ κ · p ◦ κ

ω · ∂κ · ∂g − ρ ◦ κ · p ◦ κ
ω2 · ∂κ · ∂ω · g

i
◦ −1κ

donc eLg = − ω

ρ ◦ κ · ∂
³hρ ◦ κ · p ◦ κ

ω · ∂κ · ∂g − ρ ◦ κ · p ◦ κ
ω2 · ∂κ · g

i
◦ −1κ

´
◦ κ + q ◦ κ · g =

= − ω

ρ ◦ κ · ∂
hρ ◦ κ · p ◦ κ

ω2 · ∂κ · ∂g · ω − ρ ◦ κ · p ◦ κ
ω2 · ∂κ · g · ∂ω

i
· 1
∂κ

+ q ◦ κ · g =

= − ω2

∂κ · ρ ◦ κ ·
∙
∂
³ρ ◦ κ · p ◦ κ

ω2 · ∂κ · ∂g
´
− 1

ω
· ∂
³ρ ◦ κ · p ◦ κ

ω2 · ∂κ · ∂ω
´
· g
¸
+ q ◦ κ · g =

= −1eρ · ∂ (eρ · ep · ∂g) +
∙
∂ (eρ · ep · ∂ω)

ω · eρ + q ◦ κ
¸
· g .

¤

EXEMPLE Si l’on veut éliminer la densité ρ , il suffit de considérer la transformation

Φ : f 7−→ √ρ · f
qui induit une isométrie de L2 (J, ρ) sur L2 (J) et transforme L en

eL : g 7−→ −∂ (p · ∂g) + "∂ ¡p · ∂√ρ¢√
ρ

+ q

#
· g .
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REMARQUE 1 Rappelons que si l’on connait une solution de l’équation différentielle Lf =
0 , on peut déterminer une seconde solution linéairement indépendante de la première en utili-
sant la méthode de réduction de d’Alembert (cf. cours d’Analyse [17], proposition 12.13).

L’équation différentielle de Jacobi

Le polynôme de Jacobi J (α,β)k satisfait sur ]−1, 1[ à l’équation différentielle

(1− id)−α · (1 + id)−β · ∂
h
(1− id)α+1 · (1 + id)β+1 · ∂f

i
+ k · (α+ β + k + 1) · f = 0 ,

c’est-à-dire à¡
1− id2

¢
· ∂2f + [β − α− (α+ β + 2) · id] · ∂f + k · (α+ β + k + 1) · f = 0 .

Considérons la transformation

Φ : f 7−→ g := 2
α+β+1

2 · f (1− 2 · id) : K]−1,1[ −→ K]0,1[ ;
puisque

ρ = (1− id)α · (1 + id)β , p = 1− id2 et q = −k · (α+ β + k + 1) ,

il vient

eρ = 2 · (2 · id)α · (2− 2 · id)β

2α+β+1
= idα · (1− id)β , ep = 1− (1− 2 · id)2

22
= id · (1− id)

et eq = −k · (α+ β + k + 1) .

On obtient donc l’équation différentielle

id−α · (1− id)−β · ∂
h
idα+1 · (1− id)β+1 · ∂g

i
+ k · (α+ β + k + 1) · g = 0

ou bien

id · (1− id) · ∂2g + [α+ 1− (α+ β + 2) · id] · ∂g + k · (α+ β + k + 1) · g = 0 .
Mise sous la forme

id · (1− id) · ∂2g + [c− (a+ b+ 1) · id] · ∂g − ab · g = 0 ,
en posant a := −k , b := α + β + k + 1 et c := α + 1 , on dit que c’est l’équation différentielle
hypergéométrique . Une solution de cette équation est donnée par la série hypergéométrique ou
de Gauß

F (a, b; c; z) := 2F1 (a, b, c; z) :=

:=
∞X
k=0

(a)k · (b)k
(c)k

· z
k

k!
=

Γ (c)

Γ (a) · Γ (b) ·
∞X
k=0

Γ (a+ k) · Γ (b+ k)
Γ (c+ k)

· z
k

k!
,

dont le rayon de convergence est 1 pour tout a, b ∈ C et c ∈ CrZ− . Cette fonction peut être
prolongée analytiquement dans Cr [1,∞[ grâce à la représentatrion intégrale

F (a, b; c; z) :=
Γ (c)

Γ (a) · Γ (c− b) ·
Z 1

0

idb−1 · (1− id)c−b−1 · (1− z · id)−a ,

pour autant que l’on ait Re c > Re b > 0 . Si c, c − a − b, a − b /∈ Z , une seconde solution
linéairement indépendante est

id1−c ·F (a− c+ 1, b− c+ 1; 2− c; id) .
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Les polynômes de Jacobi sont donnés par

J
(α,β)
k (x) =

µ
α+ k

k

¶
· F
µ
−k,α+ β + k + 1;α+ 1;

1− x
2

¶
.

Soient p, q ∈ R tels que 0 < q < p+ 1 . Les polynômes hypergéométriques G(p,q)k sont ceux
qui sont orthogonaux sur l’intervalle ]0, 1[ par rapport au poids idq−1 · (1− id)p−q et tels que
G
(p,q)
k (1) = 1 .

Grâce à la transformation ci-dessus ils correspondent aux polynômes de Jacobi J (α,β)k pour
α,β ∈ ]−1,∞[ tels que q = α+ 1 et p = α+ β + 1 . Il vient

G
(p,q)
k =

1¡
q−1+k
k

¢ · J (q−1,p−q)k (1− 2 · id) = F (−k, p+ k; q; id) .

Citons en plus quelques formules remarquables :

ln (1− z) = −z · F (1, 1; 2; z)

ln
1 + z

1− z = 2z · F
µ
1

2
, 1;
3

2
; z2
¶

arctan z = z · F
µ
1

2
, 1;
3

2
;−z2

¶

arcsin z = z · F
µ
1

2
,
1

2
;
3

2
; z2
¶
= z ·

¡
1− z2

¢ 1
2 · F

µ
1, 1;

3

2
; z2
¶

L’équation différentielle de Laguerre

Le polynôme de Laguerre L(α)k satisfait sur ]0,∞[ à l’équation différentielle

id−α ·eid · ∂
h
idα+1 ·e− id · ∂f

i
+ k · f = 0 ,

c’est-à-dire à

id ·∂2f + [α+ 1− id] · ∂f + k · f = 0 .
Mise sous la forme

id1−b ·eid · ∂
h
idb ·e− id · ∂f

i
− a · f = 0 ,

en posant a := −k et b := α+ 1 , ou bien

id ·∂2f + [b− id] · ∂f − a · f = 0
on dit que c’est l’équation différentielle hypergéométrique confluente . Une solution de cette
équation est donnée par la série hypergéométrique confluente de Kummer

M (a, b; z) := 1F1 (a; b; z) :=

=
∞X
k=0

(a)k
(b)k

· z
k

k!
=

Γ (b)

Γ (a)
·
∞X
k=0

Γ (a+ k)

Γ (b+ k)
· z

k

k!
,

dont le rayon de convergence est ∞ pour tout a ∈ C et b ∈ Cr Z− . Cette fonction peut être
mise sous forme intégrale

M (a, b; z) :=
Γ (b)

Γ (a) · Γ (b− a) ·
Z 1

0

ida−1 · (1− id)b−a−1 · ez·id ,
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pour autant que l’on ait Re b > Re a > 0 . Une seconde solution linéairement indépendante est

U (a, b; id) :=
π

sin (π id)
·
∙

M (a, b, id)

Γ (a− b+ 1) · Γ (b) − id
1−b ·M (a− b+ 1, 2− b, id)

Γ (a) · Γ (2− b)

¸
.

Les polynômes de Laguerre sont donnés par

L
(α)
k (t) =

µ
α+ k

k

¶
·M (−k,α+ 1; t) .

Citons en plus quelques formules remarquables :

ez =M (a, a; z)

sin z = z · ei·z ·M (1, 2;−2i · z)

sinh z = z · e−z ·M (1, 2; 2z)

erf (t) =
2t√
π
·M

µ
1

2
,
1

2
;−t2

¶
Considérons la transformation

Φ : f 7−→ g := id
b
2 ·e− id

2 · f : K]0,∞[ −→ K]0,∞[ ;
puisque

ρ = idb−1 , p = id et q = a ,

il vient

eρ = 1

id
, ep = id

et, utilisant la formule de Leibniz,

eq = id− b
2 ·e id2 · id ·∂

∙
1

id
· id ·∂

³
id

b
2 ·e− id

2

´¸
+ a = id1−

b
2 ·e id2 · ∂2

³
id

b
2 ·e− id

2

´
+ a =

= id1−
b
2 ·e id2 ·

∙
b

2
·
µ
b

2
− 1
¶
id

b
2
−2+2 · b

2
·
µ
−1
2

¶
· id b

2
−1+

1

4
id

b
2

¸
· e− id

2 + a =

= −
"
b
2
−
¡
b
2

¢2
id

+
b

2
− a− id

4

#
.

On obtient donc l’équation différentielle

id ·∂2g +
"
1
4
−
¡
1
2
− b

2

¢2
id

+
b

2
− a− id

4

#
· g = 0 .

Mise sous la forme

∂2g +

∙ 1
4
− µ2

id2
+

κ

id
− 1
4

¸
· g = 0 ,

en posant κ := b
2
−a et µ := b

2
− 1

2
, on dit que c’est l’équation différentielle de Whittaker dont

un système fondamental de solutions est formé par les fonctions de Whittaker

Mκ,µ := id
µ+1

2 ·e− id
2 ·M

µ
µ− κ+

1

2
, 2µ+ 1, id

¶
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et de

Wκ,µ := id
µ+ 1

2 ·e− id
2 · U

µ
µ− κ+

1

2
, 2µ+ 1, id

¶
=

=
Γ (−2µ)

Γ
¡
1
2
− κ− µ

¢ ·Mκ,µ +
Γ (2µ)

Γ
¡
1
2
− κ+ µ

¢ ·Mκ,−µ .

La fonction de Kummer est aussi liée aux fonctions de Bessel par la transformation

f 7−→ g := id
b−1
2 ·e−i·id · f (2i · id) : CCri·R+ −→ CCrR− .

Mais attention cette transformation n’est pas du type décrit dans le théorème puisque le chan-
gement de variable se fait dans le domaine complexe :

]0,∞[ −→ i · ]0,∞[ : s 7−→ 2i · s .
Son image n’est pas l’ensemble de définition ]0,∞[ de l’équation différentielle de Kummer, mais
i · ]0,∞[ surlequel on peut considérer une nouvelle équation différentielle obtenue par restriction
de l’équation différentielle de Kummer considérée dans le domaine complexe. Considérons tout
d’abord la transformation

f 7−→ h := f (2i · id) : O (Cr i · R+) −→ O (CrR−) ,
on obtient

(2i · id)1−b · e2i·id ·
µ
1

2i

¶2
· ∂
h
(2i · id)b · e−2i·id · ∂h

i
− a · h = 0 ,

i.e.

id1−b ·e2i·id · ∂
£
idb ·e−2i·id · ∂h

¤
− 2i · a · h = 0 .

Remarquons que le poids n’est plus réel ; on ne peut donc pas lui associer un espace de Hilbert.
Faisons maintenant la transformation

h 7−→ g := id
b−1
2 ·e−i·id · h : C]0,∞[ −→ C]0,∞[ .

Puisque

ρ = idb−1 ·e−2i·id , p = id et q = 2i · a ,
il vient eρ = 1 , ep = id
et eq = id 1−b2 ·ei·id · ∂ hid ·∂ ³id b−12 ·e−i·id´i+ 2i · a =

= id
1−b
2 ·ei·id · ∂

∙µ
b− 1
2
− i · id

¶
· id b−12 ·e−i·id

¸
+ 2i · a =

=
1

id
·
∙
−i · id+b− 1

2
·
µ
b− 1
2
− i · id

¶
− i · id ·

µ
b− 1
2
− i · id

¶¸
=

=
1

id
·
"µ
b− 1
2
− i · id

¶2
− i · id+2i · a · id

#
.
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En choisissant a := ν + 1
2
et b := 2ν + 1 , on obtient l’équation différentielle

∂ (id ·∂g)− 1

id
·
£
(ν − i · id)2 + 2i · ν · id

¤
· g = 0 ,

i.e.

id2 ·∂2g + id ·∂g +
¡
id2−ν2

¢
· g = 0 .

C’est l’équation différentielle de Bessel . La fonction de Bessel (ou fonction cylindrique ) d’ordre
ν ∈ C est définie par

Jν (s) :=
1

Γ (ν + 1)
·
³s
2

´ν
· e−i·s ·M

µ
ν +

1

2
, 2ν + 1, 2i · s

¶
en est une solution. Les fonctions Jν et J−ν forment un système fondamental de solutions.si
ν /∈ Z . Quel que soit ν ∈ C il en est de même de la fonction de Bessel Jν et de la fonction de
Weber

Yν :=
1

sin (πν)
· (cos (πν) · Jν − J−ν) .

L’équation différentielle d’Hermite
Le polynôme de d’Hermite Hk satisfait sur R à l’équation différentielle

eid
2 · ∂

h
e− id

2 · ∂f
i
+ 2k · f = 0 ,

c’est-à-dire à

∂2f − 2 id ·∂f + 2k · f = 0 .

Considérons la transformation

Φ : f 7−→ g :=
1
4
√
2
· e− id2

4 · f
µ
¦√
2

¶
: KR −→ KR .

Puisque

ρ = e− id
2

, p = 1 et q = −2k ,
il vient

eρ = 1√
2
· e−

³
id√
2

´2
1√
2
· e− id2

2

= 1 , ep = 2
et

eq = 4
√
2 · e id

2

4 · ∂
µ
2 · ∂ 1

4
√
2
· e− id2

4

¶
− 2k = 2 · e id

2

4 · ∂2e− id2

4 − 2k =

= −e id
2

4 · ∂
³
id ·e− id2

4

´
− 2k = −1 + 1

2
· id2−2k .

Ainsi Φ est une isométrie de L2
³
R, e− id2

´
sur L2 (R) et on obtient l’équation différentielle

∂2g −
µ
id2

4
+ a

¶
· g = 0
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en ayant posé a := −k − 1
2
. Un système fondamental de solutions de cette équation sont les

fonctions dites paraboliques cylindriques :

e−
id2

4 ·M
µ
a

2
+
1

4
,
1

2
,
id2

2

¶
et id ·e− id2

4 M

µ
a

2
+
3

4
,
1

2
,
id2

2

¶
.

On peut aussi considérer la transformation

Φ : f 7−→ g := e−
id2

2 · f : KR −→ KR .
Dans ce cas il vient évidemment eρ = 1 , ep = 1
et eq = e id22 · ∂2e− id2

2 − 2k = −e id
2

2 · ∂
³
id ·e− id2

2

´
− 2k =

= −1 + id2−2k .
Ainsi Φ est aussi une isométrie de L2

³
R, e− id2

´
sur L2 (R) et on obtient l’équation différentielle

∂2g − id2 ·g + (2k + 1) · g = 0 .

Puisque les polynômes d’Hermite (Hk)k∈N forment une base hilbertienne de L
2
³
R, e− id2

´
(théo-

rème 1.15 ci-dessous), il en est de même de l’ensemble des fonctions d’Hermite

hk := (−1)k ·
¡√

π · 2k · k!
¢−1

2 · e−1
2
·id2 ·Hk

dans L2 (R) . Nous verrons plus tard que l’opérateur auto-adjoint non-bornéeL : g 7−→ −∂2g + id2 ·g ,
décrivant l’oscillateur harmonique, est diagonalisable dans cette base. Les valeurs propres sont
évidemment 2k + 1 . Remarquons que

hk =
¡√

π · 2k · k!
¢−1

2 · e 12 ·id2 · ∂k
³
e− id

2
´

par la formule de Rodrigues. On peut montrer que
1√
2
· (id−∂)hk =

√
k + 1 · hk+1 et

1√
2
· (id+∂)hk =

√
k · hk−1

et on dit que 1√
2
· (id−∂) est l’opérateur de création et 1√

2
· (id+∂) l’opérateur d’annihilation .

Les polynômes classiques exceptionnels

Dans le théorème 1.13 nous avons supposé que (pk)k∈N est un système de polynômes or-
thogonaux, en particulier que ρ est un poids, ce qui entraîne des restrictions sur les coefficients
définissant ces poids. D’où la question : sous quelles conditions obtient-on un système de poly-
nômes à l’aide de la formule de Rodrigues ?

On a le résultat suivant :

PROPOSITION Soient ρ, p ∈ C(∞) (J) tels que ρ, p > 0 sur J et posons

q :=
∂ (ρ · p)

ρ
, eq := ∂ (ρ)

ρ
· p = q − ∂p
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et

pk :=
1

dk · ρ
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
pour tout k ∈ N .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) q ∈ P1 , p ∈ P2 et 0 /∈ ∂eq + ∂2p
2
· (2 +N) .

(ii) p ∈ P et (pk)k∈N est un système de polynômes.

Dans ce cas chaque pk est solution d’une équation différentielle de type hypergéométrique
1

ρ
· ∂ (ρ · p · ∂f) + λk · f = 0

ou bien

p · ∂2f + q · ∂f + λk · f = 0
pour un certain λk ∈ K et

λk = −k ·
∙
∂q + (k − 1) · ∂

2p

2

¸
.

En outre

ρ =
ρ (τ) · p (τ)

p
· exp

µZ ¦

τ

q

p

¶
pour tout τ ∈ J .

La démonstration du théorème 1.13, (i)⇒(ii), montre que si q ∈ P1 , on a les relations
de récurrence (∗) et (∗∗) . Remarquer k > 1 et k > j + 1 entraîne 2k > k + j + 1 , donc
2k − j > k + 1 > 2 .

(i) ⇒ (ii) Utilisant (∗) , on voit immédiatement que pk ∈ Pk . Il nous suffit donc de prouver,
pour tout k ∈ N , que deg pk = k , donc que gk 6= 0 . Utilisant la relation de récurrence (∗∗)

gk,0 = 1 et gk,j+1 =

∙
∂eq + (2k − j) · ∂2p

2

¸
· gk,j ,

et l’hypothèse, on voit que chaque gk,j 6= 0 , donc que gk = gk,k 6= 0 .
(ii) ⇒ (i) On a q = ∂(ρ·p)

ρ
= p1 ∈ P1 et comme dans la démonstration du théorème,

(ii)⇒(iii), on montre que p ∈ P2 . Finalement puisque (pk)k∈N est un système de polynômes, on
a deg pk = k , donc gk 6= 0 , et par suite tous les gk,j sont 6= 0 par (∗∗) ; mais ceci prouve que

∂eq + (2k − j) · ∂2p
2
6= 0 pour tout k ∈ N∗ et j ∈ N tels que j 6 k ,

donc que 0 /∈ ∂eq + ∂2p
2
· (2 +N) .

La dernière partie découle également de la démonstration du théorème, (ii)⇒(iii) et, puisque
∂ (ρ · p)
ρ · p =

q

p
,

on a

ρ =
ρ (τ) · p (τ)

p
· exp

µZ ¦

τ

q

p

¶
pour tout τ ∈ J . ¤
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A une transformation affine et une bonne normalisation près, et en choisissant J maximal
tel que p > 0 sur J , on peut distinguer les cas suivants :

Cas p = 1 On a J = ]−∞,∞[ ; en écrivant q sous la forme q = 2s · id+t et si ρ (0) = 1 , on
obtient

ρ = exp

µZ ¦

0

(2s · id+t)
¶
= es·id

2+t·id ,

et la condition s’écrit 0 /∈ {2s} , i.e. s 6= 0 .
Sous-cas ρ = e− id

2
On obtient les polynômes d’Hermite Hk .

Sous-cas ρ = eid
2

ρ n’est pas un poids. Mais dans le domaine complexe il vient

e− id
2 · ∂keid2 = e− id2 · ∂ke−(i·id)2 = e(i·id)2 ·

³
∂ke− id

2
´
(i · id) · ik =

=
1

ik
·
h
(−1)k · eid2 · ∂ke− id2

i
(i · id) = 1

ik
·Hk (i · id) .

Cas p = id On a J = ]0,∞[ ; en écrivant q sous la forme q = s · id+α + 1 et si ρ (1) = es ,
on obtient

ρ =
es

id
· exp

µZ ¦

1

µ
s+

α+ 1

id

¶¶
=
es·id+(α+1)·ln

id
= idα ·es·id

et la condition s’écrit 0 /∈ {s} , i.e. s 6= 0 .
Sous-cas ρ = idα ·e− id et α > −1 On obtient les polynômes de Laguerre L(α)k .
Sous-cas ρ = idα ·e− id et α 6 −1 ρ n’est pas un poids, mais les polynômes sont formel-
lement les mêmes que ceux de Laguerre : les coefficients de L(α)k sont des polynômes en α !
Sous-cas ρ = idα ·eid ρ n’est pas un poids sur ]0,∞[ . Mais

id−α ·e− id · ∂k
¡
idα ·eid

¢
= |− (− id)|−α · e− id · ∂k

³
|− (− id)|α · e−(− id)

´
=

=
h
|− id|−α · eid · ∂k

³
|− id|α · e− id

´i
(− id) · (−1)k =

= (−1)k · L(α)k (− id) .
Cas p = 1− id2 On a J = ]−1, 1[ ; et en écrivant q sous la forme q = (α+ 1) · (1 + id) −
(β + 1) · (1− id) et si ρ (0) = 1 , on obtient

ρ =
1

1− id2
· exp

µZ ¦

τ

− (α+ 1) · (1 + id) + (β + 1) · (1− id)
1− id2

¶
=

=
1

1− id2
· e(α+1)·ln(1−id)+(β+1)·ln(1+id) = (1− id)α · (1 + id)β

et la condition s’écrit

0 /∈ ∂
h
− (α+ 1) · (1 + id) + (β + 1) · (1− id) + 2 · id

i
− (2 +N) = −α− β − (2 +N) ,

i.e. α+ β + 2 /∈ −N .
Sous-cas α,β > −1 La condition est évidemment satisfaite. On obtient les polynômes de
Jacobi.
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Sous-cas α 6 −1 ou β 6 −1 et α+ β + 2 /∈ −N ρ n’est pas un poids, mais les poly-
nômes sont formellement les mêmes que ceux de Jacobi : les coefficients de J (α,β)k sont des
polynômes en α et β !

Cas p = id2 On a J = ]0,∞[ ; en écrivant q sous la forme q = (s+ 2) · id+t et si ρ (1) = e−t ,
on obtient

ρ =
e−t

id2
· exp

µZ ¦

1

µ
s+ 2

id
+

t

id2

¶¶
=
e(s+2)·ln−

t
id

id2
= ids ·e− t

id

et la condition s’écrit

0 /∈ ∂
³
(s+ 2) · id+t− 2 · id

´
+ (2 +N) = s+ 2 +N ,

i.e. s+2 /∈ −N . Remarquons que ρ n’est jamais un poids ! On obtient un système de polynômes
satisfaisant à une équation différentielle de type hypergéométrique où

λk = −k · (s+ k + 1) .
Elle s’écrit

id−s ·e t
id · ∂

³
ids+2 ·e− t

id · ∂h
´
+ λk · h = 0 (∗)

ou bien

id2 ·∂2h+
h
(s+ 2) · id+t

i
· ∂h+ λk · h = 0 .

Sous-cas t = 0 On a

pk =
1

dk
· id−s ·∂k

¡
ids+2k

¢
= idk

en prenant dk := (s+ 2k) · · · (s+ k + 1) = (s+2k)!
(s+k)!

.

Sous-cas t 6= 0 Etant donné k ∈ N considérons la transformation

Φ : h 7−→ f := idk ·h ◦ t
id
.

Remarquons que Φpk = idk ·pk
¡
t
id

¢
est un polynôme de degré k . Puisque

ρ = ids ·e− t
id , p = id2 et q = k · (s+ k + 1) ,

il vient

eρ = t
id2
·
¡
t
id

¢s · e− t
t
id

id2k
= ts+1 · id−s−2−2k ·e− id , ep = ¡

t
id

¢2¡
t
id2

¢2 = id2
et

eq = ∂
¡
ts+1 · id−s−2−2k ·e− id · id2 ·∂

£
idk
¤¢

idk ·ts+1 · id−s−2−2k ·e− id
+ k · (s+ k + 1) =

= k · ids+2+k ·eid · ∂
¡
id−s−k−1 ·e− id

¢
+ k · (s+ k + 1) =

= k · ids+2+k ·eid ·
£
(−s− k + 1) · id−s−k−2− id−s−k−1

¤
· e− id + k · (s+ k + 1) =

= k · [(−s− k + 1) + (s+ k − 1)− id] = −k · id .
On obtient donc l’équation différentielle

ids+2+2k ·eid · ∂
¡
id−s−2k ·e− id · ∂f

¢
+ k · id ·f = 0 ,
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i.e.

ids+1+2k ·eid · ∂
¡
id−s−2k ·e− id · ∂f

¢
+ k · f = 0

ou bien

id ·∂2f + (−s− 2k − id) · ∂f + k · f = 0 ,
qui est l’équation de Laguerre pour α := 1− s− 2k . On peut alors voir Φpk = L(1−s−2k)k en
ayant choisi la bonne constante dk , donc que

pk =

µ
id

t

¶k
· L(1−s−2k)k

µ
t

id

¶
.

REMARQUE 2 Si pk est défini par la formule de Rodrigues, nous avonc vu que ρ est déter-
miné par p et q := d1 · p1 = ∂(ρ·p)

ρ
:

ρ =
ρ (τ) · p (τ)

p
· exp

µZ ¦

τ

q

p

¶
pour tout τ ∈ J . En outre on a l’équation différentielle non-linéaire

p · ∂2p+ q · ∂p+ ∂q · p+ q2 − d2 · p2 = 0
grâce à la démonstration du théorème 1.13, (ii)⇒(iii).

PROBLEME Existe-il des solutions p non-polynomiales de cette équation différentielle telle
que (pk)k∈N soit un système de polynômes ? Plus généralement est-ce que le système de fonctions
(pk)k∈N possède des propriétés intéressantes ?

REMARQUE 3 Si (pk)k∈N est un système de polynômes et s’il existe p, q, r ∈ C(∞) (J) tels
que chaque pk soit solution d’une équation différentielle du type

p · ∂2f + q · ∂f + r · f + λk · f = 0 pour un certain λk ∈ K ,
alors r ∈ P0 , q ∈ P1 et p ∈ P2 .

En effet pour k = 0 , on a p0 6= 0 et ∂2p0 = ∂p0 = 0 , donc (r + λ0) · p0 = 0 , ce qui
montre que r = −λ0 est une constante. Pour k = 1 , il vient ∂p1 6= 0 et ∂2p1 = 0 , donc
q · ∂p1 + (λ1 − λ0) · p1 = 0 et par suite q = (λ0 − λ1) · p1

∂p1
∈ P1 . Finalement pour k = 2 , on

obtient ∂2p2 6= 0 et
p · ∂2p2 + (λ0 − λ1) ·

p1
∂p1

· ∂p2 + (λ2 − λ0) · p2 = 0 ,

donc p ∈ P2 . ¤

Mais attention pk n’est pas nécessairement donné par la formule de Rodrigues. Par exemple
l’équation différentielle

id2 ·∂2f + s · id ·∂f − k · (s+ k − 1) · f = 0
a comme solution idm pour autant que

m (m− 1) + s ·m− k · (s+ k − 1) = 0 ,
i.e.

m · (s+m− 1) = k · (s+ k − 1) .
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En particulier idk , mais aussi id1−s−k sont des solutions. Si s ∈ Z et 0 6 1 − s − k < k , i.e.
1− 2k < s 6 1− k , alors

idk+c · id1−s−k

est une solution dans Pk qui ne s’obtient pas à l’aide de la formule de Rodrigues si c 6= 0 .
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1.15 Les bases hilbertiennes de polynômes classiques

Voici maintenant le résultat fondamental pour les applications :

THEOREME Chaque système de polynômes orthonormés classiques est une base hilber-
tienne de l’espace L2 correspondant. Plus précisément :⎛⎜⎝ J

(α,β)
k°°°J (α,β)k

°°°
2,(1−id)α·(1+id)β

⎞⎟⎠
k∈N

,

⎛⎜⎝ L
(α)
k°°°L(α)k °°°
2,idα ·e− id

⎞⎟⎠
k∈N

et

Ã
Hk

kHkk2,e− id2

!
k∈N

sont respectivement des bases hilbertiennes de

L2
³
]−1, 1[ , (1− id)α · (1 + id)β

´
, L2

¡
R∗+, id

α ·e− id
¢

et L2
³
R, e− id2

´
.

Dmonstration de (i) Cela découle de la proposition 1.11.

Dmonstration de (ii) La démonstration détailée est laissée en exercice. Il suffit de
remarquer tout d’abord que la transformation

x 7−→ e−x : R∗+ −→ ]0, 1[

définit une isométrie surjective

L2 (]0, 1[ , (− ln)α) −→ L2
¡
R∗+, id

α ·e− id
¢
: g 7−→ g

¡
e− id

¢
.

Par suite l’image
¡
e−k·id

¢
k∈N de la suite totale des monômes

¡
idk
¢
k∈N dans L

2 (]0, 1[ , (− ln)α)
(proposition 1.11) est totale dans L2

¡
R∗+, id

α ·e− id
¢
. Utilisant le théorème 1.9, on montre que

e−n·id =
X
k∈N

³ eL(α)k ¯̄̄ e−n·id´ · eL(α)k dans L2(R∗+, id
α ·e− id)

grâce à l’égalité de Parseval, qui est une conséquence de la formule du binôme ! Ceci finit de
prouver que

³
L
(α)
k

´
k∈N

est totale.

Dmonstration de (iii) En désignant par L2p
³
R, e− id2

´
et L2i

³
R, e− id2

´
les sous-espaces

vectoriels fermés de L2
³
R, e− id2

´
formés des fonctions paires et respectivement impaires, on a

L2
³
R, e− id2

´
= L2p

³
R, e− id2

´
¢ L2i

³
R, e− id2

´
.

La transformation

x 7−→ x2 : R −→ R+
définit, en posant eg (x) = g (x2) , des isométries surjectives

L2
³
R∗+, id

− 1
2 ·e− id

´
−→ L2p

³
R, e− id2

´
: g 7−→ eg

et

L2
³
R∗+, id

1
2 ·e− id

´
−→ L2i

³
R, e− id2

´
: g 7−→ id ·eg .
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On en déduit que les images des polynômes de Laguerre L
(− 1

2)
k et L

( 12)
k , qui sont des polynômes

de degré 2k et 2k+1 respectivement, forment un système de polynômes orthogonaux total dans
L2
³
R, e− id2

´
. On a donc

H2k ∼ L
(− 1

2)
k

¡
id2
¢

et H2k+1 ∼ id ·L
( 12)
k

¡
id2
¢
.

La totalité des polynômes d’Hermite découle alors de celle de polynômes de Laguerre. ¤

En comparant les coefficients de la plus haute puissance, on voit que

H2k = (−1)k · 22k · k! · L
(−1

2)
k

¡
id2
¢

et H2k+1 = (−1)k · 22k+1 · k! · id ·L
( 12)
k

¡
id2
¢
.

On peut aussi prouver la totalité des polynômes de Laguerre en considérant

Les fonctions génératrices
Il est souvent utile de connaître la fonction génératrice associée à un système de polynômes

orthogonaux (pk)k∈N et une suite (ρk)k∈N convenable, que l’on introduit pour renormaliser les
polynômes. Elle est définie par

Φ (x, z) :=
∞X
k=0

ρk · pk (x) · zk

pour tout x ∈ J et |z| < R .
Le calcul de Φ se fait en utilisant la théorie des fonctions. Si γ est un lacet dans C r R−

n’entourant qu’une fois le point x ∈ R∗+ , la formule de Rodrigues et celle de Cauchy montrent
que

pk (x) =
1

dk · ρ (x)
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
(x) =

1

dk · ρ (x)
· k!
2πi

·
Z
γ

ρ (ζ) · p (ζ)k

(ζ − x)k+1
dζ ,

donc

Φ (x, z) :=
1

ρ (x)
·
∞X
k=0

k! · ρk
2πi · dk

·
Z
γ

ρ (ζ)

ζ − x ·
µ
z · p (ζ)
ζ − x

¶k
dζ .

Faisons le calcul dans le cas des polynômes de Laguerre. Si ln désigne la branche principale
du logarithme définie dans CrR− , on a

L
(α)
k (x) =

x−α · ex
2πi

·
Z
γ

eα·ln ζ−ζ · ζk

(ζ − x)k+1
dζ ,

donc X
k>0

L
(α)
k (x) · zk =

x−α · ex
2πi

·
X
k>0

Z
γ

eα·ln ζ−ζ ·
µ
z · ζ
ζ − x

¶k
dζ

ζ − x .

Si |z| < 1 , en prenant pour γ le cercle d’équationp
|z| · |ζ| = |ζ − x| ,

dont le centre est x
1−|z| et le rayon

x2

(1−|z|)2 −
x

1−|z| , pour tout ζ ∈ γ , on a¯̄̄̄
z · ζ
ζ − x

¯̄̄̄
=
p
|z| < 1 ,
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ce qui montre que la série
P

k>0

³
z·ζ
ζ−x

´k
converge uniformément sur γ . Par permutation de la

somme et de l’intégrale, on obtient

X
k>0

L
(α)
k (x) · zk =

x−α · ex
2πi

·
Z
γ

eα·ln ζ−ζ ·
X
k>0

µ
z · ζ
ζ − x

¶k
dζ

ζ − x =

=
x−α · ex
2πi

·
Z
γ

eα·ln ζ−ζ

1− z·ζ
ζ−x

dζ

ζ − x =
x−α · ex
2πi

·
Z
γ

eα·ln ζ−ζ

(1− z) · ζ − x dζ =

= x−α · ex ·Resζ= x
1−z

eα·ln ζ−ζ

(1− z) · ζ − x =
x−α · ex
1− z · exp

µ
α · ln x

1− z −
x

1− z

¶
=

=
e

xz
z−1

(1− z)α+1
,

grâce au théorème des résidus, car x
1−z est à l’intérieur du cercle γ .

Ceci fournit, par exemple, une autre manière de prouver la totalité de
³
L
(α)
k

´
k∈N

, car pour

z = n
n+1

, on obtient

1

(n+ 1)α+1

∞X
k=0

L
(α)
k (x) ·

µ
n

n+ 1

¶k
=

1

(n+ 1)α+1

exp

µ
xn

(n+1)( n
n+1

−1)

¶
¡
1− n

n+1

¢α+1 = e−n·x

pour tout x ∈ R+ . Mais comme

∞X
k=0

kL(α)k k22,idα ·e− id ·
µ

n

n+ 1

¶2k
=

∞X
k=0

(α+ k)!

k!
·
µ

n

n+ 1

¶2k
<∞

par le critère du quotient, le théorème 1.9 montre que

1

(n+ 1)α+1
·
∞X
k=0

µ
n

n+ 1

¶k
· L(α)k

converge dans L2
¡
R∗+, id

α ·e− id
¢
vers ξ . Puisqu’une sous-suite des sommes partielles converge

ponctuellement presque partout vers ξ , la formule (∗) montre que ξ = e−n·id λ]0,∞[-p.p. . Ainsi

e−n·id =
1

(n+ 1)α+1

∞X
k=0

µ
n

n+ 1

¶k
· L(α)k dans L2

¡
R∗+, id

α ·e− id
¢
,

comme nous l’avons démontré dans le théorème ci-dessus.
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On a la table suivante :

ρk Φ (x, z) R

Jacobi J (α,β)k
2−(α+β)

(1−z+
√
1−2xz+z2)

−α·(1+z+
√
1−2xz+z2)

−β
√
1−2xz+z2 1

Laguerre L(α)k 1
e

xz
z−1

(1− z)a+1
1

Hermite Hk
1

k!
e2xz−z

2 ∞

Legendre Pk 1
1√

1− 2xz + z2
1

Tchebycheff Tk 1
(1− xz)

1− 2xz + z2 1

Tchebycheff Uk 1
1

1− 2xz + z2 1

Gegenbauer G(γ)k 1

1

(1− 2xz + z2)α γ 6= 0
si

− ln (1− 2xz + z2) γ = 0

1
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1.16 La notion d’espace-test

Soit µ une intégrale de Radon sur X .

Rappelons (cf. Analyse, définition 15.12) qu’une fonction f sur X est dite µ-modérée s’il
existe une suite (croissante) (Aj)j∈N d’ensembles µ-intégrables X telle que f = 0 µ-p.p. hors
de
S∞
j=0Aj . Une partie A ⊂ X est dite µ-modérée si 1A est µ-modérée. En outre (cf. Analyse,

définition 16.8.2) une intégrale de Radon µ est dite modérée si l’ensemble X est µ-modéré.
L’exemple 15.12.1 du cours d’Analyse [17] montre que toute fonction f ∈ Lp (µ) pour

p ∈ [1,∞[ est µ-modérée, puisque |f |p ∈ L1 (µ) . Si µ est modérée, alors toute fonction sur X
est µ-modérée.

REMARQUE 1 Si l’on ne veut pas supposer que l’intégrale µ considérée soit modérée, il
est indispensable d’utiliser la théorie de l’intégration essentielle. Pour plus de détails on peut
consulter le cours d’Analyse [17] et les remarques correspondantes : 14.8.2, 14.10, 14.11, 14.12.2,
14.13, 15.1, 15.2.2, 15.3, 15.6, 15.7.2, 15.9.2, 15.10, 15.12, 15.13.4, 15.14.2.

Dans ce qui suit, et sauf mention expresse du contraire, nous n’utiliserons pas ces résultats.
Nous n’aurons besoin que de la notion qui suit !

DEFINITION 1 Nous dirons qu’un ensemble µ-mesurable A ⊂ X est localement µ-néglige-
able si, pour tout compact K de X tel que K ⊂ A , on a µ (K) = 0 . Une propriété P des
éléments de X est dite vraie localement µ-p.p. si l’ensemble {x ∈ X | P (x) est fausse} est
un ensemble localement µ-négligeable. Par exemple une fonction f sur X est dite localement
µ-négligeable si {f 6= 0} est localement µ-négligeable.

LEMME Soit A une partie de X .

(i) Si A est µ-mesurable et µ-modérée, alors

µ∗ (A) = supK∈K(X),K⊂A µ (K) .

(ii) Pour que A soit localement µ-négligeable, il faut et il suffit que, pour tout K ∈ K (X) ,
l’ensemble A ∩K soit µ-négligeable.

(iii) Un ensemble A est µ-négligeable si, et seulement si, A est µ-modéré et localement µ-
négligeable.

(iv) L’application canonique©
f ∈ KX

¯̄
f µ-modérée

ª±
{f µ-négligeable} −→ KX

±
{f localement µ-négligeable}

est injective. En particulier on peut considérer Lp (µ) , pour p ∈ [1,∞[ , comme formé de classes
de fonctions (essentiellement) de puissance p-ième µ-intégrable modulo les fonctions localement
µ-négligeables.

Dmonstration de (i) Cf. proposition 15.12.iii.
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Dmonstration de (ii) La condition est suffisante, car A est µ-mesurable (cf. Analyse,
théorème 15.9.iii) et, pour tout K ∈ K (X) tel que K ⊂ A , l’ensemble K = A ∩ K est
µ-négligeable. Réciproquement, puisque A ∩K est µ-mesurable et µ-modéré, grâce à (i) on a

µ (A ∩K) = supL∈K(X),L⊂A∩K µ (L) = 0 .

Dmonstration de (iii) C’est immédiat par (i).

Dmonstration de (iv) Cela découle de (iii) et du cours d’Analyse [17], remarque 15.6.
¤

DEFINITION 2 Soit F est un espace vectoriel de (classes par rapport à µ de) fonctions sur
X . Si toute fonction f sur X telle que ϕ · f ∈ L1 (µ) quel que soit ϕ ∈ F+ , est µ-mesurable
et si en plus Z

ϕ · f dµ > 0 pour tout ϕ ∈ F+ =⇒ f > 0 localement µ-p.p. ,

nous dirons que F est un espace-test (de fonctions) par rapport à µ et que µ est l’intégrale de
Radon pivot .

On a évidemmentZ
ϕ · f dµ = 0 pour tout ϕ ∈ F+ =⇒ f = 0 localement µ-p.p. .

Si f est µ-modérée, on peut remplacer localement µ-p.p. par µ-p.p. .

PROPOSITION Si F est un ensemble de (classes par rapport à µ de) fonctions sur X
satisfaisant à la propriété suivante : pour tout K ∈ K (X) , il existe une suite (ϕk)k∈N de F+
telle que

ϕk 6 ϕ0 pour tout k ∈ N
et

1K = limk ϕk ponctuellement µ-p.p.

Alors F est un espace-test.

En effet, pour tout K ∈ K (X) , on a
|ϕk · f | 6 |ϕ0 · f | ∈ L1 (µ)

et

1K · f = limk ϕk · f ponctuellement µ-p.p. ,

donc 1K · f est µ-intégrable par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue. Par suite
f est µ-mesurable (cours d’Analyse [17], théorème 15.9.iii) et siZ

1K · (Re f + i · Im f) dµ =
Z
1K · f dµ = limk

Z
ϕk · f dµ > 0 ,

on a Z
1K ·Re f dµ > 0 et

Z
1K · Im f dµ = 0 .

Pour tout compact K ⊂ {Re f < 0} , on a 1K · Re f 6 0 , donc
R
1K · Re f dµ = 0 , puis

1K · Re f = 0 µ-p.p. et par suite 1K = 0 µ-p.p. , i.e. µ (K) = 0 . Ceci montre que {Re f < 0}
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est un ensemble localement µ-négligeable. On prouve de même que {Im f < 0} et {Im f > 0}
sont localement µ-négligeables. Ceci finit de prouver que f > 0 localement µ-p.p. ¤

COROLLAIRE Si F est un espace vectoriel réticulé involutif de fonctions sur X tel que

(i) F soit dense dans Lp (µ) pour un certain p ∈ [1,∞[ .
(ii) Pour tout K ∈ K (X) , il existe ϕ ∈ F tel que ϕ > 1K .

Alors F est un espace-test.

En effet, on a 1K = limk ψk dans L
p (µ) pour une suite (ψk)k>1 ⊂ F par l’hypothèse de

densité (i). En extrayant au besoin une sous-suite, grâce au théorème de Riesz-Fischer (cf. cours
d’Analyse [17], 15.14), nous pouvons supposer que l’on a

1K = limk ψk ponctuellement µ-p.p. .

Nous pouvons supposer, puisque F est involutif, que ψk est réelle en séparant les parties réelle
et imaginaire. Utilisant (ii), il suffit alors de définir

ϕk := max [min (ψk,ϕ) , 0] et ϕ0 := ϕ .

¤

EXEMPLE 1 Si 1K ∈ F pour tout K ∈ K (X) , alors F est un espace-test.

C’est évident par la proposition. ¤

EXEMPLE 2 L’espace K (X) , lorsqueX est un espace localement compact, ainsi que E (J) ,
lorsque J est un intervalle de R , ou encore KU(µ) (X) , lorsque X est complétement régulier,
sont des espaces test.

Cela découle du corollaire et du cours d’Analyse [17], corollaire 15.15 et exercice 15.15.3.
¤

EXEMPLE 3 Soit X un ouvert de Rn , ou plus généralement une sous-variété avec bord
de Rn . Rappelons que D (X) désigne l’espace vectoriel des fonctions complexes indéfiniment
dérivables à support compact dans X (cf. exemple 2.10.3). C’est un espace-test.

En effet, soit (ψk)k>1 une suite de K (X) telle que 0 6 ψk 6 ψ0 et 1K = limk ψk ponctuelle-
ment µ-p.p. , construite comme la suite (ϕk)k∈N dans le corollaire ci-dessus. Or D ([suppψ0]

◦)
est une sous-algèbre involutive séparant fortement les points de X , donc est dense dans
C0 ([suppψ0]◦) par le théorème de Stone-Weierstraß, et ψk ∈ C0+ ([suppψ0]

◦) ; il existe donc,
pour tout k > 1 , un ϕk ∈ DR ([suppψ0]◦) tel que kϕk − ψkk∞ 6 1

k
. Choisissons encore

ϕ0 ∈ D+ (X) tel que ϕ0 > ψ0 + 1 sur suppψ0 ; ceci possible par compacité car la fonction

ρ (x) :=

(
e
− 1

(|x|2−1) si |x| 6 1
0 sinon

appartient D+ (Rn) et supp ρ ⊂ B (0, 1) (cf. cours d’Analyse [17], § 17.4). On a alors

−ϕ0 6 −ψk −
1

k
6 ϕk 6 ψk +

1

k
6 ψ0 + 1 6 ϕ0 sur suppψ0 ,

donc |ϕk| 6 ϕ0 , et

limk ϕk = limk (ϕk − ψk) + limk ψk = 1K ponctuellement µ-p.p. .
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Il suffit finalement de remplaçer ϕk par ϕ
2
k pour pouvoir appliquer la proposition. ¤

EXEMPLE 4 On ne peut pas supprimer l’hypothèse que F soit réticulée dans le corollaire.

Remarquons tout d’abord queK (N) est un sous-espace vectoriel dense de `2 (N) = L2 (N,#)
et que la forme linéaire

ν : ϕ 7−→
X
k∈N

ϕ (k) : K (N) −→ K

n’est pas continue pour k·k2 . Son noyau F est donc dense par rapport à k·k2 dans K (N) (cf.
exercice 2.8), donc aussi dans `2 (N) . Il est clair que F est involutif et, pour tout K ∈ K (N) , il
existe une suite (ϕk)k∈N de F telle que limk ϕk = 1K dans `

2 (N) , et par suite ponctuellement.
En outre, il existe ϕ ∈ F tel que ϕ > 1 sur K . Mais on a

1 · ϕ ∈ `2 (N) et
X
k∈N

1 · ϕ (k) = 0 pour tout ϕ ∈ F !

THEOREME Soit F un espace test par rapport à µ .

(i) Si F ⊂ L2 (µ) , alors F est dense dans L2 (µ) .
Dans ce cas

(ii) Si f est une fonction telle que, pour tout ϕ ∈ F , on ait ϕ · f ∈ L1 (µ) et

supϕ∈F,kϕk261

¯̄̄̄Z
ϕ · f dµ

¯̄̄̄
<∞ ,

alors f ∈ L2 (µ) .

Dmonstration de (i) Pour montrer que F est dense dans L2 (µ) , soit ξ ∈ L2 (µ) tel
que ξ⊥F . Pour tout ϕ ∈ F , on a ϕ · ξ ∈ L1 (µ) etZ ∗

ϕ · ξ dµ = (ϕ| ξ) = 0 ,

donc ξ = 0 par ce qui précède, puisque ξ est µ-modérée. La densité de F découle donc du
corollaire 1.4.

Dmonstration de (ii) La condition signifie que la forme semi-linéaire

ν : ϕ 7−→
Z

ϕ · f dµ : F −→ K

est continue pour k·k2 . On peut donc la prolonger à L2 (µ) en une forme semi-linéaire continueeν (cf. exercice 1.5, ou bien le théorème 2.5.iii ou encore le théorème de Hahn-Banach 3.6). Par
le théorème de représentation de Riesz, il existe donc ξ ∈ L2 (µ) tel que eν (ψ) = (ψ| ξ) pour
tout ψ ∈ L2 (µ) . Pour tout ϕ ∈ F , on a alorsZ

ϕ · f dµ = ν (ϕ) = eν (ϕ) = (ϕ| ξ) = Z ϕ · ξ dµ ,

donc
R
ϕ · (f − ξ) dµ = 0 . Puisque F est un espace test on obtient f = ξ localement µ-p.p. ,

donc

f = ξ ∈ L2 (µ) .
¤
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REMARQUE 2 Utilisant le théorème de Banach-Steinhaus 3.1 nous montrerons que si ϕ·f ∈
L1 (µ) pour tout ϕ ∈ L2 (µ) , alors f ∈ L2 (µ) (cf. application 3.1).

EXERCICE 1 Montrer que si F est un espace test de fonctions contenu dans Lp (µ) pour
un certain p ∈ [1,∞[ , alors F est dense dans Lp (µ) .

EXERCICE 2 Montrer que si F est un espace test de fonctions par rapport à µ et que
ρ ∈ L1loc,+ (µ) , alors F est un espace test de fonctions par rapport à ρ · µ .

EXERCICE 3 Soient µ une intégrale de Radon et F un sous-espace vectoriel dense dans
L2 (µ) . Si f est une fonction µ-mesurable et µ-modérée telle que

supϕ∈F,kϕk261

Z ∗
|ϕ · f | dµ <∞ ,

alors f ∈ L2 (µ) .
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2.1 Semi-normes

2.1 Semi-normes

DEFINITION 1 On dit qu’une fonction p : F −→ eR est une fonctionnelle et qu’elle est
sous-linéaire si elle possède les deux propriétés suivantes :

(a) positivement homogène

p (α · ϕ) = α · p (ϕ) pour tout α ∈ R+ et ϕ ∈ F ,

(b) sous-additive

p (ϕ+ ψ) 6 p (ϕ) + p (ψ) pour tout ϕ,ψ ∈ F .

Nous désignerons par SL (F ) l’ensemble de toutes les fonctionnelles sous-linéaires sur F .
On dit que p est une forme sous-linéaire si c’est une fonctionnelles sous-linéaires sur F à

valeurs dans R et que c’est une semi-norme si elle prend ses valeurs dans R+ et si elle est
(c) absolument homogène

p (α · ϕ) = |α| · p (ϕ) pour tout α ∈ K et ϕ ∈ F ,

On dit que c’est un norme si en plus elle est

(d) séparante

p (ϕ) = 0 ⇐⇒ ϕ = 0 pour tout ϕ ∈ F .

Nous dirons qu’un espace vectoriel F muni d’une semi-norme p est un espace semi-normé .
S’il faut préciser nous écrirons (F, p) . Rappelons que l’on dit espace normé s’il est muni d’une
norme.

EXEMPLE 1 Pour toute forme linéaire µ : F −→ K , la fonction ϕ 7−→ |µ (ϕ)| est une
semi-norme sur F . Par exemple si X est un ensemble et x ∈ X , alors la forme linéaire d’
évaluation en x

εx : KX −→ K : ϕ 7−→ ϕ (x)

définit une semi-norme sur KX

KX −→ R+ : ϕ 7−→ |ϕ (x)| .

Si X est un espace topologique séparé et µ une intégrale de Radon sur X , alors

L1 (µ) −→ R+ : ϕ 7−→
¯̄̄̄Z

ϕ dµ

¯̄̄̄
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est une semi-norme sur L1 (µ) , qui n’est pas une norme puisqu’il existe en général des fonctions

µ-intégrables telles que
Z

ϕ dµ = 0 . Il ne faut pas confondre cette semi-norme avec la norme

k·k1 :=
Z
|·| dµ .

EXEMPLE 2 Soit P un ensemble fini de formes sous-linéaires ou de semi-normes sur F et
(αp)p∈P ⊂ R+ . Alors

maxP : ϕ 7−→ maxp∈P p (ϕ) et
X
p∈P

αp · p : ϕ 7−→
X
p∈P

αp · p (ϕ)

sont des formes sous-linéaires ou respectivement des semi-normes sur F .

EXEMPLE 3 Si P est une famille de fonctionnelles sous-linéaires sur F , alors

supP : ϕ 7−→ supp∈P p (ϕ)

est une fonctionnelle sous-linéaire. Ceci est également vrai pour les formes sous-linéaires ou les
semi-normes, pour autant que supP soit finie !

EXEMPLE 4 Soient (F, p) , (G, q) des espaces semi-normés et s ∈ [1,∞[ . Alors

p×s q : (ϕ, γ) 7−→ (p (ϕ)s + q (γ)s)
1
s et p×∞ q : (ϕ, γ) 7−→ max (p (ϕ) , q (γ))

sont des semi-normes sur F ×G .
La fonction

p+ q : ϕ 7−→ p|F∩G (ϕ) + q|F∩G (ϕ)

est une semi-norme sur F ∩G .

EXEMPLE 5 Soit X un ouvert de Rn . Pour tout ϕ ∈ C(∞) (X) , toute partie compacte
K ⊂ X , tout α ∈ Nn et tout k ∈ N , on pose

pK,k (ϕ) := maxα∈Nn,|α|16k k∂
αϕk∞,K

et

qK,α (ϕ) := k∂αϕk∞,K .

On vérifie immédiatement que ce sont des semi-normes sur C(∞) (X) .

EXEMPLE 6 Pour simplifier l’écriture introduisons la fonction indéfiniment dérivable

hidi := 1 + |id|2 : Rn −→ R∗+ : x 7−→ 1 + |x|2 .
Pour tout ϕ ∈ C(∞) (Rn) et k ∈ N posons

pk (ϕ) := maxα∈Nn,|α|16k

°°°hidik · ∂αϕ
°°°
∞
∈ R+

et

qk (ϕ) := maxα∈Nn,|α|16k

°°°hidik · ∂αϕ
°°°
2
∈ R+ .
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On vérifie immédiatement que ces fonctionnelles sont absolument homogènes et sous-ad-
ditives. Il est alors clair que

S (Rn) :=
©
ϕ ∈ C(∞) (Rn)

¯̄
pk (ϕ) <∞ pour tout k ∈ N

ª
et

S2 (Rn) :=
©
ϕ ∈ C(∞) (Rn)

¯̄
qk (ϕ) <∞ pour tout k ∈ N

ª
sont des sous-espaces vectoriels de C(∞) (Rn) et que les restrictions correspondantes de pk et qk
sont des normes.

L’espace S (Rn) étant très important dans les applications, on dit qu’une fonction f ∈
L∞ (Rn) est à décroissance rapide si, pour tout k ∈ N , on a°°°hidik · f°°°

∞
<∞ .

On désigne par L∞rap (Rn) l’ensemble de ces fonctions.
On dit qu’une fonction f ∈ C(∞)(Rn) est déclinante si toutes ses dérivées sont à décroissance

rapide, i.e. si f ∈ S (Rn) .
Nous montrerons en 2.3 que S2 (Rn) = S (Rn) ! Nous dirons que c’est l’ espace de Schwartz .

LEMME Pour tout x, y ∈ Rn , on a
hx+ yi 6 hxi · (1 + |y|)2 6 2 · hxi · hyi

et

hxi 6 2 · hx+ yi · hyi .

En effet comme 1, |x| 6 1 + |x|2 , il vient
hx+ yi = 1 + |x+ y|2 6 1 + |x|2 + 2 |x| · |y|+ |y|2 6

6 1 + |x|2 + 2
¡
1 + |x|2

¢
· |y|+

¡
1 + |x|2

¢
· |y|2 =

=
¡
1 + |x|2

¢
·
¡
1 + 2 |y|+ |y|2

¢
= hxi · (1 + |y|)2 .

D’autre part il est clair que (1 + |y|)2 6 2
¡
1 + |y|2

¢
= 2 hyi . Finalement

hxi = hx+ y − yi 6 2 · hx+ yi · h−yi = 2 · hx+ yi · hyi .
¤

On dit que 2 · hidi est un poids sous-multiplicatif .

PROPOSITION Soit p : F −→ eR .
(i) Si p est une fonctionnelle sous-linéaire, on a

p (ϕ) > −p (−ϕ) pour tout ϕ ∈ F .
(ii) Si p est une forme sous-linéaire, on a

|p (ψ)− p (ϕ)| 6 max [p (ψ − ϕ) , p (ϕ− ψ)] pour tout ϕ,ψ ∈ F .
(iii) Si p est une semi-norme p , on a

|p (ϕ)− p (ψ)| 6 p (ϕ− ψ) pour tout ϕ,ψ ∈ F .
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En effet on a

0 = 0 · p (0) = p (0) = p (ϕ− ϕ) 6 p (ϕ) + p (−ϕ) ,
donc (i). Si p est sous-linéaire, remarquons tout d’abord que

p (ψ) = p (ψ − ϕ+ ϕ) 6 p (ψ − ϕ) + p (ϕ) ,

donc que

p (ψ)− p (ϕ) 6 p (ψ − ϕ) .

On en déduit alors que

|p (ψ)− p (ϕ)| = max [p (ψ)− p (ϕ) , p (ϕ)− p (ψ)] 6 max [p (ψ − ϕ) , p (ϕ− ψ)] ,

ce qui finit de prouver (ii). La dernière assertion est alors immédiate. ¤

DEFINITION 2 Si (qj)j∈J ⊂ SL (F ) , on pose^
j∈J
qj (ϕ) := inf

(ϕj)j∈J∈F
(J),

P
j∈J ϕj=ϕ

X
j∈J

qj
¡
ϕj
¢
∈ R pour tout ϕ ∈ F .

Si X est un ensemble, A une partie de X et f : A −→ R , on désigne par f∞ la fonction
sur X obtenue en prolongeant f par ∞ hors de A . On écrit q1 ∧ q2 à la place de

V
j∈{1,2} qj .

THEOREME Soient p ∈ SL (F ) et (qj)j∈J ⊂ SL (F ) .
(i) On a p 6 qj pour tout j ∈ J si, et seulement si, p 6

V
j∈J qj .

(ii) Si
V
j∈J qj > −∞ sur F , alors

V
j∈J qj ∈ SL (F ) . Si tous les qj sont absolument

homogènes, il en est de même de
V
j∈J qj .

(iii) Soient C un sous-cône convexe de F et r : C −→ eR une fonctionnelle positivement
homogène et sous-additive. Alors la fonctionnelle r∞ : F −→ eR appartient à SL (F ) .
Dmonstration de (i) Cette assertion est importante, puisqu’elle ramène un problème
à plusieurs inégalités (même une infinité !) à un problème à une seule inégalité. Etant donné
ϕ ∈ F et

¡
ϕj
¢
j∈J ∈ F

(J) tels que
P

j∈J ϕj = ϕ , si pour tout j ∈ J , on a p 6 qj , alors

p (ϕ) = p

ÃX
j∈J

ϕj

!
6
X
j∈J
p
¡
ϕj
¢
6
X
j∈J
qj
¡
ϕj
¢
,

donc p (ϕ) 6
V
j∈J qj (ϕ) en passant à l’infimum. Réciproquement étant donné k ∈ J , on a

p (ϕ) 6
^
j∈J
qj (ϕ) 6 qk (ϕ)

en considérant la famille
¡
ϕj
¢
j∈J définie par

ϕj :=

⎧⎨⎩ ϕ j = k
si

0 sinon
.

Dmonstration de (ii) Pour tout α ∈ R∗+ et ϕ ∈ F , on a tout d’abord^
j∈J
qj (α · ϕ) = inf(ϕj)j∈J∈F (J),

P
j∈J ϕj=α·ϕ

X
j∈J

qj
¡
ϕj
¢
=
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= α · inf(ϕj)j∈J∈F (J),
P
j∈J

ϕj
α
=ϕ

X
j∈J
qj
³ϕj
α

´
= α ·

^
j∈J
qj (ϕ) .

On en déduit que

−∞ <
^
j∈J
qj (0) =

^
j∈J
qj (2 · 0) = 2 ·

^
j∈J
qj (0) 6 0 ,

donc
V
j∈J qj (0) = 0 . Si en plus chaque qj est absolument homogène, il est clair que

V
j∈J qj

l’est aussi. Finalement, pour tout ϕ,ψ ∈ F et
¡
ϕj
¢
j∈J ,

¡
ψj
¢
j∈J ⊂ F

(J) tels que
P

j∈J ϕj = ϕ etP
j∈J ψj = ψ , il vient

P
j∈J
¡
ϕj + ψj

¢
= ϕ+ ψ , donc^

j∈J
qj (ϕ+ ψ) 6

X
j∈J

qj
¡
ϕj + ψj

¢
6
X
j∈J
qj
¡
ϕj
¢
+
X
j∈J

qj
¡
ψj
¢

et par suite ^
j∈J
qj (ϕ+ ψ) 6

^
j∈J
qj (ϕ) +

^
j∈J
qj (ψ) ,

ce qui montre que
V
j∈J qj est sous-additive.

Dmonstration de (iii) C’est immédiat. ¤

EXEMPLE 7 Soient F et G des sous-espaces vectoriels de H , p et q des semi-normes
respectivement sur F et G . Alors p∞ ∧ q∞ est une semi-norme sur F +G . Remarquons que,
pour tout θ ∈ F +G , on a

p∞ ∧ q∞ (θ) = inf {p (ϕ) + q (ψ) | ϕ ∈ F , ψ ∈ G et ϕ+ ψ = θ} .

C’est immédiat, puisque p∞ ∧ q∞ > 0 .
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2.2 Espaces polynormés

DEFINITION 1 Soit p est une semi-norme sur F . Si ϕ ∈ F et r ∈ R∗+ , on pose
Bp (ϕ, r) := {ψ ∈ F | p (ψ − ϕ) 6 r}

et

Dp (ϕ, r) := {ψ ∈ F | p (ψ − ϕ) < r} .
Soit P un ensemble de semi-normes sur F . Pour toute partie finie P ⊂ P et rP :=

(rp)p∈P ⊂ R∗+ , on dit que

BP (ϕ, rP ) :=
\
p∈P

Bp (ϕ, rp) et DP (ϕ, rP ) :=
\
p∈P

Dp (ϕ, rp)

sont respectivement une boule fermée et une boule ouverte de centre ϕ (par rapport à P ).
On dit qu’une partie O ⊂ F est ouverte (par rapport à P ) si, pour tout ϕ ∈ O , il existe

une boule fermée B de centre ϕ contenue dans O .

On peut remplacer ”boule fermée” par ”boule ouverte”. Il suffit de remarquer que l’on a

BP
³
ϕ,
rP
2

´
⊂ Dp (ϕ, rP ) ⊂ Bp (ϕ, rP ) .

PROPOSITION L’ensemble TP des parties de F ouvertes par rapport à P est une topologie
sur F .

C’est facile (cf. cours d’Analyse [17], proposition 10.12). ¤

DEFINITION 2 On dit que (F,P) est un espace polynormé et que TP est la topologie
associée , ou bien la topologie définie par P .

Nous utiliserons les notions topologiques (cf. appendice 1). Elles sont calquées sur celles
qui ont été développées dans le cours d’Analyse [17], chapitre 10, dans le cadre des espaces
métriques.

REMARQUE 1 En écrivant ψ = ϕ+ (ψ − ϕ) , on voit que

BP (ϕ, rP ) = ϕ+BP (0, rP ) = ϕ+
\
p∈P

−1
p ([−rp, rp])

et

DP (ϕ, rP ) = ϕ+DP (0, rP ) = ϕ+
\
p∈P

−1
p (]−rp, rp[) .

Ceci montre en particulier qu’une translation

¦− ϕ : F −→ F : ψ 7−→ ψ − ϕ
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est continue, puisque pour tout ouvert O de F , on a (¦− ϕ)−1 (O) = ϕ + O et cet ensemble
est ouvert.

REMARQUE 2 En posant q := maxp∈P
p

rp
, on a

BP (ϕ, rP ) = Bq (ϕ, 1) .

En effet les inégalités

p (ψ − ϕ) 6 rp pour tout p ∈ P
sont équivalentes à

max
p∈P

p

rp
(ψ − ϕ) 6 1 .

REMARQUE 3 Si q est une semi-norme sur F , alors

F =
[
r∈R∗+

Bq (0, r) =
[
r∈R∗+

Dq (0, r) .

REMARQUE 4 Si q est une semi-norme sur F , alors {q = 0} est un sous-espace vectoriel,
qui peut être de dimension infinie ! On a

{q = 0} =
\
r∈R∗+

Bq (ϕ, r) =
\
r∈R∗+

Dq (ϕ, r) .

Si q est une semi-norme continue sur F , alors {q = 0} = −1
q ({0}) est un sous-espace vectoriel

fermé de F , puisque {0} est fermé dans R+ .

REMARQUE 5 Remarquons qu’une partie V de F est un voisinage de ϕ ∈ F , i.e. que ϕ
est un point intérieur à V si, et seulement si, il existe une boule de centre ϕ contenue dans V .

EXEMPLE Tout espace normé est évidemment un espace polynormé. Voici une liste des
espaces normés, les quatre premiers sont des espaces de Banach, que nous supposons connus.

(a)
³
Kn, |·|p

´
.

(b) Exercice : Soient X un ensemble et p ∈ [1,∞] :

`p (X) := Lp (#) =

(
f ∈ KX

¯̄̄̄
¯ kfkpp :=X

x∈X
|f (x)|p <∞

)
muni de la norme

f 7−→ kfkp := kfkp,# =
ÃX
x∈X

|f (x)|p
! 1

p

,

où # désigne l’intégrale de comptage sur X muni de la métrique discrète. C’est donc un cas
particulier de l’exemple (d).
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(c) Soit X un espace topologique séparé : C0 (X) ⊂ Cb (X) ⊂ `∞ (X) munis de la norme
uniforme k·k∞ (cf. cours d’Analyse [17], § 10.5 et 10.19).
(d) Soient X un espace topologique séparé, µ une intégrale de Radon sur X et p ∈ [1,∞] :³
Lp (µ) , k·kp

´
(cf. cours d’Analyse [17], § 15.13 et 15.14).

(e) Soient F,G des espaces normés :

(F ×G, kpr1kF + kpr2kG) , (F ×G,max (kpr1kF , kpr2kG)) .
(f) Exercice : Soient F un espace normé et H sous-espace vectoriel fermé de F : F/H (cf.
proposition 2.8).

LEMME Soient p une semi-norme et q une fonctionnelle sous-linéaire sur F . Pour que q
soit majorée par M ∈ R+ sur Bp (0, 1) , il faut et il suffit que

q 6M · p .
Dans ce cas, la plus petite des constantes M ∈ R+ satisfaisant à cette inégalité est

sup
ϕ∈F,p(ϕ)61

q (ϕ) .

La condition est nécessaire, car pour tout ϕ ∈ F tel que p (ϕ) > 0 , on a p
³

ϕ
p(ϕ)

´
= 1 ,

donc
1

p (ϕ)
· q (ϕ) = q

µ
ϕ

p (ϕ)

¶
6M ,

ce qui prouve l’inégalité dans ce cas. Si p (ϕ) = 0 , on a p (α · ϕ) = α · p (ϕ) = 0 pour tout
α ∈ R+ , donc α · q (ϕ) = q (α · ϕ) 6 M ∈ R+ , ce qui montre que q (ϕ) 6 0 et prouve aussi
l’inégalité dans ce cas.

La réciproque et la dernière assertion sont triviales. ¤

COROLLAIRE Soient (F,P) un espace polynormé et q une forme sous-linéaire sur F . Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) q est continue.

(ii) q est continue en 0 .

(iii) Il existe une boule de centre 0 sur laquelle q est majorée.

(iv) Il existe c ∈ R+ et un ensemble fini P ⊂ P de semi-normes tels que
q 6 c ·maxP .

(i) ⇒ (ii) C’est évident.

(ii) ⇒ (iii) Si q est continue en 0 , il existe une partie ouverte O contenant 0 telle que
q (O) ⊂ ]− 1, 1[ . Par définition d’une partie ouverte, on a bien (iii).
(iii) ⇒ (iv) Si q est majorée par M ∈ R+ sur BP (0, rP ) , en posant r := minp∈P rp et
c := M

r
, alors q est majorée par c sur BmaxP (0, 1) . En effet pour tout ϕ ∈ BmaxP (0, 1) , il

vient p (r · ϕ) 6 r 6 rp , donc
r · ϕ ∈ BP (0, rP ) ,

et par suite r · q (ϕ) 6M . L’inégalité découle donc de la proposition.
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(iv) ⇒ (i) Montrons que q est continue en ϕ ∈ F . Pour tout ψ ∈ F , la proposition 2.1.(ii)
et l’hypothèse montre que

|q (ψ)− q (ϕ)| 6 max [q (ψ − ϕ) , q (ϕ− ψ)] 6 c ·maxP (ψ − ϕ) .

Pour tout ε > 0 , si ψ ∈ BP
¡
ϕ, ε

c

¢
, on a maxP (ψ − ϕ) 6 ε

c
, donc

|q (ψ)− q (ϕ)| 6 ε ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

REMARQUE 6 Les semi-normes p ∈ P sont évidemment continues. Par les remarques 1 et
2, toute boule par rapport à P est de la forme

Bq (ϕ, 1) = ϕ+Bq (0, 1) = [q ◦ (¦− ϕ)]−1 ([0, 1]) ,

respectivement

Dq (ϕ, 1) = ϕ+Dq (0, 1) = [q ◦ (¦− ϕ)]−1 ([0, 1]) ,

où q est une semi-norme continue par le corollaire (iv).
En particulier les boules fermées et ouvertes par rapport à P sont fermées respectivement

ouvertes pour TP .

EXERCICE On a

BP (ϕ, rP )
◦ = DP (ϕ, rP ) .

Si T est une application (semi-) linéaire et q une semi-norme ou une fonctionnelle sous-
linéaire sur G , alors il en est de même de q ◦ T .

THEOREME Soient (G,Q) un espace polynormé et T : F −→ G une application (semi-)
linéaire. Pour que T soit continue, il faut et il suffit que q ◦ T soit continue sur F pour tout
q ∈ Q .

La condition est évidemment nécessaire, puisque q est continue sur G . Réciproquement
la continuité de T en ϕ ∈ F et celle en 0 sont équivalentes, puisque la translation ¦ − ϕ est
continue (cf. remarque 1) :

Tψ − Tϕ = T (ψ − ϕ) = T ◦ (¦− ϕ) (ψ) .

Si O est un ouvert dans G contenant 0 , il existe une boule ouverte

DQ (0, rQ) =
\
q∈Q

−1
q (]−rq,rq[) ⊂ O .

Il vient alors
−1
T (DQ (0, rQ)) =

\
q∈Q

−1
T
³−1
q (]−rq,rq[)

´
=
\
q∈Q

(q ◦ T )−1 (]−rq,rq[) ,

et le membre de droite est une partie ouverte dans F contenant 0 par hypothèse. Le resultat
en découle puisque

T

µ
−1
T (DQ (0, rQ))

¶
⊂ DQ (0, rQ) ⊂ O .

¤

94 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES Claude Portenier



Espaces polynormés 2.2

REMARQUE 7 Une semi-norme de la forme c·maxP pour P ⊂ P est évidemment continue.
Mais on n’a pas nécessairement c ·maxP ∈ P !

DEFINITION 3 Nous dirons qu’un ensemble P de semi-normes sur F est saturé si, pour
toute famille finie P ⊂ P , il existe p ∈ P et c ∈ R+ tel que

maxP 6 c · p .
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2.3 Espaces localement convexes et espaces polynormés
équivalents

DEFINITION On dit que deux ensembles P et Q de semi-normes sur F , ou bien les deux
espaces polynormés (F,P) et (F,Q) , sont équivalents si les topologies associées TP et TQ sont
égales.

L’espace topologique (F,TP) représente donc la classe des espaces polynormés équivalents
à (F,P) . On dit que c’est un espace localement convexe . On le désigne en général simplement
par F et on dit que TF := TP est la topologie de F . C’est en fait cette structure qui nous
intéressera par la suite.

On désigne par P l’ensemble de toutes les semi-normes continues pour TP .

PROPOSITION Pour que TQ ⊂ TP , i.e. que id : (F,TP) −→ (F,TQ) soit continue, il
faut et il suffit que chaque semi-norme q ∈ Q soit continue pour TP , i.e. Q ⊂ P .

Dans ce cas on a Q ⊂ P .

C’est immédiat par le théorème 2.2. ¤

COROLLAIRE Pour que P soit équivalent à Q , il faut et il suffit que, l’on ait Q ⊂ P et
P ⊂ Q , i.e. P = Q .

REMARQUE 1 La topologie d’un espace localement convexe F défini par P ne dépend
donc que de la classe des ensembles de semi-normes équivalents à P . Celle-ci est représentée
par P . On peut donner des conditions géométriques (convexité) caractérisant les topologies de
ce type.

En pratique ceci permet de remplacer l’ensemble de définition P par un autre mieux adapté
au problème considéré.

REMARQUE 2 Dans beaucoup de démonstrations il ne sera pas nécessaire de se référer
au système de semi-normes P définissant l’espace localement convexe F . Seul le fait que la
topologie de F soit définie par un ensemble de semi-normes sera utile. On utilisera par exemple
les faits élémentaires suivants :

(i) Une partie O de F est ouverte si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ O , il existe une semi-
norme continue p sur F telle que Bp (ϕ, 1) ⊂ O .
(ii) Pour qu’une fonctionnelle sous-linéaire q sur F soit continue, il faut et il suffit qu’il existe
une semi-norme continue p sur F telle que q 6 p .

Si P est un ensemble saturé de semi-normes définissant la topologie de F , on a des assertions
analogues en introduisant des constantes positives.
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EXEMPLE 1 Tout espace semi-normé défini un espace localement convexe. La semi-norme
définit évidemment un ensemble saturé de semi-normes définissant la topologie de F . Réci-
proquement nous dirons qu’un espace localement convexe pouvant être défini par une seule
(semi-)norme est (semi-)normable .

En particulier Kn muni de l’une quelconque des normes |·|p définit le même espace locale-
ment convexe, puisque ces normes sont équivalentes.

EXEMPLE 2 Si F est un espace localement convexe défini par P et G est un sous-espace
vectoriel de F , alors l’ensemble P|G des restrictions des semi-normes dans P à G définit une
structure d’espace localement convexe sur G . Elle ne dépend que de celle de F , puisque

P |G ⊂ P|G ⊂ P |G
par le corollaire 2.2.iv, donc

P|G = P |G .
La topologie de G est la topologie induite par celle de F .

EXEMPLE 3 Soit X un ensemble. On munit KX d’une structure d’espace localement conve-
xe en considérant toutes les semi-normes ϕ 7−→ |ϕ (x)| pour x ∈ X . On dit que c’est la topologie
de la convergence simple sur X . Plus généralement si G est un espace localement convexe, sur
GX on considère les semi-normes

ϕ 7−→ q ◦ ϕ (x) ,
où q est une semi-norme continue sur G . Cet ensemble n’est pas saturé.

EXEMPLE 4 Soit X un espace topologique. On munit C (X) d’une structure d’espace lo-
calement convexe en considérant toutes les semi-normes ϕ 7−→ kϕk∞,K pour K compact dans
X . On dit que c’est la topologie de la convergence compacte sur X . Cet ensemble est saturé,
puisque pour tout K,L ∈ K (X) , on a

max
³
k·k∞,K , k·k∞,L

´
= k·k∞,K∪L .

EXEMPLE 5 Soit X un ouvert de Rn . On munit l’espace C(∞) (X) d’une structure d’es-
pace localement convexe en considérant l’ensemble saturé des semi-normes (pK,k)k∈N,K∈K(X) (cf.
exemple 2.1.5). On dit que c’est la topologie de la convergence compacte de toutes les déri-
vées sur X . On le note souvent E (X) . Les ensembles de semi-normes (pK,k)k∈N,K∈K(X) et
(qK,α)α∈Nn,K∈K(X) sont évidemment équivalents, mais (qK,α)α∈Nn,K∈K(X) n’est pas saturé.

EXEMPLE 6 Les deux sous-espaces vectoriels S (Rn) et S2 (Rn) (cf. exemple 2.1.6) sont
égaux et les ensembles saturés de semi-normes (pk)k∈N et (qk)k∈N sont équivalentes, donc défi-
nissent le même espace localement convexe. On dit que c’est l’ espace de Schwartz .

(a) Montrons tout d’abord que, pour tout s > n
2
, on a°°hidi−s°°

1
<∞ .
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On a °°hidi−s°°
1
=

Z ∗

Rn

1¡
1 + |x|2

¢s dx = Z ∗

R∗+

ÃZ ∗

Sn−1(r)

1¡
1 + |σ|2

¢s dσ
!
dr =

=

Z ∗

R∗+

1

(1 + r2)s
λ
¡
Sn−1 (r)

¢
dr = λ

¡
Sn−1

¢
·
Z ∗

R∗+

rn−1

(1 + r2)s
dr 6

6 λ
¡
Sn−1

¢
·
µ
1 +

Z ∗

[1,∞[

1

r2s−n+1
dr

¶
<∞ .

(b) Pour tout ϕ ∈ C(∞) (Rn) , k ∈ N et s > n
4
, on a

qk (ϕ) 6
°°hidi−s°°

2
· pk+dse (ϕ) .

En effet, pour tout α ∈ Nn tel que |α|1 6 k , il vient°°°hidik · ∂αϕ
°°°2
2
=

Z ∗

Rn
hidi2k · |∂αϕ|2 =

Z ∗

Rn
hidi−2s · hidi2k+2s · |∂αϕ|2 6

6
°°°hidi2k+2s · |∂αϕ|2

°°°
∞
·
°°hidi−s°°2

2
6
°°hidi−s°°2

2
· p2k+dse (ϕ) ,

d’où l’inégalité.

(c) Si f ∈ C(∞) (Rn) et ∂βψ ∈ L1 (Rn) pour tout β 6 (1) , alors

f(x) =

Z
x−Rn+

∂(1)f dλ pour tout x ∈ Rn ,

où (1) désigne le multi-indice ayant toutes ses composantes égales à 1 , et

kfk∞ 6
°°∂(1)f°°

1
.

Considérons le cas n = 2 pour simplifier et soit x = (u, v) . Le théorème de Fubini (cours
d’Analyse [17] 16.3) montre que, pour presque tous les s , les fonctions ∂(1)f (s, ·) = ∂2∂1f (s, ·)
et ∂1f (s, ·) sont intégrables, donc que ∂1f (s, ·) s’annule en −∞ par l’exercice qui suit. On a
alorsZ

(u,v)−R2+
∂(1)f dλ =

Z u

−∞

µZ v

−∞
∂(1)f (s, t) dt

¶
ds =

Z u

−∞
∂1f (s, v) ds pour tout u, v .

Le théorème de Fubini montre à nouveau que, pour presque tous les v , les fonctions ∂1f (·, v)
et f (·, v) sont intégrables, donc que f (·, v) s’annulent en −∞ . Il vient alorsZ

Q(u,v)

∂(1)f dλ = f (u, v) pour tout u et pour presque tous v .

La formule en découle pour tous les v par continuité (cours d’Analyse [17] 15.5). Quant à
l’inégalité, on a

kfk∞ = supx∈Rn
¯̄̄̄
¯
Z
x−Rn+

∂(1)f dλ

¯̄̄̄
¯ 6 supx∈Rn

Z
x−Rn+

¯̄
∂(1)f

¯̄
dλ 6

°°∂(1)f°°
1
.

(d) Pour tout ϕ ∈ S2 (Rn) , k ∈ N et α, β ∈ Nn tels que |α|1 6 k et β 6 (1) , la fonction

∂β
h
hidik · ∂αϕ

i
est Lebesgue-intégrable et°°°∂β

h
hidik · ∂αϕ

i°°°
1
6 C · qk+n (ϕ)
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pour une certaine constante C ∈ R∗+ . En particulier
pk (ϕ) 6 C · qk+n (ϕ) .

En effet par la formule de Leibniz on obtient

∂β
h
hidik · ∂αϕ

i
=

X
γ,θ∈Nn,γ+θ=β

β!

γ!θ!
· ∂γ

³
hidik

´
· ∂α+θϕ =

=
X

γ,θ∈Nn,γ+θ=β,|γ|16k

2|γ|1 · k!
(k − |γ|1)!

· hidik−|γ|1 · idγ ·∂α+θϕ ,

car β! = γ! = θ! = 1 et

∂j hidil = 2l · hidil−1 · prj .
Comme ¯̄̄

hidik−|γ|1 · idγ ·∂α+θϕ
¯̄̄
6 hidik−|γ|1 · hidi

|γ|1
2 ·

¯̄
∂α+θϕ

¯̄
6 hidik ·

¯̄
∂α+θϕ

¯̄
et |α+ θ|1 6 k + n , il vient°°°hidik−|γ|1 · idγ ·∂α+θϕ

°°°
1
6
°°°hidi−n · hidik+n · ∂α+θϕ

°°°
1
6
°°hidi−n°°

2
·
°°°hidik+n · ∂α+θϕ

°°°
2
6

6
°°hidi−n°°

2
· qk+n (ϕ) <∞ ,

d’où le résultat par le critère d’intégrabilité (cours d’Analyse [17] 15.10) et en posant

C :=
°°hidi−n°°

2
·

X
γ,θ∈Nn,γ+θ=β,|γ|16k

2|γ|1 · k!
(k − |γ|1)!

.

Finalement par ce qui précède on a°°°hidik · ∂αϕ
°°°
∞
6
°°°∂(1) hhidik · ∂αϕ

i°°°
1
6 C · qk+n (ϕ) ,

ce qui finit de prouver notre assertion.

(e) Par (b) on obtient immédiatement S (Rn) ⊂ S2 (Rn) , tandis que (d) montre que S2 (Rn) ⊂
S (Rn) . Ces inégalités montrent également que les suites de semi-normes (pk)k∈N et (qk)k∈N sont
équivalentes. ¤

EXERCICE Soit f : R+ −→ K une fonction localement absolument continue telle que
f, ∂f ∈ L1 (R+) resp. f, ∂f ∈ L2 (R+) . Montrer que l’on a f ∈ C0 (R+) .

Il suffit d’utiliser la définition d’une fonction localement absolument continue (cours d’Ana-
lyse [17] 15.19) pour la première partie et la formule d’intégration par partie (cours d’Analyse
[17] 16.4) pour la seconde.
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2.4 Produit de deux espaces localement convexes

Dans tout ce qui suit, et sauf mention expresse du contraire,
les lettres F,G,H et P,Q,R désignerons respectivement

des espaces localement convexes
et

des ensembles de semi-normes définissant leur topologie.

Utilisant l’exemple 2.1.4, nous pouvons poser la

DEFINITION 1 On muni F×G d’une structure d’espace localement convexe en considérant
la famille de semi-normes P ×∞ Q := {p×∞ q | p ∈ P , q ∈ Q} . On dit que c’est le produit
(direct) de F et G .

Cette structure ne dépend évidemment que des structures d’espace localement convexe de
F et G , car on a

P ×∞ Q ⊂ P ×∞ Q ⊂ P ×∞ Q
par le corollaire 2.2.(iv) :

max [c ·maxP (ϕ) , d ·maxQ (γ)] 6 max (c, d) ·maxp∈P,q∈Qmax [p (ϕ) , q (γ)] =

= max (c, d) ·max (P ×∞ Q) (ϕ, γ) .
On a donc

P ×∞ Q = P ×∞ Q .

Etant donné s ∈ [1,∞[ , les inégalités
p×s q 6 2

1
s · p×∞ q et p×∞ q 6 p×s q

montre en outre que P ×s Q engendre le même espace localement convexe.

REMARQUE 1 Les projections canoniques

pr1 : F ×G −→ F : (ϕ, γ) 7−→ ϕ et pr2 : F ×G −→ G : (ϕ, γ) 7−→ γ

sont des applications linéaires continues.
Pour tout γ ∈ G , respectivement ϕ ∈ F , les injections canoniques

j1,γ : F −→ F ×G : ϕ 7−→ (ϕ, γ) et j2,ϕ : G −→ F ×G : γ 7−→ (ϕ, γ)

sont des applications affines continues.

C’est immédiat en utilisant le théorème 2.2. ¤

REMARQUE 2 Pour toutes parties A ⊂ F et B ⊂ G , on a
A×B = A×B .

La démonstration est laissée en exercice.
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PROPOSITION Soit s : F × G −→ H une application bilinéaire ou sesquilinéaire. Pour
que s soit continue, il faut et il suffit que, pour toute semi-norme continue r sur H , ou toute
semi-norme r ∈ R , il existe des semi-normes continues p sur F et q sur G , telles que l’on ait

r (s (ϕ, γ)) 6 p (ϕ) · q (γ) pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G .

La condition est suffisante, car pour tout ϕ,ϕ0 ∈ F et γ, γ0 ∈ G , on a
s (ϕ, γ)− s (ϕ0, γ0) = s (ϕ, γ)− s (ϕ, γ0) + s (ϕ, γ0)− s (ϕ0, γ0) =

= s (ϕ, γ − γ0)− s (ϕ− ϕ0, γ0) = s (ϕ− ϕ0, γ − γ0)− s (ϕ0, γ − γ0) + s (ϕ− ϕ0, γ0) ,

donc

r (s (ϕ, γ)− s (ϕ0, γ0)) 6 p (ϕ− ϕ0) · q (γ − γ0) + p (ϕ0) · q (γ − γ0) + p (ϕ− ϕ0) · q (γ0) .
Réciproquement, si s est continue et r ∈ R , l’ensemble s−1 (Dr (0, 1)) est ouvert dans

F × G , donc contient un ensemble de la forme Bp (0, 1) × Bq (0, 1) , où p et q sont des semi-
normes continues sur F et G respectivement. Cette inclusion signifie que, pour tout ϕ ∈ F et
γ ∈ G tels que p (ϕ) , q (γ) 6 1 , on a r (s (ϕ, γ)) 6 1 . On en déduit l’inégalité comme dans la
démonstration du lemme 2.2. ¤

EXEMPLE Le produit scalaire d’un espace préhilbertien F

( ·| ·) : F × F −→ K : (ϕ,ψ) 7−→ (ϕ|ψ)
est continu sur l’espace normé F associé.

C’est évident par l’inégalité de Cauchy-Schwarz 1.1. ¤

THEOREME Soit F un espace localement convexe.

(i) L’application linéaire

+ : (ϕ,ψ) 7−→ ϕ+ ψ : F × F −→ F

et l’application bilinéaire

· : (α,ϕ) 7−→ α · ϕ : K× F −→ F

sont continues.

(ii) Pour tout α ∈ Kr {0} et ψ ∈ F , les applications
ϕ 7−→ α · ϕ , ϕ 7−→ ϕ+ ψ : F −→ F

sont des homéomorphismes.

(iii) Si H est un sous-espace vectoriel de F , alors son adhérence H est un sous-espace vecto-
riel.

Dmonstration de (i) Si p est une semi-norme continue sur F , alors

p ◦+(ϕ,ψ) = p (ϕ+ ψ) 6 p (ϕ) + p (ψ) = p×1 p (ϕ,ψ) ,
d’où la première partie par le théorème 2.2. Pour la seconde on a

p ◦ · (α,ϕ) = p (α · ϕ) = |α| · p (ϕ) ,
d’où le résultat par la proposition.
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Dmonstration de (ii) C’est immédiat par (i) et la remarque 1, puisque

α · ϕ = · ◦ j2,α (ϕ) et ϕ+ ψ = + ◦ j1,ψ (ϕ) .

Dmonstration de (iii) Par la continuité de + et la remarque 2, il vient

H +H = +
¡
H ×H

¢
= +

¡
H ×H

¢
⊂ +(H ×H) = H +H = H .

De même on a

K ·H = ·
¡
K×H

¢
= ·
¡
K×H

¢
⊂ · (K×H) = K ·H = H .

¤

De manière analogue (cf. exemple 2.1.4) on peut poser la

DEFINITION 2 On muni F ∩G d’une structure d’espace localement convexe en considérant
la famille de semi-normes P +Q := (p+ q)p∈P,q∈Q . On dit que c’est l’ intersection des espaces
localement convexes F et G .

Si P et Q sont saturés, il en est de même de P + Q , puisque pour toutes parties finies
P ⊂ P et Q ⊂ Q , on a

max (P +Q) 6 maxP +maxQ .
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2.5 Convergence

PROPOSITION Pour que la topologie de F soit séparée, il faut et il suffit que, pour tout
ϕ ∈ F r {0} , il existe p ∈ P tel que p (ϕ) > 0 .

La condition est suffisante, car pour tout ϕ,ψ ∈ F tels que ϕ 6= ψ , il existe p ∈ P tel que
r := p (ϕ− ψ) > 0 . Il suffit donc de remarquer que

Bp
³
ϕ,
r

3

´
∩Bp

³
ψ,
r

3

´
= ∅ ;

en effet si θ ∈ Bp
¡
ϕ, r

3

¢
∩Bp

¡
ψ, r

3

¢
, on a

p (θ − ϕ) , p (θ − ψ) 6 r

3
,

donc

r = p (ϕ− ψ) 6 p (ϕ− θ) + p (θ − ψ) 6 2

3
· r ,

ce qui est absurde.
Réciproquement si la topologie est séparée, pour tout ϕ ∈ F r {0} , il existe évidemment

une boule BP (0, rP ) ne contenant pas ϕ , donc un p ∈ P ⊂ P tel que ϕ /∈ Bp (0, rp) , ce qui
montre que p (ϕ) > rp > 0 . ¤

COROLLAIRE Soit (ϕk)k∈N une suite de F . Pour que (ϕk)k∈N converge vers ϕ ∈ F , il
faut et il suffit que, pour tout p ∈ P , on ait limk p (ϕk − ϕ) = 0 .

Si F est séparé, alors la limite d’une suite est univoquement déterminée.

La condition est nécessaire puisque p est continue. Réciproquement si O est un ouvert
contenant ϕ et BP (ϕ, rP ) une boule contenue dans O , pour tout p ∈ P , il existe kp ∈ N tel
que

p (ϕk − ϕ) 6 rp pour tout k > kp .
Pour tout k > maxp∈P kp , on a alors

ϕk ∈ BP (ϕ, rP ) ⊂ O .
Si ϕ et ψ sont des limites de (ϕk)k∈N , on a

p (ϕ− ψ) 6 p (ϕ− limk ϕk) + p (limk ϕk − ψ) = limk p (ϕ− ϕk) + limk p (ϕk − ψ) = 0 ,

donc ϕ− ψ = 0 par le corollaire. ¤

EXEMPLE 1 Soit X un ensemble. Une suite (ϕk)k∈N ⊂ KX (cf. exemple 2.3.3) converge
vers ϕ ∈ KX si, et seulement si, pour tout x ∈ X , on a limk ϕk (x) = ϕ (x) , ce qui signifie que
(ϕk)k∈N converge ponctuellement sur X vers ϕ .

EXEMPLE 2 Soit X un espace topologique. Une suite (ϕk)k∈N ⊂ C (X) (cf. exemple 2.3.4)
converge vers ϕ ∈ C (X) si, et seulement si, pour tout compact K ⊂ X , on a limk ϕk = ϕ
uniformément sur K .
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EXEMPLE 3 Soit X un ouvert de Rn . Une suite (ϕk)k∈N ⊂ C(∞) (X) (cf. exemple 2.3.5)
converge vers ϕ ∈ C(∞) (X) si, et seulement si, pour tout compact K ⊂ X et tout α ∈ Nn ,
on a limk ∂αϕk = ∂αϕ uniformément sur K , ce qui signifie que (ϕk)k∈N , ainsi que toutes les
dérivée, converge uniformément sur tout compact de X .

Puisque

p (ϕk − ϕl) 6 p (ϕk − ϕ) + p (ϕ− ϕl) ,

et en utilisant le corollaire 2.2.iv, toute suite convergente est une suite de Cauchy au sens
suivant :

DEFINITION 1 On dit qu’une suite (ϕk)k∈N de F est une suite de Cauchy si, pour toute
semi-norme continue, ou toute semi-norme p ∈ P , et tout ε > 0 , il existe N ∈ N tel que l’on
ait

p (ϕk − ϕl) 6 ε pour tout k, l > N ,

et que F est séquentiellement complet (on dit aussi semi-complet ) si F est séparé et si toute
suite de Cauchy est convergente.

On dit qu’une série
P∞

l=0 ϕl est convergente de somme ϕ =
P∞

l=0 ϕl si

ϕ = limk

kX
l=0

ϕl ,

et que cette série est absolument convergente si, pour toute semi-norme continue, ou toute
semi-norme p ∈ P , on a

∞X
l=0

p (ϕl) <∞ .

Dans un espace normé on dit aussi que cette série est normalement convergente (cf. cours
d’Analyse [17], définition 10.7.2).

On dit qu’un sous-espace vectoriel H de F est séquentiellement dense si, pour tout ϕ ∈ F ,
il existe une suite (ϕk)k∈N ⊂ H telle que ϕ = limk ϕk .

THEOREME Soient F un espace localement convexe séquentiellement complet et (ϕk)k∈N
une suite de F .

(i) Critère de Cauchy Pour que la série
P∞

l=0 ϕl soit convergente, il faut et il suffit que,
pour toute semi-norme continue, ou toute semi-norme p ∈ P , on ait

limk,l p

Ã
kX
j=l

ϕj

!
= 0 .

(ii) Critère de Weierstraß Si la série
P∞

l=0 ϕl est absolument convergente, alors tout
réarrangement

P∞
l=0 ϕσ(l) est convergent ( σ est une bijection de N sur N ) et, pour toute

semi-norme continue, ou toute semi-norme p ∈ P , on a

p

Ã ∞X
l=0

ϕσ(l)

!
6

∞X
l=0

p (ϕl) .
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(iii) Soient H un sous-espace vectoriel de F séquentiellement dense, G un espace localement
convexe séquentiellement complet et T : H −→ G une application (semi-) linéaire continue.
Alors il existe une unique application (semi-) linéaire continue eT : F −→ G qui prolonge T .

Dmonstration de (i) La condition signifie simplement que la suite des sommes par-
tielles est une suite de Cauchy.

Dmonstration de (ii) Par le théorème du réarrangement (cf. cours d’Analyse [17],
théorème 6.14) la série

P∞
l=0 ϕσ(l) est absolument convergente et

P∞
l=0 p (ϕl) =

P∞
l=0 p

¡
ϕσ(l)

¢
;

il suffit alors de constater que

p

Ã
kX
j=l

ϕσ(j)

!
6

kX
j=l

p
¡
ϕσ(j)

¢
→ 0 ,

lorsque k →∞ .

Dmonstration de (iii) Pour tout ϕ ∈ F et toute suite (ϕk)k∈N ⊂ H tels que ϕ =

limk ϕk , on peut définir eT par eTϕ := limk Tϕk ,
et il n’est pas trop difficile de vérifier que eT est continue. ¤

EXEMPLE 4 Tout espace de Banach est évidemment séquentiellement complet.

EXEMPLE 5 Les espaces C (X) et E (X) sont séquentiellement complets (cf. exemples 2.3.4
et 2.3.5). C’est immédiat, puisqu’on a convergence simple, ce qui permet de définir la fonction
limite, et convergence uniforme (ainsi que des dérivées dans le second cas) sur les boules fermées
contenues dans X , qui sont compactes.

EXERCICE L’espace de Schwartz S (Rn) est séquentiellement complet (cf. exemple 2.3.6).

Claude Portenier ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 105



2.6 Sommabilité

2.6 Sommabilité

Il n’est pas possible d’exprimer la continuité d’une application à l’aide des suites conver-
gente, à moins que F soit métrisable (cf. théorème 2.11). De même il existe des parties denses
dans F qui ne sont pas séquentiellement denses. En outre il est utile d’introduire une notion
de sommabilité, par opposition à la notion de convergence d’une série, ne faisant pas intervenir
l’ordre (sur l’ensemble d’indices) dans lequel on additionne.

Pour surmonter ces difficultés il est nécessaire d’introduire la notion de filtre (cf. appendice
1). Nous ne les utiliserons en fait que dans ce paragraphe et seulement pour pouvoir définir
les espaces localement convexes complets et démontrer la suffisance du critère de Cauchy. Par
contre la sommabilité nous sera utile par la suite.

DEFINITION On dit qu’une base de filtre B sur F est de Cauchy si, pour toute semi-
norme continue, ou toute semi-norme p ∈ P , et tout ε > 0 , il existe B ∈ B tel que l’on
ait

p (ϕ− ψ) 6 ε pour tout ϕ,ψ ∈ B ,
et que F est complet si toute base de filtre de Cauchy est convergente.

Soit J un ensemble. Nous désignerons par K (J) l’ensemble des parties finies de J , i.e.
l’ensemble des parties compactes de J muni de la métrique discrète.

On dit qu’une famille
¡
ϕj
¢
j∈J ⊂ F est sommable de somme ϕ si, pour toute semi-norme

p ∈ P et tout ε > 0 , il existe K ∈ K (J) telle que, pour tout L ∈ K (J) avce L ⊃ K , on ait

p

ÃX
j∈L

ϕj − ϕ

!
6 ε .

Dans ce cas on écrit

ϕ =
X
j∈J

ϕj .

On dit que
¡
ϕj
¢
j∈J est absolument sommable si, pour tout p ∈ P , la famille

¡
p
¡
ϕj
¢¢
j∈J

est sommable dans R .

REMARQUE 1 Considérons sur K (J) la base de filtre B formée des ensembles

k := {L ∈ K (J) | L ⊃ K}
et l’application

S : K (J) −→ F : L 7−→
X
j∈L

ϕj .

Par définition
¡
ϕj
¢
j∈J est sommable si, et seulement si, la base de filtre S (B) est convergente.

Soit
P

j∈J ϕj sa limite. Dans ce cas nous écrironsX
j∈J

ϕj = limK(J)3K→∞
X
j∈K

ϕj = limK
X
j∈K

ϕj

106 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES Claude Portenier



Sommabilité 2.6

pour simplifier.

Il est clair que la notion de sommabilité est invariante par transformation bijective de
l’ensemble d’indices. En outre on a la

PROPOSITION Soit J un ensemble dénombrable. Si
¡
ϕj
¢
j∈J est une suite sommable dans

F , alors pour toute bijection σ : N −→ J , la série
P∞

l=0 ϕσ(l) est convergente et
∞X
l=0

ϕσ(l) =
X
j∈J

ϕj .

Avec les notation de la définition, posons N := max
−1
σ (K) . Pour tout k > N , on a

σ ({0, . . . , k}) ⊃ σ
³−1
σ (K)

´
= K et il vient

p

Ã
kX
l=0

ϕσ(l) −
X
j∈J

ϕj

!
= p

⎛⎝ X
j∈σ({0,...,k})

ϕj −
X
j∈J

ϕj

⎞⎠ 6 ε ,

ce qu’il suffisait de démontrer. ¤

Pour les familles de nombres réels nous avons obtenu un résultat analogue dans le lemme
1.1. Les interrelations sont explicitées dans le corollaire 2.11.

THEOREME Soient F un espace localement convexe complet et
¡
ϕj
¢
j∈J une famille de F .

(i) Critère de Cauchy Pour que la famille
¡
ϕj
¢
j∈J soit sommable, il faut et il suffit que,

pour toute semi-norme continue, ou toute semi-norme p ∈ P , et tout ε > 0 , il existe K ∈ K (J)
tel que, pour tout L ∈ K (J) satisfaisant à L ∩K = ∅ , on ait

p

ÃX
j∈L

ϕj

!
6 ε .

En particulier toute sous-famille d’une famille sommable est sommable.

(ii) Critère de Weierstraß Toute famille absolument sommable est sommable et, pour
toute semi-norme continue, ou toute semi-norme p ∈ P , on a

p

ÃX
j∈J

ϕj

!
6
X
j∈J

p (ϕl) .

Dmonstration de (i) On vérifie immédiatement que la condition est nécessaire. La
condition, avec les notations de la remarque 1, signifie que S (B) est une base de filtre de
Cauchy sur F , donc convergente par hypothèse., ce qui montre que

¡
ϕj
¢
j∈J est sommable.

Une sous-famille d’une famille sommable satisfait évidemment au critère de Cauchy, donc
est sommable.

Dmonstration de (ii) C’est immédiat puisque, pour tout L ∈ K (J) , on a

p

ÃX
j∈L

ϕj

!
6
X
j∈L

p (ϕl) ,

ce qui montre que
¡
ϕj
¢
j∈J satisfait au critère de Cauchy. ¤
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REMARQUE 2 Si T : F −→ G est une application linéaire continue et
¡
ϕj
¢
j∈J ⊂ F une

famille sommable, respectivement absolument sommable, alors il en est de même de
¡
Tϕj

¢
j∈J

et X
j∈J
Tϕj = T

ÃX
j∈J

ϕj

!
.
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2.7 Espaces de dimension finie

DEFINITION On dit que deux espaces localement convexes F et G sont isomorphes s’il

existe une bijection linéaire T : F −→ G qui soit un homéomorphisme, i.e. telle que T et
−1
T

soient continues.
Soient F et G des espaces normés. Une application linéaire T : F −→ G telle que

kTϕkG = kϕkF pour tout ϕ ∈ F
est dite une isométrie de F dans G . On dit que c’est une isométrie de F sur G si elle est
surjective.

Remarquons qu’une isométrie est injective, puisque kTϕkG = 0 entraîne kϕkF = 0 , donc
ϕ = 0 . Si elle est surjective, alors

−1
T est une isométrie de G sur F .

LEMME

(i) Toute application linéaire T : (Kn, |·|1) −→ F est continue.

(ii) Si H est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace localement convexe
séparé F , il existe une semi-norme continue sur F qui induise une norme sur H .

Dmonstration de (i) Désignons par (ej)j=1,...,n la base canonique de K
n et soit p une

semi-norme continue sur F . Pour tout x ∈ Kn , on a x =
Pn

j=1 xj · ej et

p (Tx) = p

Ã
nX
j=1

xj · Tej

!
6

nX
j=1

|xj| · p (Tej) 6 maxj=1,...,n p (Tej) · |x|1 ,

d’où le résultat par le théorème 2.2.

Dmonstration de (ii) Comme F est séparé, étant donné ϕ1 ∈ Hr{0} , il existe d’après
la proposition 2.5 une semi-norme p1 continue sur F telle que p1 (ϕ1) > 0 . L’ensemble {p1 = 0}∩
H est un sous-espace vectoriel de dimension< dim (H) . En choisissant ϕ2 ∈ {p1 = 0}∩Hr{0} ,
si cela est possible, et une semi-norme p2 continue sur F telle que p2 (ϕ2) > 0 , la dimension de
{p2 = 0}∩ {p1 = 0}∩H est strictement plus petite que celle de {p1 = 0}∩H . Par récurrence
il existe des semi-normes continues (pj)j=1,...,m telles que m 6 dim (H) et

m\
j=1

{pj = 0} ∩H = {0} .

La semi-norme p := maxj=1,...,m pj (exemple 2.1.2) est donc continue sur F par le corollaire
2.2.(iv) et elle définit une norme sur H , car elle ne s’y annule qu’en 0 . ¤

THEOREME Si F est un espace localement convexe séparé de dimension finie, alors F
est isomorphe à Kn . En d’autres termes tous les espaces localement convexes séparés de même
dimension finie sont isomorphes, ou encore il n’existe qu’une seule structure d’espace localement
convexe séparé sur Kn .
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Soient T une bijection linéaire de Kn sur F et S := {x ∈ Kn | |x|1 = 1} la sphère unité
de Kn par rapport à la norme |·|1 . Comme S est compacte et T continue par le lemme, la
partie T (S) est compacte dans F et ne contient pas 0 . Par le lemme (ii), il existe une norme
p continue sur F . Puisqu’elle ne s’annule pas sur T (S) , on a

ε := infϕ∈T (S) p (ϕ) > 0 .

Si ϕ ∈ F r {0} , on a
−1
T ϕ¯̄̄̄
−1
T ϕ

¯̄̄̄
1

∈ S , donc ϕ¯̄̄̄
−1
T ϕ

¯̄̄̄
1

∈ T (S) , et par suite p

⎛⎜⎜⎝ ϕ¯̄̄̄
−1
T ϕ

¯̄̄̄
1

⎞⎟⎟⎠ > ε . On en

déduit que ¯̄̄̄
−1
T ϕ

¯̄̄̄
1

6 1

ε
· p (ϕ) ,

ce qui finit de prouver, grâce au théorème 2.2, que
−1
T est continue. ¤

COROLLAIRE Soit F un espace localement convexe séparé de dimension finie.

(i) Il existe une norme sur F définissant sa structure d’espace localement convexe et toutes
les normes sur F sont équivalentes entre elles.

(ii) Toute application linéaire de F dans un espace localement convexe G est continue.

(iii) F est séquentiellement complet, ou bien complet pour toute norme sur F .

(iv) F est localement compact, ou bien la boule unité de chaque norme sur F est compacte.

Dmonstration de (i) C’est immédiat.

Dmonstration de (ii) Cela découle du diagramme

,

en remarquant que S = (S ◦ T ) ◦
−1
T est continue, puisque S ◦ T et

−1
T le sont.

Dmonstration de (iii) Il suffit de remarquer que les semi-normes continues sur F et
Kn se correspondent par T , donc aussi les suites de Cauchy.

Dmonstration de (iv) C’est aussi immédiat, puisque toute norme sur Kn est équiva-
lente à |·|1 . ¤

REMARQUE La dernière assertion possède une réciproque : le théorème de Riesz 2.9.

110 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES Claude Portenier



Espaces quotients et sous-espaces 2.8

2.8 Espaces quotients et sous-espaces

Soient F un espace vectoriel, H un sous-espace vectoriel de F et

F/H := { [ϕ] | [ϕ] = ϕ+H pour ϕ ∈ F}
l’espace quotient de F par H .

PROPOSITION Si p est une semi-norme sur F , alors

[p] : [ϕ] 7−→ infψ∈[ϕ] p (ψ) = infψ∈H p (ψ − ϕ) =: distp (ϕ,H)

est une semi-norme sur F/H .

C’est immédiat et laissé en exercice. ¤

DEFINITION Si F est un espace localement convexe, alors on muni F/H d’une structure
d’espace localement convexe en considérant les semi-normes [p] , p parcourant l’ensemble des
semi-normes continues sur F . On dit que c’est l’ espace(localement convexe) quotient de F par
H et que l’application linéaire

π : ϕ 7−→ [ϕ] : F −→ F/H

est l’ application canonique de F sur F/H . Elle est continue, puisqu’on a

[p] ◦ π (ϕ) = infψ∈[ϕ] p (ψ) 6 p (ϕ) .

THEOREME Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F/H est séparé.

(ii) H est fermé.

(iii) Pour tout ϕ ∈ F rH , il existe une semi-norme p continue sur F telle que

distp (ϕ, H) > 0 .

(i) ⇒ (ii) En effet

H =
−1
π ({0}) ,

{0} est fermé dans F/H et π est continue.

(ii) ⇒ (iii) Si ϕ ∈ F rH , il existe une semi-norme continue p sur F telle que

Bp(ϕ, 1) ∩H = ∅ .
Mais cela signifie que, pour tout ψ ∈ H , on a p (ψ − ϕ) > 1 .
(iii) ⇒ (i) Si [ϕ] ∈ F/H r {0} , i.e. ϕ ∈ F rH , en choisissant p comme dans (iii), il vient

[p] ([ϕ]) = infψ∈H p (ψ − ϕ) > 0 .

Le résultat découle donc de la proposition 2.5. ¤
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COROLLAIRE Si G est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace locale-
ment convexe séparé F , alors G est fermé. Plus généralement, si H est un sous-espace vectoriel
fermé de F , alors G+H est fermé.

Soit ϕ ∈ F rG . Par le lemme 2.7.ii, il existe une semi-norme p continue sur F induisant
une norme sur G+K · ϕ . On peut supposer que p (ϕ) = 1 . Pour tout γ ∈ GrBp (0, 2) , on a

p (γ − ϕ) > p (γ)− p (ϕ) > 1 .
En outre comme Bp (0, 2) ∩G est compact, on a

infγ∈Bp(0,2)∩G p (γ − ϕ) > 0 ,

puisque p (γ − ϕ) > 0 pour tout γ ∈ G . Nous avons donc prouvé que distp (ϕ, G) > 0 . Ceci
finit de prouver que F rG est ouvert.

Plus généralement, si π désigne l’application canonique de F sur F/H , on a

G+H =
[
γ∈G

γ +H =
−1
π (π (G)) .

Mais π (G) est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans F/H , donc est fermé par ce
qui précède. Le résultat en découle, puisque π est continue. ¤

EXERCICE (Hyperplan et la continuité des formes linéaires) Soit F un espace vec-
toriel sur K . Un sous-espace vectoriel H ( F est dit un hyperplan si F = H +K · ϕ pour un
ϕ ∈ F . Montrer :

(a) Pour tout ϕ ∈ F rH on a F = H ⊕K · ϕ .
(b) Si F est un espace localement convexe séparé, alors H ∈ {H,F} , i.e. H est fermé ou
dense.

(a) Pour tout forme linéaire µ : F −→ K , µ 6= 0 , et tout ϕ ∈ F tel que µ (ϕ) = 1 on a
F = Kerµ⊕K · ϕ .

En outre µ est continue si, et seulement si, Kerµ est fermé.

(b) Pour tout ϕ ∈ K (R) et tout ε > 0 , il existe un ψ ∈ K (R) tel queZ
R
ψ dλ = 0 et kϕ− ψk∞ 6 ε .

Signification ? Démontrer ce résultat élémentairement.
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2.9 Théorème de Riesz

THEOREME Pour qu’un espace localement convexe séparé soit de dimension finie, il faut
et il suffit qu’il soit localement compact.

Nous avons déjà vu, corollaire 2.7.(iv), que la condition est nécessaire. Réciproquement il
existe une semi-norme continue p sur F telle que la boule B := Bp (0, 1) soit compacte. Mais
comme

B ⊂
[
ϕ∈B

ϕ+Dp

µ
0,
1

2

¶
,

il existe une partie finie G ⊂ B telle que

B ⊂
[
ϕ∈G

ϕ+Dp

µ
0,
1

2

¶
⊂
[
ϕ∈G

ϕ+
1

2
·B .

Soit G le sous-espace vectoriel de dimension finie engendré par G . Par le corollaire 2.8 il est
fermé dans F , donc F/G est séparé par le théorème 2.8. L’image π (B) de B dans F/G est
donc compacte et on a

π (B) ⊃ B[p]
µ
0,
1

2

¶
,

car si [p] ([ϕ]) 6 1
2
, il existe ψ ∈ [ϕ] tel que p (ψ) 6 1 , donc [ϕ] = [ψ] ∈ π (B) . Mais

π (B) ⊂
[
ϕ∈G

π

µ
ϕ+

1

2
·B
¶
=
1

2
· π (B) ,

puisque π (G) = {0} . Par récurrence on en déduit que

π (B) ⊂ 1

2k
· π (B) .

On a alors

2k ·B[p]
µ
0,
1

2

¶
⊂ 2k · π (B) ⊂ π (B) ,

ce qui montre que

F/G =
[
k∈N
2k ·B[p]

µ
0,
1

2

¶
= π (B)

est compact. Ceci n’est possible que si F/G = {0} , car γ ∈ F/Gr {0} , alors K · γ est fermé
dans F/G , mais n’est pas compact. Ainsi F =

−1
π ({0}) = G est de dimension finie. ¤
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2.10 Espaces localement convexes finals

DEFINITION Soient (Fj)j∈J une famille d’espaces localement convexes, F un espace vec-
toriel et, pour tout j ∈ J , une application linéaire Tj : Fj −→ F . L’ensemble de toutes les
semi-normes p sur F telles que chaque semi-norme p◦Tj soit continue sur Fj , définit un espace
localement convexe dit final (par rapport aux Tj ). On écrit F = lim

−→
(Fj, Tj) .

Les applications Tj : Fj −→ F sont évidemment continues. En outre cette topologie jouit
de la propriété universelle , suivante :

PROPOSITION Soient F = lim
−→

(Fj, Tj) et G un espace localement convexe.

(i) Pour qu’une une application linéaire T : F −→ G soit continue, il faut et il suffit que,
pour tout j ∈ J , l’application T ◦ Tj soit continue sur Fj .

(ii) Si F peut être plongé dans G , i.e. il existe une application injective j : F ,→ G , telle
que chaque j ◦ Tj soit continue, et si G est séparé, alors in en est de même de F .

Dmonstration de (i) En effet T est continue si, et seulement si, pour toute semi-
norme continue q sur G la semi-norme q ◦T est continue. Mais ceci est par définition équivalent
à la continuité des semi-normes q ◦ T ◦ Tj , donc à la continuité des applications T ◦ Tj .

Dmonstration de (ii) Par (i) l’application j est continue. Pour tout ϕ ∈ F r {0} , on
a jϕ 6= 0 et, puisque G est séparé, il existe par la proposition 2.5 une semi-norme continue q
sur G telle que q ◦ j (ϕ) = q (jϕ) 6= 0 . Comme q ◦ j est une semi-norme continue sur F , le
résultat en découle à nouveau par la proposition 2.5. ¤

REMARQUE Cette topologie est la plus fine parmi les topologies localement convexes
qui rendent les applications Tj continues, mais ce n’est pas nécessairement la plus fine parmi
toutes les topologies ayant cette propriété. En outre chaque Fj peut être séparé sans que F le
soit (cf. exemple 1 et le théorème 2.8, ou exemple 6).

EXEMPLE 1 Si F est un espace localement convexe et H un sous-espace vectoriel de F ,
alors F/H est l’espace localement convexe final par rapport à l’application canonique

π : F −→ F/H .

En effet si p est une semi-norme continue sur F , la semi-norme [p]◦π est continue, puisque
π est continue. Réciproquement si q est une semi-norme sur F/H telle que q ◦ π soit continue
sur F , alors q = [q ◦ π] , donc q est une semi-norme définissant F/H . ¤

114 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES Claude Portenier



Espaces localement convexes finals 2.10

THEOREME Soient F = lim
−→

(Fj, Tj) et, pour tout j ∈ J , un ensemble saturé Qj de
semi-normes définissant la topologie de Fj .

(i) Pour qu’une semi-norme p soit continue sur F , il faut et il suffit qu’il existe des semi-
normes qj ∈ Qj et des nombres cj ∈ R+ tels que

p 6
^
j∈J
cj · [qj]∞ ,

où [qj] désigne la semi-norme sur l’espace quotient Fj/KerTj identifié au sous-espace vectoriel
Im (Tj) ⊂ F .
(ii) Si F =

S
j∈J Im (Tj) , alors pour qj ∈ Qj et cj ∈ R+ la fonctionnelle

V
j∈J cj · [qj]

∞ est
une semi-norme sur F et l’ensemble de ces semi-normes définit la topologie de F .

Dmonstration de (i) Cela découle des théorèmes 2.1.i et 2.2, puisque la continuité
de p signifie que, pour tout j ∈ J , il existe une semi-norme qj ∈ Qj et cj ∈ R+ tels que
p ◦ Tj 6 cj · qj , c’est-à-dire que p| Im(Tj) 6 cj · [qj] .

Dmonstration de (ii) Pour tout ϕ ∈ F , il existe k ∈ J tel que ϕ ∈ Fk et on a
0 6

^
j∈J
cj · [qj]∞ (ϕ) 6 ck · [qk] (ϕ) 6 ck · qk ◦ Tk (ϕ) <∞ ;

le théorème 2.1.ii montre alors que
V
j∈J cj · [qj]

∞ est une semi-norme. Il nous reste à montrer
qu’elle est continue. Mais pour tout k ∈ J , on a^

j∈J
cj · [qj]∞ ◦ Tj 6 ck · [qk] ◦ Tk 6 ck · qk .

¤

EXEMPLE 2 Soit X un espace localement compact. Pour tout compact K ∈ K (X) , on
désigne par K (X,K) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues sur X ayant un
support dans K , muni de la norme k·k∞,K . Sur K (X) =

S
K∈K(X)K (X,K) on considère alors

la topologie localement convexe finale par rapport aux injections canoniques

K (X,K) ,→ K (X) .
On a donc K (X) = lim

−→K∈K(X)K (X,K) .

Remarquons que k·k∞,X est continue sur K (X) , ce qui prouve que K (X) est séparé. On
aurait aussi pu constater que les injections canoniques K (X,K) ,→ Cb (X) sont continues et
appliquer la proposition (ii). Grâce au théorème on voit que les semi-normes de la forme^

K∈K(X)

cK · k·k∞∞,K pour (cK)K∈K(X) ⊂ R+

définissent la topologie de K (X) .

EXEMPLE 3 Soit X un ouvert de Rn . Pour tout K ∈ K (X) , on désigne par D (X,K)
l’espace localement convexe de toutes les fonctions indéfiniment dérivables dans X et ayant un
support dans K , muni de l’ensemble de semi-normes

¡
pK,k |D(X,K)

¢
k∈N (cf. exemple 2.1.5). Il est

saturé car

pK,k |D(X,K) 6 pK,k+1|D(X,K) .
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Sur

D (X) =
[

K∈K(X)

D (X,K) ,

l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables à support compact, on considère alors
la topologie localement convexe finale par rapport aux injections canoniques

D (X,K) ,→ D (X) .
On a donc D (X) = lim

−→K∈K(X)D (X,K) .

Le même raisonnement que ci-dessus prouve que D (X) est aussi séparé, ou mieux que
l’injection canonique D (X) ,→ K (X) est continue, et que les semi-normes de la forme^

K∈K(X)

cK ·
¡
pK,kK |D(X,K)

¢∞
pour (cK)K∈K(X) ⊂ R+ et (kK)K∈K(X) ⊂ N

définissent la topologie de D (X) .

EXEMPLE 4 La structure localement convexe la plus fine sur F , i.e. celle définie par toutes
les semi-normes sur F et notée Ffine , est évidemment finale par rapport aux injections

H ,→ F ,

où H est un sous-espace vectoriel de dimension fine de F . Toute application linéaire de Ffine
dans un espace localement convexe est continue.

Si X est un ensemble muni de la métrique discrète, alors K (X) est l’ensemble Pf (X) des
parties finies de X et K (X) s’identifie à l’ensemble K(X) des familles (ϕ (x))x∈X à support fini,
i.e. telles que ϕ (x) = 0 pour tout x ∈ X sauf un nombre fini. Puisque pour toute partie finie
K de X , l’espace de Banach K (X,K) s’identifie à

¡
KK , k·k∞

¢
, qui est de dimension finie, on

voit que K (X) = K(X) est muni de la topologie localement convexe la plus fine. On dit que¡
1{x}

¢
x∈X est la base canonique de K

(X) . On a évidemment

1{x} (y) := δx,y pour tout x, y ∈ X ,

ainsi que

ϕ =
X
x∈X

ϕ (x) · 1{x} pour tout ϕ ∈ K(X) ,

la somme ne portant que sur un nombre fini d’indices.
Si (²x)x∈X est une base algébrique de F , alors

ϕ 7−→
X
x∈X

ϕ (x) · ²x : K(X) −→ Ffine .

est un isomorphisme.

EXEMPLE 5 Plus généralement si (Fj)j∈J est une famille d’espace localement convexes,

la somme directe topologique (externe)
topL

j∈JFj , ensemble des familles
¡
ϕj
¢
j∈J ∈

Q
j∈J Fj

à support fini, est l’espace localement convexe final par rapport aux injections canoniques
Fk ,→

L
j∈J Fj .
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Si (Fj)j∈J est une famille de sous-espaces vectoriels de F , on dit que F est la somme directe

topologique des Fj et on écrit F =
topL
j∈J
Fj , si l’application canonique

topM
j∈J
Fj −→ F :

¡
ϕj
¢
j∈J 7−→

X
j∈J

ϕj

est un isomorphisme.

COROLLAIRE Si F et G sont des espaces localement convexes alors F
top
⊕G est isomorphe

à F ×G .

L’application canonique F
top
⊕ G −→ F ×G est continue par la proposition. D’autre part si

p est une semi-norme continue sur F
top
⊕ G , alors p|F et p|G sont des semi-normes continues sur

F et G respectivement, donc p|F ×1 p|G est une semi-norme continue sur F ×G . Mais comme
p (ϕ+ γ) 6 p (ϕ) + p (γ) = p|F ×1 p|G (ϕ, γ)

l’application canonique F ×G −→ F
top
⊕ G est continue. ¤

EXEMPLE 6 Soient F un espace vectoriel et G,H ⊂ F des sous-espaces vectoriels muni de
normes k·kG et k·kH . Alors l’espace localement convexe final par rapport aux deux injections
canoniques G ,→ F et H ,→ F est semi-normable par la semi-norme

kϕkG+H = infγ∈G,ψ∈H,ϕ=γ+ψ kγkG + kψkH .

Nous le noterons G+H (cf.exemple 2.1.7).
Si F est un espace localement convexe séparé et les injections canoniques continues, alors

k·kG+H est une norme.

La première partie est immédiate par le théorème. Pour la seconde, la propriété universelle
montre que l’injection canonique G + H ,→ F est continue ; il est alors clair que G + H est
séparé ¤

EXEMPLE 7 Voici un exemple montrant que k·kG+H n’est pas nécessairement une norme.
Dans K (N) on considère les vecteurs ²k,± := e0 ± ek pour k > 1 et on pose F± :=

lin (²k,± , k > 1) . On vérifie immédiatement que les deux suites (²k,±)k>1 sont linéairement
indépendantes et on munit F± de la norme k·k± définie par°°°°°

nX
l=1

ck,± · ²k,±

°°°°°
2

±

:=
nX
k=1

|ck,±|2 .

On vérifie immédiatement que

e0 =

Ã
nX
k=1

2

k

!−1
·
nX
k=1

1

k
· (²k,+ + ²k,−) ∈ F+ + F−

et °°°°°°
Ã

nX
k=1

2

k

!−1
·
nX
k=1

1

k
· ²k,±

°°°°°°
2

±

=

Ã
nX
k=1

2

k

!−2
·
nX
k=1

1

k2
→ 0 ,
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lorsque k →∞ . Ceci prouve que

ke0kF++F− = 0 .
Remarquons que les injections canoniques F± ,→ K (N) ne sont pas continues, car par

exemple

ε0 : K (N) −→ K : ϕ 7−→ ϕ (0)

est continue, mais

ε0|F± : F± −→ K :
nX
l=1

ck,± · ²k,± 7−→
nX
k=1

ck,±

ne l’est pas. Finalement on a

F+ ∩ F− =
(

nX
k=1

ck · ek

¯̄̄̄
¯

nX
k=1

ck = 0

)
.

EXERCICE Soient F un espace vectoriel et G,H ⊂ F des sous-espaces vectoriels muni de
normes k·kG et k·kH .

(a) Si G+H est séparé, montrer que G+H est complet si G et H le sont. Réciproque ?

(b) Si la somme G+H est directe, comparer G+H et G×H .
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2.11 Espaces de Fréchet

DEFINITION 1 On dit qu’un espace localement convexe F est un espace (localement
convexe) de Fréchet s’il est métrisable et complet.

THEOREME Pour qu’un espace localement convexe soit métrisable, il faut et il suffit qu’il
soit séparé et puisse être défini par une suite de semi-normes.

On montre facilement que si (pk)k∈N est une suite de semi-normes définissant la topologie
de F , alors

d (ϕ,ψ) := supn∈N
1

k + 1
·min (pk (ϕ− ψ) , 1)

définit une métrique sur F définissant cette topologie. La réciproque est facile. Les détails sont
laissés en exercice. ¤

EXEMPLE Voici des exemples d’espaces de Fréchet.

(a) Les espaces de Banach évidemment.

(b) L’espace E (X) (exemple 2.5.5). Remarquons tout d’abord que, pour tout k ∈ N∗ , l’en-
semble

Kk := B (0, k) ∩
½
d (·,Rn rX) > 1

k

¾
est compact et que

X =
[
k∈N∗

D (0, k) ∩
½
d (·,Rn rX) > 1

k

¾
.

On en déduit que si K est une partie compacte de X , alors

K ⊂ D (0, k) ∩
½
d (·,Rn rX) > 1

k

¾
⊂ Kk

pour un certain k . Ceci montre que les semi-normes pKk,k engendrent la topologie de E (X) .
(c) L’espace de Schwartz (exercice 2.5).

(d) Les espaces D (X,K) (exemple 2.10.3).

LEMME Soit (αj)j∈J ⊂ R+ une famille de nombres réels positifs. Pour que (αj)j∈J soit
sommable dans R , il faut et il suffit que

supK∈K(J)
X
j∈K

|αj| <∞ .

Dans ce cas X
j∈J

αj = supK∈K(J)
X
j∈K

αj .
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Si (αj)j∈J est sommable de somme α , il existe K1 ∈ K (J) tel queX
j∈L

αj 6
¯̄̄̄
¯X
j∈L

αj − α

¯̄̄̄
¯+ |α| 6 1 + |α|

pour toute partie finie L ⊃ K1 , ce qui montre que

supK∈K(J)
X
j∈K

αj 6 1 + |α| <∞ .

Réciproquement, pour tout ε > 0 , la propriété d’approximation du supremum montre qu’il
existe Kε ∈ K (J) tel que, pour tout L ∈ K (J) tel que L ⊃ Kε , on ait

supK∈K(J)
X
j∈K

αj >
X
j∈L

αj >
Ã
supK∈K(J)

X
j∈K

αj

!
− ε .

Ceci prouve que (αj)j∈J est sommable de somme supK∈K(J)
P

j∈K αj . ¤

COROLLAIRE Soit F un espace de Fréchet.

(i) Si
¡
ϕj
¢
j∈J ⊂ F est sommable, alors

©
j ∈ J

¯̄
ϕj 6= 0

ª
est dénombrable ; si D est une par-

tie dénombrable contenant cet ensemble et σ : I −→ D est une énumération, la série
P∞

l=0 ϕσ(l)

est convergente de somme
P

j∈J ϕj .

(ii) Si F est de dimension finie, toute famille sommable est absolument sommable.

Considérons une suite (pk)k∈N de semi-normes définissant la topologie de F .

Dmonstration de (i) Soit
¡
ϕj
¢
j∈J ⊂ F une famille sommable. Le citère de Cauchy

2.6 montre que l’ensemble ½
j ∈ J

¯̄̄̄
pk
¡
ϕj
¢
>
1

k

¾
est fini, donc que

©
j ∈ J

¯̄
pk
¡
ϕj
¢
6= 0

ª
est dénombrable. Par la proposition 2.5 on a©

j ∈ J
¯̄
ϕj 6= 0

ª
=
[
k∈N

©
j ∈ J

¯̄
pk
¡
ϕj
¢
6= 0

ª
,

d’où le résultat par la proposition 3.6.

Dmonstration de (ii) Soit
¡
ϕj
¢
j∈J une famille sommable dans F , que nous supposons

de dimension finie. Il est donc isomorphe à Kn et la considération des composantes, puis des
parties réelles et imaginaires, nous ramène au cas réel (cf. remarque 2.4.1). Par le critère de
Cauchy 2.6, les sous-familles

¡
ϕj
¢
j∈J,ϕj>0

et
¡
−ϕj

¢
j∈J,ϕj<0

sont aussi sommables. Le lemme

montre alors que X
j∈K

¯̄
ϕj
¯̄
=

X
j∈K,ϕj>0

ϕj +
X

j∈K,ϕj<0

¡
−ϕj

¢
<∞ ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

REMARQUE 1 Toute base algébrique d’un espace de Fréchet F est non-dénombrable.

En effet soient (²k)k∈N une base algébrique de F et (pk)k∈N une suite, que nous pouvons
supposer croissante, de semi-normes définissant la topologie de F et telle que pk (²k) > 0 pour
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tout k ∈ N . Définissons une suite (αk)k∈N ⊂ R par récurrence de la manière suivante :

α0 := 1 et, pour tout k ∈ N , αk+1 :=
distpk (αk · ²k, linj=0,...,k−1 ²j)

3 · pk+1 (²k+1)
,

où linj=0,...,−1 ²j = {0} . Mais pk+1 (αk+1 · ²k+1) 6 1
3
· pk (αk · ²k) , donc pk+l (αk+l · ²k+l) 6

1
3l
· pk (αk · ²k) ; la série

P∞
l=0 αl · ²l est donc abolument convergente, puisque

∞X
l=k

pk (αl · ²l) 6
∞X
l=k

pl (αl · ²l) 6
∞X
l=k

1

3l
· pk (αk · ²k) <∞ .

Elle est donc convergente et, pour tout (cj)j=0,...,N ⊂ K , on a

pN+1

Ã ∞X
l=0

αl · ²l −
NX
l=0

cl · ²l

!
>

> pN+1

Ã
αN+1 · ²N+1 −

Ã
NX
l=0

cl · ²l −
NX
l=0

αl · ²l

!!
−

∞X
l=N+2

pN+1 (αl · ²l) >

> distpN+1 (αN+1 · ²N+1, linj=0,...,N ²j)−
∞X

l=N+2

1

3l−N−2
· pN+2 (αN+2 · ²N+2) >

> distpN+1 (αN+1 · ²N+1, linj=0,...,N ²j)−
∞X

l=N+2

1

3l−N−1
· distpN+1 (αN+1 · ²N+1, linj=0,...,N ²j) =

= distpN+1 (αN+1 · ²N+1, linj=0,...,N ²j) ·
Ã
1− 1

3 ·
¡
1− 1

3

¢! =
=
distpN+1 (αN+1 · ²N+1, linj=0,...,N ²j)

2
> 0 .

Ceci montre que
P∞

l=0 αl · ²l /∈ linj=0,...,N ²j , quel que soit N ∈ N , ce qui est absurde puisque
(²k)k∈N une base algébrique de F . ¤

REMARQUE 2 Dvoretzky et Rogers [8] ont montré que dans un espace de Banach de di-
mension infinie, pour toute suite sommable (αk)k∈N ⊂ R∗+ , il existe une suite (ϕk)k∈N sommable
telle que kϕkk2 = αk pour tout k ∈ N .

En appliquant ce résultat à αk :=
1

k·ln2 k pour k > 2 , pour tout p ∈ [1, 2[ , on a
∞X
k=2

kϕkk2 =
∞X
k=2

1

k · ln2 k
<∞ ,

puisque la fonction décroissante x 7−→ 1
x·ln2 x : [2,∞[ −→ R est intégrable :Z ∞

2

dx

x · ln2 x
=

∙
− 1

lnx

¸∞
2

= ln 2

(cf. cours d’Analyse [17], Corollaire 9.17). D’autre part
∞X
k=2

kϕkkp =
∞X
k=2

µ
1

k · ln2 k

¶p
2

>
∞X
k=2

k1−
p
2

lnp k
· 1
k
=∞ ,
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car

limk
k1−

p
2

lnp k
= limu→∞

e(1−
p
2)·u

uk
=∞ ,

puisque 1− p
2
> 0 . Voir aussi Bourbaki [3], §1, Exercice 14, EVT V.62, ainsi que les exercices

3, p.59, 12 et 13, p. 62 qui précèdent.
Plus généralement, on peut montrer que toute suite sommable est absolument sommable

dans un espace de Fréchet si, et seulement si, il est nucléaire. En outre tout espace de Banach
nucléaire est de dimension finie.
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2.12 Le théorème de Baire

Dans le paragraphe suivant nous aurons besoin d’un corollaire au résultat suivant :

THEOREME Soit X un espace métrique complet. Alors l’intersection d’une suite d’ouverts
denses est dense.

Si (Uk)k∈N est la suite d’ouverts denses, il nous suffit de montrer que, pour tout x ∈ X et
tout ε > 0 , on a

B (x, ε) ∩
Ã\
k∈N
Uk

!
6= ∅ .

Posons x0 := x et ε0 := min (ε, 1) . Comme D (x0, ε0) ∩ U0 est un ouvert non-vide, il existe
x1 ∈ X et ε1 > 0 tels que l’on ait ε1 6 1

2
et

B (x1, ε1) ⊂ D (x0, ε0) ∩ U0 .
On construit de cette manière, par récurrence, une suite décroissante (B (xk, εk))k∈N de boule
fermées telles que

0 < εk 6
1

2k
et B (xk+1, εk+1) ⊂ D (xk, εk) ∩ Uk .

La suite (xl)l∈N est une suite de Cauchy, car pour k < l , on a

d (xk, xl) 6
l−1X
j=k

d (xj, xj+1) 6
l−1X
j=k

1

2j
.

Comme xl ∈ B (xk, εk) pour tout l > k , il vient

liml xl ∈
\
k∈N∗

B (xk, εk) ⊂
\
k∈N
D (xk, εk) ∩ Uk ⊂

\
k∈N
B (x, ε) ∩ Uk = B (x, ε) ∩

Ã\
k∈N
Uk

!
,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

APPLICATION Le théorème de Baire permet souvent de prouver l’existence de beaucoup
d’éléments d’un espace métrique complet n’ayant pas une certaine propriété.

Pour cela il suffit que l’ensemble E des éléments ayant cette propriété soit contenu dans
une réunion dénombrable

E ⊂
[
k∈N
Ak

telle que chaque Ak soit fermé et sans point intérieur, i.e. A◦k = ∅ . Son complémentaire {E est
alors dense, donc contient beaucoup d’éléments !

En effet

{E ⊃
\
k∈N
{Ak
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et chaque {Ak est un ouvert dense de X , puisque

{Ak = {A◦k = {∅ = X .

¤

EXERCICE 1 L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] qui sont nulle part dérivables est
dense dans C ([0, 1]) .

Il suffit de considérer les ensembles

Ak :=

½
f ∈ C ([0, 1])

¯̄̄̄
∃t ∈ [0, 1] tel que sups∈[0,1]r{t}

¯̄̄̄
f (s)− f (t)

s− t

¯̄̄̄
6 k

¾
.

COROLLAIRE Soit X un espace métrique complet.

(i) Si (Ak)k∈N est une suite d’ensembles fermés telle que X =
S
k∈NAk , alors il existe un

k ∈ N tel que Ak soit d’intérieur non-vide.
(ii) Si f : X −→ [−∞,∞[ est une fonction s.c.i., alors il existe un ouvert non-vide U tel que

supx∈U f (x) <∞ .

Dmonstration de (i) Si chaque Ak est d’intérieur vide, alors {Ak est un ouvert dense,
donc \

k∈N
{Ak = {

[
k∈N
Ak = {X = ∅

est dense, ce qui est évidemment absurde.

Dmonstration de (ii) Il suffit, pour k ∈ N , de poser Ak := {f 6 k} , qui est un
ensemble fermé puisque f est s.c.i. ; on a X =

S
k∈NAk , car f ne prend pas la valeur ∞ . Il

suffit de poser U := (Ak)
◦ pour le k tel que (Ak)

◦ 6= ∅ . ¤
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2.13 Espaces tonnelés

DEFINITION Nous dirons qu’un espace localement convexe F est tonnelé s’il est séparé
et si toute semi-norme semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur F est continue.

THEOREME Tout espace de Fréchet est tonnelé.

Soit donc q une semi-norme s.c.i. sur F . Par le corollaire 2.12.ii, il existe ϕ ∈ F et une
semi-norme continue p sur F telle que Bp (ϕ, 1) ⊂ {q 6 k} pour un certain k ∈ N . Pour tout
ψ ∈ Bp (0, 1) , il vient alors ϕ,ϕ− ψ ∈ Bp (ϕ, 1) , donc

q (ψ) 6 q (ψ − ϕ) + q (ϕ) 6 2k ,
d’où le résultat par le corollaire 2.2.iii. ¤

PROPOSITION Si F est un espace localement convexe séparé, final par rapport aux appli-
cations linéaires Tj : Fj −→ F , et si chaque Fj est tonnelé, alors F est tonnelé.

Les applications linéaires Tj étant continues par définition, si q est une semi-norme s.c.i.
sur F , alors q ◦ Tj en est une sur Fj , puisque pour tout γ ∈ R , on a

{q ◦ Tj > γ} =
−1
Tj ({q > γ}) .

Comme Fj est tonnelé, chaque q ◦ Tj est continue, donc q est continue par définition. ¤

EXEMPLE 1 Les espaces de Banach, l’espace E (X) et l’espace de Schwartz S (Rn) sont
tonnelés (cf. exemples 2.11.a à 2.11.d).

EXEMPLE 2 Si X est un espace localement compact, alors K (X) est tonnelé (cf. exemple
2.10.2).

EXEMPLE 3 Si X est un ouvert de Rn , alors D (X) est tonnelé (cf. exemple 2.10.3).

EXEMPLE 4 Si F est un espace vectoriel, alors Ffine est tonnelé (cf. exemple 2.10.4).

Nous utiliserons essentiellement la propriété d’être tonnelé de la manière suivante :

SCOLIE Si F est un espace tonnelé et si Q est une famille de semi-normes s.c.i. telles que

p (ϕ) := supq∈Q q (ϕ) <∞ pour tout ϕ ∈ F ,
alors p est une semi-norme continue sur F .

C’est immédiat, l’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions s.c.i. étant s.c.i. et celle
de semi-normes étant une semi-norme, pour autant qu’elle soit finie. ¤

Claude Portenier ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 125



2.14 Produit tensoriel topologique inductif

2.14 Produit tensoriel topologique inductif

Notre but est d’introduire le formalisme des vecteurs bra et ket de Dirac. Nous aurons
besoin d’une part de la notion de semi-dualité, traîtée en 3.4, et d’autre part de celle de produit
tensoriel. C’est la solution d’un problème universel pour les applications bilinéaires. Pour nos
besoins il est préférable de considérer les applications sesquilinéaires.

THEOREME Soient F,G,H des espaces vectoriels. Il existe un espace vectoriel, que nous
noterons |F i hG| , et une application sesquilinéaire à droite

on : (ϕ, γ) 7−→ |ϕi hγ| : F ×G −→ |F i hG|
tels que toute application sesquilinéaire à droite, respectivement à gauche, s de F×G dans H se
factorise univoquement en une application linéaire, respectivement semi-linéaire, es de |F i hG|
dans H :

i.e. telle que

s (ϕ, γ) = es (|ϕi hγ|) pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G .
L’espace vectoriel |F i hG| et l’application sesquilinéaire à droite on sont uniques à isomor-

phisme près.

L’unicité est immédiate, car si E et e sont aussi solution de ce problème universel, on a le
diagramme commutatif

,

donc fon ◦ee = IdFonG par l’unicité de la factorisation. On prouve de même que ee ◦ fon = IdE .
Pour l’existence, on considère l’espace vectoriel K(F×G) formé des famille (cϕ,γ)(ϕ,γ)∈F×G à

support fini et sa base canonique
¡
1{(ϕ,γ)}

¢
(ϕ,γ)∈F×G (cf. exemple 2.10.4). Désignons par N le

sous-espace vectoriel de K(F×G) engendré par les éléments de la forme

1{(ϕ1+ϕ2,γ)} − 1{(ϕ1,γ)} − 1{(ϕ2,γ)} ,

1{(ϕ,γ1+γ2)} − 1{(ϕ,γ1)} − 1{(ϕ,γ2)} ,

1{(α·ϕ,γ)} − α · 1{(ϕ,γ)}
et

1{(ϕ,α·γ)} − ᾱ · 1{(ϕ,γ)}
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pour ϕ,ϕ1,ϕ2 ∈ F , γ, γ1, γ2 ∈ G et α ∈ K . On pose
|F i hG| := K(F×G)

±
N

et

on : (ϕ, γ) 7−→ eϕ,γ 7−→ |ϕi hγ| := eϕ,γ +N : F ×G −→ K(F×G) −→ |F i hG| .
Il est clair que on est sesquilinéaire à droite, puisque

|ϕ1 + ϕ2i hγ| := 1{(ϕ1+ϕ2,γ)} +N = 1{(ϕ1,γ)} + 1{(ϕ2,γ)} +N = |ϕ1i hγ|+ |ϕ2i hγ| ,

|ϕi hγ1 + γ2| = 1{(ϕ,γ1+γ2)} +N = 1{(ϕ,γ1)} + 1{(ϕ,γ2)} +N = |ϕi hγ1|+ |ϕi hγ2| ,

|α · ϕi hγ| := 1{(α·ϕ,γ)} +N = α · 1{(ϕ,γ)} +N = α · |ϕi hγ|
et

|ϕi hα · γ| := 1{(ϕ,α·γ)} +N = ᾱ · 1{(ϕ,γ)} +N = ᾱ · |ϕi hγ| .
Si s : F × G −→ H est une application sesquilinéaire à droite, respectivement à gauche,

alors

S : K(F×G) −→ H : (cϕ,γ)(ϕ,γ)∈F×G =
X

(ϕ,γ)∈F×G

cϕ,γ · 1{(ϕ,γ)} 7−→
X

(ϕ,γ)∈F×G

cϕ,γ · s (ϕ, γ)

est l’unique application linéaire, respectivement semi-linéaire, valant s (ϕ, γ) sur l’élément de
base 1{(ϕ,γ)} . La sesquilinéarité de s montre que S s’annule sur N , donc qu’elle se factorise en
une unique application linéaire, respectivement semi-linéaire, es : |F i hG| −→ H telle quees (|ϕi hγ|) = Seϕ,γ = s (ϕ, γ) .

¤

DEFINITION 1 On dit que |F i hG| est le produit tensoriel (semi-linéaire à droite) de F et
G et que on : F ×G −→ |F i hG| est l’ application canonique . Un élément de |F i hG| s’appelle
tenseur , et il est dit élémentaire s’il est de la forme |ϕi hγ| .

Si F,G sont des espaces localement convexes, on dit que |F i hG| , munit de la topologie
localement convexe finale par rapport aux applications linéaires

ϕ 7−→ |ϕi hγ| : F −→ |F i hG| pour γ ∈ G
et aux applications semi-linéaires

γ 7−→ |ϕi hγ| : G −→ |F i hG| pour ϕ ∈ F ,
est le produit tensoriel (topologique) inductif de F et G . On le note |F i i hG| .

REMARQUE On peut considérer le problème universel analogue pour les applications bi-
linéaires et les applications sesquilinéaires (à gauche). Les solutions sont notées respectivement

⊗ : F ×G −→ F ⊗G : (ϕ, γ) 7−→ ϕ⊗ γ

et

CB : F ×G −→ hF | · |Gi : (ϕ, γ) 7−→ hϕ| · |γi .
Comme ci-dessus on définit F ⊗i G et hF | ·i |Gi .
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LEMME Tout tenseur t ∈ |F i hG| s’écrit, de plusieurs manières, comme combinaison li-
néaire (finie) de tenseurs élémentaires

t =
nX
j=1

¯̄
ϕj
® 

γj
¯̄
,

où
¡
ϕj
¢
j=1,...,n

⊂ F et
¡
γj
¢
j=1,...,n

⊂ G . On peut supposer que
¡
γj
¢
j=1,...,n

est libre. Dans ce cas¡
ϕj
¢
j=1,...,n

est univoquement déterminée.

En effet, en choisissant une base algébrique (²l)l=1,...,m de
Pn

j=1K · γj , on peut écrire

γj =
mX
l=1

cj,l · ²l ,

donc

t =
nX
j=1

¯̄
ϕj
®* mX

l=1

cj,l · ²l

¯̄̄̄
¯ =

nX
j=1

mX
l=1

cj,l ·
¯̄
ϕj
®
h²l| =

mX
l=1

¯̄̄̄
¯
nX
j=1

cj,l · ϕj

+
h²l| .

Pour l’unicité il nous suffit de montrer que l’application linéaire

Φ : Fm −→
¯̄̄̄
¯F
+*

mX
l=1

K · ²l

¯̄̄̄
¯ : (ϕl)l=1,...,m 7−→

mX
l=1

|ϕli h²l|

est injective. Remarquons que le calcul ci-dessus montre qu’elle est surjective. Considérons
l’application

s : F ×
mX
l=1

K · ²l −→ Fm :

Ã
ϕ,

mX
l=1

cl · ²l

!
7−→ (cl · ϕ)l=1,...,m ;

elle est sesquilinéaire à droite, donc se factorise en une application linéaire

es : ¯̄̄̄¯F
+*

mX
l=1

K · ²l

¯̄̄̄
¯ −→ Fm ,

et on a

es ◦ Φ³(ϕl)l=1,...,m´ = es
Ã

mX
l=1

|ϕli h²l|
!
=

mX
l=1

es (|ϕli h²l|) = mX
l=1

s (ϕl, ²l) = (ϕl)l=1,...,m .

Ceci prouve que es ◦ Φ = IdFm , et par suite notre assertion. ¤

PROPOSITION

(i) Propriété universelle du produit tensoriel inductif L’application canonique on :
F ×G −→ |F i i hG| est séparément continue et, pour qu’une application sesquilinéaire à droite
s de F × G dans un espace localement convexe H soit séparément continue, il faut et il suffit
que l’application linéaire es : |F i i hG| −→ H soit continue.

(ii) Soient eF et eG des espaces localement convexes et S : F −→ eF , T : G −→ eG des
applications linéaires. Il existe une unique application linéaire

|Si hT | : |F i hG| −→
¯̄̄ eFED eG¯̄̄
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telle que

|Si hT |
³
|ϕi hγ|

´
= |Sϕi hTγ| pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G .

Si S et T sont injectives, respectivement continues, il en est de même de |Si hT | .

Dmonstration de (i) C’est immédiat par la proposition 2.10.

Dmonstration de (ii) L’applicationeon ◦ (S, T ) : F ×G −→ eF × eG −→ ¯̄̄ eFED eG¯̄̄ .
est sesquilinéaire à droite, donc définit une application linéaire |Si hT | ayant la propriété citée.

L’injectivité découle immédiatement du lemme. En effet si t ∈ |F i hG| , on peut supposer
par le lemme que t =

Pn
j=1

¯̄
ϕj
® 

γj
¯̄
et que

¡
γj
¢
j=1,...,n

est libre, et de |Si hT | (t) = 0 on tire
nX
j=1

¯̄
Sϕj

® 
Tγj

¯̄
= 0 ;

mais puisque T est injective, la suite
¡
Tγj

¢
j=1,...,n

est libre, donc Sϕj = 0 pour tout j = 1, . . . , n
par le lemme. On en déduit que chaque ϕj = 0 par l’injectivité de S , donc que t = 0 .

Quant à la continuité il suffit d’appliquer (i), puisque on ◦ (S, T ) est séparément continue.
¤

EXEMPLE 1 Grâce aux propriétés universelles, il existe un isomorphisme semi-linéaire res-
pectivement linéaire canonique de |F i i hG| sur hF |·i |Gi respectivement de |F i i hG| sur hF |·i |Gi
tels que

|ϕi hγ| 7−→ hϕ| · |γi , resp. |ϕi hγ| 7−→ hγ| · |ϕi .
En outre l’espace localement convexe |F i i hF | (ou hF | ·i |F i ) possède une involution naturelle
continue

|ϕi hγ| 7−→ |γi hϕ| : |F i i hF | −→ |F i i hF | .

EXEMPLE 2 Soient X et Y des ensembles. L’application

s : KX ×KY −→ KX×Y : (ϕ, γ) 7−→ ϕ ◦ pr1 ·γ ◦ pr2
est évidemment sesquilinéaire à droite et séparément continue. Il existe donc une application
linéaire continue es : ¯̄KX® i KY ¯̄ −→ KX×Y telle quees (|ϕi hγ|) : (x, y) 7−→ ϕ (x) · γ (y) : X × Y −→ K .
Elle est injective.

En effet pour tout t ∈
¯̄
KX
® 
KY
¯̄
tel que es (t) = 0 , on peut supposer que t =Pn

j=1

¯̄
ϕj
® 

γj
¯̄

et que
¡
γj
¢
j=1,...,n

est libre dans KY par le lemme ci-dessus. Pour tout x ∈ X , on a alors

0 = es (t) (x, ·) = nX
j=1

ϕj (x) · γj ,

donc
Pn

j=1 ϕj (x) · γj = 0 et par suite ϕj (x) = 0 pour tout j = 1, . . . , n . Les ϕj sont donc tous
nuls, ce qui montre que t = 0 . ¤
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Ceci nous permet d’identifier
¯̄
KX
® 
KY
¯̄
à un sous-espace vectoriel de KX×Y et justifie la

définition

|ϕi hγ| := ϕ ◦ pr1 ·γ ◦ pr2 : (x, y) 7−→ ϕ (x) · γ (y) .
On dit que les fonctions dans

¯̄
KX
® 
KY
¯̄
sont à variables séparées .

EXEMPLE 3 Les espaces localement convexes
¯̄
K(X)

®
i


K(Y )

¯̄
etK(X×Y ) sont canoniquement

isomorphes.

Grâce au corollaire et en restreignant l’injection canonique de l’exemple précédent, on ob-
tient évidemment une application linéaire continue injective¯̄

K(X)
®
i


K(Y )

¯̄
−→ K(X×Y )

et, pour tout f ∈ K(X×Y ) , on a
f =

X
(x,y)∈X×Y

f (x, y) · 1{(x,y)} =
X

(x,y)∈X×Y

f (x, y) ·
¯̄
1{x}

® 
1{y}

¯̄
,

ce qui montre qu’elle est bijective. Puisque K(X×Y ) est muni de la topologie localement convexe
la plus fine (cf. exemple 2.10.4), l’application réciproque K(X×Y ) −→

¯̄
K(X)

®
i


K(Y )

¯̄
est aussi

continue.

Comme cas particulier on obtient immédiatement

|Kni hKm| = Kn·m ,
puisque Kn = K({0,...,n−1}) .

EXEMPLE 4 Si X,Y sont des espaces localement compacts, on montre comme précédem-
ment que

|K (X)i i hK (Y )| ,→ K (X × Y )
est injective et continue.

A l’aide du théorème de Stone-Weierstraß on voit facilement que |K (X)i i hK (Y )| est dense
dans K (X × Y ) , mais sa topologie n’est pas en général celle induite par K (X × Y ) .

EXEMPLE 5 Si X,Y sont des ouverts de Rn et Rm respectivement, on montre comme
précédemment que

|D (X)i i hD (Y )| ,→ D (X × Y )
est continue et d’image dense. On peut montrer que c’est un isomorphisme.

EXEMPLE 6 Soient µ et ν des intégrales de Radon sur X et Y respectivement. Alors
|M (µ)i hM (ν)| s’identifie canoniquement à une partie de M (µ⊗ ν) grâce au prolongement
linéaire de

|fi hg| 7−→ f ⊗ g : |M (µ)i hM (ν)| −→M (µ⊗ ν) .

.

En effet l’application

s :M (µ)×M (ν) −→M (µ⊗ ν) : (f, g) 7−→ ” (x, y) 7−→ f (x) · g (y)”
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est sesquilinéaire à droite, donc induit une application linéairees : |M (µ)i hM (ν)| −→M (µ⊗ ν) .

Elle est injective, car si l’image de t =
Pn

j=1 |fji hgj| dans M (µ⊗ ν) est 0 , i.e.
Pn

j=1 fj (x) ·
gj (y) = 0 µ ⊗ ν-p.p. , il nous suffit de montrer que chaque fj = 0 µ-p.p. . Nous pouvons
supposer que (gj)j=1,...,n est libre dans M (ν) par le lemme. Par le théorème de Tonelli, pour

µ-presque tous les x ∈ X , on a
Pn

j=1 fj (x) · gj (y) = 0 dansM (ν) , donc fj (x) = 0 pour tous
j . ¤

La notation

|fi hg| (x, y) := f (x) · g (y)
ne prête donc pas à confusion. C’est celle que nous avons déjà utilisée dans le cours d’Analyse
[17], définition 16.3.

PROBLEME Est-ce que |M• (µ)i hM• (ν)| −→ M• (µ⊗ ν) est injective ? Pour les pro-
blèmes que l’on rencontre avec le théorème de Tonelli dans le cadre de la théorie de l’intégration
essentielle voir l’exercice 16.3.3 du cours d’Analyse [17].

COROLLAIRE Si F et G sont séparés, respectivement tonnelés, il en est de même de
|F i i hG| .

Pour démontrer que |F i i hG| est séparé nous avons besoin du théorème de Hahn-Banach
3.6. Ce théorème montre que l’application linéaire continue

F −→ KF † : ϕ 7−→ h·|ϕiF †
est injective. La proposition (ii) et l’exemple 2 ci-dessus nous fournissent une application linéaire
continue injective

|F i i hG| −→
¯̄̄
KF †

E
i

D
KG†

¯̄̄
,→ KF †×G† : |ϕi hψ| 7−→ h·|ϕiF † · hψ| ·iG

(cf. 2.4 pour les notations). Mais comme la topologie de la convergence simple est séparée, le
résultat en découle par la proposition 2.5.

La seconde partie est alors une conséquence de la proposition 2.13. ¤

DEFINITION 2 Si F,G sont des espaces localement convexes, on dit que |F i hG| , muni de
la topologie localement convexe finale par rapport à l’application

(ϕ, γ) 7−→ |ϕi hγ| : F ×G −→ |F i hG|
est le produit tensoriel (topologique) projectif de F et G . On le note |F i p hG| .

Pour le produit tensoriel projectif on a des résultats analogues à ceux du produit tensoriel
inductif.

Un des résultats fondamentaux, dû à A. Grothendieck, est le suivant :

THEOREME Si F,G sont des espaces localement convexes métrisables, alors tout élément
du complété τ ∈ |F ibp hG| de |F i p hG| est la somme d’une série absolument sommable

τ =
X
k∈N

λk · |ϕki hγk| ,
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où (λk)k∈N ∈ `1 (N) , (ϕk)k∈N ∈ c0 (N, F ) et (γk)k∈N ∈ c0 (N, G) .

Une autre topologie sur |F i hG| , celle de la convergence bi-équicontinue , est aussi impor-
tante, mais il est préférable de l’introduire après avoir discuté les notions de semi-dualité et de
topologie uniforme sur un ensemble de parties bornées (cf. définition 3.16.3).

132 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES Claude Portenier



Produit tensoriel d’espaces de Hilbert 2.15

2.15 Produit tensoriel d’espaces de Hilbert

PROPOSITION Soient F et G des espaces préhilbertiens de produit scalaire ( ·| ·)F et ( ·| ·)G
respectivement. Il existe un unique produit scalaire ( ·| ·)|F )(G| sur |F ) (G| tel que³

|ϕ) (γ|
¯̄̄
|ψ) (θ|

´
|F )(G|

:= (ϕ|ψ)F · (θ| γ)G
pour tout ϕ,ψ ∈ F et γ, θ ∈ G .

L’application

bϕ,γ : F ×G −→ K : (ψ, θ) 7−→ (ϕ|ψ)F · (θ| γ)G
est sesquilinéaire à droite en (ψ, θ) , donc induit par la propriété universelle du produit tensoriel
une unique forme linéairegbϕ,γ : |F ) (G| −→ K : |ψ) (θ| 7−→ (ϕ|ψ)F · (θ| γ)G .

On vérifie facilement que l’application

s : F ×G −→
³
|F ) (G|

´∗
: (ϕ, γ) 7−→gbϕ,γ

est semi-linéaire à gauche, donc définit une unique application semi-linéairees : |F ) (G| −→ (F ⊗G)∗ : |ϕ) (γ| 7−→gbϕ,γ .
Par construction

( ·| ·)|F )(G| :
³
|F ) (G|

´
×
³
|F ) (G|

´
−→ K : (s, t) 7−→ (s| t)|F )(G| := es (s) (t)

est l’unique forme sesquilinéaire telle que³
|ϕ) (γ|

¯̄̄
|ψ) (θ|

´
|F )(G|

= (ϕ|ψ)F · (θ| γ)G .

Elle est hermitienne, car³
|ϕ) (γ|

¯̄̄
|ψ) (θ|

´
|F )(G|

= (ϕ|ψ)F · (θ| γ)G = (ψ|ϕ)F · (γ| θ)G =
³
|ψ) (θ|

¯̄̄
|ϕ) (γ|

´
F⊗G

,

d’où le résultat par sesquilinéarité. Montrons qu’elle est positive non-dégénérée. Etant donné
t =

Pn
j=1

¯̄
ϕj
¢ ¡

γj
¯̄
∈ |F ) (G| , en choisissant une base hilbertienne de l’espace de Hilbert de

dimension finie engendré par
¡
γj
¢
j=1,...,n

, on peut supposer (cf. lemme 2.14), que
¡
γj
¢
j=1,...,n

est un système orthonormé. On a alors

ktk2|F )(G| = (t| t)|F )(G| =
nX

k,l=1

³
|ϕk) (γk|

¯̄̄
|ϕl) (γl|

´
|F )(G|

=

=
nX

k,l=1

(ϕk|ϕl)F · (γl| γk)G =
nX
k=1

kϕkk2F > 0 ,

puisque (γl| γk)G = δk,l . Si ktk|F )(G| = 0 , il vient kϕkk
2
F = 0 , donc ϕk = 0 pour tout k et par

suite t = 0 . ¤

Claude Portenier ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 133



2.15 Produit tensoriel d’espaces de Hilbert

DEFINITION Muni de ce produit scalaire on dit que |F ) (G| est le produit tensoriel (semi-
linéaire à droite) des espaces préhilbertien F et G et on le note |F ) 2 (G| . Nous désignerons
par |F ) b2 (G| l’espace de Hilbert complété de |F ) 2 (G| (cf. 3.8).

On définit de même le produit tensoriel F ⊗G des espaces préhilbertien F et G par
(ϕ⊗ γ|ψ ⊗ θ)F⊗G := (ϕ|ψ)F · (γ| θ)G

pour tout ϕ,ψ ∈ F et γ, θ ∈ G .

THEOREME Soient H et G des espaces de Hilbert. Si (εk)k∈K et (²l)l∈L sont des bases

hilbertiennes de H et G respectivement, alors
³
|εk) (²l|

´
(k,l)∈K×L

est une base hilbertienne de

|H)b2 (G| .
En effet c’est un système orthonormé³

|εk) (²l|
¯̄̄
|εm) (²n|

´
|H)b2(G| = (εk| εm)H · (²n| ²l)G = δk,m · δl,n = δ(k,l),(m,n) ,

et puisque °°° |ξ) (γ|°°°2
|H)b2(G| = kξk

2
H · kγk

2
G =

ÃX
k∈K

|(εk| ξ)|2
!
·
ÃX
l∈L
|(²l| γ)|2

!
=

=
X

(k,l)∈K×L

|(εk| ξ)|2 · |(²l| γ)|2 =
X

(k,l)∈K×L

¯̄̄̄³
|εk) (²l|

¯̄̄
ξ ⊗ γ

´
|H)b2(G|

¯̄̄̄2
,

le théorème 1.10 montre que ξ ⊗ γ ∈ lin
³
|εk) (²l|

´
(k,l)∈K×L

, donc que
³
|εk) (²l|

´
(k,l)∈K×L

est

totale dans |H)b2 (G| = |H) (G| . ¤

EXEMPLE Soient µ et ν des intégrales de Radon sur X et Y respectivement. Alors l’es-
pace de Hilbert |L2 (µ))b2 (L2 (ν)| s’identifie canoniquement à L2 (µ⊗ ν) grâce au prolongement
continu de

|ξ) (γ| 7−→ ξ ⊗ γ :
¯̄
L2 (µ)

¢ ¡
L2 (ν)

¯̄
−→ L2 (µ⊗ ν) .

D’après l’exemple 2.14.6 l’application |ξ) (γ| 7−→ ξ⊗γ est injective et si t =
Pn

j=1

¯̄
ξj
¢ ¡

γj
¯̄
∈

|L2 (µ)) (L2 (ν)| , on a

ktk2|L2(µ))(L2(ν)| =
nX

k,l=1

³
|ξk) (γk|

¯̄̄
|ξl) (γl|

´
|L2(µ))(L2(ν)|

=

=
nX

k,l=1

(ξk| ξl)L2(µ) · (γl| γk)L2(ν) =
nX

k,l=1

µZ
ξk · ξl dµ

¶
·
µZ

γl · γk dν
¶
=

=
nX

k,l=1

Z
ξk ⊗ γk · ξl ⊗ γl dµ⊗ ν =

°°°°°
nX
j=1

ξj ⊗ γj

°°°°°
2

L2(µ⊗ν)

,

ce qui prouve que c’est une isométrie. Il nous reste donc à prouver que |L2 (µ)) (L2 (ν)| est
dense dans L2 (µ⊗ ν) . Mais pour tout f ∈ L2 (µ⊗ ν) tel que f ⊥ |L2 (µ)) (L2 (ν)| , et tout
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ξ ∈ L2 (µ) , γ ∈ L2 (ν) , le théorème de Fubini montre que ξ (x) · γ · f (x, ·) ∈ L1 (ν) pour
µ-presque tous les x ∈ X , que ξ ·

¡R
γ (y) · f (·, y) dν (y)

¢
∈ L1 (µ) et queZ

ξ (x) ·
µZ

γ (y) · f (x, y) dν (y)
¶
dµ (x) = 0 .

Puisque L2 (µ) et L2 (ν) sont des espaces test (cf. corollaire 1.16), on obtient tout d’abord queR
γ (y) · f (·, y) dν (y) = 0 localement µ-p.p., puis pour localement µ-presque tous les x ∈ X

que f (x, ·) = 0 localement ν-p.p. Mais comme f est µ⊗ ν-mesurable et µ⊗ ν-modérée, on en
déduit que f = 0 µ⊗ ν-p.p. On peut donc conclure à l’aide du corollaire 1.4. ¤
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Chapitre 3

APPLICATIONS LINÉAIRES

ET

SEMI-DUALITÉ

Dans tout ce qui suit F et G désignerons des espaces localement convexes.

Version du 1 juillet 2005
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3.1 Espaces d’applications linéaires

DEFINITION 1 Nous désignerons par L (F,G) le sous-espace vectoriel de GF formé des
applications linéaires de F dans G et par L (F,G) l’ensemble des applications linéaires continues
de F dans G .

LEMME L (F,G) est un sous-espace vectoriel de L (F,G) .

C’est immédiate par le théorème et le corollaire 2.2, car pour tout S, T ∈ L (F,G) , α ∈ K
et toute semi-norme continue q sur G , on a

q ◦ (α · S) = |α| · q ◦ S

et

q ◦ (S + T ) 6 q ◦ S + q ◦ T 6 2 ·max (q ◦ S, q ◦ T ) .

¤

DEFINITION 2 Etant donné des semi-normes p et q sur F etG respectivement, on considère
sur L (F,G) la fonctionnelle

T 7−→ kTkp,q := supϕ∈F,p(ϕ)61 q (Tϕ) ∈ R+ .

Elle est évidemment sous-linéaire et, si kTkp,q <∞ , on a

q (Tϕ) 6 kTkp,q · p (ϕ) pour tout ϕ ∈ F

par le lemme 2.2.

LEMME Soit T ∈ L (F,G) . Pour que T ∈ L (F,G) , il faut et il suffit que, pour toute semi-
norme continue q sur G , il existe une semi-norme continue p sur F telle que kTkp,q <∞ .

REMARQUE 1 En posant Lp,q (F,G) :=
n
T ∈ L (F,G)

¯̄̄
kTkp,q <∞

o
et en désignant par

P et Q l’ensemble des semi-normes continues sur F et respectivement G , on a donc

L (F,G) =
\
q∈Q

"[
p∈P

Lp,q (F,G)

#
.

Ceci montre la nature complexe de L (F,G) et qu’il n’est pas évident de le munir d’une structure
d’espace localement convexe canonique liée directement à celles de F et G . En fait on peut
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munir cet espace de différentes topologies localement convexes, chacune liée à un certain type
de problème (cf. 3.16).

Nous aurons essentiellement besoin de la topologie assez grossière suivante :

DEFINITION 3 On désigne par Ls (F,G) et Ls (F,G) les espaces localement convexes ob-
tenus en restreignant la topologie de GF de la convergence simple sur F . Ils sont définis par
les semi-normes

T 7−→ q (Tϕ) pour ϕ ∈ F et q semi-norme continue sur G
(cf. exemple 2.3.3).

Une suite (Tk)k∈N converge vers T dans ces espaces si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ F ,
la suite (Tkϕ)k∈N converge vers Tϕ dans G .

PROPOSITION Si G est séparé, alors Ls (F,G) et Ls (F,G) le sont aussi.

Etant donné T ∈ Ls (F,G) r {0} , il existe ϕ ∈ F tel que Tϕ 6= 0 , donc une semi-norme
continue q sur G telle que q (Tϕ) 6= 0 par la proposition 2.5. ¤

DEFINITION 4 Une partie B de F est dite bornée si toute semi-norme continue p sur F est
bornée sur B , i.e. sup p (B) <∞ . Une partie bornée de Ls (F,G) est dite simplement bornée .

REMARQUE 2 Dans l’étude de certaines classes d’applications linéaires on pourrait s’inté-
resser au sous-espace vectoriel [

p∈P

"\
q∈Q

Lp,q (F,G)

#
⊂ L (F,G)

formé des applications linéaires T de F dans G telles que pour une semi-norme continue p sur
F la partie T ({p 6 1}) soit bornée dans G (définition 4 ci-dessous) ; on dit que T est bornée
sur un voisinage de 0 de F .

Mais aussi à l’espace vectoriel Lb (F,G) des applications linéaires bornées, i.e. telles que
l’image de toutes parties bornées de F soit bornées dans G . On a

L (F,G) ⊂ Lb (F,G) .

THEOREME (de la majoration uniforme) On suppose que F est tonnelé. Si T est une
partie simplement bornée de Ls (F,G) , i.e. pour tout ϕ ∈ F , l’ensemble

T (ϕ) := {Tϕ | T ∈ T }
est borné dans G , la fonction

p : ϕ 7−→ sup q ◦ T (ϕ) : F −→ R
est une semi-norme continue sur F telle que

q (Tϕ) 6 p (ϕ) pour tout T ∈ T et ϕ ∈ F .

C’est immédiat par le scolie 2.13, puisque chaque q ◦ T , pour T ∈ T , est une semi-norme
continue sur F . ¤
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THEOREME (de Banach-Steinhaus) On suppose que F est tonnelé. Si (Tk)k∈N est une
suite de L (F,G) telle que, pour tout ϕ ∈ F ,

Tϕ := limk Tkϕ existe dans G ,

alors T : F −→ G est une application linéaire continue et (Tk)k∈N converge vers T dans
Ls (F,G) .

Si G séquentiellement complet, alors Ls (F,G) est séquentiellement complet.

Il est clair que T : F −→ G est une application linéaire. Si q est une semi-norme continue
sur G , alors

q ◦ T (ϕ) = q (Tϕ) = limk q (Tkϕ) 6 supk q (Tkϕ) = supk q ◦ Tk (ϕ) <∞ .

Mais chaque q ◦ Tk est une semi-norme continue, puisque Tk est continue, donc supk q ◦ Tk en
est aussi une par le scolie 2.13. Ceci montre que q ◦T est continue et prouve que T est continue.
On a évidemment

q (Tϕ) = limk q (Tkϕ) pour tout ϕ ∈ F ,
donc (Tk)k∈N converge vers T dans Ls (F,G) .

Si G est séquentiellement complet et (Tk)k∈N est une suite de Cauchy dans Ls (F,G) , pour
tout ϕ ∈ F , la suite (Tkϕ)k∈N est de Cauchy dans G , ce qui permet de définir

Tϕ := limk Tkϕ ∈ G ,
d’où le résultat. ¤

REMARQUE 3 Tout ce qui précède est encore valable en remplaçant linéaire par semi-
linéaire.

DEFINITION 5 Nous désignerons par L/ (F,G) le sous-espace vectoriel de GF formé des
applications semi-linéaires de F dansG et parL/ (F,G) l’ensemble des applications semi-linéaires
continues de F dans G .

On dit que l’espace vectoriel F ∗ := L (F,K) des formes linéaires sur F est le dual algébrique
de F et que l’espace vectoriel F 0 := L (F,K) des formes linéaires continues sur F est le dual
(topologique) de F .

L’espace vectoriel de toutes les formes semi-linéaires sur F , le semi-dual algébrique L/ (F,K)
de F , sera noté F~ , celui de toutes celles qui sont continues, le semi-dual (topologique)
L/ (F,K)de F , par F † .

Nous munirons toujours F ∗ , F 0 , F~ et F † de la topologie de la convergence simple sur
F ; s’il faut préciser nous les désignerons par F ∗σ , F

0
σ , F

~
σ et F †σ respectivement. On dit que

cette topologie est la topologie faible sur F ∗ , respectivement F 0 , F~ et F † ; elle est définie par
les semi-normes

µ 7−→ |µ (ϕ)| pour ϕ ∈ F .
On dit que F 0 et F † sont le dual respectivement le semi-dual faible de F .

COROLLAIRE Les espaces localement convexes F ∗σ , F
0
σ , F

~
σ et F †σ sont séparés. Si F est

tonnelé, alors F 0σ et F
†
σ sont séquentiellement complet.

140 SEMI-DUALITÉ Claude Portenier



Espaces d’applications linéaires 3.1

REMARQUE 4 On peut montrer que la topologie de Ls (F,G) est initiale par rapport aux
applications

T 7−→ Tϕ : L (F,G) −→ G

lorsque ϕ parcourt F ; en d’autres termes pour qu’une application f : X −→ Ls (F,G) , où X
est un espace topologique, soit continue, il faut et il suffit que x 7−→ f (x)ϕ : X −→ G soit
continue.

En particulier f : X −→ F † est continue, si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ F , la fonction
x 7−→ f (x) (ϕ) : X −→ K

est continue.

APPLICATION Si f est une fonction µ-modérée telle que ϕ · f ∈ L1 (µ) pour tout ϕ ∈
L2 (µ) , alors f ∈ L2 (µ) .

Pour tout K ∈ K (X) , la fonction 1K · f est µ-mesurable par le théorème 15.9 du cours
d’Analyse [17]. Soit (Ak)k∈N une suite croissante de parties µ-intégrables telles que f s’annule
hors de

S
Ak et posons

Bk := {|f | 6 k} ∩Ak .
La forme semi-linéaire

ϕ 7−→
Z
Bk

ϕ · f dµ : L2 (µ) −→ K

est continue, puisque par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a¯̄̄̄Z
Bk

ϕ · f dµ
¯̄̄̄2
6
µZ

|ϕ|2 dµ
¶
·
µZ

1Bk · |f |
2 dµ

¶
6 k2 · µ (Bk) · kϕk22 .

Mais comme

|1Bk · ϕ · f | 6 |ϕ · f | ∈ L1 (µ) pour tout k ∈ N ,
le théorème de la convergence dominée de Lebesgue montre queZ

ϕ · f dµ = limk
Z
Bk

ϕ · f dµ pour tout ϕ ∈ L2 (µ) .

Grâce au théorème de Banach-Steinhaus 3.2, on en déduit que la forme semi-linéaire

ϕ 7−→
Z

ϕ · f dµ : L2 (µ) −→ K

est continue, donc que f satisfait à la condition du théorème 1.16.ii avec F = L2 (µ) . ¤

REMARQUE 5 En travaillant avec l’intégration essentielle on peut supprimer l’hypothèse
de modération.

En effet on a Z
|ϕ · f | dµ = supK∈K(X),l∈N

Z
Kl

|ϕ · f | dµ

en ayant posé Kl := K ∩ {|f | 6 l} (cf. cours d’Analyse [17], remarque 15.12). MaisµZ
Kl

|ϕ · f | dµ
¶2
6
µZ

|ϕ|2 dµ
¶
·
µZ

1Kl
· |f |2 dµ

¶
6 l2 · µ (Kl) · kϕk22 ,
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ce qui montre que ϕ 7−→
R
Kl
|ϕ · f | dµ est une semi-norme continue sur L2 (µ) . Le scolie 2.13

prouve alors qu’il en est de même de ϕ 7−→ supK∈K(X),l∈N
R
Kl
|ϕ · f | dµ , puisque L2 (µ) est

tonnelé (cf. exemple 2.13.1), donc que ϕ 7−→
R
Kl

ϕ · f dµ est une forme semi-linéaire continue.
¤
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3.2 Espaces normés d’applications linéaires

Dans le cas des espaces normés, on peut considérer la fonctionnelle sous-linéaire suivante :

DEFINITION 1 Soient F et G des espaces normés. Pour tout T ∈ L (F,G) , on pose
kTk := kTkk·kF ,k·kG = supϕ∈F,kϕkF61 kTϕkG ∈ R+ .

Cf. définition 3.1.2. Rappelons que kTk est la plus petite des constantesM ∈ R+ satisfaisant
à l’inégalité fondamentale

kTϕkG 6M · kϕkF pour tout ϕ ∈ F
(cf. lemme 2.2). On a évidemment T ∈ L (F,G) si, et seulement si, kTk <∞ . Dans ce cas on
dit que T est un opérateur borné .

On vérifie immédiatement que k·k est une norme sur L (F,G) .

DEFINITION 2 L’espace L (F,G) ainsi normé est désigné par Lb (F,G) ; on dit que sa
topologie est la topologie de la convergence bornée .

On dit que F 0β := Lb (F,K) est le dual fort de F . Sa norme est définie par
µ 7−→ kµk := kµkk·kF ,|·| := supϕ∈F,kϕkF61 |µ (ϕ)| .

On définit de même le semi-dual fort F †β de F .

Une suite (Tk)k∈N de L (F,G) converge vers T dans Lb (F,G) si, et seulement si, elle converge
uniformément sur toute partie bornée, en particulier toute boule, de F .

En effet si B est une partie bornée de F , il existe r ∈ R∗+ tel que B ⊂ B (0, r) et on a
kTk∞,B 6 kTk∞,B(0,r) 6 r · kTk .

¤

PROPOSITION Si G est un espace de Banach, il en est de même de Lb (F,G) .
En particulier, le dual fort de tout espace normé est un espace de Banach.

La démonstration est complètement analogue à celle faite pour démontrer que `∞ (X) est
complet. Elle est donc laissée en exercice. ¤

Voici maintenant la reformulation du

THEOREME (de la majoration uniforme) Si F est un espace de Banach et

T ⊂ L (F,G)
un ensemble simplement borné, i.e. borné dans Ls (F,G) , ce qui signifie que

sup kT ϕk <∞ pour tout ϕ ∈ F .
alors T est uniformément borné, i.e. borné dans Lb (F,G) , ce qui signifie que

sup kT k <∞ .
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En effet ϕ 7−→ sup kT ϕk est une semi-norme continue sur F par le théorème de la majora-
tion uniforme 3.1. Il existe donc une constante M ∈ R+ telle que

sup kT ϕk 6M · kϕk pour tout ϕ ∈ F ,

et on obtient

sup kT k = supT∈T
¡
supϕ∈F,kϕk61 kTϕk

¢
6M <∞ .

¤

THEOREME (de Banach-Steinhaus) Si F est un espace de Banach et (Tk)k∈N une suite
de L (F,G) qui converge simplement vers T ∈ L (F,G) , alors T est continue et

kTk 6 lim infk kTkk 6 supk kTkk <∞ .

En effet, par le théorème de la majoration uniforme, on a

kTϕk = limk kTkϕk 6 lim infk kTkk · kϕk 6 supk kTkk <∞
pour tout ϕ ∈ F tel que kϕk 6 1 , puisque (Tk)k∈N est évidemment simplement bornée. ¤
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3.3 Opérateurs à noyaux dans Cb

Cas simple Soient [a, b] un intervalle compact de R et κ : [a, b]2 −→ K . On dit que κ est
un noyau . Supposons que κ est une fonction continue. Pour tout γ ∈ C ([a, b]) , on pose

Kγ (x) :=

Z b

a

κ (x, y) · γ (y) dy .

La fonction Kγ est continue. En effet si (xk)k∈N est une suite de [a, b] qui converge vers x ,
alors

limk κ (xk, ·) · γ = κ (x, ·) · γ ponctuellement sur [a, b]

et

|κ (xk, ·) · γ| 6 kκk∞ · kγk∞ · 1 ∈ L1 ([a, b]) ,
puisque κ et γ sont continues. Par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on
obtient

limkKγ (xk) = limk

Z b

a

κ (xk, y) · γ (y) dy =
Z b

a

limk κ (xk, y) · γ (y) dy =

=

Z b

a

κ (x, y) · γ (y) dy = Kγ (x) .

Ceci montre que l’on peut définir une application

K : γ 7−→ Kγ : C ([a, b]) −→ C ([a, b]) .
Elle est évidemment linéaire. Estimons kKk . Pour tout γ ∈ C ([a, b]) , on a

kKγk∞ = supx∈[a,b]
¯̄̄̄Z b

a

κ (x, y) · γ (y) dy
¯̄̄̄
6 kγk∞ · supx∈[a,b]

Z b

a

|κ (x, y)| dy ,

donc

kKk 6 supx∈[a,b]
Z b

a

|κ (x, y)| dy <∞ .

Ceci montre aussi queK est une application linéaire continue de C ([a, b]) dans lui-même. On dit
que c’est un opérateur intégral , ou un opérateur à noyau , ou encore un opérateur de Fredholm .

Nous allons maintenant montrer que l’on a

kKk = supx∈[a,b]
Z b

a

|κ (x, y)| dy <∞ .

Soit ξ ∈ [a, b] un point où la fonction continue
R b
a
|κ (·, y)| dy atteint son maximum. Consi-

dérons pour tout k ∈ N∗ , la fonction continue

γk :=
κ (ξ, ·)

|κ (ξ, ·)|+ 1
k

.
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On a kγkk∞ 6 1 et limk κ (ξ, ·) · γk = |κ (ξ, ·)| ponctuellement sur [a, b] . Par le théorème de
Lebesgue on obtientZ b

a

|κ (ξ, y)| dy =
¯̄̄̄
limk

Z b

a

κ (ξ, y) · γk (y) dy
¯̄̄̄
6 limk |Kγk (ξ)| 6

6 supk kKγkk∞ 6 supk kKk · kγkk∞ 6 kKk ,
donc

kKk =
Z b

a

|κ (ξ, y)| dy .

Cas général Soient X un espace métrique, Y un espace complétement régulier, κ : X ×
Y −→ K un noyau et ν une intégrale de Radon sur Y . On fait les hypothèses suivantes :

(a) Pour tout x ∈ X , on a κ (x, ·) ∈ L1 (ν) .
Si γ ∈ Cb (Y ) , on peut alors définir

Kγ (x) :=

Z
κ (x, y) · γ (y) dν (y) pour tout x ∈ X .

(b) Pour tout ξ ∈ X , il existe une partie ν-négligeable Nξ de Y telle que κ (·, y) soit continue
en ξ pour tout y /∈ Nξ .

(c) Pour tout ξ ∈ X , il existe un voisinage Vξ de ξ dans X et une fonction gξ ∈ L1+ (ν) tels
que, pour tout x ∈ Vξ , on ait

|κ (x, ·)| 6 gξ ν-p.p.

Si (xk)k∈N est une suite de Vξ convergente vers ξ , alors on a

limk κ (xk, y) · γ (y) = κ (ξ, y) · γ (y) pour tout y /∈ Nξ

et

|κ (xk, ·) · γ| 6 kγk∞ · gξ ν-p.p. ,

ce qui nous permet d’appliquer le théorème de la convergence dominée de Lebesgue :

limkKγ (xk) = limk

Z
κ (xk, y) · γ (y) dν (y) =

Z
κ (ξ, y) · γ (y) dν (y) = Kγ (ξ) .

On a donc Kγ ∈ C (X) et
K : Cb (Y ) −→ C (X) : γ 7−→ Kγ

est une application linéaire.

(d) M := supx∈X

Z
|κ (x, y)| dν (y) <∞ .

On a alors

kKγk∞ = supx∈X
¯̄̄̄Z
κ (x, y) · γ (y) dν (y)

¯̄̄̄
6M · kγk∞ ,

donc Kγ ∈ Cb (X) et kKk 6 M , i.e. K : Cb (Y ) −→ Cb (X) est une application linéaire
continue.

Les mêmes méthodes permettent de définir des opérateurs à noyaux par exemple entre les
espaces Lp .
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EXERCICE 1 On peut montrer, en approximant sgn (κ (ξ, ¦)) par une suite de fonctions
continues bornées sur Y (densité de Cb (Y ) dans L1 (|κ (ξ, ¦)| · ν) et théorème de Riesz-Fischer)
que kKk =M .

EXERCICE 2 La diagonale

∆ := {(x, y) ∈ [a, b]2 | x = y}
divise [a, b]2 en deux triangles

D1 := {(x, y) ∈ [a, b]2 | x > y}
et

D2 := {(x, y) ∈ [a, b]2 | x < y} .

Soit κ : [a, b]2 −→ K une fonction dont la restriction à chacun des deux triangles se prolonge
par continuité sur la diagonale, i.e. il existe des fonctions continues κj : Dj ∪∆ −→ K telles
que κj|Dj = κ|Dj pour j = 1, 2 .

Montrer que

Kf(x) :=

Z b

a

κ(x, y) · f(y) dy

définit une application linéaire continue K dans C([a, b]) .
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3.4 Dualité et semi-dualité

Rappelons que le dual F 0 , respectivement le semi-dual F † , de F est l’espace vectoriel des
formes linéaires, resp. semi- linéaires, continues sur F . Le cas purement algébrique, qui consiste
à considérer le dual algébrique F ∗ ou le semi-dual algébrique F

~
, s’obtient en munissant F de

la topologie localement convexe la plus fine (cf. exemple 2.10.4).
Pour tout ϕ ∈ F , nous poserons

hϕ, µiF := µ (ϕ) si µ ∈ F 0 et hϕ|µiF := µ (ϕ) si µ ∈ F †.
Les fonctions

(ϕ, µ) 7−→ hϕ, µiF : F × F 0 −→ K et (ϕ, µ) 7−→ hϕ|µiF : F × F † −→ K

sont respectivement bilinéaire et sesquilinéaire.
Nous pouvons également poser

hµ,ϕiF 0 := µ (ϕ) si µ ∈ F 0 et hµ|ϕiF † := µ (ϕ) si µ ∈ F † .
Les fonctions

(µ,ϕ) 7−→ hµ,ϕiF 0 : F 0 × F −→ K et (µ,ϕ) 7−→ hµ|ϕiF † : F † × F −→ K
sont respectivement bilinéaire et sesquilinéaire.

Ceci nous conduit à poser la

DEFINITION 1 On dit qu’une forme bilinéaire ou sesquilinéaire s : F × G −→ K définit
une dualité hF,Gis , respectivement une semi-dualité hF |Gis , ou bien que F et G sont en
dualité, ou en semi-dualité, par s . On écrit aussi

hϕ, γis := s (ϕ, γ) , resp. hϕ| γis := s (ϕ, γ) pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G .

On supprime l’indice s si aucune confusion n’en résulte. Nous ne traiterons dorénavant que
le cas de la semi-dualité, celui-ci étant le plus important pour la suite.

Nous avons défini ci-dessus les semi-dualités

F |F †

®
et

F †
¯̄
F
®
. De manière générale on

a la

DEFINITION 2 La semi-dualité hG|F i est définie en posant
hγ|ϕi := hϕ| γi pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G .

Pour tout ϕ ∈ F , soit
hϕ| : γ 7−→ hϕ| γi : G −→ K .

C’est une forme linéaire sur G , i.e. hϕ| ∈ G∗ .
Pour tout γ ∈ G , soit

|γi : ϕ 7−→ hϕ| γi : F −→ K .
C’est une forme semi-linéaire sur F , i.e. |γi ∈ F~ .
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DEFINITION 3 On dit que les topologies localement convexes définies respectivement par
les familles de semi-normes

¡¯̄
|γi
¯̄¢

γ∈G sur F et
¡¯̄
hϕ|
¯̄¢

ϕ∈F sur G , sont les topologies faibles
sur F et G (par rapport à la semi-dualité hF |Gi ) ; on les désignent par σ (F,G) et σ (G,F ) ,
les espaces localement convexes correspondants par Fσ et Gσ .

Cette semi-dualité est dite séparante à gauche si

ϕ ∈ F et hϕ| γi = 0 pour tout γ ∈ G =⇒ ϕ = 0 ,

i.e. si l’application semi-linéaire

h·| : ϕ 7−→ hϕ| : F −→ G∗ est injective,

ou encore si σ (F,G) est séparée (proposition 2.5).
On dit qu’elle est séparante à droite si

γ ∈ G et hϕ| γi = 0 pour tout ϕ ∈ F =⇒ γ = 0 ,

i.e. si l’application linéaire

|·i : γ 7−→ |γi : G −→ F~ est injective,

ou encore si σ (G,F ) est séparée.
On dit qu’elle est séparante si elle est séparante à gauche et à droite.

REMARQUE 1 Dans ce cas on identifie ϕ avec hϕ| et γ avec |γi . Les physiciens disent
que hϕ| est un vecteur bra et |µi est un vecteur ket , puisque hϕ| γi est une ”bracket” . Cette
notation permettant de distinguer hϕ| et hγ| comme des formes linéaires sur G et F , ainsi
que |γi et |ϕi comme des formes semi-linéaires sur F et G en considérant respectivement les
semi-dualités hF |Gi et hG|F i , est à la base du formalisme de Dirac (cf. 5.19).

EXEMPLE 1 La semi-dualité

F |F †

®
définie au début de ce paragraphe est séparante à

droite, puisque la forme semi-linéaire µ est nulle si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ F, on a
hϕ|µiF = 0 . En fait µ = |µi ! La topologie faible σ

¡
F †, F

¢
est évidemment la même que celle

de la définition 3.1.5. Si p est une semi-norme sur F , pour tout µ ∈ F † , nous poserons (cf.
définition 3.1.2)

kµkp := kµkp,|·| := supϕ∈F,p(ϕ)61 |hϕ|µi| ∈ R+ .
Grâce au lemme 2.2, si kµkp <∞ on a

|hϕ|µi| 6 p (ϕ) · kµkp pour tout ϕ ∈ F et µ ∈ F † .
Nous dirons que c’est l’ inégalité de Hölder abstraite .

Dire que la semi-dualité

F |F †

®
est séparante à gauche signifie que, pour tout ϕ ∈ F ,

il existe une forme semi-linéaire continue sur F telle que µ (ϕ) = hϕ|µiF 6= 0 . Le théorème
de Hahn-Banach (cf. théorème 3.6) répondra à la question : elle est séparante à gauche si, et
seulement si, F est séparé.

EXEMPLE 2 Si µ ∈ F † , alors
hµ| : F −→ K : ϕ 7−→ hµ|ϕiF † = hϕ|µiF

est la forme linéaire canonique associée à la forme semi-linéaire |µi et
|µi 7−→ hµ| : F † −→ F 0
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est une bijection semi-linéaire.

EXEMPLE 3 Soit ¦ : F −→ F une involution , i.e. une application semi-linéaire dont le
carré est l’identité :

α · ϕ = α · ϕ , ϕ+ ψ = ϕ+ ψ et ϕ = ϕ pour tout α ∈ K et ϕ,ψ ∈ F .
Alors

(ϕ, µ) 7−→ hϕ|µiF := hϕ, µiF : F × F 0 −→ K
définit une semi-dualité hF |F 0i . Dans ce cas on considère F 0 comme le semi-dual de F grâce
à l’application semi-linéaire

F 0 −→ F † : µ 7−→ |µi : ”ϕ 7−→ hϕ, µi = µ (ϕ) ” .
L’involution duale est définie par

hϕ|µi := hϕ|µi pour tout ϕ ∈ F et µ ∈ F † .

EXEMPLE 4 Soient X un espace topologique séparé, µ une intégrale de Radon sur X et
p, q ∈ [1,∞] tels que 1

p
+ 1

q
= 1 . On définit une semi-dualité hLp (µ)|Lq (µ)i en posant

hf | gi :=
Z
f · g dµ pour tout f ∈ Lp (µ) et g ∈ Lq (µ) ,

ce qui a un sens puisque f · g ∈ L1 (µ) par l’inégalité de Hölder. Elle est séparante.

En effet si p 6=∞ et f ∈ Lp (µ)r{0} , la fonction g := sgn f · |f |p−1 ∈ Lq (µ) . C’est évident
si p = 1 ; si p ∈ ]1,∞[ , on a (p− 1) · q = p etZ ∗

|g|q dµ =
Z ∗

|f |(p−1)q dµ =
Z ∗

|f |p dµ <∞ .

Il vient alors

hf | gi =
Z
f · sgn f · |f |p−1 dµ =

Z
|f |p dµ 6= 0 .

Si p = ∞ et f ∈ L∞ (µ) r {0} , il existe une partie µ-intégrable A telle que µ (A) > 0 et
|f | > 0 µ-p.p. sur A . La fonction g := 1A · sgn f ∈ L1 (µ) et

hf | gi =
Z
A

f · sgn f dµ =
Z
A

|f | dµ > 0 .

Nous avons donc démontré que cette semi-dualité est séparante à gauche. Par symétrie elle
l’est aussi à droite. ¤

En particulier si X = n = {0, . . . , n− 1} et µ = # , on retrouve la semi-dualité séparante
hKn|Kni définie par

hx| yi =
X
j∈n
xj · yj pour tout x, y ∈ Kn .

Cette formule montre qu’il est raisonnable de considérer les vecteurs bra et ket comme des
vecteurs ligne et respectivement colonne :

hx| = (xj)j∈n , |yi = (yj)|j∈n .
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La ”bracket” est alors une multiplication matricielle :

hx| yi = (xj)j∈n (yj)
|
j∈n .

EXEMPLE 5 Reprenons les notations de l’exemple 1.2.3. On définit une semi-dualité,¿
L2 (µ, ρ)

¯̄̄̄
L2
µ
µ,
1

ρ

¶À
en posant

hf | giµ,ρ :=
Z
f̄ · g dµ pour tout f ∈ L2 (µ, ρ) et g ∈ L2

µ
µ,
1

ρ

¶
.

En effet on a f = 0 µ-p.p. sur {ρ =∞} , g = 0 µ-p.p. sur
n
1
ρ
=∞

o
= {ρ = 0} et l’inégalité

de Hölder montre queµZ ∗ ¯̄
f̄ · g

¯̄
dµ

¶2
=

µZ ∗
|f | ·√ρ · |g| · 1√

ρ
dµ

¶2
6
Z ∗

|f |2 · ρ dµ ·
Z ∗

|g|2 · 1
ρ
dµ <∞ .

Attention aux notations, il ne faut pas confondre le produit scalaire ( ·| ·)µ,ρ de L2 (µ, ρ) et la
semi-dualité h·| ·iµ,ρ !

L’application

Mρ : f 7−→ ρ · f : L2 (µ, ρ) −→ L2
µ
µ,
1

ρ

¶
est manisfestement une isométrie, puisque

kρ · fk22,µ, 1
ρ
=

Z ∗
|ρ · f |2 · 1

ρ
dµ =

Z ∗
|f |2 · ρ dµ = kfk22,µ,ρ .

Elle est surjective et son inverse est évidemment M 1
ρ
. Le théorème de représentation de Riesz

montre donc que L2
³
µ, 1

ρ

´
est isométrique au semi-dual fort de L2 (µ, ρ) par R ◦M1/ρ , et en

les identifiant, que Mρ est l’application de Riesz :

.

Nous verrons plus tard qu’il est plus naturel de considérer L2
³
µ, 1

ρ

´
comme le semi-dual

de L2 (µ, ρ) .

DEFINITION 4 On dit que les deux suites (ϕk)k=1,...,n ⊂ F et (µl)l=1,...,n ⊂ F
~
sont bior-

thogonales si

hϕk|µliF = δk,l pour tout k, l = 1, . . . , n . (∗)

On vérifie immédiatement que ces suites sont linéairement indépendantes.
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LEMME Soient F un espace vectoriel, (µl)l=1,...,n ⊂ F~ une suite finie libre de formes semi-
linéaires sur F . Alors

(i)

(a) Il existe une suite finie (ϕk)k=1,...,n qui soit biorthogonale avec (µl)l=1,...,n .

(b) Pour tout µ ∈ F~ , on a l’implication

Kerµ ⊃
n\
j=1

Kerµj =⇒ µ est une combinaison linéaire des µj .

(ii) Si H un sous-espace vectoriel de F tel que

F = H ⊕
Ã

n\
j=1

Kerµj

!
,

il existe une unique suite finie (ϕk)k=1,...,n ⊂ H qui soit biorthogonale avec (µl)l=1,...,n .
C’est une base de H et tout ϕ ∈ H s’écrit sous la forme

ϕ =
nX
j=1


µj
¯̄
ϕ
®
· ϕj .

Dmonstration de (i) Remarquons tout d’abord que (a) ⇒ (b). Si (ϕk)k=1,...,n est une
suite biorthogonale avec (µl)l=1,...,n ,

ϕ =
nX
j=1


ϕ|µj

®
· ϕj + γ

est l’unique décomposition de ϕ ∈ F telle que

γ := ϕ−
nX
j=1


ϕ|µj

®
· ϕj ∈

n\
j=1

Kerµj .

En particulier

F =

Ã
nM
j=1

K · ϕj

!
⊕
Ã

n\
j=1

Kerµj

!
.

L’assertion (b) est alors immédiate, car si µ ∈ F~ et Kerµ ⊃
Tn
j=1Kerµj , pour tout ϕ ∈ F ,

il vient

hϕ|µi =
*

nX
j=1


ϕ|µj

®
· ϕj

¯̄̄̄
¯µ
+
+ hγ|µi =

=
nX
j=1


ϕ|µj

®
·

ϕj
¯̄
µ
®
=

*
ϕ

¯̄̄̄
¯
nX
j=1


ϕj
¯̄
µ
®
· µj

+
,

donc

µ =
nX
j=1


ϕj
¯̄
µ
®
· µj .
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Nous aurons donc prouvé (i) lorsque nous aurons prouvé l’existence d’une suite biorthogonale
avec (µl)l=1,...,n , ce qui découle de (ii), puisque

Tn
j=1Kerµj possède un supplémeentaire algé-

brique : il suffit de compléter une base algébrique de ce sous-espace vectoriel en une base de
F .

Dmonstration de (ii) Elle se fait par récurrence sur n . Le cas n = 0 est trivial en
considérant les suites vides, puisque

T0
j=1Kerµj = F , donc H = {0} . Supposons que le

résultat soit vrai pour n et soient (µl)l=1,...,n+1 une suite de formes semi-linéaires libre. Comme
µn+1 n’est pas une combinaison linéaire des µj pour j = 1, . . . , n , grâce à l’hypothèse de
récurrence et au fait que (a) entraîne (b), le noyau Kerµn+1 ne contient pas

Tn
j=1Kerµj ; il

existe donc ]ϕn+1 ∈
Tn
j=1Kerµj tel que


]ϕn+1

¯̄
µn+1

®
= 1 , donc tel que


]ϕn+1

¯̄
µl
®
= δn+1,l

pour tout l = 1, . . . , n+ 1 . Considérons la décomposition]ϕn+1 = ϕn+1 + γ telle que ϕn+1 ∈ H
et γ ∈

Tn+1
j=1 Kerµj . Il vient

δn+1,l =

]ϕn+1

¯̄
µl
®
=

ϕn+1 + γ

¯̄
µl
®
=

ϕn+1

¯̄
µl
®

pour tout l = 1, . . . , n+ 1 .

On en déduit que

H = H ∩Kerµn+1 ⊕K · ϕn+1 ,
donc que

F = H ⊕
Ã
n+1\
j=1

Kerµj

!
= H ∩Kerµn+1 ⊕

Ã
n\
j=1

Kerµj

!
.

Par l’hypothèse de récurrence, il existe une suite
¡
ϕj
¢
j=1,...,n

⊂ H∩Kerµn+1 biorthogonale avec
(µl)l=1,...,n . Il est alors clair que

¡
ϕj
¢
j=1,...,n+1

est biorthogonale avec
¡
µj
¢
j=1,...,n+1

.
Puisque

F =

Ã
nM
j=1

K · ϕj

!
⊕
Ã

n\
j=1

Kerµj

!
= H ⊕

Ã
n\
j=1

Kerµj

!
et

nM
j=1

K · ϕj ⊂ H ,

on a
Ln

j=1K · ϕj = H , donc (ϕk)k=1,...,n est une base de H .
Pour prouver l’unicité, soit (ψk)k=1,...,n ⊂ H une autre suite biorthogonale avec

¡
µj
¢
. On a

ϕk =
Pn

j=1 ck,j · ψj , donc

δk,l = hϕk|µli =
nX
j=1

ck,j ·

ψj
¯̄
µl
®
= ck,l ,

et par suite ψk = ϕk . ¤

REMARQUE 2 Il est possible de simplifier quelque peu la démonstration de (i)(a) ; par
contre la version duale de cette assertion est beaucoup plus simple à démontrer. Si

¡
ϕj
¢
j=1,...,n

⊂
F est une suite linéairement indépendante, alors tout ϕ ∈ lin

¡
ϕj
¢
j=1,...,n

s’écrit de manière
unique sous la forme

ϕ =
nX
j=1

cj (ϕ) · ϕj .
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L’application ϕ 7−→ cj (ϕ) : lin
¡
ϕj
¢
j=1,...,n

−→ K est une forme semi-linéaire que l’on peut
prolonger (existence d’un supplémentaire algébrique) en une forme semi-linéaire µj sur F . Il
est alors clair que (ϕk)k=1,...,n et (µl)l=1,...,n sont biorthogonales.

Si dimF = n , alors (ϕk)k=1,...,n et (µl)l=1,...,n sont des bases de F et F~ respectivement,
dites duales l’une de l’autre.

THEOREME Soit hF |Gi une semi-dualité. On a
(Fσ)

† = |Gi ,
où |Gi désigne l’image de l’application canonique

|·i : γ 7−→ |γi : G −→ F~ .

Pour tout γ ∈ G , la forme semi-linéaire |γi est continue sur Fσ par définition de σ (F,G) .
Réciproquement, si µ est une forme semi-linéaire continue sur Fσ , il existe (corollaire 2.2) une
partie finie Γ ⊂ G telle que

|µ| 6 max
¯̄
|Γi
¯̄
.

On peut supposer que Γ , donc aussi |Γi , est linéairement indépendante ; il suffit en effet de
considérer une partie Γ0 ⊂ Γ et engendrant Γ , car il existe c ∈ R+ tel que

max
¯̄
|Γi
¯̄
6 max

¯̄
|c · Γ0i

¯̄
.

Si ϕ ∈
T

γ∈ΓKer |γi , alors |hϕ|µi| 6 max |hϕ|Γi| = 0 , donc ϕ ∈ Kerµ . Par le lemme (ii), il
existe (cγ)γ∈Γ ∈ K(Γ) telle que µ =

P
γ∈Γ cγ · |γi =

¯̄̄P
γ∈Γ cγ · γ

E
, ce qu’il fallait démontrer.

¤

DEFINITION 5 Nous dirons qu’une topologie localement convexe T sur F est compatible
avec la semi-dualité hF |Gi si

(FT)
† = |Gi .

EXEMPLE 6 Le théorème montre que la topologie faible σ (F,G) est compatible avec la
dualité. C’est la moins fine, i.e. FT −→ Fσ est continue, puisque chaque

¯̄
|γi
¯̄
pour γ ∈ G est

évidemment une semi-norme continue sur FT .

REMARQUE 3 Si hF |Gi est une semi-dualité séparante à droite, on peut identifier G avec
|Gi , donc G avec le semi-dual (Fσ)† de F muni de la topologie faible σ (F,G) .

Par symétrie si hF |Gi est une semi-dualité séparante à gauche, on peut identifier F avec
hF | , donc F avec le semi-dual (Gσ)

† de G muni de la topologie faible σ (G,F ) .

REMARQUE 4 Si F est un espace localement convexe, il existe au moins deux topologies
localement convexes compatible avec la semi-dualité


F |F †

®
: la topologie initiale TF et la

topologie faible σ
¡
F, F †

¢
, mais elles sont en général différentes, i.e.

F † = (Fσ)
† , mais F 6= Fσ en général .
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EXEMPLE 7 Soit F un espace préhilbertien. Le produit scalaire ( ·| ·) définit une semi-
dualité (F |F ) séparante.

Mais attention, TF n’est pas nécessairement compatible avec cette semi-dualité et les diffé-
rentes topologies à disposition sont différentes ; on a les inclusions, en général strictes, suivantes :

σ (F,F ) ⊂ σ
¡
F, F †

¢
⊂ TF .

Si H est un espace de Hilbert, le théorème de représentation de Riesz montre que l’on peut
considérer l’espace de droite H dans la semi-dualité (H|H) comme le semi-dual H† de H , ce
qui montre TH est compatible avec cette semi-dualité.

EXEMPLE 8 (Intégrales de Radon réelles et complexes)

Rappelons qu’une intégrale de Radon surX peut être identifiée à une forme linéaire positive
sur KR (X) (cf. cours d’Analyse [17], théorème 14.6). Nous préciserons en disant que c’est une
intégrale de Radon positive .

DEFINITION 6 On dit qu’une forme linéaire continue µ sur K (X) , i.e. µ ∈ M (X) :=
K (X)0 , est une intégrale de Radon réelle respectivement complexe si K = R respectivement
K = C . Nous considérerons toujours la semi-dualité hK (X)|M (X)i définie par

hϕ|µiK(X) := hϕ, µi = µ (ϕ) .
Par restriction, on obtient une correspondance biunivoque entre les intégrales de Radon com-
plexes, qui sont réelles sur KR (X) , et les intégrales de Radon réelles.

Par définition de la topologie localement convexe finale sur K (X) (cf. exemple 2.10.2), la
proposition 2.10 montre qu’une forme linéaire µ sur K (X) est une intégrale de Radon si, et
seulement si, pour tout compact K ⊂ X , la restriction de µ à K (X,K) est continue, ce qui
signifie qu’il existe c ∈ R+ tels que¯̄̄

hϕ|µiK(X)
¯̄̄
6 c · kϕk∞,K pour tout ϕ ∈ K (X,K) .

Cette définition est justifiée par le résultat suivant :

PROPOSITION Toute forme linéaire positive sur K (X) est continue, et toute forme li-
néaire continue sur K (X) est une combinaison linéaire de formes linéaires positives.

Si µ est une forme linéaire positive sur K (X) , pour tout K ∈ K (X) et ϕ ∈ K (X,K) , on
a ¯̄̄

hϕ|µiK(X)
¯̄̄
=

¯̄̄̄Z
ϕ dµ

¯̄̄̄
6 µ (K) · kϕk∞ ,

ce qui montre que µ est continue. Pour la seconde partie on peut consulter le livre de Dieudonné
[7], XIII.1-3. ¤

REMARQUE 5 L’étape importante de la démonstration de cette proposition est de prouver
l’existence de la valeur absolue |µ| d’une intégrale de Radon complexe µ , puis queMR (X) est
un espace vectoriel réticulé : Pour tout ϕ ∈ K+ (X) , on posant

ϕ
¯̄
|µ|
®
K(X) = supψ∈K(X),|ψ|6ϕ

¯̄̄
hψ|µiK(X)

¯̄̄
,
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on définit une forme linéaire croissante sur le cône convexe K+ (X) , qui se prolonge en une
forme linéaire positive sur K (X) . On définit également l’ intégrale de Radon conjuguée µ (cf.
exemple 3 ci-dessus) par

hϕ|µiK(X) := hϕ|µiK(X) pour tout ϕ ∈ K (X) ,
ainsi que la partie réelle Reµ et la partie imaginaire Imµ de µ par

Reµ :=
1

2
· (µ+ µ) et Imµ :=

1

2i
· (µ− µ) .

On peut alors poser

µ1 := max (Reµ, 0) , µ−1 := max (−Reµ, 0) ,
ainsi que

µi := max (Imµ, 0) , µ−i := max (− Imµ, 0) .

Ces intégrales de Radon sont les seules telles que

µ =
X
ε4=1

ε · µε et min
¡
µ1,µ−1

¢
= min

¡
µi, µ−i

¢
= 0

(cf. aussi ibid., XIII.15). On a

µε 6 |µ| 6
X
ε4=1

µε .

Si f est une fonction µ-intégrable, i.e. |µ|-intégrable ou encore µε-intégrable pour chaque
ε , on pose Z

f dµ :=
X
ε4=1

ε ·
Z
f dµε ,

et on a ¯̄̄̄Z
f dµ

¯̄̄̄
6
Z
|f | d |µ| .

On désigne encore par L1 (µ) l’espace vectoriel des classes, modulo les fonctions µ-négligeables,
i.e. |µ|-négligeables, de fonctions µ-intégrables, muni de la norme

kfk1 :=
Z
|f | d |µ| .

Si µ est une intégrale de Radon complexe et f ∈ L1loc (µ) := L1loc (|µ|) , alors
|f · µ| = |f | · |µ|

(cf. ibid., XIII.16).

EXERCICE 1 On considère la semi-dualité hC ([0, 1])|M ([0, 1])i . Montrer qu’il existe une
suite (fk)k∈N ⊂ C ([0, 1]) qui converge ponctuellement vers 0 sur [0, 1] et une suite (µk)k∈N ⊂
M ([0, 1]) qui converge faiblement vers l’intégrale de Dirac ε0 en 0 , mais telles que

hfk|µki = 1 pour tout k ∈ N
et

limk liml hfk|µli = 0 = liml limk hfk|µli .

EXERCICE 2 Soit F un espace vectoriel.
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(a) Montrer que tout sous-espace vectoriel W de F est de la forme KerB , où B est une
application linéaire surjective de F sur un espace vectoriel H .

(b) Si P : F −→ F est un projecteur, i.e. P 2 = P , alors

F = KerP ⊕ P (F ) .
(c) Soit D une application linéaire surjective de F sur un espace vectoriel G . Une application
linéaire R : G −→ F telle que DR = IdG est dite une rétraction linéaire de D . C’est un choix,
dépendant linéairement de g ∈ G , parmi les solutions de l’équation Df = g . Montrer que

F = KerD ⊕R (G) .
(d) Soit W un sous-espace vectoriel de F . Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) On a

F = KerD ⊕W
(ii) D|W :W −→ G est bijective.
(iii) Il existe une rétraction linéaire R de D telle que R (G) =W .
(iv) Il existe un projecteur P : F −→ F tel que KerP = KerD et P (F ) =W .

Dans ce cas
−1
D :=

−1
D|W : G −→ F est l’unique rétraction de D dont l’image est W et

−1
DD

est l’unique projecteur satisfaisant à (iv).

(e) Soit B une application linéaire surjective de F sur un espace vectoriel H . Pour que la
somme KerD +KerB soit directe, respectivement que F = KerD +KerB , il faut et il suffit
que B|KerD : KerD −→ H soit injective, respectivement surjective.

Ainsi

F = KerD ⊕KerB ,

si, et seulement si, B|KerD : KerD −→ H est bijective. Dans ce cas
−1
BB est l’unique projecteur

Q tel Q (F ) = KerD et KerQ = KerB . En particulier
−1
DD = Id−

−1
BB .

Si S est une rétraction quelconque de D , alors R :=
µ
Id−

−1
BB

¶
S est l’unique rétraction

de D telle que R (G) = KerB .

(f) Supposons que B = (µl)l=1,...,n , où (µl)l=1,...,n est une suite linéairement indépendante de
F

~
. Nous allons calculer la suite (ϕk)k=1,...,n ⊂ KerD qui lui est biorthogonale (cf. lemme 3.4),

en supposant connu des suites biorthogonales (ψk)k=1,...,n et (νl)l=1,...,n , tel que (ψk)k=1,...,n soit
une base de KerD .

(i) Déterminer la matrice M de B|KerD dans les bases (ψk)k=1,...,n et (ek)k=1,...,n de
KerD et Kn .
(ii) Si T est l’application linéaire dans KerD telle que Tψk = ϕk , montrer que la
matrice de T dans la base (ψk)k=1,...,n est l’inverse de M .

(iii) Quelle est la décomposition de ϕk dans la base (ψk)k=1,...,n ?

(g) Considérons l’exemple F := AC(n) (J) , où J est un intervalle de R , τ ∈ J , n ∈ N et
D := ∂n : AC(n) (J) −→ L1loc (J) .
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Pour l = 0, . . . , n− 1 , soit νl : AC(n) (J) −→ C : ϕ 7−→ ∂lϕ (τ) .
Montrer que Ker ∂n = Pn−1 (J) , l’espace vectoriel des polynômes de degré 6 n − 1 et

calculer la base (ψk)k=0,...,n−1 biorthogonale à (νl)l=0,...,n−1 et la rétraction S de ∂n telle que
νl ◦ S (L1loc (J)) = {0} . Déterminer le noyau κ : J × J −→ C tel que S s’écrive comme un
opérateur intégral

S : L1loc (J) −→ AC(n) (J) : g 7−→
Z
J

κ (·, s) · g (s) ds .

Utiliser la solution générale de l’équation différentielle ∂nf = g pour g ∈ L1loc (J) en
n’oubliant pas d’appliquer le théorème de Fubini !

(h) Soient (τ l)l=0,...,n−1 ⊂ J , µl : AC(n) (J) −→ C : ϕ 7−→ ϕ (τ l) et B := (µl)l=0,...,n−1 :

AC(n) (J) −→ Cn . Sous quelle condition est-ce que B|Ker ∂n : Ker ∂n −→ Cn est bijective ?
Dans ce cas calculer la base (ϕk)k=0,...,n−1 biorthogonale à (µl)l=0,...,n−1 , la rétraction R de ∂

n

telle que µl ◦R (L1loc (J)) = {0} et le noyau correspondant.
(i) Soient (Jl)l=0,...,n−1 une suite d’intervalles de J et µl : AC(n) (J) −→ C : ϕ 7−→

R
Jl
∂lϕ .

Sous quelle condition est-ce que B|Ker ∂n : Ker ∂n −→ Cn est bijective ? Dans ce cas calculer la
base (ϕk)k=0,...,n−1 biorthogonale à (µl)l=0,...,n−1 , la rétractionR de ∂

n telle que µl◦R (L1loc (J)) =
{0} et le noyau correspondant.
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3.5 Applications linéaires de rang fini

DEFINITION 1 Rappelons qu’une application linéaire T : F −→ G est de rang fini si le
sous-espace vectoriel T (F ) de G est de dimension finie. On désigne par Lf (F,G) le sous-espace
vectoriel de L (F,G) formé de ces applications, et par Lf (F,G) le sous-espace vectoriel de
L (F,G) de celles qui sont continues.

Soient m = dimT (F ) et Φ : T (F ) −→ Km un isomorphisme d’espace vectoriel, ce qui
revient à choisir une base

¡
γj
¢
j=1,...,m

de T (F ) telle que Φγj = ej . Pour tout ϕ ∈ F , on peut
écrire

Tϕ = Φ−1 (Φ ◦ T (ϕ)) = Φ−1

Ã
mX
j=1

prj (Φ ◦ T (ϕ)) · ej

!
=

mX
j=1

prj ◦Φ ◦ T (ϕ) · γj

et

µj := prj ◦Φ ◦ T : F −→ K : ϕ 7−→ prj ◦Φ ◦ T
est une forme semi-linéaire sur F . On a donc

Tϕ =
mX
j=1


ϕ
¯̄
µj
®
F
· γj =

mX
j=1

γj ·

µj
¯̄
ϕ
®
F~

.

Réciproquement, quelles que soient les suites
¡
γj
¢
j=1,...,m

⊂ G et
¡
µj
¢
j=1,...,m

⊂ F ~
, l’ap-

plication linéaire définie par

T :=
mX
j=1

γj ·

µj
¯̄
·
®
F
~ (∗)

est de rang fini.
Remarquons que T est continue si, et seulement si, T : F −→ T (F ) est continue en

munissant T (F ) de la topologie induite. On a alors immédiatement le résultat suivant :

PROPOSITION Supposons que G est séparé. Une application linéaire T : F −→ G de rang
fini est continue si, et seulement si, elle est de la forme (∗) , où

¡
γj
¢
j=1,...,m

⊂ T (F ) , et chaque
µj est une forme semi-linéaire continue sur F .

Si T est continue, il est clair que µj = prj ◦Φ ◦ T ∈ F † , puisque Φ est un isomorphisme
d’espace localement convexe (théorème 2.7). Réciproquement, si q est une semi-norme continue
sur G , alors q ◦T 6

Pm
j=1

¯̄
µj
¯̄
·
®¯̄
· q
¡
γj
¢
et le membre de droite est une semi-norme continue

sur F . ¤

REMARQUE 1 Cette proposition généralise le corollaire 2.7.ii : Si
¡
µj
¢
j=1,...,m

⊂ F † , alors
une application linéaire de rang fini de la forme (∗) est continue de F dans tout espace localement
convexe G contenant

¡
γj
¢
j=1,...,m

.
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COROLLAIRE Il existe une unique application linéaire bijective de |Gi

F †
¯̄
sur Lf (F,G)

telle que l’image de |γi hµ| soit l’application linéaire
γ · hµ| ·iF † : F −→ G : ϕ 7−→ γ · hµ|ϕiF †

de rang 1 . Nous identifierons |Gi

F †
¯̄
à Lf (F,G) .

Plus précisément toute application linéaire de rang fini T : F −→ G s’écrit sous la forme

T :=
mX
j=1

¯̄
γj
® 
µj
¯̄
,

où
¡
γj
¢
j=1,...,m

⊂ T (F ) et
¡
µj
¢
j=1,...,m

⊂ F ~
. Elle est continue si, et seulement si,

¡
µj
¢
j=1,...,m

⊂
F † .

En particulier |F i

F †
¯̄
s’identifie à Lf (F ) et

¯̄
F †
® 
F †
¯̄
à Lf

¡
F,F †

¢
. En outre il existe

une unique forme linéaire

Tr : Lf (F ) −→ K
telle que

Tr (|ϕi hµ|) = hµ|ϕiF † pour tout ϕ ∈ F et µ ∈ F † .
Elle est continue pour la topologie induite par |F i i


F †
¯̄
. Si (ψk)k=1,...,n et (νk)k=1,...,n sont

biorthogonales et T ∈ Lf (F ) est tel que T (F ) ⊂ lin (ψk)k=1,...,n , alors

TrT =
X
k∈K

hνk|Tψki .

L’application

s : G× F ~ −→ L (F,G) : (γ, µ) 7−→ γ · hµ| ·iF~
est sesquilinéaire à droite, donc définit une application linéaire es : |Gi F ~ ¯̄ −→ L (F,G) .
Utilisant la proposition, il nous suffit de montrer que cette application est injective. Etant
donné t ∈ |Gi


F

~ ¯̄
tel que es (t) = 0 , nous pouvons supposer que t = Pn

j=1

¯̄
γj
® 
µj
¯̄
et que¡

γj
¢
j=1,...,n

est libre par le lemme 2.14. Etant donné ϕ ∈ F , on a

0 = es (t)ϕ = nX
j=1

γj ·

µj
¯̄
ϕ
®
,

donc

µj
¯̄
ϕ
®
= 0 pour tout j = 1, . . . , n ; ceci montre que µj = 0 , et par suite que t = 0 , ce

qui démontre la première partie.
L’application F × F † −→ K : (ϕ, µ) 7−→ hµ|ϕiF † est semi-linéaire à droite et séparément

continue, donc induit une forme linéaire continue Tr sur |F i i

F †
¯̄
. Etant donné T ∈ Lf (F ) ,

que nous pouvons supposer être de la forme T =
Pm

j=1

¯̄
ϕj
® 
µj
¯̄
, où

¡
ϕj
¢
j=1,...,m

⊂ T (F ) , on
obtient

nX
k=1

hνk|Tψki =
nX
k=1

*
νk

¯̄̄̄
¯
mX
j=1

¯̄
ϕj
® 
µj
¯̄
ψk

+
=

mX
j=1

nX
k=1


νk|ϕj

®
·

µj
¯̄
ψk
®
=

=
mX
j=1

*
µj

¯̄̄̄
¯
nX
k=1


νk|ϕj

®
· ψk

+
=

mX
j=1


µj
¯̄
ϕj
®
= TrT .

¤
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DEFINITION 2 Pour tout T ∈ Lf (F ) , on dit que TrT est la trace de T .

Cette notion correspond bien avec celle donnée dans le cours d’Algèbre linéaire, puisque
pour toute base (ψk)k=1,...,n de F , si (νk)k=1,...,n est la base duale associée (cf. remarque 3.4.2),
les coefficient hνk|Tψki sont ceux de la diagonale de la matrice de T dans la base (ψk)k=1,...,n .

REMARQUE 2 De la même manière on montre que G⊗ F 0 s’identifie à Lf (F,G) en iden-
tifiant γ ⊗ µ avec l’application linéaire

γ · hµ, ·iF 0 : F −→ G : ϕ 7−→ γ · hµ,ϕiF 0
de rang 1 .

EXEMPLE 1 (Cas des noyaux à variables séparées)
Nous utilisons les notations de 3.3 et de l’exemple 2.14.2. Supposons que le noyau κ soit

de la forme

κ =
mX
j=1

|fji hgj| : (x, y) 7−→
mX
j=1

fj (x) · gj (y) : X × Y −→ K .

On dit que c’est un noyau à variables séparées . Les hypothèses (a)-(d) de 3.3 sont satisfaites
si, pour tout j = 1, . . . ,m , on a

(a) gj ∈ L1 (ν) .
(b) fj ∈ C (X) .
(c) C’est automatiquement vérifié grâce à (a) et (b).

L’application linéaire K s’écrit alors

K : Cb (Y ) −→ C (X) : γ 7−→
mX
j=1

µZ
γ · gj dν

¶
· fj .

Elle est de rang fini et bien de la forme (∗) , puisque γ 7−→
Z

γ · gj dν est une forme linéaire
sur Cb (Y ) quel que soit j . Ces formes linéaires sont continues, car on a¯̄̄̄Z

γ · gj dν
¯̄̄̄
6
Z
|γ| · |gj| dν 6

µZ
|gj| dν

¶
· kγk∞ .

Ceci montre aussi que si K est à valeurs dans un espace localement convexe F ⊂ C (X) , alors
K est continue.

(d) fj ∈ Cb (X) .
On a M 6

Pm
j=1 kfjk∞ ·

R
|gj| dν .

Pour conclure remarquons que gj intervient comme une densité par rapport à ν . On aZ
γ · gj dν = hgj · ν| γiM(Y )

et il vient

Kγ =
mX
j=1

µZ
γ · gj dν

¶
· fj =

mX
j=1

fj · hgj · ν| γiM(Y ) =

Ã
mX
j=1

|fji hgj · ν|
!
(γ) ,

Claude Portenier SEMI-DUALITÉ 161



3.5 Applications linéaires de rang fini

i.e.

K =
mX
j=1

|fji hgj · ν| .

EXERCICE Peut-on exprimer M simplement à l’aide des fj et gj ? Etudier le cas X =
Y := {1, . . . , n} et ν := # .

EXEMPLE 2 Soient (ϕk)k=1,...,n ⊂ F et (µl)l=0,...,n ⊂ F
~
des suites biorthogonales (cf. défi-

nition 3.4.4). L’application

P :=
nX
j=1

¯̄
ϕj
® 
µj
¯̄
: F −→ F

est le projecteur, i.e. P 2 = P , sur lin
¡
ϕj
¢
j=1,...,n

tel que KerP =
Tn
j=1Kerµj .

En effet, pour tout ϕ ∈ F , on a

P 2ϕ =

Ã
nX
k=1

|ϕki hµk|
!Ã

nX
l=1

ϕl · hµl|ϕi
!
=

nX
k,l=1

ϕk · hµk|ϕli hµl|ϕi =

=
nX
k=1

ϕk · hµk|ϕi =
Ã

nX
k=1

|ϕki hµk|
!
(ϕ) = Pϕ

et

0 = Pϕ =
nX
k=1

ϕk · hµk|ϕi

est équivalent à hµk|ϕi = 0 pour tout k = 1, . . . , n , donc à ϕ ∈
Tn
j=1Kerµj puisque

¡
ϕj
¢
j=1,...,n

est libre. ¤
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Théorème de Hahn-Banach 3.6

3.6 Théorème de Hahn-Banach

L’un des problèmes fondamentaux de l’analyse fonctionnelle consiste à montrer l’existence
d’une forme (semi-)linéaire ayant certaines propriétés, que nous supposerons s’exprimer par des
égalités et des inégalités. On peut toujours se ramener à un un problème du type : trouver une
forme R-linéaire µ sur l’espace vectoriel réel F telle que

µ
¡
ϕj
¢
6 αj pour tout j ∈ J ,

où
¡
ϕj
¢
j∈J et (αj)j∈J sont des familles quelconques de F et R respectivement. En effet µ (ϕ) > α

est équivalent à µ (−ϕ) 6 −α .
Il est préférable en général de remplacer ces données en introduisant une famille (en général

finie) de fonctionnelles sous-linéaires (qj)j∈J . Par exemple l’inégalité µ
¡
ϕj
¢
6 αj est équivalente

à µ 6 r∞j en définissant

r : R+ · ϕj −→ R : a · ϕj 7−→ a · αj
(cf. théorème 2.1.iii).

Nous écrirons donc le problème sous la forme

µ 6 qj pour tout j ∈ J .
Grâce au théorème 2.1.i cela est équivalent à

µ 6
^
j∈J
qj .

PROPOSITION Soit p une forme sous-linéaire. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) p est R-linéaire.
(ii) p est minimale dans SL (F ) par rapport à 6 , i.e.

q ∈ SL (F ) et q 6 p =⇒ q = p .

(iii) Pour tout ϕ ∈ F , on a
p (ϕ) = −p (−ϕ) .

(i) ⇒ (ii) Par la proposition 2.1.i appliqué à q , pour tout ϕ ∈ F , on obtient
−q (ϕ) 6 q (−ϕ) 6 p (−ϕ) = −p (ϕ) ,

ce qui montre que p 6 q , donc que q = p .
(ii) ⇒ (iii) Si p est minimale, pour tout ϕ ∈ F , introduisons la fonctionnelle

r : R+ · ϕ −→ R : α · ϕ 7−→ −α · p (−ϕ) .
Ell est évidemment positivement homogène et sous-linéaire sur le cône convexe R+ · ϕ . Par le
théorème 2.1.ii p ∧ r∞ ∈ SL (F ) , car pour tout ψ ∈ F , on a

p ∧ r∞ (ψ) = inf ϕ1,ϕ2∈F
ϕ1+ϕ2=ϕ

£
p (ϕ1) + r

∞ (ϕ2)
¤
= infα∈R+

£
p (ψ − α · ϕ)− α · p (−ϕ)

¤
,
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puisqu’il suffit de considérer les ϕ2 de la forme α · ψ , et
p (ψ − α · ϕ)− α · p (−ϕ) = p (ψ − α · ϕ)− p (ψ − α · ϕ− ψ) >

> p (ψ − α · ϕ)− p (ψ − α · ϕ)− p (−ψ) > −p (−ψ) > −∞ ,

ce qui montre que p ∧ r∞ (ψ) > −∞ .
Mais comme p∧r∞ 6 p , on a p∧r∞ = p par la minimalité de p . On en déduit, en prenanr

α = 1 dans la définition, que

p (ϕ) = p ∧ r∞ (ϕ) 6 −p (−ϕ) 6 p (ϕ)
grâce à la proposition 2.1.i. Nous avons donc prouvé que p (ϕ) = −p (−ϕ) .
(iii) ⇒ (i) La condition entraîne immédiatement l’homogénéité de p . Pour tout ϕ,ψ ∈ F ,
on a alors

p (ϕ+ ψ) 6 p (ϕ) + p (ψ) = p (ϕ) + p (ϕ+ ψ − ϕ) 6 p (ϕ) + p (ϕ+ ψ) + p (−ϕ) = p (ϕ+ ψ) ,

donc l’additivité. Ceci finit de prouver que p est R-linéaire. ¤

SCOLIE (Principe d’Orlicz) Si p est une forme sous-linéaire, il existe une forme R-
linéaire µ sur F telle que µ 6 p .

En particulier, si (qj)j∈J est une famille de fonctionnelles sous-linéaires sur l’espace vectoriel
F telle que

−∞ <
^
j∈J
qj <∞ sur F ,

alors il existe une forme R-linéaire µ sur F telle que
µ 6 qj pour tout j ∈ J .

Par le principe de maximalité de Hausdorff, il existe une chaîne maximale S ⊂ SL (F ) telle
que p ∈ S . Posons µ := inf S 6 p . Pour tout q ∈ S , on a ou bien q > p ou bien q 6 p . Dans
ce dernier cas, pour tout ϕ ∈ F , il vient

−p (−ϕ) 6 −q (−ϕ) 6 q (ϕ)
par la proposition 2.1.i. On en déduit que µ (ϕ) > −p (−ϕ) , donc que µ (ϕ) ∈ R . Il est clair
que µ est positivement homogène. Montrons que µ est additive. Pour tout ϕ,ψ ∈ F et tout
q, r ∈ S , on a q 6 r ou r 6 q , donc min (q, r) ∈ SL (F ) ; ainsi

µ (ϕ+ ψ) 6 min (q, r) (ϕ+ ψ) 6 min (q, r) (ϕ) + min (q, r) (ψ) 6 q (ϕ) + r (ψ) ,
et par suite µ (ϕ+ ψ) 6 µ (ϕ) + µ (ψ) .

Ainsi µ ∈ SL (F ) et µ 6 q pour tout q ∈ SL (F ) . Par la maximalité de S , on en déduit
que µ est un élément minimal de SL (F ) , donc que µ est linéaire par la proposition.

La dernière assertion est triviale, puisque la proposition 2.1.ii montre que
V
j∈J qj est une

forme sous-linéaire. ¤

REMARQUE 1 L’assertion d’existence de la proposition peut être généralisée au cas où
p ∈ SL (F ) , mais en supposant qu’il existe une fonctionnelle q surlinéaire, i.e. q : F −→ eR est
positivement homogène et suradditive, et telle que p > q . On peut aussi généraliser tous ces
résultats dans le cadre des conoïdes.

Dans le cas particulier, on peut montrer que la condition suivante est nécessaire et suffi-
sante : il existe une fonctionnelle surlinéaire q : F −→ eR telle que Vj∈J qj > q .
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THEOREME (de Hahn-Banach sur R) Soient F un espace vectoriel réel, p une forme
sous-linéaire sur F , E un sous-espace vectoriel de F et τ : E −→ R une forme linéaire telle
que τ 6 p sur E . Alors il existe une forme linéaire µ sur F qui prolonge τ et telle que µ 6 p .

Remarquons que µ = τ sur E est équivalent à µ 6 τ sur E , donc à µ 6 τ∞ . C’est
évidemment nécessaire. Réciproquement, pour tout ψ ∈ E , on a

µ (ψ) 6 τ (ψ) = −τ (−ψ) 6 −µ (−ψ) = µ (ψ) .
Par le principe d’Orlicz il nous suffit donc de considérer la fonctionnelle p∧ τ∞ . Pour tout

ϕ ∈ F , on a
p ∧ τ∞ (ϕ) = infψ∈E

£
p (ϕ− ψ) + τ (ψ)

¤
,

et

−τ (ψ) = τ (−ψ) 6 p (−ψ) = p (ϕ− ψ − ϕ) 6 p (ϕ− ψ) + p (−ϕ) ,
donc

p (ϕ− ψ) + τ (ψ) > −p (−ϕ) > −∞ .

Ceci montre que p ∧ τ∞ (ϕ) > −∞ . On a p ∧ τ∞ <∞ sur F , puisque p ∧ τ∞ 6 p . ¤

REMARQUE 2 Une forme C-semi-linéaire µ sur un espace vectoriel complexe F est univo-
quement déterminée par sa partie réelle. En effet

Re hi · ϕ|µi = Re
£
− i · {Re hϕ|µi+ i · Im hϕ|µi}

¤
= Im hϕ|µi ,

donc

hϕ|µi = Re hϕ|µi+ i ·Re hi · ϕ|µi .
Plus généralement l’application

ν 7−→ ν + i · ν (i · ¦) : (FR)∗ −→ F~

est une bijection R-linéaire, où FR désigne l’espace vectoriel réel associé à F .

Elle est bien définie, puisque µ := ν+ i ·ν (i · ¦) est semi-linéaire. En effet pour tout ϕ ∈ F ,
on a

µ (i · ϕ) = ν (i · ϕ) + i · ν (−ϕ) = −i · [ν (ϕ) + i · ν (i · ϕ)] = i · µ (ϕ) .

THEOREME (de Hahn-Banach sur C) Soient F un espace vectoriel complexe, p une
semi-norme sur F , E un sous-espace vectoriel de F et τ : E −→ C une forme semi-linéaire
telle que

¯̄
|τi
¯̄
6 p sur E . Alors il existe une forme semi-linéaire µ sur F qui prolonge τ et

telle que
¯̄
|µi
¯̄
6 p .

La fonction

Re |τi : E −→ R : ψ 7−→ Re hψ| τi
est évidemment une forme R-linéaire. Par le théorème précédent, il existe une forme R-linéaire
ν qui prolonge Re |τi et telle que ν 6 p . Définissons µ comme dans la remarque ci-dessus. Elle
prolonge τ , car pour tout ψ ∈ E , on a

hψ|µi = ν (ψ) + i · ν (i · ψ) = Re hψ| τi+ i · Re hi · ψ| τi = hψ| τi .
D’autre part il existe α ∈ U tel que |hϕ|µi| = α · hϕ|µi ; on a alors

|hϕ|µi| = hα · ϕ|µi = ν (α · ϕ) 6 p (α · ϕ) = p (ϕ) ,
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ce qui finit de prouver le théorème. ¤

THEOREME (de Hahn-Banach) Soient F un espace localement convexe, E un sous-
espace vectoriel de F et τ : E −→ K une forme semi-linéaire continue pour la topologie induite.
Alors il existe une forme semi-linéaire continue µ sur F qui prolonge τ .

En particulier F est séparé, si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ F r {0} , il existe une forme
semi-linéaire continue µ ∈ F † telle que hϕ|µi 6= 0 , i.e. si, et seulement si, la semi-dualité
F
¯̄
F †
®
est séparante.

Si F est un espace normé, il existe une forme semi-linéaire continue µ sur F qui prolonge
τ et qui soit de même norme.

Par hypothèse il existe une semi-norme continue p sur F telle que
¯̄
|τi
¯̄
6 p . Il suffit donc

d’appliquer les théorèmes précédents.
Si F est séparé, il existe une semi-norme continue p telle que p (ϕ) > 0 par la proposition

2.5. Définissons

τ : K · ϕ −→ K : α · ϕ 7−→ α · p (ϕ) .
C’est une forme semi-linéaire telle que hϕ| τi 6= 0 et elle est évidemment continue. Le résultat
découle donc de ce qui précède.

Si F est normé, on peut prendre p :=
°° |τi°° · k¦k . ¤

COROLLAIRE

(i) Soient F un espace vectoriel réel et p une forme sous-linéaire sur F . Alors p est l’enve-
loppe supérieure des formes linéaires qu’elle majore, i.e.

p = sup {µ ∈ F ∗ | µ 6 p} .
(ii) Soit F un espace localement convexe quelconque. Si p est une semi-norme sur F , alors

p = sup
©¯̄
|µi
¯̄ ¯̄
µ ∈ F~ et

¯̄
|µi
¯̄
6 p

ª
.

Si p est continue, alors

p = sup
©¯̄
|µi
¯̄ ¯̄
µ ∈ F † et

¯̄
|µi
¯̄
6 p

ª
.

Dmonstration de (i) Pour tout ϕ ∈ F , on considère la forme linéaire
τ : R · ϕ −→ R : α · ϕ 7−→ α · p (ϕ) .

Or τ 6 p sur R · ϕ , puisque
τ (−ϕ) = −τ (ϕ) = −p (ϕ) 6 p (−ϕ)

par la proposition 2.1.i. Il suffit donc d’appliquer le théorème de Hahn-Banach réel.

Dmonstration de (ii) On procède comme dans la démonstration du théorème de Hahn-
Banach complexe (exercice). ¤

REMARQUE 3 La démonstration montre que les bornes supérieures sont ponctuellement
atteintes.

EXEMPLE 1 Soit F un espace localement convexe séparé. Pour toute suite (ψk)k=1,...,n ⊂ F
linéairement indépendante, il existe une suite (νl)l=1,...,n ⊂ F † de formes semi-linéaires continues
qui lui soit biorthogonale.
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Dans la remarque 2.4.1 nous avons vu que ψ 7−→ cj (ψ) : lin
¡
ψj
¢
j=1,...,n

−→ K est une forme
semi-linéaire, évidemment continue. Le résultat découle donc du théorème de Hahn-Banach.

¤

EXEMPLE 2 Soient p, q des formes sous-linéaires sur un espace vectoriel réel F et µ une
forme linéaire sur F telle que µ 6 p+ q . Alors il existe des formes linéaires ν et η sur F telles
que µ = ν + η et ν 6 p , η 6 q .

Cela revient à construire une forme linéaire ν 6 p telle que µ−ν = η 6 q , i.e. −ν 6 q−µ ou
encore ν 6 q (−¦)+µ . Par le principe d’Orlicz, il nous suffit donc de considérer la fonctionnelle
p ∧ [q (−¦) + µ] et de montrer qu’elle est > −∞ . Rappelons que, pour tout ϕ ∈ F , on a

p ∧ [q (−¦) + µ] (ϕ) = infϕ1,ϕ2∈F,ϕ1+ϕ2=ϕ
£
p (ϕ1) + q (−ϕ2) + µ (ϕ2)

¤
.

Or

p (ϕ1) + q (−ϕ2) + µ (ϕ2) = p (ϕ1)− p (−ϕ2) + p (−ϕ2) + q (−ϕ2) + µ (ϕ2) >

> p (ϕ1)− p (−ϕ2) > −p (−ϕ1 − ϕ2) = −p (−ϕ) > −∞ ,

puisque µ (−ϕ2) 6 (p+ q) (−ϕ2) et
p (−ϕ2) 6 p (−ϕ1 − ϕ2) + p (ϕ1) .

¤

EXEMPLE 3 Soient p, q des semi-normes sur un espace vectoriel F , réel ou complexe, et µ
une forme semi-linéaire sur F telle que

¯̄
|µi
¯̄
6 p+ q . Alors il existe des formes semi-linéaires

ν et η telles µ = ν + η et
¯̄
|νi
¯̄
6 p ,

¯̄
|ηi
¯̄
6 q .

Le cas réel est immédiat par l’exemple précédent en remarquant que, pour toute forme
linéaire µ et toute semi-norme p , on a

|µ| 6 p ⇐⇒ µ 6 p .
Quant au cas complexe, on procède comme dans la démonstration du théorème de Hahn-Banach
complexe 2.6 en considérant les parties réelles. ¤
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3.7 Continuité faible et adjonction

Dans tout ce qui suit F,G sont des espaces localement convexes

Nous allons maintenant étudier le semi-dual F † de F , muni de sa topologie faible. Rappelons
qu’elle est definie par les semi-normes

µ 7−→ |hϕ|µi| : F † −→ R
pour ϕ ∈ F .

REMARQUE 1 Soit T : F −→ G une application linéaire (respectivement semi-linéaire).
Considérons, pour tout ν ∈ G† , la forme semi-linéaire

T~ν := h·| νiG ◦ T = hT ·| νiG : F −→ K : ϕ 7−→ hTϕ| νiG ,

respectivement

T~ν := h·| νiG ◦ T = hT ·| νiG : F −→ K : ϕ 7−→ hTϕ| νiG ) .
Dans la semi-dualité hF |F~ i , pour tout ϕ ∈ F et ν ∈ G† , on a l’égalité fondamentale

hTϕ| νiG =

ϕ|T~ν

®
F
,

respectivement

hTϕ| νiG = hϕ|T~νiF =

T~ν

¯̄
ϕ
®
F † .

Nous avons donc défini une application linéaire, respectivement semi-linéaire

T~ : G† −→ F~ : ν 7−→ T~ν .

On constate souvent, en manipulant judicieusement l’expression hTϕ| νiG , par exemple en
intégrant par partie, que l’on a T~

¡
G†
¢
⊂ F † . Plus précisément il est souvent possible de

définir une application S : G† −→ F † telle que l’on ait

hTϕ| νiG = hϕ|SνiF pour tout ϕ ∈ F et ν ∈ G† .
Ceci nous conduit, pour des raisons d’ordre essentiellement pratique, à poser la

DEFINITION 1 On dit que T~ : G† −→ F~est l’ adjointe algébrique ou formelle de T .
Si T~

¡
G†
¢
⊂ F † , i.e. s’il existe une (unique) application linéaire (respectivement semi-

linéaire) S : G† −→ F † telle que, pour tout ϕ ∈ F et ν ∈ G† , on ait
hTϕ| νiG = hϕ|SνiF (resp. hTϕ| νiG = hϕ|SνiF ) ,

on dit que T admet une adjointe et on désigne par

T † : G† −→ F † : ν 7−→ T~ν = hT ·| νi
cette application.

Notons tout d’abord la propriété universelle suivante exprimant que la topologie faible est
une topologie initiale :
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LEMME Soient hF |Gi une semi-dualité, H un espace localement convexe et T : H −→ Fσ
une application (semi-) linéaire. Pour que T soit continue, il faut et il suffit que, pour tout
γ ∈ G , la forme (semi-) linéaire hT ·| γi = h·| γi ◦ T soit continue sur H .

C’est immédiat par définition de la topologie faible (cf. définition 3.4.3), puisque l’on a
|h ·| γi| ◦ T = |hT ·| γi| . ¤

REMARQUE 2 Soit X est un espace topologique. On peut montrer qu’une application
f : X −→ Fσ est continue, si, et seulement si, la fonction x 7−→ hf (x)| γi : X −→ G est
continue.

Cf. remarque 3.7.2. ¤

PROPOSITION Soit T : F −→ G une application linéaire.

(i) L’application

T~ : G† −→ F~ : ν 7−→ T~ν

est linéaire (respectivement semi-linéaire) et (faiblement) continue. Si T admet une adjointe,
alors T † est (faiblement) continue.

(ii) Si T : F −→ G est continue, alors T admet une adjointe.

(iii) Pour que T admet une adjointe, il faut et il suffit que T : Fσ −→ Gσ soit continue.
En particulier si T : F −→ G est continue, alors T : Fσ −→ Gσ est continue.

(iv) Si S, T : F −→ G sont des applications linéaires continues et α ∈ K , alors
(S + T )† = S† + T † et (α · T )† = α · T † .

(v) Si T : F −→ G et S : G −→ H sont des applications linéaires continues, alors

(ST )† = T †S† .

En particulier, si T est un isomorphisme de F sur G ou de Fσ sur Gσ , alors T † en est
aussi un et on a

−1
T † =

µ
−1
T

¶†
.

Dmonstration de (i) La continuité de T~ est immédiate par la lemme puisque, pour
tout ϕ ∈ F ,

hϕ| ·iF ◦ T~ = hTϕ| ·iG
est une forme semi-linéaire continue sur G† . Si T admet une adjointe T † est continue comme
factorisation de T~ .

Dmonstration de (ii) En effet, pour tout ν ∈ G† , la forme semi-linéaire T~ν =
h·| νiG ◦ T est évidemment continue, donc T~ν ∈ F † .

Dmonstration de (iii) Si T : Fσ −→ Gσ est continue, (ii) montre que T admet une
adjointe puisque (Fσ)

† = F † et (Gσ)
† = G† . Réciproquement si T admet une adjointe, il nous

suffit grâce au lemme de montrer que, pour tout ν ∈ G† , la forme semi-linéaire hT ·| νiG est
continue sur Fσ . Mais hT ·| νiG =


·|T †ν

®
F
et T †ν ∈ F † , d’oú l’assertion par définition de la

topologie faible.
Le reste est alors immédiat. ¤

Claude Portenier SEMI-DUALITÉ 169



3.7 Continuité faible et adjonction

THEOREME On suppose que F,G sont séparés.

(i) Pour tout ϕ ∈ F , soit
|ϕiF † : µ 7−→ hµ|ϕiF † := hϕ|µiF

la forme semi-linéaire continue sur F † associée à ϕ . L’application canonique

|·iF † : Fσ −→
¡
F †
¢†
: ϕ 7−→ |ϕiF †

est un isomorphisme permettant d’identifier Fσ à
¡
F †
¢†
.

(ii) Si T : F −→ G est continue, alors T =
¡
T †
¢†
.

Dmonstration de (i) Le théorème de Hahn-Banach 3.6 montre que la dualité

F †
¯̄
F
®

est séparante à droite, donc que |·iF † est bijective (théorème 3.4 et remarque 3.4.2). Ceci montre
que les semi-dualités


F |F †

®
et
D¡
F †
¢† ¯̄̄
F †
E
peuvent être identifiées :

h|ϕiF †|µi(F †)† = hµ|ϕiF † = hϕ|µiF ;

les topologies faibles sur F et
¡
F †
¢†
sont en particulier les mêmes.

Dmonstration de (ii) On a évidemmentD¡
T †
¢†
ϕ
¯̄̄
ν
E
G
=
D¡
T †
¢†
ϕ
¯̄̄
ν
E
(G†)

† =

ϕ|T †ν

®
F
= hTϕ| νiG ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

DEFINITION 2 Soit hF |Gi une semi-dualité. Si F etG sont des espaces localement convexes
séparés nous dirons qu’ils sont en semi-dualité si leur topologie est compatible avec cette semi-
dualité.

La semi-dualité hF |Gi est donc séparante et le théorème montre que dans ce cas on a
Gσ = F

† et Fσ = G† . Par exemple un espace de Hilbert H est en semi-dualité avec lui-même
grâce au produit scalaire (cf. exemple 3.4.7).

SCOLIE On suppose que F et G sont séparés.

(i) L (Fσ, Gσ) = L (F,Gσ) est l’ensemble des applications linéaires de F dans G admettant
une adjointe. En outre

T 7−→ T † : Ls (Fσ, Gσ) −→ Ls
¡
G†, F †

¢
est un isomorphisme, dont l’application réciproque est

S 7−→ S† : Ls
¡
G†, F †

¢
−→ Ls (Fσ, Gσ) .

(ii) On a

L (F,G) ⊂ L (Fσ, Gσ) .

Si F est tonnelé, alors

L (F,G) = L (Fσ, Gσ) .

Dmonstration de (i) L’inclusion L (Fσ, Gσ) ⊂ L (F,Gσ) découle du fait que F −→ Fσ
est continue (exemple 3.4.6 ou le lemme ci-dessus). Les éléments de L (F,Gσ) admettent une
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adjointe par la proposition (i) et les applications linéaires de F dans G admettant une adjointe
sont faiblement continue par (ii). Finalement les formules

|hTϕ| νiG| =
¯̄
ϕ|T †ν

®
F

¯̄
=
¯̄
T †ν

¯̄
ϕ
®
F †
¯̄

montrent que les semi-normes sur Ls (Fσ, Gσ) et Ls
¡
G†, F †

¢
se correspondent.

Dmonstration de (ii) L’inclusion découle de la proposition (i). Maintenant si F est
tonnelé, il nous suffit de montrer que si T : Fσ −→ Gσ est une application linéaire continue,
alors T : F −→ G l’est aussi. Mais pour toute semi-norme continue q sur G , le corollaire 3.6.ii
montre que

q ◦ T =
¡
supν∈G†,|ν|6q |h ·| νi|

¢
◦ T = supν∈G†,|ν|6q |hT ·| νi| = supν∈G†,|ν|6q

¯̄
·|T †ν

®¯̄
.

Or T †ν ∈ F † est une forme semi-linéaire continue sur F . Ceci montre que la semi-norme q ◦ T
est l’enveloppe supérieure d’une famille de semi-norme continues, donc qu’elle est continue par
le scolie 2.13. ¤

REMARQUE 3 Dans les applications on montre, ou bien directement que T : F −→ G est
continue, ou bien que T admet une adjointe, ce qui prouve la continuité faible, d’où la continuité
si F est tonnelé ou plus généralement si F est muni de sa topologie de Mackey (cf. théorème
3.11.ii). La continuité faible n’est en fait qu’un outil théorique.

EXERCICE Soient F,G des espaces localement convexes tels que F ∩G soit dense dans F
et dans G . Montrer que l’on peut identifier F † et G† a des sous-espaces de (F ∩G)† et que l’on
a

(F ∩G)† = F † +G† .
Cf. définition 2.4.2 et exemple 3.6.2.
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3.8 Dualité dans les espaces normés

Soit F un espace normé. Rappelons que F †β désigne le semi-dual fort de F (cf. définition
3.2.2). Il est muni de la norme

kµk := kµkk·kF ,|·| := supϕ∈F,kϕk61 |hϕ|µi| .
On a

|hϕ|µi| 6 kϕk · kµk pour tout ϕ ∈ F et µ ∈ F † .

En particulier Id : F †β −→ F † ( = F †σ ) est continue, donc F =
¡
F †
¢† ⊂ ³F †β´† .

DEFINITION On dit que
³
F †β

´†
est le bidual de F et que F est réflexif si F =

³
F †β

´†
.

THEOREME Pour tout ϕ ∈ F , on a
kϕk =

°° |ϕiF †°° = supµ∈F †,kµk61 |hϕ|µi| ,
i.e.

|·iF † : F −→
³
F †β

´†
β
: ϕ 7−→ |ϕiF †

est une isométrie.

En effet, on a°° |ϕiF †°° = supµ∈F †,kµk61 |hµ|ϕiF †| = supµ∈F †,kµk61 |hϕ|µi| = kϕk
par le corollaire 3.6.ii, car kµk 6 1 signifie que |h ·|µi| 6 k·k . ¤

REMARQUE 1 Un espace normé réflexif est nécessairement un espace de Banach.

C’est évident puisque
³
F †β

´†
β
est complet par la proposition 3.2. ¤

REMARQUE 2 On identifie l’espace normé F avec son image dans
³
F †β

´†
, mais en général

on a F 6=
³
F †β

´†
.

La fermeture de F dans son bidual fort
³
F †β

´†
β
, muni de la norme induite, est évidemment

un espace de Banach induisant la norme de F et dans lequel F est dense.

DEFINITION 1 On dit que la fermeture de F dans son bidual fort
³
F †β

´†
β
est le complété

de F et on le note bF .
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LEMME La boule unité de F est dense dans celle de bF .
Etant donné ϕ ∈ bF tel que 0 < kϕk 6 1 , il existe une suite (ϕk)k∈N ⊂ F telle que

ϕ = limk ϕk . Mais comme 0 6= kϕk = limk kϕkk , il vient

ϕ = limk
kϕk
kϕkk

· ϕk et

°°°° kϕkkϕkk
· ϕk

°°°° 6 1 .
¤

REMARQUE 3 Si H est un espace de Hilbert, le théorème de représentation de Riesz 1.5
montre que l’on peut considérer l’espace de droite H dans la semi-dualité (H|H) comme le
semi-dual fort H†

β de H .

EXEMPLE 1 Si F est un espace préhilbertien, alors l’espace de Banach complété bF de F
est un espace de Hilbert, puisque la norme du complété satisfait encore à l’égalité du parallé-
logramme (cf. corollaire1.3).

Remarquons qu’il n’est pas immédiat de démontrer directement que le produit scalaire se
prolonge par continuité au complété, le produit scalaire n’étant pas uniformément continu
sur F × F .

On a les assertion suivantes :

(i) Soient F un espace préhilbertien et bF l’espace de Hilbert complété de F . Alors bF †β = F †β
et l’application de Riesz ξ 7−→ |ξ) : F −→ F †β est une isométrie d’image dense, qui se prolonge

en une isométrie de bF sur F †β .
(ii) Le bidual fort

³
F †β

´†
β
de F est égal au complété bF de F ; en particulier un espace de

Hilbert H est réflexif.

Dmonstration de (i) Comme toute forme semi-linéaire continue µ sur F possède un
seul prolongement continu bµ à bF de même norme par le théorème de Hahn-Banach 3.6, on
obtient bF †β = F †β . Le théorème de Riesz montre alors que R : ξ 7−→ |ξ) est une isométrie de bF
sur F †β , d’où notre assertion.

Dmonstration de (ii) Si ζ est une forme semi-linéaire continue sur F †β , qui est un
espace de Hilbert par (i) et la remarque 1.5.2, il existe ν ∈ F †β tel que l’on ait

hµ| ζiF †β = (µ| ν)F †β =

µ|R−1ν

® bF † pour tout µ ∈ F † .

On a donc ζ = |R−1νiF̂ † ∈ bF (cf. remarque 3). Il est alors clair qu’un espace de Hilbert est
réflexif. ¤

COROLLAIRE Si F et G sont des espaces normés et T : F −→ G est une application
linéaire continue, alors T † : G†β −→ F †β est continue,

°°T †°° = kTk et¡
T †
¢†
:
³
F †β

´†
β
−→

³
G†β

´†
β

est un prolongement de T de même norme.
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Pour tout ν ∈ G† , on a°°T †ν°° = supϕ∈F,kϕk61 ¯̄ϕ|T †ν®¯̄ = supϕ∈F,kϕk61 |hTϕ| νi| 6
6 supϕ∈F,kϕk61 kTϕk · kνk 6 kTk · kνk ,

ce qui prouve que
°°T †°° 6 kTk , et en particulier que T † est (fortement) continue. Il en est donc

de même de
¡
T †
¢†
et
°°°¡T †¢†°°° 6 °°T †°° . Mais comme ¡T †¢† est trivialement un prolongement

de T par le théorème 3.7.ii, on a kTk 6
°°°¡T †¢†°°° , donc kTk 6 °°°¡T †¢†°°° 6 °°T †°° 6 kTk , ce

qu’il fallait démontrer. ¤

PROPOSITION Toute partie faiblement bornée d’un espace localement convexe F est bor-
née.

Etant donné une partie A ⊂ F faiblement bornée, il suffit de montrer que toute semi-
norme continue p sur F est bornée sur A . Si π : F −→ F /{p = 0} désigne la projection
canonique, elle est continue en munissant F /{p = 0} de la norme [p] . D’après la remarque 2
l’espace normé F /{p = 0} est un sous-espace de

³
(F /{p = 0})†β

´†
β
. Puisque l’image π (A) est

faiblement bornée, ce qui signifie que l’ensemble

hπ (A)| ⊂
³
(F /{p = 0})†β

´†
= Ls

³
(F /{p = 0})†β ,K

´
est simplement borné, le théorème de la majoration uniforme 3.2 montre, car (F /{p = 0})†β
est un espace de Banach par la proposition 3.2, que hπ (A)| est bornée dans

Lb
³
(F /{p = 0})†β ,K

´
=
³
(F /{p = 0})†β

´†
β
.

Mais cela signifie que [p] est bornée sur hπ (A)| , donc que p est bornée sur A . ¤

EXEMPLE 2 Soient µ une intégrale de Radon sur un espace topologique X , p ∈ ]1,∞[ et
q ∈ ]1,∞[ tel que 1

p
+ 1

q
= 1 . Pour la semi-dualité hLp (µ)|Lq (µ)i définie par

hf | gi =
Z
f · g dµ pour tout f ∈ Lp (µ) et g ∈ Lq (µ)

(cf. exemple 3.4.4), l’application

g 7−→ |gi : Lq (µ) −→ Lp (µ)†β

est une isométrie. En identifiant ces deux espaces on a

Lp (µ)†β = L
q (µ) .

On en déduit que Lp (µ) est réflexif pour tout p ∈ ]1,∞[ et que Lp (µ) et Lq (µ) sont en
semi-dualité (cf. définition 3.7.2).

La démonstration utilise le théorème de Radon-Nikodym.

REMARQUE Les cas p ∈ {1,∞} sont spéciaux. Tout d’abord on peut montrer que
L1 (µ)†β = L

∞,• (µ) .

Il est nécessaire d’utiliser l’intégration essentielle comme le montre la proposition 1.16 : si
|gi = 0 , on a dans le cas non-modéré seulement g = 0 localement µ-p.p. .
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Mais en général

L∞,• (µ)†β 6= L1 (µ) .
Les espaces L1 (µ) et L∞,• (µ) ne sont donc pas en semi-dualité, au contraire de L1 (µ) et
L∞,•σ (µ) = L1 (µ)† bien évidemment.

EXERCICE 1 Démontrer ce qui précède lorsque X est un espace métrique discret et µ
l’intégrale de comptage, i.e. dans le cas de la semi-dualité h`p (X)| `q (X)i . En d’autre termes

`p (X)†β = `
q (X) si p ∈ [1,∞[ .

Montrer également que

c0 (X)†β = `
1 (X) .

On a donc

c0 (X) ⊂
³
c0 (X)†β

´†
β
= `1 (X)†β = `

∞ (X) ,

l’inclusion étant évidemment stricte.
On peut aussi montrer que l’inclusion

`1 (X) ⊂
³
`1 (X)†β

´†
β
= `∞ (X)†β

est stricte en considérant un ultrafiltre sur X .

EXERCICE 2 Soit F un espace normé, µ ∈ F † r {0} et ϕ ∈ F . Montrer que

d (0, {h·|µi = 1}) = 1

kµk
et

d (ϕ,Kerµ) =
|hϕ|µi|
kµk .
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3.9 Dualité de Fenchel

Nous allons montrer qu’il y a correspondance biunivoque entre les fonctionnelles convexes
s.c.i. sur F et F † respectivement. Ce problème étant purement réel, nous considérerons la dualité
réelle


F,F †

®
définie par la forme bilinéaire

(ϕ, µ) 7−→ Re hϕ|µi : F × F † −→ R .

On remarquera que l’application canonique (FR)
0 −→ F † : ν 7−→ ν + i · ν (i · ¦) de la

remarque 3.6.3 est un isomorphisme pour les topologies faibles.

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une fonctionnelle f : F −→ eR est convexe si, pour tout
ϕ,ψ ∈ F et tout t ∈ [0, 1] , on a

f (t · ϕ+ (1− t) · ψ) 6 t · f (ϕ) + (1− t) · f (ψ) .

REMARQUE 1 Pour que f soit convexe il faut et il suffit que son surgraphe , i.e. l’ensemble
{(ϕ,α) ∈ F ×R | α > f (ϕ)} , soit une partie convexe de F ×R . On pourrait penser que l’on
peut étendre la notion de convexité à des fonctions à valeurs dans R , mais ceci ne conduit pas
à des résultats intéressants.

REMARQUE 2 Si une fonctionnelle f définie sur une partie convexe A de F est convexe
dans le sens ci-dessus pour tout ϕ,ψ ∈ A , alors son prolongement f∞ par ∞ hors de A l’est
aussi. Par exemple la fonctionnelle ∞{A , égale à 0 sur A et à ∞ hors de A est convexe. Elle
est s.c.i. si, et seulement si, A est fermée.

DEFINITION 2 Etant donné f : F −→ R , on pose

fh (ϕ) := infα∈R∗+
1

α
· f (α · ϕ) pour tout ϕ ∈ F .

REMARQUE 3 fh est strictement positivement homogène. Pour que fh soit une fonction-
nelle positivement homogène, il faut et il suffit qu’il existe une fonctionnelle positivement ho-
mogène q : F −→ eR telle que f > q . Dans ce cas on a q 6 fh 6 f .

Pour tout β ∈ R∗+ , il vient

fh (β · ϕ) = β · infα∈R∗+
1

α · β · f (α · β · ϕ) = β · fh (ϕ) ,

ce qui prouve la première partie. La condition de la seconde partie est trivialement nécessaire
puisque fh 6 f . Réciproquement on a f (0) > 0 , donc fh (0) = 0 . En outre fh > q , car

1

α
· f (α · ϕ) > 1

α
· q (α · ϕ) = q (ϕ) pour tout α ∈ R∗+ .

¤
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LEMME Soit f : F −→ eR une fonctionnelle convexe.
(i) Si f est s.c.i. en 0 et telle que f (0) > 0 , il existe une semi-norme continue q telle que
f > −q .
(ii) S’il existe une fonctionnelle positivement homogène q : F −→ eR telle que f > q , alors
fh est une fonctionnelle sous-linéaire telle que q 6 fh 6 f .

Dmonstration de (i) Comme
n
f > f(0)

2

o
est un ouvert contenant 0 , il existe une

semi-norme continue q telle

{q 6 f (0)} ⊂
½
f >

f (0)

2

¾
.

Etant donné ϕ ∈ F tel que q (ϕ) 6 f (0) , on a

f (ϕ) > f (0)

2
> 0 > −q (ϕ) .

Si maintenant q (ϕ) > f (0) , posons ψ := f(0)
q(ϕ)

· ϕ . On a q (ψ) = f (0) , donc

f (0)

2
6 f (ψ) = f

µ∙
1− f (0)

q (ϕ)

¸
· 0 + f (0)

q (ϕ)
· ϕ
¶
6

6
∙
1− f (0)

q (ϕ)

¸
· f (0) + f (0)

q (ϕ)
· f (ϕ) 6 f (0) + f (0)

q (ϕ)
· f (ϕ) .

Il vient alors

f (ϕ) > −q (ϕ)
2

> −q (ϕ) .

Dmonstration de (ii) Par la remarque qui précède, il nous suffit de prouver que fh est
sous-additive. Mais pour tout ϕ,ψ ∈ F , la convexité de f montre que

fh (ϕ) + fh (ψ) = infα∈R∗+
1

α
· f (α · ϕ) + infβ∈R∗+

1

β
· f (β · ψ) =

= infα,β∈R∗+

µ
1

α
+
1

β

¶
·
"

1
α

1
α
+ 1

β

f (α · ϕ) +
1
β

1
α
+ 1

β

f (β · ψ)
#
>

> infα,β∈R∗+
µ
1

α
+
1

β

¶
· f
Ã

1
1
α
+ 1

β

· (ϕ+ ψ)

!
= fh (ϕ+ ψ) .

¤

DEFINITION 3 Soient f : F −→ R . Pour tout µ ∈ F † , on pose

f◦ (µ) := supϕ∈F [Re hϕ|µi− f (ϕ)] ∈ R .

Claude Portenier SEMI-DUALITÉ 177



3.9 Dualité de Fenchel

On dit que c’est la fonction conjuguée ou la transformée de Legendre-Fenchel de f .

REMARQUE 4 On a (±∞)◦ = ∓∞ . Si f : F −→ R est 6=∞ , alors f◦ est une fonctionnelle
convexe s.c.i. sur F † et on a

f◦◦ 6 f .

Montrons que f◦ est à valeurs dans eR ; comme f (ψ) <∞ pour un ψ ∈ F , on a
f◦ (µ) > Re hψ|µi− f (ψ) > −∞ pour tout µ ∈ F † .

Comme pour tout ϕ ∈ F , la fonction
µ 7−→ Re hϕ|µi− f (ϕ)

est affine continue sur F † , il est clair que f◦ est convexe et s.c.i.. Pour tout γ ∈ F , on a
f◦◦ (γ) = supµ∈F 0 [Re hγ|µi− f◦ (µ)] = supµ∈F 0 infϕ∈F [Re hγ − ϕ|µi+ f (ϕ)] 6 f (γ) .

¤

REMARQUE 5 On a f◦ 6=∞ si, et seulement si, il existe µ ∈ F † et c ∈ R tel que
Re |µi− c 6 f .

En effet f◦ (µ) <∞ signifie que l’on a

Re hϕ|µi− f◦ (µ) 6 f (ϕ) pour tout ϕ ∈ F .
¤

THEOREME (de Fenchel) Soit f : F −→ eR .
(i) Si f est convexe s.c.i., alors

f = f◦◦ .

Une telle fonction est en particulier minorée par une fonction réelle affine continue.

(ii) f◦◦ = −∞ ou f◦◦ est la plus grande des fonctionnelles convexes s.c.i. qui sont plus petites
que f .
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(iii) Les fonctionnelles convexes s.c.i. sont les mêmes pour toutes les topologies sur F com-
patibles avec la semi-dualité. En particulier les parties convexes fermées sont les mêmes pour
toutes ces topologies.

Dmonstration de (i) Si f = ∞ , c’est immédiat. Si f 6= ∞ , étant donné γ ∈ F et
r ∈ R tels que r < f (γ) , il nous suffit d’après la remarque 4 de montrer qu’il existe µ ∈ F † tel
que

Re hγ − ϕ|µi+ f (ϕ) > r pour tout ϕ ∈ F ,
c’est-à-dire qu’il existe ν ∈ F 0R tel que

ν (ϕ) 6 f (ϕ+ γ)− r =: g (ϕ) pour tout ϕ ∈ F .
Nous allons appliquer le principe d’Orlicz 3.6.

La fonctionnelle g est évidemment convexe, s.c.i. et on a g (0) = f (ψ)− r > 0 . Grâce au
lemme (i), il existe une semi-norme continue q sur F telle g > −q . Comme −q est positivement
homogène, le lemme (ii) montre que pg est une fonctionnelle sous-linéaire, et ν 6 g si, et
seulement si, on a ν 6 pg , puisque ν est positivement homogène.

Il nous faut aussi assurer la continuité de ν . Pour cela nous allons imposer ν 6 q , ce qui
revient à considérer la fonctionnelle p∧ q . Elle satisfait à p∧ q 6 q et, pour tout ϕ,ϕ1,ϕ2 ∈ F
tels que ϕ1 + ϕ2 = ϕ , on a

p (ϕ1) + q (ϕ2) > −q (ϕ1) + q (−ϕ2) > −q (ϕ) ,
ce qui prouve que p ∧ q > −q . Nous avons donc −∞ < p ∧ q < ∞ partout, ce qu’il fallait
démontrer.

Dmonstration de (ii) Si f◦ = ∞ , on a f◦◦ = −∞ . Si f◦ 6= ∞ et si g est une
fonctionnelle convexe s.c.i.6 f , il en existe par la remarque 5, alors f◦ 6 g◦ , puis g = g◦◦ 6 f◦◦
par (i).

Dmonstration de (iii) C’est évident puisque les fonctions affines γ 7−→ Re hγ|µi −
p◦ (µ) sont continues pour toutes les topologies compatibles avec la semi-dualité. ¤

DEFINITION 4 Soit f : F −→ R . On pose
cof := {f◦ 6 0} :=

©
µ ∈ F †

¯̄
Re |µi 6 f

ª
.

On dit que c’est l’ ensemble dual de f . Si A ⊂ F † , on définit
slA := supRe |Ai et snA := sup

¯̄
|Ai
¯̄
.

On dit que slA est la fonctionnelle duale de A .

PROPOSITION cof est une partie convexe fermée intersection de demi-espaces réels fer-
més dans F † , tandis que slA et snA sont ou bien égales à −∞ ou bien des fonctionnelles
sous-linéaires s.c.i. sur F ; snA est en plus absolument homogène, donc une semi-norme si elle
est finie.

En effet

cof =
\
ϕ∈F

©
µ ∈ F †

¯̄
Re hϕ|µi 6 f (ϕ)

ª
et
©
µ ∈ F †

¯̄
Re hϕ|µi 6 f (ϕ)

ª
est une partie convexe fermée de F † , puisque µ 7−→ Re hϕ|µi

est linéaire continue. La seconde partie est bien connue (cf. exemple 2.1.3). ¤
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DEFINITION 5 On dit qu’une partie A de F est absolument symétrique si, pour tout
α ∈ U ∩K , on a α ·A = A . Lorsque K = R on dit simplement symétrique .

REMARQUE 6 L’enveloppe convexe co (A) d’une partie A de F , i.e. la plus petite partie
convexe contenant A , est formée de toutes les combinaisons convexes d’éléments de A , c’est-
à-dire

co (A) =

(
nX
j=1

tj · ϕj

¯̄̄̄
¯ ¡ϕj¢j=1,...,n ⊂ F et (tj)j=1,...,n ⊂ R+ telle que

nX
j=1

tj = 1

)
.

C’est évident puisque l’ensemble de ces combinaisons est convexe. ¤

REMARQUE 7 Désignons par cs (A) l’enveloppe convexe absolument symétrique d’une par-
tie A de F , i.e. la plus petite partie convexe absolument symétrique contenant A . On a

cs (A) = co

Ã [
α∈U∩K

α ·A
!
.

S’il faut préciser nous écrirons csK (A) .
Si C est convexe et si K = R , on a

csR (C) = co (C ∪−C) = {t · ϕ− (1− t) · ψ | ϕ,ψ ∈ C et t ∈ [0, 1]} ,
tandis que si K = C , on a seulement

csC (C) ⊂ csR (C) + i · csR (C) .
Si C est une partie convexe compacte de F , alors csR (C) et csC (C) sont des parties compactes
de F .

La première partie est immédiate en remarquant que le membre de droite est absolument
symétrique. La deuxième aussi, mais attention csR (C) + i · csR (C) n’est pas absolument symé-
trique. Quant à la troisième csR (C) est l’image de l’application continue

C × C × [0, 1] −→ F : (ϕ,ψ, t) 7−→ t · ϕ− (1− t) · ψ ,
et csR (C) + i · csR (C) celle de

csR (C)× csR (C) −→ F : (ϕ,ψ) 7−→ ϕ+ i · ψ .
¤

Nous pouvons maintenant généraliser le corollaire 3.6.

COROLLAIRE Soient f : F −→ R et A ⊂ F † .

(i) On a

(fh)
◦ =∞{ cof et (∞{A)

◦ = slA .

(ii) slcof = −∞ ou slcof est la plus grande fonctionnelle sous-linéaire s.c.i. qui soit plus petite
que f .

(iii) On a

coslA = co (A) , cosnA = cs (A) .
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et

snA = slcs(A) .

(iv) Il y a correspondance biunivoque entre les parties convexes fermées C de F † et les fonc-
tionnelles sous-linéaires s.c.i. p sur F par C 7−→ slC et p 7−→ cop , i.e.

p = slcop et C = coslC ,

et

(a) Pour que C contienne 0 , il faut et il suffit que p > 0 .
(b) Pour que C soit absolument symétrique, il faut et il suffit que p soit absolument
homogène.
(c) Pour que C soit bornée, il faut et il suffit que p soit finie.

Dmonstration de (i) Si µ ∈ cof , pour tout ϕ ∈ F et α ∈ R∗+ , on a
α ·Re hϕ|µi− f (α · ϕ) = Re hα · ϕ|µi− f (α · ϕ) 6 0 ,

donc

Re hϕ|µi− fh (α · ϕ) = supα∈R∗+

∙
Re hϕ|µi− 1

α
· f (α · ϕ)

¸
6 0 ,

et par suite (fh)
◦ (µ) = 0 . Si µ /∈ cof , il existe ψ ∈ F tel que Re hψ|µi − f (ψ) > 0 ; mais

comme pour tout α ∈ R∗+ , on a
Re hα · ψ|µi− fh (α · ψ) = α · [Re hψ|µi− fh (ψ)] > α · [Re hψ|µi− f (ψ)]

par la remarque 3, il vient (fh)
◦ (µ) =∞ .

Pour tout ϕ ∈ F , on a
(∞{A)

◦ (ϕ) = supµ∈F 0 [Re hϕ|µi−∞{A (ϕ)] = supRe hϕ|Ai = slA (ϕ) .

Dmonstration de (ii) On a

slco f =
³
∞{ cof

´◦
= (fh)

◦◦

d’où le résultat par le théorème (ii).

Dmonstration de (iii) Il vient tout d’abord

∞{ coslA
= (slA)

◦ = (∞{A)
◦◦ ;

si maintenant C est une partie convexe fermée contenant A , on a ∞{C 6∞{A , donc

∞{C = (∞{C)
◦◦ 6 (∞{A)

◦◦ =∞{ coslA

et par suite coslA ⊂ C . Ceci montre que coslA est la plus petite partie convexe fermée contenant
A et prouve la première formule. Pour tout ϕ ∈ F , il existe α ∈ U tel que

Re hϕ|µi 6 |hϕ|µi| = α · hϕ|µi = Re hϕ|α · µi .
Grâce à la remarque 7, on obtient

slcs(A) = supRe |cs (A)i 6 sup
¯̄
|cs (A)i

¯̄
6 sup

¯̄
|Ai
¯̄
= snA 6 slcs(A) .

La première formule montre alors que

cosnA = coslcs(A) = cs (A) .
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Dmonstration de (iv) La première partie, ainsi que le point (a), sont immédiats. Pour
démontrer (b) remarquons, si C est absolument symétrique, que C = cs (C) , donc p = sn C est
absolument homogène. Réciproquement, pour tout µ ∈ C , α ∈ U et ϕ ∈ F , on a

Re hϕ|α · µi = Re hα · ϕ|µi 6 p (α · ϕ) = p (ϕ) ,
donc α · µ ∈ C .

Il nous reste à prouver (c). Rappelons (définition 3.1.4) que C est bornée dans F † si, et
seulement si, pour tout ϕ ∈ F , la semi-norme

¯̄
hϕ|
¯̄
est bornée sur C . Le résultat en découle

car on a d’une part

slC (ϕ) = supRe hϕ|Ci 6 sup |hϕ|Ci| <∞ ,

et d’autre part

Re hϕ|Ci ⊂ [− slC (−ϕ) , slC (ϕ)]
et

Im hϕ|Ci = Re hi · ϕ|Ci ⊂ [− slC (−i · ϕ) , slC (i · ϕ)] .
¤

EXERCICE 1 Calculer la fonction conjuguée f◦ des fonctions définies sur R suivantes :

(a) f : x 7−→ a · x2 + b · x+ c pour a > 0 .
(b) f = exp .

(c) f = 1
p
· |id|p pour p ∈ [1,∞[ .

(d) Donner une formule générale pour f◦ dans le cas où f ∈ C(1) (R) et f 0 est strictement
croissante.

EXERCICE 2 Soient F un espace localement convexe métrisable. Montrer

(a) Si A est une partie précompacte de F , alors co (A) et cs (A) sont précompactes.

(b) Si F est un espace de Fréchet et A une partie compacte de F , alors co (A) et cs (A) sont
des parties compactes de F .

Utiliser le théorème 14.7 du cours d’Analyse [17].

EXERCICE 3 Soient F un espace de Fréchet,X un espace topologique séparé et f : X −→ F
une application telle que, pour tout K ∈ K (X) , la partie f (K) soit contenue dans une partie
compacte de F et que f tende vers 0 à l’infini, i.e. telle que pour toute semi-norme continue p
sur F , il existe K ∈ K (X) telle que p (f (X rK)) 6 1 .

Montrer que f (X) est contenue dans une partie convexe compacte de F .

REMARQUE 8 Ces deux derniers exercices peuvent être généralisés au cas où F est un
espace localement convexe complet, mais la définition de ce concept nécessite l’introduction des
filtres. Il suffit en fait que F soit quasi-complet, i.e. que toute partie fermée convexe bornée
(cf. définition 3.1.4) soit complète. Il est aussi nécessaire de généraliser la notion d’ensemble
précompact et la caractérisation des ensembles compacts : un ensemble est compact si, et
seulement s’il est précompact et complet.
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3.10 Polarité et orthogonalité

DEFINITION 1 Soient A une partie de F et slA : F † −→ R (cf. définition 3.9.4).

(a) On pose

A◦ :=
©
µ ∈ F †

¯̄
Re hA|µi > −1

ª
= {sl−A 6 1} ,

Aa :=
©
µ ∈ F †

¯̄
|hA|µi| 6 1

ª
= {snA 6 1}

et

A⊥ :=
©
µ ∈ F †

¯̄
hA|µi = {0}

ª
= {snA = 0} .

On dit que A◦ , Aa et A⊥ sont respectivement les ensembles polaire et polaire absolu de A et
l’ ensemble orthogonal à A .

(b) On définit la jauge de Minkowsky de A par

jA (ϕ) := inf
©
α ∈ R∗+

¯̄
ϕ ∈ α ·A

ª
∈ R+ .

(c) On dit que A est radialement fermée si, pour tout ϕ ∈ F , l’ensemble
Iϕ := {β ∈ R+ | β · ϕ ∈ A}

est un intervalle fermé contenant 0 .

REMARQUE 1 On vérifie facilement les assertions suivantes :

(a) Si A est un cône, on a

A◦ =
©
µ ∈ F †

¯̄
Re hA|µi > 0

ª
.

(b) Si A est absolument symétrique, respectivement un espace vectoriel, on a

A◦ = Aa , resp. A◦ = A⊥ .

(c) Si A ⊂ B , alors
B◦ ⊂ A◦ , Ba ⊂ Aa , B⊥ ⊂ A⊥ ;

en outre

A ⊂ A◦◦ , A ⊂ Aaa , A ⊂ A⊥⊥

et

A◦ = A◦◦◦ , Aa = Aaaa , A⊥ = A⊥⊥⊥ .

Si ‡ ∈ {◦, a,⊥} , alors A ⊂ A‡‡ , donc
¡
A‡‡
¢‡ ⊂ A‡ et par suite

A‡ ⊂
¡
A‡
¢‡‡
=
¡
A‡‡
¢‡ ⊂ A‡ .

(d) Si A est convexe fermée et contient 0 , alors A est radialement fermée.

Claude Portenier SEMI-DUALITÉ 183



3.10 Polarité et orthogonalité

REMARQUE 2 Si F est un espace préhilbertien, le produit scalaire définit une semi-dualité
(F |F ) . En munissant F de la topologie faible σ (F, F ) , sont semi-dual

¡
Fσ(F,F )

¢†
s’identifie à

F et, pour toute partie A ⊂ F , on a
A⊥ = {µ ∈ F | (A|µ) = {0}} .

On retrouve la notion d’orthogonalité définie dans le cadre des espaces préhilbertiens (cf. défi-
nition 1.4.1).

PROPOSITION Soit A une partie de F .

(i) On a

[co (A ∪ {0})]◦ = A◦ , cs (A)a = Aa et lin (A)⊥ = A⊥ .

(ii) On a

jA = (1 +∞{A)h et A◦ = − co 1+∞{A ;

en particulier jA est une fonctionnelle positivement homogène > 0 et A◦ est une partie convexe
fermée contenant 0 de F † .

(iii) Si A est convexe, alors jA est une fonctionnelle sous-linéaire.

(iv) On a A = {jA 6 1} si, et seulement si, A est radialement fermée.
(v) Si A est radialement fermée, alors jA est s.c.i. si, et seulement si, A est fermée.

(vi) Soit (qj)j∈J une famille de fonctionnelles sous-linéaires telle que
V
j∈J qj soit une fonc-

tionnelle sous-linéaire s.c.i. Alors(^
j∈J
qj 6 1

)
= co

Ã[
j∈J
{qj 6 1}

!
.

(vii) Si p est une fonctionnelle sous-linéaire s.c.i. > 0 , on a
p = j{p61} .

En particulier si p est une semi-norme sur F , alors

p = jBp(0,1) .

Dmonstration de (i) Etant donné µ ∈ F † tel que Re hA|µi > −1 , par linéarité on
obtient

Re hco (A)|µi > −1 ,
puis Re hco (A)|µi > −1 par continuité. Ceci montre que A◦ ⊂ co (A ∪ {0})◦ . L’autre inclusion
est triviale. Les deux autres formules se prouvent de la même manière.

Dmonstration de (ii) En effet, pour tout ϕ ∈ F , il vient

jA (ϕ) = inf

½
1

β
∈ R∗+

¯̄̄̄
β · ϕ ∈ A

¾
= (1 +∞{A)h (ϕ)

par la définition 3.9.2. Comme jA est positive, elle est positivement homogène par la remarque
3.9.3. D’autre part

co1+∞{A =
©
µ ∈ F †

¯̄
Re |µi 6 1 +∞{A

ª
=
©
−µ ∈ F †

¯̄
Re hA|µi > −1

ª
= −A◦ ,

et il suffit d’appliquer la proposition 3.9.
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Dmonstration de (iii) Cela découle du lemme 3.9.ii.

Dmonstration de (iv) Pour tout ϕ ∈ F , on a

jA (ϕ) =
1

sup Iϕ
.

Si A = {jA 6 1} , pour tout β ∈ R+ , l’assertion β · ϕ ∈ A est équivalente à jA (β · ϕ) 6 1 ,
donc à β 6 1

jA(ϕ)
, ce qui montre que Iϕ =

h
0, 1

jA(ϕ)

i
. Réciproquement on a évidemment

A ⊂ {jA 6 1} . Si maintenant jA (ϕ) 6 1 , il vient sup Iϕ > 1 , donc 1 ∈ Iϕ , ce qui montre que
ϕ ∈ A .

Dmonstration de (v) La condition est évidemment nécessaire par (iv). Réciproque-
ment on a

{jA 6 γ} =

⎧⎨⎩ γ ·A γ ∈ R∗+
si

∅ γ ∈ R∗−
,

tandis que

{jA 6 0} = {jA = 0} =
\

γ∈R∗+

{jA 6 γ} .

Dmonstration de (vi) L’inclusion

co

Ã[
j∈J
{qj 6 1}

!
⊂
(^
j∈J
qj 6 1

)
est évidente car on a

V
j∈J qj 6 qk pour tout k ∈ J et l’ensemble du membre de droite est

fermé par hypothèse. Réciproquement nous pouvons supposer que
V
j∈J qj (ϕ) < 1 car, pour

tout ϕ ∈ F , on a ϕ = limr→1− r · ϕ . Il existe donc
¡
ϕj
¢
j∈J ⊂ F

(J) tel que ϕ =
P

j∈J ϕj etP
j∈J qj

¡
ϕj
¢
6 1 ; en considère les parties finies

K :=
©
j ∈ J

¯̄
ϕj 6= 0

ª
et L :=

©
j ∈ J

¯̄
qj
¡
ϕj
¢
6= 0

ª
.

Il suffit alors de décomposer ϕ sous la forme

ϕ =

Ã
1−

X
j∈J
qj
¡
ϕj
¢!
· 0 +

X
l∈L
ql (ϕl) ·

ϕl
ql (ϕl)

si K r L = ∅ , et

ϕ =
X

k∈KrL

1

# (K r L)
·
Ã
1−

X
j∈J

qj
¡
ϕj
¢!
· ϕk +

X
l∈L
ql (ϕl) ·

ϕl
ql (ϕl)

sinon.

Dmonstration de (vii) C’est immédiat, puisque ϕ ∈ α ·{p 6 1} est équivalent à p (ϕ) 6
α . ¤

EXEMPLE Dans la dualité hRn,Rni , on a¡
Rn+
¢◦
= Rn+ .
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Si X est un espace localement compact, dans la dualité hKR (X) ,MR (X)i , on a
K+ (X)◦ =M+ (X) .

Dans la semi-dualité hC|Ci , on a
(R+)◦ = R+ ×R .

THEOREME (des bipolaires) Pour toute partie A de F , on a

(jA)
◦◦ = sl−A◦ .

En outre les fonctionnelles sous-linéaires sl−A◦ et slAa sont respectivement les jauges de Min-
kowsky de

co (A ∪ {0}) et cs (A) ,

et on a

A◦◦ = co (A ∪ {0}) , Aaa = cs (A) et A⊥⊥ = lin (A) .

En particulier si p est une fonctionnelle sous-linéaire s.c.i. > 0 , alors
p = sl−{p61}◦ .

Grâce à (ii) de la proposition, on a

(jA)
◦◦ = [(1 +∞{A)h]

◦◦ =
h
∞{ co1+∞{A

i◦
= sl−A◦

par le corollaire 3.9.i.
Pour l’assertion concernant sl−A◦ et la première formule, nous pouvons supposer en utilisant

la proposition que A est une partie convexe fermée contenant 0 et que jA est une fonctionnelle
sous-linéaire s.c.i. Grâce au théorème 3.9.i, on obtient

sl−A◦ = (jA)
◦◦ = jA ,

donc

A◦◦ = {ϕ ∈ F | Re hϕ|A◦i > −1} =

= {ϕ ∈ F | Re hϕ|−A◦i 6 1} = {sl−A◦ 6 1} = {jA 6 1} = A .
Pour l’assertion concernant slAa et la deuxième formule, nous pouvons supposer en utilisant

la proposition que A est une partie convexe absolument symétrique ; mais comme Aa = −A◦ ,
il vient slAa = jA et

Aaa = A◦◦ = A .

Pour la troisième formule nous pouvons supposer que A est un sous-espace vectoriel fermé
et on obtient A⊥⊥ = A◦◦ = A . Finalement (vii) de la proposition montre que

p = j{p61} = j
◦◦
{p61} = sl−{p61}◦ .

¤

REMARQUE 3 La formule A⊥⊥ = lin (A) étant très importante, nous en donnons une
démonstration directe.

On vérifie immédiatement que lin (A) ⊂ A⊥⊥ . Si ϕ /∈ lin (A) , considérons l’application
canonique π : F −→ F

±
lin (A) . Puisque l’espace localement convexe F

±
lin (A) est séparé

(théorème 2.8), et comme [ϕ] ∈ F
±
lin (A) r {0} , il existe par le théorème de Hahn-Banach
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une forme semi-linéaire continue ν sur F
±
lin (A) telle que h [ϕ]| νi 6= 0 . Posons µ := ν◦π ∈ F † .

On a

lin (A)

¯̄
µ
®
= {0} , donc µ ∈ A⊥ , et hϕ|µi = h [ϕ]| νi 6= 0 , donc ϕ /∈ A⊥⊥ , ce qui prouve

l’autre inclusion. ¤

REMARQUE 4 Soient F un espace préhilbertien, (F |F ) la semi-dualité associée et A ⊂ F
(celui de droite !). Puisque

A⊥ =
\
ξ∈A
{( ·| ξ) = 0} ⊂ F (celui de gauche !)

et ( ·| ξ) est continue pour les topologies σ (F,F ) , σ
¡
F,F †

¢
et TF , A⊥ est un sous-espace

vectoriel fermé de F pour ces topologies. Cela découle aussi de la proposition (ii) ci-dessus.
L’image de A⊥ dans F † par l’application de Riesz n’est en général pas fermée (pour σ

¡
F †, F

¢
).

Le théorème des bipolaires montre que son adhérence est l’orthogonal de A dans la semi-dualité
F |F †

®
.

L’assertion G = G⊥⊥ du théorème de la projection 1.4.v montre que G est fermé pour
σ (F,F ) . Réciproquement on peut montrer G = G⊥⊥ à l’aide du théorème des bipolaires. En
effet G est complet, donc fermé pour TF et on obtient G = G⊥⊥ dans la semi-dualité


F |F †

®
,

donc en calculant G⊥ dans F † ! Par ce qui précède ce G⊥ est l’adhérence pour σ
¡
F †, F

¢
de G⊥

calculé dans F . Leurs orthogonaux dans F sont donc égaux.

DEFINITION 2 On dit qu’une partie A de F est totale dans F , si le sous-espace vectoriel
engendré par A est dense dans F , i.e. si le sous-espace vectoriel fermé engendré par A est égal
à F .

COROLLAIRE Soit A ⊂ F et T : F −→ G une application linéaire continue.

(i) Un sous-espace vectoriel de F est fermé si, et seulement si, il est faiblement fermé.

(ii) Pour que A soit totale, il faut et il suffit que A⊥ = {0} , i.e. que pour tout µ ∈ F † tel que
µ = 0 sur A , on ait µ = 0 .

(iii) On a

T (A)⊥ =
¡
T †
¢−1 ¡

A⊥
¢
,

et le sous-espace vectoriel fermé engendré par T (A) est
h¡
T †
¢−1 ¡

A⊥
¢i⊥

.
En particulier

KerT † = (ImT )⊥ .

(iv) Pour que T soit d’image dense, respectivement injective, il faut et il suffit que T † soit
injective, respectivement d’image dense.

Dmonstration de (i) C’est immédiat par le théorème 3.9.iii, puisqu’un sous-espace
vectoriel est une partie convexe. Directement il suffit de montrer qu’un sous-espace vectoriel
fermé A est faiblement fermé. Mais on a

A = A⊥⊥ =
\
µ∈A⊥

{ϕ ∈ F | hϕ|µi = 0}

et {h·|µi = 0} est faiblement fermé.
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Dmonstration de (ii) Pour que A soit totale, il faut et il suffit que A⊥⊥ = lin (A) = F ,
d’où le résultat car A⊥⊥⊥ = A⊥ et F⊥ = {0} .

Dmonstration de (iii) Soit ν ∈ G† . On a ν ∈ T (A)⊥ si, et seulement si, hT (A)| νi =
{0} , i.e.


A
¯̄
T †ν

®
= {0} , ce qui signifie que T †ν ∈ A⊥ .

Dmonstration de (iv) Par (ii), on a G = T (F ) si, et seulement si, T (F )⊥ = {0} ,
i.e.

¡
T †
¢−1

(0) = {0} , ce qui est équivalent à l’injectivité de T †. Finalement en appliquant ce
résultat à T † , on obtient le résultat dual par (i), puisque T =

¡
T †
¢†
(théorème 3.7.ii). ¤
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3.11 La topologie de Mackey

DEFINITION Soit hF |Gi une semi-dualité. La topologie de Mackey τ (F,G) sur F est
définie par l’ensemble de toutes les semi-normes de Mackey p sur F , i.e. telles que

µ ∈ F~ et
¯̄
|µi
¯̄
6 p =⇒ |µi ∈ |Gi .

Le corollaire 3.6.ii montre que toute semi-norme de Mackey sur F est s.c.i.

PROPOSITION

(i) Si p est une semi-norme de Mackey et q une semi-norme telle que q 6 p , alors q est une
semi-norme de Mackey.

(ii) Si p et q sont des semi-normes de Mackey, alors p+ q est une semi-norme de Mackey.

(iii) La topologie de Mackey τ (F,G) est la plus fine des topologies localement convexes qui
sont compatibles avec la semi-dualité hF |Gi .

La première partie est immédiate et la deuxième découle de l’exemple 3.6.3. Pour la troi-
sième, si µ est une forme semi-linéaire continue pour la topologie de Mackey, il existe une
suite (pj)j=1,...,n de semi-normes de Mackey et une constante c ∈ R+ telles que

¯̄
|µi
¯̄
6

c · maxj=1,...,n pj . Mais c · maxj=1,...,n pj est une semi-norme de Mackey par (i) et (ii), donc
|µi ∈ |Gi . Réciproquement, si |µi ∈ |Gi et ν est une forme semi-linéaire sur F telle que¯̄
|νi
¯̄
6
¯̄
|µi
¯̄
, alors ν est proportionnelle à µ par le lemme 3.4 ; ceci montre que

¯̄
|µi
¯̄
est une

semi-norme de Mackey, donc que µ ∈ (Fτ)
† . Nous avons ainsi prouvé que la topologie de Mac-

key est compatible avec la semi-dualité. C’est la plus fine, car toute semi-norme continue pour
une topologie compatible avec la dualité est évidemment une semi-norme de Mackey. ¤

Nous pouvons maintenant généraliser le scolie 3.7.ii.

THEOREME

(i) La topologie d’un espace tonnelé est celle de Mackey.

(ii) Soient F,G des espaces localement convexes et T : F −→ G une application linéaire.
Pour que T soit continue pour les topologies de Mackey, il faut et il suffit que T soit faiblement
continue. On a donc

L (F,G) ⊂ L (Fσ, Gσ) = L (F,Gσ) = L (Fτ , G) = L (Fτ , Gτ) .

(iii) Si p est une forme sous-linéaire continue sur F , alors

cop =
©
µ ∈ F †

¯̄
Re |µi 6 p

ª
est une partie convexe (faiblement) compacte de F † .

En particulier la boule unité du semi-dual fort d’un espace normé est faiblement compacte.
En outre si A est une partie de F † , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) co (A) est compacte.
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(b) cs (A) est compacte.
(c) snA = sup ||Ai| est une semi-norme de Mackey.
(d) slA = supRe |Ai une forme sous-linéaire continue pour la topologie de Mackey.

Dmonstration de (i) Il nous suffit de montrer que la topologie de Mackey est moins
fine que celle de F , donc que toute semi-norme de Mackey sur F est continue. Mais une telle
semi-norme est s.c.i. et par suite continue, puisque F est tonnelé.

Dmonstration de (ii) On a tout d’abord L (Fτ , Gτ) ⊂ L (Fτ , G) , car

Fτ
T−→ Gτ

Id−→ G

est continue. L’inclusion L (Fτ , G) ⊂ L (Fτ , Gσ) est triviale, et L (Fτ , Gσ) = L (Fσ, Gσ) par
le scolie 3.7.i. Puisque L (F,G) ⊂ L (Fσ, Gσ) par le scolie 3.7.ii, il nous reste à prouver que
L (Fσ, Gσ) ⊂ L (Fτ , Gτ) .

Si q est une semi-norme de Mackey surG , nous devons montrer que q◦T est une semi-norme
de Mackey sur F , i.e. que µ ∈ F~ et

¯̄
|µi
¯̄
6 q◦T entraînent µ ∈ F † . Or µ s’annule sur KerT ,

donc factorise par T en une forme semi-linéaire ν̃ : ImT −→ K telle que µ = ν̃ ◦ T et
¯̄
|ν̃i
¯̄
6 q

sur ImT . Elle possède donc un prolongement ν à G par le théorème de Hahn-Banach 3.6 tel
que

¯̄
|νi
¯̄
6 q . Puisque q est une semi-norme de Mackey on a ν ∈ G† , puis µ = ν ◦T ∈ F † par

la continuité faible de T .

Dmonstration de (iii) L’application canonique (FR)
∗ −→ F~ de la remarque 3.6.3

étant évidemment un homéomorphisme pour les topologies faibles, on peut se restreindre au
cas réel. On a

cop =
©
µ ∈ F~

¯̄
|µi 6 p

ª
.

Cet ensemble convexe est fermé dans F~ par la proposition 3.9. Remarquons maintenant que
F~ est un sous-espace topologique de RF , muni de la topologie de la convergence ponctuelle.
Il est également fermé puisqu’il est défini par des égalités ponctuelles. Finalement, on a

cop ⊂
Y
ϕ∈F

[−p (−ϕ) , p (ϕ)] ,

et le produit des intervalles compacts [−p (−ϕ) , p (ϕ)] est compact par le théorème de Tycho-
noff.

En particulier la boule unité du semi-dual fort d’un espace normé est égale à cok·k , donc
faiblement compacte.

Soit maintenant A ⊂ F † .

(a) ⇒ (b) Si co (A) est compacte, il en est de même de cs (A) = cs (co (A)) par la remarque
3.9.7.

(b) ⇒ (c) Puisque F † ,→ F~ est continue, cs (A) est une partie convexe compacte, donc
fermée, de F~ . Par le corollaire 3.9.iii, dans la semi-dualité hF |F~i , on a cs (A) = co snA ,
donc ©

µ ∈ F~
¯̄ ¯̄
|µi
¯̄
6 snA

ª
= cs (A) ⊂ F † ,

ce qui montre que snC est une semi-norme de Mackey.

(c) ⇒ (d) Cela découle de la remarque 2.3.2.ii car on a slA 6 snA .
(d) ⇒ (a) Par le corollaire 3.9.iii, on a co (A) = coslA , d’où le résultat par ce qui précède,
puisque la topologie de Mackey est compatible avec la dualité par la proposition (iii). ¤
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REMARQUE Soit F un espace de Banach. Puisque F est tonnelé, sa topologie est celle
de Mackey τ

¡
F,F †

¢
. Si F est réflexif, la topologie forte de son semi-dual est la topologie de

Mackey τ
¡
F †, F

¢
.
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3.12 Intégration vectorielle faible

Soient X un espace topologique, m une intégrale de Radon positive sur X
et F un espace localement convexe séparé.

Nous allons définir la notion d’intégrale d’une fonction à valeurs dans le semi-dual F † de
F . Rappelant que tout espace localement convexe séparé est le semi-dual de son semi-dual
faible (cf. théorème 3.7.i), nous aurons ainsi aussi défini la notion d’intégrale (faible) d’une
fonction à valeurs dans un espace localement convexe séparé quelconque. La situation que nous
considérons est en fait plus simple dans les notations et correspond aux besoins pratiques.

Si l’on considère la semi-dualité hKn|Kni définie par hϕ|µi :=
Pn

j=1 ϕj · µj et la base
canonique (ej)j=1,...,n de K

n , on a

hej|µi = µj pour tout j = 1, . . . , n .

Ceci nous conduit à interpréter dans la semi-dualité

F
¯̄
F †
®
le nombre hϕ|µi comme une

”combinaison linéaire” de ”composantes” de µ (voir aussi 4.1).

DEFINITION 1 On dit qu’une application

ζ : X −→ F †

est scalairement m-intégrable , scalairement m-négligeable et scalairement m-mesurable si, pour
tout ϕ ∈ F , la fonction

hϕ| ζi : x 7−→ hϕ| ζ (x)i : X −→ K

est respectivement m-intégrable, m-négligeable et m-mesurable.

Si ζ : X −→ F † est scalairement m-intégrable, alorsZ
ζ dm : ϕ 7−→

Z
hϕ| ζi dm

est une forme semi-linéaire sur F , i.e. un élément de F~ . Dans la semi-dualité

F
¯̄
F

~ ®
on a

donc ¿
ϕ

¯̄̄̄Z
ζ dm

À
=

Z
hϕ| ζi dm pour tout ϕ ∈ F .

DEFINITION 2 On dit que
R
ζ dm est l’ intégrale (faible) de ζ (par rapport à m ).

Si
R
ζ dm ∈ F † , i.e. si Z

ζ dm : ϕ 7−→
Z
hϕ| ζi dm

est une forme semi-linéaire continue sur F , nous dirons que ζ est scalairement m-intégrable
dans F † .
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Cette notion d’intégrabilité est malheureusement trop faible. Par exemple si ζ est scalaire-
ment m-intégrable dans F †, pour tout g ∈ L∞ (m) , l’application

g · ζ : x 7−→ g (x) · ζ (x)

est scalairement m-intégrable, mais pas nécessairement dans F † . Remarquons encore que

h·| ζi : F −→ L1 (m)

est une application semi-linéaire et que

ϕ 7−→
Z
|hϕ| ζi| dm

est une semi-norme sur F , mais qu’elles ne sont pas nécessairement continues.
Rappelons qu’une application linéaire Φ d’un espace localement convexe séparé G dans F

possède une adjointe Φ† : F † −→ G† si, et seulement si, Φ est faiblement continue (cf. scolie
3.7.i) ; de même une application Ψ : F † −→ G† est (faiblement) continue si, et seulement si,
elle est l’adjointe d’une application Φ : G −→ F .

En outre le semi-dual fort de L1 (m) est L∞,• (m) dans la semi-dualité

hf | giL1(m) :=
Z
f · g dm .

(cf. exemple 3.8.2).

PROPOSITION Soit ζ : X −→ F † une application. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Pour tout g ∈ L∞ (m) , l’application g · ζ est scalairement m-intégrable dans F † .
(ii) ζ est scalairement m-intégrable et l’application linéaire

hζ| ·i : F −→ L1 (m) : ϕ 7−→ hζ|ϕi
est faiblement continue, i.e. possède une adjointe.

(iii) ζ est scalairement m-intégrable et

ϕ 7−→ khϕ| ζik1 =
Z
|hϕ| ζi| dm

est une semi-norme continue sur F , si F est tonnelé, ou dans le cas général une semi-norme
de Mackey sur F .

Dans ce cas l’adjointe de hζ| ·i estZ
¦ · ζ dµ : g 7−→

Z
g · ζ dm : L∞ (m) −→ F †

et elle est faiblement continue pour σ (L∞,• (m) ,L1 (m)) .

(i) ⇐⇒ (ii) Il est clair que ζ est scalairement m-intégrable si, et seulement si g · ζ est
scalairement m-intégrable pour tout g ∈ L∞,• (m) . Dans la semi-dualité


F
¯̄
F

~ ®
on a¿

ϕ

¯̄̄̄Z
g · ζ dm

À
=

Z
hϕ| g · ζi dm =

Z
hζ|ϕi · g dm = hhζ|ϕi| giL1(m) ,

montrant que l’adjointe algébrique de hζ| ·i est

hζ| ·i~ =
Z
¦ · ζ dm : L∞,• (m) −→ F

~
.
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On en déduit immédiatement que hζ| ·i possède une adjointe si, et seulement si,
R
g · ζ dm ∈ F †

pour tout g ∈ L∞,• (m) .
(ii) ⇒ (iii) L’application hζ| ·i étant faiblement continue, elle est continue si F est tonnelé
grâce au scolie 3.7.ii. Plus généralement elle est continue pour les topologies de Mackey par le
théorème 3.11.ii. Mais comme L1 (m) est un espace de Banach, il est muni de sa topologie de
Mackey par le théorème 3.11.i, d’où le résultat.

(iii) ⇒ (i) On a ¯̄̄̄Z
hϕ| g · ζi dm

¯̄̄̄
6 kgk∞ ·

Z
|hϕ| ζi| dm ,

donc

ϕ 7−→
Z
hϕ| g · ζi dm

est une forme semi-linéaire continue sur Fτ , donc aussi sur F . ¤

DEFINITION 3 Nous dirons que ζ est m-intégrable (au sens de Pettis) dans F † si l’une des
conditions équivalentes de la proposition ci-dessus est satisfaite.

Il est possible de généraliser cette notion au cas où m est une intégrale de Radon complexe.

Du point de vue pratique on peut se dispenser d’introduire la topologie de Mackey, car on
a la condition suffisante suivante :

SCOLIE Si kh·| ζik1 est continue sur F , alors ζ est m-intégrable dans F † .

C’est immédiat puisqu’une semi-norme continue est continue pour la topologie de Mackey,
mais en recopiant la démonstration (iii)⇒(i) de la proposition on évite l’introduction de cette
notion. ¤

LEMME

(i) L’ensemble des applications m-intégrables dans F † est un espace vectoriel.

(ii) Une application scalairement m-négligeable est m-intégrable dans F † et son intégrale est
0 .

(iii) Soient Φ : F † −→ G† une application continue et ζ : X −→ F † une application m-
intégrable dans F † . Alors Φ ◦ ζ : X −→ G† est m-intégrable dans G† et on a

Φ

µZ
ζ dm

¶
=

Z
Φ ◦ ζ dm .

La première et la deuxième parties sont immédiates. Quant à la troisième, si ζ est m-
intégrable dans F † , pour tout γ ∈ G et g ∈ L∞ (m) , on a

hγ| g · (Φ ◦ ζ)i =

Φ†γ

¯̄
g · ζ

®
∈ L1 (m)

etZ
hγ| g · (Φ ◦ ζ)i dm =

Z 
Φ†γ

¯̄
g · ζ

®
dm =

¿
Φ†γ

¯̄̄̄Z
g · ζ dm

À
=

¿
γ

¯̄̄̄
Φ

µZ
g · ζ dm

¶À
,

donc γ 7−→
R
hγ| g · (Φ ◦ ζ)i dm est évidemment une forme semi-linéaire continue surG . ¤
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DEFINITION 4 Nous désignerons par L1
¡
m,F †

¢
l’espace vectoriel des classes d’applica-

tions ζ : X −→ F † qui sont m-intégrables dans F † , modulo les applications scalairement
m-négligeables. L’intégrale d’une telle application, qui ne dépend évidemment que de sa classe,
définit une application linéaire Z

: L1
¡
m,F †

¢
−→ F † .

REMARQUE 1 Il est important de préciser qu’avec cette notion d’intégrale nous n’avons
en aucune manière aborder le problème de l’approximation de

R
ζ dm , par exemple par des

intégrales de fonctions élémentaires (continues à support compact ou en escalier). Il en est de
même de la validité du théorème de Lebesgue.

THEOREME Soit ζ : X −→ F † une application scalairement m-mesurable.

(i) Si p est une semi-norme continue sur F (ou plus généralement sur Fτ ) et si

kζkp : x 7−→ kζ (x)kp := supϕ∈F,p(ϕ)61 |hϕ| ζ (x)i| : X −→ R+
est m-intégrable, alors ζ est m-intégrable dans F † . On aZ

ζ dm ∈
Z
kζkp dm · cop .

(ii) On suppose que F est tonnelé et que ζ est scalairement m-intégrable. S’il existe une suite
(Ak)k∈N de parties m-intégrables telles que

m∗

Ã
X r

[
k∈N
Ak

!
= 0

et que ζ |Ak soit bornée dans F
† , alors ζ est m-intégrable dans F † .

La condition est en particulier satisfaite si m est modérée et si ζ est m-mesurable au sens
de Lusin, par exemple continue.

Dmonstration de (i) Utilisant l’inégalité de Hölder abstraite (exemple 3.4.1) on ob-
tient Z

|hϕ| ζi| dm 6
Z
p (ϕ) · kζ (x)kp dm (x) =

µZ
kζ (x)kp dm (x)

¶
· p (ϕ) ,

d’où le résultat par le scolie. En outre¯̄̄̄Z
h·| ζi dm

¯̄̄̄
6
Z
kζkp dm · p ,

donc
R
ζ dm ∈

R
kζkp dm · cop .

Dmonstration de (ii) Remarquons tout d’abord que, pour tout ϕ ∈ F , on aZ
|hϕ| ζi| dm = supk∈N

Z
1Ak · |hϕ| ζi| dm

par le théorème de Beppo Levi. D’autre part il vientZ
1Ak · |hϕ| ζi| dm 6 m (Ak) · supx∈Ak |hϕ| ζ (x)i| <∞ ;
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mais le membre de droite est une semi-norme continue sur F par le scolie 2.13, donc aussi le
membre de gauche. Une seconde utilisation du scolie 2.13 montre que

ϕ 7−→
Z
|hϕ| ζi| dm

est une semi-norme continue sur F , d’où le résultat par le scolie ci-dessus. ¤

REMARQUE 2 La condition de (i) signifie que ζ est de la forme ζ = f · eζ pour f ∈ L1 (m)
et une application scalairement m-mesurable eζ : X −→ F † telle que

¯̄̄D
·|eζE¯̄̄ 6 p , où p est une

semi-norme de Mackey sur F , ce qui revient à dire que eζ (X) est contenue dans une partie
convexe (absolument symétrique et faiblement) compacte de F † .

Il suffit de poser

f := kζkp et eζ := 1

kζkp
· ζ ;

on a donc eζ (X) ⊂ cop et cop est une partie convexe absolument symétrique compacte de F †
par le théorème 3.11.iii. Pour la réciproque il suffit de poser p := snC . ¤

Cette remarque est essentiellement utilisée dans la situation suivante. On veut intégrer une
application ζ : X −→ G , où G est un espace localement convexe qui n’est pas naturellement
un dual faible. Il suffit de poser F := G† , donc F † =

¡
G†
¢†
= Gσ . En général F , même muni

de la topologie τ
¡
G†, G

¢
, n’est pas tonnelé.

Si G est un espace de Fréchet, une condition suffisante pour que eζ (X) soit contenue dans
une partie convexe (absolument symétrique et faiblement) compacte de G est décrite dans
l’exercice 3.9.3

REMARQUE 3 Soit ζ : X −→ F † de la forme ζ = f · eζ pour f ∈ L1 (m) . Si eζ est
m-mesurable au sens de Lusin (pour la topologie faible sur F † ) et eζ (X) est contenue dans
une partie convexe absolument symétrique (cf. définition 3.9.5) bornée et complète C pour
τ
¡
F †, F

¢
, alors ζ est m-intégrable dans F † .

Par hypothèse il existe une suite disjointe (Kl)l∈N d’ensembles compacts telle que

(f ·m)∗
Ã
X r

[
l

Kl

!
= 0

et que eζ |Kl
soit continue pour tout l . En modifiant légèrement le théorème de Krein [3], IV,

§5, n◦ 5, théorème 3, on voit que cs
heζ (Kl)

i
est une partie convexe absolument symétrique

compacte de F † contenue dans C et on aZ
1Kl

· ζ dm ∈
µZ

1Kl
· |f | dm

¶
· C .

Pour toute semi-norme continue q sur F †τ , on a donc

q

µZ
1Kl

· ζ dm
¶
6
µZ

1Kl
· |f | dm

¶
· supµ∈C q (µ) .
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Comme
P

l

R
1Kl

· |f | dm =
R
|f | dm , la suite

³Pk
l=0

R
1Kl

· ζ dm
´
est de Cauchy dans Fτ ,

donc converge dans C . Par le théorème de Lebesgue, pour tout ϕ ∈ F , on obtient*
ϕ

¯̄̄̄
¯
∞X
l=0

Z
1Kl

· ζ dm
+
=

∞X
l=0

Z
1Kl

· hϕ| ζi dm =
Z
hϕ| ζi dm ,

ce qui finit de prouver que ζ est m-intégrable dans F † , puisque pour tout g ∈ L∞ (m) , on a
g · f ∈ L1 (m) . ¤

REMARQUE 4 Si ζ : X −→ F † est une application scalairement m-intégrable telle que
ζ (K) soit contenue dans une partie convexe compacte de F † , pour tout K ∈ K (X) , alorsZ

ζ dm ∈ (Fβ)† .

La topologie forte β
¡
F, F †

¢
est définie en 3.16.

En effet
¯̄
·
¯̄R
1K · ζ dm

®¯̄
est une semi-norme continue sur F et, puisque hϕ| ζi est m-

intégrable, donc m-modérée, pour tout ϕ ∈ F , la proposition 15.12.ii du cours d’Analyse [17]
montre que ¯̄̄̄¿

ϕ

¯̄̄̄Z
ζ dm

À¯̄̄̄
6
Z
|hϕ| ζi| dm = supK∈K(X)

Z
|hϕ| 1K · ζi| dm <∞ .

Le membre de droite est donc une semi-norme s.c.i. sur F , donc continue sur Fβ par définition,
ce qui finit de prouver que

R
ζ dm ∈ (Fβ)† . ¤

REMARQUE 5 On dit que F possède la propriété (GDF ) (graphe dénombrablement fermé)
si toute application linéaire T de F dans un espace de Banach G dont le graphe GrT est
séquentiellement fermé est continue. Le théorème du graphe fermé 3.14 montre qu’un espace
de Fréchet possède la propriété (GDF ) . On peut montrer [3], Appendice, n◦ 2, proposition 2,
que F possède aussi la propriété (GDF ) s’il est final par rapport à une famille d’applications
linéaires Tj : Fj −→ F et si chaque Fj possède la propriété (GDF ) .

Les espaces S (Rn) , K (X) pour X localement compact et D (X) pour un ouvert X de Rn
possèdent la propriété (GDF ) .

En outre [3], §1, n◦ 4, théorème 1, on a le

THEOREME (de Gelfand-Dunford) Si F possède la propriété (GDF ) , alors toute ap-
plication ζ : X −→ F † scalairement m-intégrable est m-intégrable dans F † .

Dans les exemples qui suivent

X est un espace localement compact

et nous considérons la semi-dualité hK (X)|M (X)i de l’exemple 3.4.8.

EXEMPLE 1 Soient Y un espace topologique séparé, ν une intégrale de Radon positive sur
Y et

¡
µy
¢
y∈Y une famille d’intégrales de Radon positives sur X . Si l’application

µ¦ : y 7−→ µy : Y −→M (X)

est scalairement ν-intégrable, alors elle est ν-intégrable dansM (X) .
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En effet, pour tout g ∈ L∞ (ν) ,

ϕ 7−→
Z
hϕ|µ¦i · g dν : K (X) −→ K

est une combinaison linéaire de formes linéaires positives puisque

g =
X
ε4=1

ε · gε pour certaines fonctions gε ∈ L∞+ (µ) ;

c’est donc une intégrale de Radon. Ceci montre que g · µ¦ est scalairement ν-intégrable dans
M (X) , donc que µ¦ est ν-intégrable par définition. ¤

Cet exemple se généralise au cas où ν est une intégrale de Radon quelconque sur Y , puisque
µ¦ est scalairement νε-intégrable pour tout ε ∈ {±1,±i} . On peut également le généraliser au
cas où

¡
µy
¢
y∈Y une famille d’intégrales de Radon quelconques sur X , mais en supposant alors

que |µ¦| est scalairement ν-intégrable.

EXEMPLE 2 Soit µ une intégrale de Radon. L’application

ε¦ : x 7−→ εx : X −→M (X)

est scalairement µ-intégrable puisque, pour tout ϕ ∈ K (X) , on a
hε¦|ϕi = ϕ ∈ K (X) ⊂ L1 (µ) .

Elle est donc µ-intégrable dansM (X) par l’exemple précédent et on aZ
εx dµ (x) = µ .

En effet Z
hϕ| εxi dµ (x) =

Z
ϕ (x) dµ (x) = hϕ|µi .

En fait il est également clair que

ϕ 7−→
Z
|hϕ| εi| d |µ| = kϕk1

est une semi-norme continue sur K (X) , puisque pour tout K ∈ K (X) , on a
kϕk1 6 |µ| (K) · kϕk∞ pour tout ϕ ∈ K (X,K) .

En particulier étant donné v ∈ Rn , on a

εv =

Z
εx dεv (x) .

En utilisant les ”fonctions de Dirac”, le physicien écrira

δ (u− v) =
Z

δ (u− x) · δ (x− v) dx pour tout u ∈ Rn .

EXEMPLE 3 Soit µ une intégrale de Radon positive sur X telle que

µ =

Z
µy dν (y)

soit une décomposition de µ . Alors µ¦ est ν-intégrable dansM (X) et µ =
R
µ¦ dν .
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En effet par le théorème d’intégrations successives (cf. AN.22.1), pour tout ϕ ∈ K (X) , la
fonction

y 7−→
Z

ϕ dµy =

µy
¯̄
ϕ
®

est ν-intégrable, ce qui montre que µ¦ est scalairement ν-intégrable dansM (X) . On conclut
à l’aide de l’exemple 1. ¤
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3.13 Formes sesquilinéaires, applications linéaires et
produits tensoriels

DEFINITION Etant donné des espaces localement convexes F,G nous désignerons par
S (F,G) et S (F,G) les espaces vectoriels des formes sesquilinéaires à gauche sur F ×G qui sont
séparément respectivement globalement continues.

Utilisant la propriété universelle du produit tensoriel inductif semi-linéaire à droite (propo-
sition 2.14.i), on vérifie immédiatement les assertions suivantes :

PROPOSITION Il y a une correspondance biunivoque entre les applications linéaires

S : G −→ F~ ,

les formes sesquilinéaires à gauche

s : F ×G −→ K
et les formes semi-linéaires es : |F i hG| −→ K
donnée par D

|ϕi hγ|
¯̄̄ esE

|F ihG|
= s (ϕ, γ) = hϕ|Sγi pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G .

En outre

(i) Pour que S (G) ⊂ F † , il faut et il suffit que s soit continue, ou faiblement continue, en
la première variable.

(ii) Pour que S soit continue, ou faiblement continue, il faut et il suffit que s soit continue,
ou faiblement continue, en la seconde variable.

(iii) Pour que S soit une application linéaire continue de G dans F † , il faut et il suffit que s

soit séparément continue ou que es ∈ ³ |F ii hG|´† .
REMARQUE 1 Nous identifierons s et es avec l’application linéaire S et grâce à la semi-
dualité D

|F ii hG|
¯̄̄
Ls
¡
G,F †

¢ E
,

définie parD
|ϕi hγ|

¯̄̄
S
E
|F ihG|

= hϕ|Sγi pour tout ϕ ∈ F , γ ∈ G et S ∈ L
¡
G,F~

¢
,

nous avons les égalités et inclusions suivantes :¯̄
F †
® 
G†
¯̄
= Lf

¡
G,F †

¢
= S (Fσ, Gσ) ⊂ S (F,G) ⊂ S (F,G) = Ls

¡
G,F †

¢
=
³
|F i i hG|

´†
,
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la dernière égalité étant interprétée entre espaces localement convexes : la topologie de la
convergence simple sur G à valeurs dans F † est identique à la topologie faible du semi-dual de
|F i i hG| .

En effet la première égalité découle directement du corollaire 3.5, les inclusions sont triviales,
les deux dernières égalités proviennent de la proposition et on vérifie facilement l’égalité des
topologies de Ls

¡
G,F †

¢
et (|F i i hG|)† .

Il nous reste à montrer que l’application linéaire S ∈ L
¡
G,F †

¢
définissant s ∈ S (Fσ, Gσ) est

de rang fini. Mais la continuité signifie (proposition 2.4) qu’il existe des suites finies (µk)k=1,...,n ⊂
F † et (νl)l=1,...,m ⊂ G† telles que

|hϕ|Sγi| = |s (ϕ, γ)| 6 maxk=1,...,n |hϕ |µk i| ·maxl=1,...,m |hγ |νl i| .
Mais cette inégalité montre que, pour tout γ ∈ G , on a

n\
k=1

Ker |µki ⊂ Ker |Sγi ,

donc que Sγ est une combinaison linéaire de µk par le lemme 3.4.ii, i.e.

S (G) ⊂
nM
k=1

K · µk .

¤

REMARQUE 2 Puisque Gσ =
¡
G†
¢†
par le théorème 3.7.i, on obtient également

|F i hG| = Lf
¡
G†, F

¢
= S

¡
F †, G†

¢
⊂ L

¡
G†, F

¢
⊂ S

¡
F †, G†

¢
= L

¡
G†, Fσ

¢
=
³ ¯̄
F †
®
i


G†
¯̄´†

,

sans oublier que F † et G† sont munis de la topologie faible.
Les premières égalités conduisent certains auteurs à définir le produit tensoriel algébrique

de cette manière, évidemment en dimension finie. Cela ne me semble pas très naturel puisqu’en
dimension infinie il est nécessaire d’introduire la topologie faible !

On pourrait aussi utiliser le fait que

|F i hG| = Ls
¡
G,F †

¢†
;

on a besoin d’encore plus de topologie !

REMARQUE 3 Soient H et G des espaces de Hilbert. Si l’on identifie Gσ avec son semi-dual
faible G† , on a

Ls (H,Gσ) =
³
|Gi i hH|

´†
,

et la semi-dualité
D
|Gi i hH|

¯̄̄
L (H,G)

E
est donnée par la formuleD

|γi hξ|
¯̄̄
S
E
= (γ|Sξ) .

REMARQUE 4 Utilisant la propriété universelle du produit tensoriel projectif (cf. défi-
nition 2.14.2), on voit immédiatement que s est (gobalement) continue si, et seulement si,
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es ∈ ³ |F i p hG|´† , i.e.
S (F,G) =

³
|F i p hG|

´†
.

Soient Y un espace topologique séparé et ν une intégrale de Radon sur Y . Par linéarité,
une application ζ : Y −→ Ls

¡
G,F †

¢
est scalairement ν-intégrable si, et seulement si, pour tout

ϕ ∈ F et γ ∈ G , la fonction hϕ| ζγi est ν-intégrable.

EXEMPLE 1 Soient X,Y des ensembles. Le dual topologique de K(X) est égal à son dual
algébrique, puisque K(X) est muni de la topologie localement convexe la plus fine (exemple
2.10.4). Mais comme

¡
1{x}

¢
x∈X est une base algébrique de K

(X) , on en déduit qu’il est égal à
KX et que la semi-dualité est donnée par

hϕ|µi :=
X
x∈X

ϕ (x) · µ (x) pour tout ϕ ∈ K(X) et µ ∈ KX ,

puis que la topolgie faible σ
¡
KX ,K(X)

¢
est égale à celle de la convergence ponctuelle. On obtient

ainsi les égalités

Ls
¡
K(Y ),KX

¢
=
¡¯̄
K(X)

®
i


K(Y )

¯̄¢†
= K(X×Y )† = KX×Y

à l’aide de l’exemple 2.14.3. Ceci montre que toute application linéaire (continue)

K : K(Y ) −→ KX

est donnée par un noyau κ ∈ KX×Y . Plus précisément, pour tout ϕ ∈ K(X) et γ ∈ K(Y ) , on aD
|ϕi hγ|

¯̄̄
κ
E
=

X
(x,y)∈X×Y

ϕ (x) · γ (y) · κ (x, y) =
X
x∈X

ϕ (x) ·
X
y∈Y

κ (x, y) · γ (y) = hϕ|Kγi ,

en ayant posé

Kγ =
X
y∈Y

κ (·, y) · γ (y) ,

et

κ (x, y) =

1{x}

¯̄
K1{y}

®
.

THEOREME Le noyau κ† : Y ×X −→ K de l’application adjointe K† de K est donné par

κ† (y, x) = κ (x, y) pour tout x ∈ X et y ∈ Y .

En effet 
K†ϕ

¯̄
γ
®
= hϕ|Kγi =

X
(x,y)∈X×Y

ϕ (x) · γ (y) · κ (x, y) =

X
y∈Y

X
x∈X

κ† (y, x) · ϕ (x) · γ (y) =
*X
x∈X

κ† (·, x) · ϕ (x)
¯̄̄̄
¯ γ
+
.

¤
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EXEMPLE 2 Soit X,Y des espaces localement compacts. Utilisant l’exemple 2.14.4, on ob-
tient une injection continue canonique

M (X × Y ) ,→ (|K (X)i i hK (Y )|)† = Ls (K (Y ) ,M (X)) : κ 7−→ Sκ ,

où Sκ : K (Y ) −→M (X) est l’application (faiblement) continue définie, pour tout ϕ ∈ K (X)
et γ ∈ K (Y ) , par

hϕ|Sκγi :=
D
|ϕi hγ|

¯̄̄
κ
E
=

Z
ϕ (x) · γ (y) dκ (x, y) .

L’adjointe S†κ : K (X) −→M (Y ) est définie par l’intégrale de Radon κ† := %(κ) , où
% : X × Y −→ Y ×X : (x, y) 7−→ (y, x) .

En effet 
γ
¯̄
S†κϕ

®
= hϕ|Sκγi =

Z
ϕ (x) · γ (y) dκ (x, y) =

=

Z
γ (y) · ϕ (x) dκ† (y, x) =

D
|γi hϕ|

¯̄̄
κ†
E
.

Soit κ est une intégrale de Radon positive qui se désintègre par rapport à pr2 , i.e. telle qu’il
existe une intégrale de Radon positive ν sur Y et une famille

¡
µy
¢
y∈Y d’intégrales de Radon

positives sur X et que

κ =
Z ¯̄
µy
®
hεy| dν (y)

soit une décomposition de κ (cf. cours d’Analyse [17], 16.1). L’exemple 3.12.3 montre que
|µ¦i hε¦| est ν-intégrable dansM (X × Y ) . On voit alors facilement que γ · µ¦ est ν-intégrable
dansM (X) pour tout γ ∈ K (Y ) . Pour tout ϕ ∈ K (X) , on a alors

hϕ|Sκγi =
Z µZ

ϕ dµy

¶
· γ (y) dν (y) =

=

Z 
ϕ|µy

®
· γ (y) dν (y) =

¿
ϕ

¯̄̄̄Z
γ (y) · µy dν (y)

À
,

i.e.

Sκγ =

Z
γ (y) · µy dν (y) dansM (X) .

On a κ† =
R
|εyi


µy
¯̄
dν (y) , donc

S†κϕ = hµ¦|ϕi · ν .
Directement il suffit d’écrire

γ
¯̄
S†κϕ

®
= hϕ|Sκγi =

Z
γ (y) ·

µZ
ϕ (x) dµy (x)

¶
dν (y) = hγ |hµ¦|ϕi · ν i .

EXEMPLE 3 Soient X,Y des ouverts de Rn et Rm respectivement. Sachant que la topologie
induite par D (X × Y ) est celle de |D (X)i i hD (Y )| (cf. exemple 2.14.5), on obtient

D (X × Y )0 = (|D (X)ii hD (Y )|)
† = Ls

¡
D (Y ) ,D (X)0

¢
.
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Cette égalité est en fait le théorème des noyaux de Schwartz. Elle exprime que toute application
linéaire continue de D (Y ) dans D (X)0 est de la forme Sκ pour un κ ∈ D (X × Y )0 et définie
par

hϕ|Sκγi :=
D
|ϕi hγ|

¯̄̄
κ
E

pour tout ϕ ∈ D (X) et γ ∈ D (Y ) .

REMARQUE 5 On peut voir (cf. 4.12, exercice 3 et remarque 7) que

M (X × Y ) 6= Ls (K (Y ) ,M (X)) .
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3.14 Les théorèmes du graphe fermé et d’isomorphie

Dans ce numéro F et G sont des espaces localement convexes séparés .

Ces deux théorèmes explicitent des conditions sur F et G telles que les assertions suivantes
soient vraies :

Graphe fermé Si le graphe GrT d’une application linéaire T : F −→ G est fermé dans
F ×G , alors T est continue.
Isomorphie Si Φ : G −→ F est une application linéaire continue bijective, alors Φ est un
isomorphisme.

REMARQUE 1 La condition dans le théorème du graphe fermé est évidemment nécessaire,
puisque

GrT = {(ϕ, γ) ∈ F ×G | γ = Tϕ} = (T, Id)−1 (∆)
est fermé dans F ×G ; en effet la diagonale

∆ := (pr1−pr2)−1 ({0})
de G×G est fermée, puisque G est séparé.

REMARQUE 2 Le théorème du graphe fermé entraîne celui d’isomorphie.

En effet si Φ : G −→ F est continue, alors GrΦ est fermé dans G× F . Or
% : G× F −→ F ×G : (γ,ϕ) 7−→ (ϕ, γ)

est un isomorphisme, donc GrΦ−1 = %(GrΦ) est fermé dans F × G , ce qui montre que
Φ−1 : F −→ G est continue. ¤

REMARQUE 3 Réciproquement si T : F −→ G a un graphe fermé considérons l’application
linéaire bijective continue

Φ := pr1|GrT : GrT −→ F .

Si le théorème d’isomorphie est applicable à F et GrT , on en déduit que Φ−1 est continue, et
il en est alors de même de T = pr2 ◦Φ−1 . En particulier

Dans la catégorie des espaces de Fréchet, les théorèmes du graphe fermé et d’isomorphie
sont équivalents.

En effet GrT est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Fréchet F × G , donc un
espace de Fréchet. ¤

THEOREME Si F et G sont des espaces de Fréchet, les théorèmes du graphe fermé et
d’isomorphie sont vrais.
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Nous devons montrer, pour toute semi-norme continue q sur G que la semi-norme q ◦ T
est continue. Ceci revient à généraliser le théorème 2.13 montrant qu’un espace de Fréchet est
tonnelé. En fait il nous suffirait de montrer que cette semi-norme q ◦ T est s.c.i. Nous allons
montrer directement qu’elle est continue.

Soit (qk)k∈N une suite croissante de semi-normes définissant la topologie de G . On peut
supposer que q0 = q . Pour tout k ∈ N , on a évidemment

F =
[
m∈N

{qk ◦ T 6 m} ;

par le corollaire 2.12 du théorème de Baire, on a {qk ◦ T 6 mk}
◦ 6= ∅ pour un certain mk ∈ N .

Il existe donc ϕk ∈ F et une semi-norme continue pk sur F tels que

Bpk (ϕk, 1) ⊂ {qk ◦ T 6 mk} .

Puisque la topologie est définie par les grandes semi-normes, nous pouvons supposer que la
suite (pk)k∈N est croissante et définit la topologie de F .

Grâce au corollaire 2.2.iii, il nous suffit de montrer que q0 ◦ T est majorée sur Bp0 (0, 1) .
Pour tout ψ ∈ Bpk (0, 1) , on a ϕk,ϕk − ψ ∈ Bpk (ϕk, 1) , donc

ψ = ϕk − (ϕk − ψ) ∈ Bpk (ϕk, 1)−Bpk (ϕk, 1) ⊂

⊂ {qk ◦ T 6 mk}+ {qk ◦ T 6 mk} = {qk ◦ T 6 2mk}

puisque + : F × F −→ F est continue, i.e.

Bpk (0, 1) ⊂ {qk ◦ T 6 2mk} .

Choisissons une suite (αk)k∈N ⊂ R∗+ telle

α0 = 1 , limk αk = 0 et
∞X
l=0

αk ·mk <∞ .

On a évidemment

Bpk (0,αk) ⊂ {qk ◦ T 6 2αk ·mk} pour tout k ∈ N .

Remarquons que la différence avec le théorème 2.13 réside dans la présence de l’adhérence.
Soit donc ϕ ∈ Bp0 (0, 1) . Comme

Bp0 (0, 1) ⊂ {q0 ◦ T 6 2m0} ,

il existe ϕ0 ∈ {q0 ◦ T 6 2m0} tel que p1 (ϕ− ϕ0) 6 α1 . Ceci nous permet de construire par
récurrence une suite (ϕk)k∈N ⊂ F telle que

pk+1

Ã
ϕ−

kX
l=0

ϕl

!
6 αk+1 et qk (Tϕk) 6 2αk ·mk pour tout k ∈ N .

En effet

ϕ−
kX
l=0

ϕl ∈ Bpk+1 (0,αk+1) ⊂ {qk+1 ◦ T 6 2αk+1 ·mk+1} ;

il existe donc ϕk+1 ∈ {qk+1 ◦ T 6 2αk+1 ·mk+1} tel que pk+2
³
ϕ−

Pk+1
l=0 ϕl

´
6 αk+2 .
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Ceci montre que ϕ =
P∞

l=0 ϕl et que la série
P∞

l=0 Tϕl est absolument convergente, car pour
tout j ∈ N∗ , on a

pj

Ã
ϕ−

kX
l=0

ϕl

!
6 pk+1

Ã
ϕ−

kX
l=0

ϕl

!
6 αk+1 pour tout k > j − 1

et

∞X
l=0

qj (Tϕl) 6
j−1X
l=0

qj (Tϕl) +
∞X
l=j

ql (Tϕl) 6
j−1X
l=0

qj (Tϕl) +
∞X
l=j

2αl ·ml <∞ .

Puisque le graphe de T est fermé dans F ×G , on aÃ
ϕ,

∞X
l=0

Tϕl

!
=

∞X
l=0

(ϕl, Tϕl) ∈ GrT ,

donc Tϕ =
P∞

l=0 Tϕl et par suite

q (Tϕ) 6
∞X
l=0

q (Tϕl) 6
∞X
l=0

ql (Tϕl) 6
∞X
l=0

2αl ·ml <∞ ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

Nous allons maintenant discuter une généralisation très utile du théorème du graphe fermé.
Pour commencer on a le

LEMME Soit T : F −→ G une application linéaire. Pour que GrT soit fermé dans F ×G ,
il faut et il suffit qu’il existe une topologie localement convexe séparée S sur G telle que

T : F −→ GS et Id : G −→ GS

soient continues.

La condition est suffisante, puisque

(T, Id) : F ×G −→ GS ×GS

est continue et∆ est fermée dansGS×GS . Réciproquement, considérons l’application surjective

S : (ϕ, γ) 7−→ Tϕ− γ : F ×G −→ G .

On a

KerS = {(ϕ, γ) ∈ F ×G | Tϕ− γ = 0} = GrT ,

donc S induit une bijection eS : F ×G/GrT −→ G .

CommeGrT est fermé, l’espace localement convexe F ×G/GrT est séparé par le théorème 2.8.
Soit S la topologie localement convexe transportée (i.e. finale) par eS sur G . La commutativité
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des diagrammes

et

montrent alors que Id : G −→ GS et T : F −→ GS sont continues. ¤

THEOREME (de Ptak) Le théorème du graphe fermé est vrai pour toute application li-
néaire d’un espace tonnelé F dans un espace localement convexe G de l’une des classes sui-
vantes :

(i) Il existe une topologie localement convexe métrisable M sur G† compatible avec la semi-
dualité


G†
¯̄
G
®
, par exemple G est un espace de Banach réflexif, en particulier un espace de

Hilbert.

(ii) G est un espace de Fréchet.

Dmonstration de (i) L’idée de la démonstration est simple. L’application

Tfine : Ffine −→ G

égale à T , mais en ayant muni F de la topologie localement convexe la plus fine, est continue
(cf. exemple 2.10.4), donc

(Tfine)
† : G† −→ (Ffine)

† = F~

est continue. Il nous suffit de montrer que

(Tfine)
† ¡G†¢ ⊂ F † .

En effet cette inclusion montre que T : F −→ G possède une adjointe, donc que T est faiblement
continue, puis continue par le scolie 2.7.

Puisque T a un graphe fermé, il existe grâce au lemme une topologie localement convexe
séparée S sur G moins fine que celle de G et telle que T : F −→ GS soit continue. On en
déduit que

(Tfine)
†
³
(GS)

†
´
⊂ F † .

En outre (GS)
† est dense dans G† . En effet toute forme linéaire continue 6= 0 sur G† est de la

forme hγ| pour un γ ∈ Gr {0} (théorème 2.7), mais puisque S est séparée, il existe ν ∈ (GS)†

tel que hγ| νi 6= 0 ; ceci montre que
h
(GS)

†
i⊥
= {0} , d’où notre assertion par le corollaire

2.10.ii.
Grâce à notre hypothèse, le corollaire 2.10.i montre alors que (GS)

† est dense dans G†M .
Pour tout ν ∈ G†M , il existe donc une suite (νk)k∈N ⊂ (GS)

† telle que ν = limk νk dans G
†
M ,

et par suite dans G†σ . Il vient alors

(Tfine)
† ν = limk (Tfine)

† νk dans F~ .
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Or F † est séquentiellement complet par le théorème de Banach-Steinhaus 3.1, donc

(Tfine)
† ν ∈ F † .

Dmonstration de (ii) Cela découle d’une propriété satisfaite par les espaces de Fré-
chet, mais dont la démonstration est trop longue pour être reproduite ici : le théorème de
Krein-Šmulian (cf. H. Schaefer [20], Chap. IV, theorem 6.4). Avec les notations de la remarque
4 ci-dessous on a

(GS)
† ⊂ (GT)† ∩G† ⊂ G~ ,

donc (GT)
†∩G† est dense dans G† . Si q est une semi-norme continue sur G l’ensemble convexe

co q est compact dans G† par le théorème 3.11.iii, donc fermé dans G~ . En outre coq ∩ (GT)†
est faiblement borné, donc

K := co q ∩ (GT)†
(GT )

†

est compacte, puisque T est tonnelée, et par suite fermée dans G~ . Ceci montre que

K := co q ∩ (GT)†
(GT )

~

⊂ co q ,
donc que K := co q ∩ (GT)† est fermée dans G† . Le théorème de Krein-Šmulian montre alors
que (GT)

† ∩G† est fermé dans G† , donc égal à G† et par suite que (GT)† ⊃ G† . On en déduit
évidemment que T est plus fine que la topologie de G . ¤

REMARQUE 4 Pour que le théorème du graphe fermé soit vrai pour tout espace tonnelé
F , il faut et il suffit que G satisfasse à la propriété suivante :

Toute topologie tonnelée T sur G contenant une topologie localement convexe séparée S
contenue dans celle de G , i.e. S ⊂ T ∩ TG , est plus fine que celle de G , i.e. TG ⊂ T .

La condition est nécessaire, car Id : GT −→ G a un graphe fermé par le lemme, donc est
continue par le théorème du graphe fermé. Réciproquement il existe une topologie localement
convexe séparé S sur G , moins fine que celle de G , telle que T : F −→ GS soit continue.
Considérons sur G la topologie localement convexe finale T par rapport à T . Elle est plus fine
que S , donc séparée, et par suite tonnelée par la proposition 2.13. La condition montre qu’elle
est plus fine que celle de G , donc que

T : F
T−→ GT

Id−→ G

est continue. ¤

EXEMPLE 1 La classe décrite en (i) contient plus généralement les espaces localement
convexes qui sont réunion d’une suite d’ensembles faiblement compacts, mais cela nécessite
de pousser plus à fond la théorie de la dualité.

EXEMPLE 2 Soit G un espace de Fréchet de dimension infinie. Cet espace muni de la
topologie localement convexe la plus fine Tfine ne satisfait pas à la propriété de la remarque
4 précédente. En effet la topologie de G , qui est tonnelée, donc séparée, est strictement
moins fine que Tfine . En effet Tfine n’est pas métrisable, puisque G a une dimension algébrique
nécesairement non-dénombrable (cf. théorème 2.11 et remarque 2.11.1).

Claude Portenier SEMI-DUALITÉ 209



3.15 Quelques applications du théorème du graphe fermé

3.15 Quelques applications du théorème du graphe fermé

(1) Soient µ une intégrale de Radon sur X , p, r ∈ [1,∞] et F un sous-espace vectoriel de
Lp (µ) ∩ Lr (µ) . Si F est fermé dans Lp (µ) comme dans Lr (µ) , alors les normes k·kp et k·kr
sont équivalentes sur F .

Il nous suffit par symétrie de montrer que Id : Fk·kp −→ Fk·kr est continue, donc que son
graphe est fermé, puisque ces espaces sont de Banach. Soit donc ((ϕk,ϕk))k∈N une suite de Gr Id
convergente vers (ϕ,ψ) dans Fk·kp×Fk·kr ⊂ L

p (µ)×Lr (µ) . Par le théorème de Riesz-Fischer, il
existe donc une sous-suite

¡
ϕα(k)

¢
k∈N qui converge µ-p.p. vers ϕ . Mais comme cette sous-suite

converge encore vers ψ dans Lr (µ) , il existe une nouvelle sous-suite
¡
ϕβ◦α(k)

¢
k∈N qui converge

µ-p.p. vers ψ , donc aussi vers ϕ . Ceci montre que ϕ = ψ , donc que

(ϕ,ψ) = limk (ϕk,ϕk) = (ϕ,ϕ) ∈ Gr Id .

¤

(2) Soient F un espace de Fréchet et G,H des sous-espaces vectoriels fermés de F tels que
F = G⊕H . Alors

(γ, η) 7−→ γ + η : G×H −→ F

est un isomorphisme. Si F est un espace de Banach cela signifie qu’il existe M ∈ R+ tel que

kγk+ kηk 6M · kγ + ηk 6M · (kγk+ kηk)

pour tout γ ∈ G et η ∈ H .

C’est immédiat par le théorème d’isomorphie. ¤

(3) Soient µ une intégrale de Radon bornée sur X et p ∈ [1,∞[ . Si F est un sous-espace
vectoriel fermé de Lp (µ) contenu dans L∞ (µ) , alors F est de dimension finie.

C’est un résultat de A. Grothendieck (cf. W. Rudin [18], theorem 5.2). Ainsi tout sous-espace
vectoriel fermé de dimension infinie de Lp (µ) contient des fonctions non-bornées, typiquement
de la forme 1

(id−τ)s sur tout intervalle fermé de R , pour autant que s <
1
p
.

Comme dans l’exemple 1 on montre que l’injection canonique de F , muni de la norme
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k·kp , dans L∞ (µ) est continue. Il existe donc une constante M ∈ R+ telle que l’on ait

kϕk∞ 6M · kϕkp pour tout ϕ ∈ F .

On se ramène maintenant au cas p = 2 .
Si p < 2 , on applique l’inégalité de Hölder avec les exposants conjugués 2

p
et 2

2−p et on
obtient Z

|ϕ|p dµ 6
µZ

|ϕ|2 dµ
¶p

2

·
µZ

dµ

¶ 2−p
2

,

donc

kϕkp 6 µ (X)
1
p
− 1
2 · kϕk2 .

Si p > 2 , on a
|ϕ|p 6 kϕkp−2∞ · |ϕ|2 µ-p.p. ,

d’où

kϕk∞ 6M · kϕkp 6M · kϕk
p−2
2
∞ · kϕk

2
p

2

et par suite

kϕk∞ 6M
p
2 · kϕk2 .

Soient alors n ∈ N et (εj)j=1,...,n un système linéairement indépendant de F ⊂ L2 (µ) . Par
le procédé d’orthonormalisation de Gram_schmidt (cf. 3.8), on peut supposer que (εj)j=1,...,n
est orthonormé. Nous allons montrer que n est majoré par M2 ·µ (X) <∞ , ce qui prouve que
F est de dimension finie.

Pour tout c = (cj)j=1,...,n ∈ B|·|2 ⊂ K
n , on a°°°°°

nX
j=1

cj · εj

°°°°°
∞

6M ·
°°°°°

nX
j=1

cj · εj

°°°°°
2

=M · |c|2 6M

en ayant utiliser les relations d’orthogonalité (on peut aussi utiliser la proposition 3.7). Nous
avons donc prouvé que ¯̄̄̄

¯
nX
j=1

cj · εj

¯̄̄̄
¯ 6M µ-p.p. ,

cet ensemble négligeable dépendant de c . Puisqu’une réunion dénombrable d’ensembles négli-
geables est négligeable, il existe un ensemble négligeable N ⊂ X tel que l’on ait¯̄̄̄

¯
nX
j=1

cj · εj

¯̄̄̄
¯ 6M

pour tout x ∈ XrN et tout c ∈ Qn ou (Q+ i ·Q)n satisfaisant à |c|2 6 1 . Mais par la densité
de ce dernier ensemble dans B|·|2 et la continuité de l’application

c 7−→
nX
j=1

cj · εj (x) ,

pour x ∈ X rN donné, on en déduit que l’inégalité est vraie pour tout c ∈ B|·|2 . Finalement
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il vient
nX
j=1

|εj (x)|2 =
Ã

nX
j=1

|εj (x)|2
! 1

2

·
nX
j=1

εj (x)³Pn
j=1 |εj (x)|

2
´ 1
2

· εj (x) 6
Ã

nX
j=1

|εj (x)|2
! 1

2

·M

en posant

cj :=
εj (x)³Pn

j=1 |εj (x)|
2
´ 1
2

si
nX
j=1

|εj (x)|2 6= 0 .

Dans tous les cas il vient
nX
j=1

|εj (x)|2 6M2 pour tout x ∈ X rN ,

d’où

n 6M2 · µ (X) <∞
en intégrant. ¤

EXERCICE Soient µ une intégrale de Radon sur X et ρ,κ des fonctions µ-mesurables > 0
µ-p.p. . Montrer

(a) L2 (µ, ρ) est un sous-espace vectoriel de L2 (µ,κ) si, et seulement si, κ
ρ
est essentiellement

µ-bornée.
Dans ce cas

(b) L’injection canonique est continue et L2 (µ, ρ) est dense dans L2 (µ,κ) . En particulier si
A est une partie totale de L2 (µ, ρ) , c’est aussi une partie totale de L2 (µ,κ) .
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3.16 La topologie forte

DEFINITION 1 Soit hF |Gi une semi-dualité. La topologie forte β (F,G) sur F est définie
par l’ensemble des semi-normes s.c.i. pour l’une des topologies compatibles avec la dualité. On
pose

Fβ := Fβ(F,F †) et F †β := Fβ(F †,F) .

PROPOSITION

(i) La topologie forte β (F,G) est plus fine que la topologie de Mackey τ (F,G) .

(ii) Un espace localement convexe séparé est tonnelé si, et seulement si, F = Fβ , i.e. si sa
topologie coïncide avec la topologie forte β

¡
F, F †

¢
.

(iii) Toute semi-norme continue pour la topologie forte β
¡
F, F †

¢
est de la forme snC où C est

une partie (convexe absolument symétrique faiblement fermée) bornée de F † .

Dmonstration de (i) Toute semi-norme de Mackey sur F est s.c.i. par le corollaire
3.6.ii.

Dmonstration de (ii) C’est une reformulation de la définition.

Dmonstration de (iii) Cela découle du corollaire 3.9. ¤

REMARQUE 1 C’est essentiellement la topologie forte β
¡
F †, F

¢
sur un semi-dual qui est

intéressante. Dans ce cas les semi-normes continues sont toutes de la forme snC , où C est une
partie bornée de F .

Rappelons que les parties bornées, ainsi que les parties convexes fermées sont les mêmes
pour toutes les topologies compatibles avec la semi-dualité (proposition 3.8 et théorème de
Fenchel 3.9.iii).

REMARQUE 2 Si F est un espace normé l’espace de Banach F †β définit en 3.2.2 est muni
de la topologie forte.

En effet toute partie bornée de F est contenue dans une boule, donc toute semi-norme pour
la topologie forte de F †β est majorée par un multiple de la norme duale. ¤

REMARQUE 3 Pour toute semi-norme continue p sur F , considérons l’espace quotient
Fp := F /{p = 0} muni de la norme [p] . Puisque l’application quotient πp : F −→ Fp est
continue et surjective, on obtient une injection canonique

π†p : (Fp)
†
β ,→ F †β : |νi 7−→ hπp·| νi = |νi ◦ πp .

Elle est continue, car si C est une partie bornée de F , on a sup p (C) <∞ et

snC
¡¯̄
π†pν

®¢
= supϕ∈C

¯̄̄ 
ϕ|π†pν

®
F

¯̄̄
= supϕ∈C

¯̄̄
hπpϕ| νiFp

¯̄̄
6
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6 supϕ∈C kπpϕkFp · kνk[p] 6 sup p (C) · kνk[p] .

D’autre part [
p∈P

(Fp)
† = F †

et la topologie localement convexe finale sur F † de lim
−→

³
(Fp)

†
β ,π

†
p

´
est plus fine que celle de

F †β , qui elle est plus fine que celle de F
† .

D’autre part si s ∈ S (F,G) (cf. définition 3.13), il existe des semi-normes continues p et q
sur F et G respectivement telles que

|hϕ|Sγi| = |s (ϕ, γ)| 6 p (ϕ) · q (γ) .
Cette dernière inégalité peut s’écrire

kSγkp 6 q (γ)

et montre que S factorise par (Fp)
†
β en une application linéaire

S : G −→ (Fp)
†
β ,→ lim

−→

³
(Fp)

†
β ,π

†
p

´
continue.

Utilisant les remarques 1 et 4 de 3.13 on obtient les inclusions et égalités suivantes :¯̄
F †
® 
G†
¯̄
= Lf

¡
G,F †

¢
= S (Fσ, Gσ) ⊂ S (F,G) =

³
|F i p hG|

´†
⊂ L

³
G, lim
−→

³
(Fp)

†
β ,π

†
p

´´
⊂

⊂ L
³
G,F †β

´
⊂ S (F,G) = Ls

¡
G,F †

¢
=
³
|F i i hG|

´†
.

PROBLEME Quand a-t-on l’égalité

S (F,G) = S (F,G) , i.e.
³
|F i p hG|

´†
=
³
|F i i hG|

´†
.

i.e. quand est-ce que toute forme sesquilinéaire séparément continue est continue ? Voici une
réponse élémentaire.

THEOREME Si F est un espace localement convexe et G un espace tonnelé, alors

L
³
G,F †β

´
= L

¡
G,F †

¢
.

Si T : G −→ F † est continue et si p est une semi-norme s.c.i. sur F † , on a p = sup
¯̄
hcop|

¯̄
par le corollaire 3.9.iv appliqué à la semi-dualité


F †
¯̄
F
®
; on a donc

p ◦ T = sup |hcop| ◦ T | = sup |hcop|T ·i|
et hcop|T ·i ⊂ F † . Le scolie 2.13 montre que p ◦ T est une semi-norme continue, donc que
T : G −→ F †β est continue. La réciproque est évidente puisque la topologie forte est plus fine
que la topologie faible. ¤

COROLLAIRE Si F est normé et G tonnelé, alors toute forme sesquilinéaire séparément
continue sur F ×G est continue.
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Puisque L
¡
G,F †

¢
= L

³
G,F †β

´
, la semi-norme γ 7−→ kSγkF †β est continue sur G ; mais

comme

|hϕ|SγiF | 6 kϕkF · kSγkF †β ,
la proposition 2.4 permet de conclure. ¤

Nous renvoyons à 2.13 pour des exemples d’espaces tonnelés et à N. Bourbaki [3], III,
corollaire 1, p. 30 et IV, théorème 2, p. 26 pour d’autres résultats du même type.

Les topologies de la convergence uniforme

DEFINITION 2 Soit S un ensemble de parties bornée de F . On désigne par LS (F,G)
l’espace vectoriel des applications linéaires continues muni des semi-normes

qB : T 7−→ supϕ∈B q (Tϕ)

où q est une semi-norme continue surG etB ∈ S . On dit que c’est la topologie de la convergence
(dans G ) uniforme sur les parties de S .

On ne change pas cette topologie en remplaçant les parties de S par l’ensemble de toutes
les parties contenues dans l’enveloppe fermée convexe absolument symétrique d’une partie de
S . Puisque snB = sncs(B) , il est équivalent de se donner S ou une famille de semi-normes s.c.i.
sur F † .

EXEMPLE On considère essentiellement les topologies de la convergence uniforme sur les
parties suivantes :

(a) finies : Ls (F,G) .
(b) convexes compactes : Lcc (F,G) .
(c) compactes : Lc (F,G) .
(d) bornées : Lb (F,G) .

On dit que c’est la topologie de la convergence simple (cf. définition 3.1.3), convexe
compacte, compacte et respectivement bornée.

On a Lb (F,K) = F 0β par la remarque 1 ci-dessus. Attention l’enveloppe fermée convexe
d’une partie compacte n’est pas nécessairement compacte.

(e) Soit E l’ensemble des parties de F † contenues dans une partie de la forme cop , où p
est une semi-norme continue sur F . Ce sont exactement les ensembles équicontinus de formes
semi-linéaires sur F .

Puisque toute semi-norme continue p sur F s’écrit p = snE = |·|E , où E ∈ E (corollaire
3.9.iv), on a

F = L/E
¡
F †,K

¢
=
¡
F †
¢†
E
.

Rappelons que Fσ =
¡
F †
¢†
(théorème 3.7).
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3.17 Les opérateurs dans un espace de Hilbert

DEFINITION 1 Soient H et G des espaces de Hilbert et T : H −→ G une application
linéaire continue. On dit que c’est un opérateur borné . On dit aussi opérateur continu. Comme
précédemment (cf. 3.8), nous désignerons par

T † : G†β −→ H†
β

l’ opérateur adjoint .

Rappelons que le dual fort H†
β de H est un espace de Hilbert, mais que l’on n’identifie pas

nécessairement avec H (cf. remarque 1.5.2). Si l’on fait toutefois cette identification, alors

DEFINITION 2 Nous désignerons l’opérateur adjoint par

T ∗ : G −→ H .

Il est caractérisé par

(ξ|T ∗γ)H = (T ξ| γ)G pour tout ξ ∈ H et γ ∈ G ,
i.e. T ∗γ est l’unique élément de H qui grâce au théorème de Riesz représente la forme semi-
linéaire continue

ξ 7−→ (Tξ| γ)G : H −→ K .
Les formules de la proposition 3.7 et des corollaires 3.8 et 3.10 sont évidemment valables

pour ¦∗ à la place de ¦† .
Nous n’utiliserons donc la notation T ∗ que lorsqueH et G sont identifiés avec leur semi-dual

fort.

THEOREME (Hellinger-Toeplitz) Soient H,G des espaces de Hilbert et T : H −→ G
une application linéaire possédant une adjointe S : G −→ H , i.e. telle que

(ξ|Sγ)H = (T ξ| γ)G pour tout ξ ∈ H et γ ∈ G .
Alors T est un opérateur borné et S = T ∗ .

C’est immédiat par le scolie 3.7.ii. C’est aussi une conséquence du théorème du graphe
fermé 3.14. Si ((ξk, Tξk))k∈N converge vers (ξ, γ) dans H × G , il nous suffit de montrer que
γ = T ξ . Mais pour tout θ ∈ G , par la continuité du produit scalaire on a

(T ξ| θ)G = (ξ|Sθ)H = (limk ξk|Sθ)H = limk (ξk|Sθ)H =

= limk (T ξk| θ)G = (limk Tξk| γ)G = (γ| θ)G ,
donc Tξ = γ . ¤

Rappelons les notions suivantes :

DEFINITION 3 Soit T : H −→ G un opérateur borné. On dit que T est

216 SEMI-DUALITÉ Claude Portenier



Les opérateurs dans un espace de Hilbert 3.17

(a) unitaire si

T ∗T = IdH et TT ∗ = IdG .

Si T un opérateur borné dans H , on dit qu’il est

(a) normal si

T ∗T = TT ∗ ,

(b) auto-adjoint (ou hermitien ) si

T = T ∗ ,

(c) auto-adjoint (ou hermitien ) positif si T est auto-adjoint et

(ξ|Tξ) > 0 pour tout ξ ∈ H .

EXERCICE Montrer que T : H −→ G est une isométrie si, et seulement si, T est borné et
T ∗T = IdH . En déduire que T est unitaire si, et seulement si, T est une isométrie surjective,
ou encore si T est un opérateur borné bijectif et

−1
T = T ∗ ,

PROPOSITION Soit T un opérateur dans un espace de Hilbert H .

(i) On a

kTk = supξ,η∈H,kξk,kηk61 |(ξ|Tη)| .
Si T est auto-adjoint, alors

kTk = supξ∈H,kξk61 |(ξ|Tξ)| .
(ii) Si K = C , alors

kTk 6 2 · supξ∈H,kξk61 |(ξ|T ξ)| ,

T auto-adjoint ⇐⇒ (ξ|T ξ) ∈ R pour tout ξ ∈ H
et

T auto-adjoint positif ⇐⇒ (ξ|T ξ) > 0 pour tout ξ ∈ H .

(iii) Si K = C et T = U + i · V , où U, V sont des opérateurs auto-adjoints dans H , alors

U = ReT :=
1

2
· (T + T ∗) , V = ImT :=

1

2i
· (T − T ∗)

et

T est borné ⇐⇒ U, V sont bornés.

En outre

T est normal ⇐⇒ U, V commutent.

Dmonstration de (i) Utilisant le théorème 2.8, on obtient tout d’abord

kTk = supkηk61 kTηk = supkηk61 supkξk61 |(ξ|Tη)| > supkξk61 |(ξ|Tξ)| =:M ,
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ce qui prouve en particulier la première partie. Remarquons que l’on a

|(ξ|Tξ)| 6M · kξk2 .
Si T est auto-adjoint, on a

(ξ|Tη) = (T ∗ξ| η) = (T ξ| η) = (η|Tξ) ,
donc

4 · Re (ξ|Tη) = 2 ·
h
(ξ|Tη) + (ξ|Tη)

i
= 2 · [(ξ|Tη) + (η|T ξ)] =

= (ξ + η|T (ξ + η))− (ξ − η|T (ξ − η))

en appliquant la première formule de polarisation, proposition 1.3.i, à la forme sesquilinéaire

(ξ, η) 7−→ (ξ|Tη) .
Grâce à l’égalité du parallélogramme, corollaire 1.3, on obtient alors

4 · |Re (ξ|Tη)| 6 |(ξ + η|T (ξ + η))|+ |(ξ − η|T (ξ − η))| 6

6M ·
¡
kξ + ηk2 + kξ − ηk2

¢
= 2M ·

¡
kξk2 + kηk2

¢
6 4M

si kξk , kηk 6 1 . Si K = R , on en déduit que |(ξ|Tη)| 6M , donc que kTk 6M . Si K = C ,
il existe u ∈ U tel que

|(ξ|Tη)| = u · (ξ|Tη) = (u · ξ|Tη) = |Re (u · ξ|Tη)| 6M ,

ce qui prouve aussi que kTk 6M .

Dmonstration de (ii) SiK = C , la formule de polarisation, proposition 1.3.iii, et l’éga-
lité du parallélogramme, corollaire 1.3, montrent que

4 · |(ξ|Tη)| 6
X
ε4=1

|(ξ + ε · η|T (ξ + ε · η))| 6M ·
X
ε4=1

kξ + ε · ηk2 =

= 2M ·
¡
kξk2 + kηk2 + kξk2 + ki · ηk2

¢
6 8M ,

si kξk , kηk 6 1 , donc que kTk 6 2M .
Les conditions sont évidemment nécessaires, puisque

(ξ|T ξ) = (T ∗ξ| ξ) = (T ξ| ξ) = (ξ|T ξ) .
Réciproquement, si (ξ|T ξ) ∈ R , on a

(ξ| (T − T ∗) ξ) = (ξ|Tξ)− (T ξ| ξ) = (ξ|Tξ)− (ξ|T ξ) = 0 ,
donc

kT − T ∗k 6 2 · supξ∈H,kξk61 |(ξ| (T − T ∗) ξ)| = 0 ,
et par suite T = T ∗ . La dernière partie est alors immédiate.

Dmonstration de (iii) La démonstration est laissé au lecteur. ¤

REMARQUE 1 Si K = R , les assertions de (ii) sont fausses comme le montre une rotation
de π

2
dans R2 .

REMARQUE 2 Il est recommandé de comparer ces résultats avec ceux de 3.13 et 1.5.
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EXERCICE (Théorème de Lax-Milgram) Soient F,G des espaces normés et T une ap-
plication linéaire de F dans G . Montrer :

(a) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe ε > 0 tel que

kTϕk > ε · kϕk pour tout ϕ ∈ F .

(ii) T est injectif et
−1
T : T (F ) −→ F est continu.

(b) Si F est complet, T est continu et l’une des propriétés de (a) est satisfaite, alors T (F )
est complet.

(c) Si T est un isomorphisme, alors F est complet si, et seulement si, G est complet.

Soit H un espace de Hilbert et T ∈ L (H) .
(d) ImT dense dans H , si, et seulement si, T ∗ est injectif.

(e) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est inversible.
(ii) T ∗ est inversible.
(iii) T ∗ est injectif et il existe ε > 0 tel que

kTξk > ε · kξk pour tout ξ ∈ H .
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3.18 Les opérateurs intégraux de Hilbert-Schmidt

Soient µ et ν des intégrales de Radon sur X et Y respectivement.

Etant donné κ ∈ L2 (µ⊗ ν) , le théorème de Tonelli et Fubini, cours d’Analyse [17] 16.3,
ainsi que le critère d’intégrabilité, cours d’Analyse [17] 15.10, montrent que κ (x, ·) ∈ L2 (ν)
pour µ-presque tous les x ∈ X . Si η ∈ L2 (ν) , on peut donc définir

Tκη (x) :=

Z
κ (x, ¦) · η dν pour µ-presque tous les x ∈ X ,

et par 0 sinon.
Pour tout K ∈ K (X) , on a

1K · Tκη :=
Z
κ (¦, y) · 1K · η (y) dν (y) µ-p.p. ,

et 1K⊗η ∈ L2 (µ⊗ ν) (cours d’Analyse [17], corollaire 16.3 et critère d’intégrabilité 15.10). On
en déduit que κ · 1K ⊗ η ∈ L1 (µ⊗ ν) , et le théorème de Fubini, (cf. aussi cours d’Analyse [17],
théorème 15.2.ii), montre que 1K ·Tκη ∈ L1 (µ) . Cette fonction est en particulier µ-mesurable,
donc Tκη est µ-mesurable (cf. cours d’Analyse [17], théorème 15.9.i). D’autre part, on aZ ∗

|Tκη|2 dµ =
Z ∗ ¯̄̄̄Z

κ (x, ¦) · η dν
¯̄̄̄2
dµ (x) 6

Z ∗µZ
|κ (x, ¦)|2 dν ·

Z
|η|2 dν

¶
dµ (x) =

= kηk22,ν ·
Z ∗µZ ∗

|κ (x, ¦)|2 dν
¶
dµ (x) = kηk22,ν · kκk2,µ⊗ν <∞ .

Le critère d’intégrabilité montre donc que Tκη ∈ L2 (µ) . Nous avons donc prouvé

THEOREME Si κ ∈ L2 (µ⊗ ν) , il existe un opérateur continu

Tκ : L
2 (ν) −→ L2 (µ) : η 7−→ Tκη

tel que

Tκη (x) :=

Z
κ (x, ¦) · η dν pour µ-presque tous les x ∈ X ,

et

kTκk 6 kκk2,µ⊗ν .
On dit que c’est un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt de noyau κ .

Son adjoint

T ∗κ : L
2 (µ) −→ L2 (ν)

est l’opérateur intégral de Hilbert-Schmidt provenant du noyau κ∗ ∈ L2 (ν ⊗ µ) défini par

κ∗ (y, x) := κ (x, y) .
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Il nous reste à calculer T ∗κ . Pour tout η ∈ L2 (ν) et ξ ∈ L2 (µ) , le corollaire 16.3.i et le
théorème de Fubini 16.3 (cours d’Analyse [17]) nous permettent d’écrire

(η|T ∗κξ) = (Tκη| ξ) =
Z
Tκη · ξ dµ =

Z µZ
κ (x, y) · η (y) dν (y)

¶
· ξ (x) dµ (x) =

=

Z
κ · |ξi hη| dµ⊗ ν =

Z
η ·
µZ

κ (x, ¦) · ξ (x) dµ (x)
¶
dν =

µ
η

¯̄̄̄Z
κ (x, ¦) · ξ (x) dµ (x)

¶
,

d’où notre assertion. ¤

REMARQUE L’inégalité kTκk 6 kκk2,µ⊗ν est en général stricte.

EXERCICE 1 (Les opérateurs abstraits de Hilbert-Schmidt)

Soient H,G des espaces de Hilbert. On dit qu’un opérateur T ∈ L (H,G) est de Hilbert-
Schmidt si pour une base hilbertienne (²j)j∈J de H , on aX

j∈J
kT²jk2G <∞ . (∗)

On désigne par L2 (H,G) l’ensemble de ces opérateurs. Montrer

EXERCICE 2 (a)
T ∈ L2 (H,G) ⇐⇒ T ∗ ∈ L2 (G,H) .

Utiliser l’égalité de Parseval.

(b) Si T ∈ L2 (H,G) , on a (∗) pour toute base hilbertienne de H et les sommes sont égales.

(c) La fonction

(T, S) 7−→ (T |S) :=
X
j∈J

(T²j|S²j)G : L
2 (H,G)×L2 (H,G) −→ K

est un produit scalaire sur L2 (H,G) et on a

kTk 6 (T |T )
1
2 =: kTk2 pour tout T ∈ L2 (H,G) .

(d) L2 (H,G) est un espace de Hilbert.
(e) On a

L2 (H,G) = |G)b2 (H| .
EXERCICE 3 Soient µ, ν des intégrales de Radon respectivement sur les espaces séparés X
et Y , κ ∈ L2 (X × Y, µ⊗ ν) et Tκ l’opérateur de Hilbert-Schmidt associé. Montrer :

(a) Si (²j)j∈J est une base hilbertienne de L
2 (ν) , pour µ-presque tous les x ∈ X il existe une

famille (αj (x))j∈J ∈ `2 (J) telle que

κ (x, ·) =
X
j∈J

αj (x) · ²j dans L2 (ν) .
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(b) Pour toute base hilbertienne (²j)j∈J de L
2 (ν) , on aX

j∈J
kTκ²jk22,µ =

Z
X×Y

|κ|2 dµ⊗ ν = kκk22 .

Remarquer que si (²j)j∈J est une base hilbertienne de L
2 (ν), il en est de même de (²j)j∈J .

(c) On a

L2
¡
L2 (ν) ,L2 (µ)

¢
=
¯̄
L2 (µ)

¢b2 ¡L2 (ν)¯̄ = L2 (µ⊗ ν) .
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3.19 Les opérateurs intégraux faiblement singuliers

Soient µ et ν des intégrales de Radon sur X et Y respectivement.

THEOREME Soit κ : X × Y −→ K une fonction µ⊗ ν-mesurable telle que l’on ait

M := supkξk2,µ,kηk2,ν61

ZZ ∗
|ξ (x) · κ (x, y) · η (y)| d (µ⊗ ν) (x, y) <∞ .

Alors, pour tout η ∈ L2 (ν) , la fonction κ (x, ¦) · η est ν-intégrable pour localement µ-presque
tous les x ∈ X et la fonction

Tκη :=

Z
κ (¦, y) · η (y) dν (y) ,

qui est définie localement µ-p.p. , appartient à L2 (µ) . L’application linéaire Tκ : L2 (ν) −→
L2 (µ) ainsi définie est continue et kTκk 6M .

En effet, la forme sesquilinéaire sur L2 (µ)× L2 (ν) définie par

s : (ξ, η) 7−→
ZZ

ξ (x) · κ (x, y) · η (y) d (µ⊗ ν) (x, y)

est bornée, puisque

|s (ξ, η)| 6M · kξk2,µ · kηk2,ν .
Il existe donc d’après le corollaire 1.5 une application linéaire continue Tκ : L2 (ν) −→ L2 (µ)
telle que

(ξ|Tκη) =
ZZ

ξ (x) · κ (x, y) · η (y) d (µ⊗ ν) (x, y) ,

et on a

kTκk = supkξk2,µ,kηk2,ν61 |(ξ|Tκη)| 6M .

Pour tout η ∈ L2 (ν) et ξ ∈ L2 (µ, 1K) , les théorèmes de Tonneli et Fubini montrent que
la fonction ξ (x) · κ (x, ¦) · η est ν-intégrable pour µ-presque tous les x ∈ X et que la fonction
ξ ·
R
κ (¦, y) · η (y) dν (y) , qui est définie µ-p.p. , est µ-intégrable. En particulier, pour tout

K ∈ K (X) , la fonction 1K ·
R
κ (¦, y)·η (y) dν (y) est définie µ-p.p. et µ-mesurable. On en déduit

par le lemme 1.16.i et le théorème 15.9.i du cours d’Analyse [17] que
R
κ (¦, y) · η (y) dν (y) est

définie localement µ-p.p. et µ-mesurable. On a alorsZ
ξ · Tκη dµ = (ξ|Tκη) =

Z
ξ ·
µZ

κ (x¦, y) · η (y) dν (y)
¶
dµ .

Grâce à la proposition et l’exemple 1.16.1, on obtient

Tκη =

Z
κ (¦, y) · η (y) dν (y) localement µ-p.p. ,

et prouve que
R
κ (¦, y) · η (y) dν (y) ∈ L2 (µ) (cf. lemme 1.16.iv). ¤
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DEFINITION On dit que Tκ est un opérateur intégral faiblement singulier de noyau κ .

REMARQUE 1 Ce résultat est évidemment applicable aux noyaux de carré intégrables de
l’exemple précédent. Il suffit de constater queZZ ∗

|ξ (x) · κ (x, y) · η (y)| d (µ⊗ ν) (x, y) 6

6
∙ZZ ∗

|κ (x, y)|2 d (µ⊗ ν) (x, y)

¸ 1
2
∙ZZ ∗

|ξ (x) · η (y)|2 d (µ⊗ ν) (x, y)

¸ 1
2

=

= kκk2,µ⊗ν · kξk2,µ · kηk2,ν .

APPLICATION Pour pouvoir estimer le nombreM il suffit appliquer l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, mais de manière un peu moins brutale que ci-dessus. L’idée consiste à décomposer le
noyau.

Si

κ = u · v , où u, v sont µ⊗ ν-mesurables ,

on a ∙ZZ ∗
|ξ (x) · κ (x, y) · η (y)| d (µ⊗ ν) (x, y)

¸2
6

6
∙ZZ ∗

|ξ (x)|2 · |u (x, y)|2 d (µ⊗ ν) (x, y)

¸ ∙ZZ ∗
|v (x, y)|2 · |η (y)|2 d (µ⊗ ν) (x, y)

¸
6

6
∙Z ∗

|ξ|2 ·
µZ ∗

|u (·, y)|2 dν (y)
¶
dµ

¸ ∙Z ∗
|η|2 ·

µZ ∗
|v (x, ·)|2 dµ (x)

¶
dν

¸
6

6
°°°°Z ∗

|u (·, y)|2 dν (y)
°°°°
∞,µ

·
°°°°Z ∗

|v (x, ·)|2 dµ (x)
°°°°
∞,ν

· kξk22,µ · kηk
2
2,ν .

Ainsi, si les deux suprema essentiels sont finis, le noyau κ définit une application linéaire
continue Tκ de L2 (ν) dans L2 (µ) telle que

kTκk 6
°°°°Z ∗

|u (·, y)|2 dν (y)
°°°° 12
∞,µ

·
°°°°Z ∗

|v (x, ·)|2 dµ (x)
°°°° 12
∞,ν

.

Plaçons-nous maintenant dans un ouvert X de Rn . Ces conditions sont par exemple satis-
faites si

κ (x, y) = b (x, y) · eκ (x− y) pour tout x, y ∈ X ,

pour un eκ ∈ L1 (Rn) et b une fonction λX ⊗ λX-mesurable et bornée.
Il suffit de poser

u := |κ|
1
2 et v := signum (κ) · |κ|

1
2 ;

il vient alorsZ ∗
|u (x, y)|2 dy =

Z ∗
|b (x, y) · eκ (x− y)| dy 6 kbk∞ · keκk1 <∞ pour tout x ∈ X ,
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et de même Z ∗
|v (x, y)|2 dx 6 kbk∞ · keκk1 <∞ pour tout y ∈ X .

En particulier si X est borné et si, pour un s < n , on a

κ (x, y) =
b (x, y)

|x− y|s pour tout x, y ∈ X ,

il suffit de prendre

eκ (x) :=
⎧⎨⎩

1
|x|s x ∈ BnR

si
0 sinon

en ayant choisi R tel que X −X ⊂ BnR , par exemple si X ⊂ BnR
2

.

Ces noyaux sont dits faiblement singuliers car, bien que singuliers au voisinage de la dia-
gonale, ils satisfont à une condition d’intégrabilité.
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3.20 Les opérateurs intégraux généraux

Soient µ et ν des intégrales de Radon
sur des espaces localement compacts X et Y respectivement.

Rappelons que si κ est une intégrale de Radon quelconque sur X × Y , nous avons défini
dans l’exemple 3.13.2 une application linéaire (faiblement) continue Sκ : K (Y ) −→ M (X)
définie par

hϕ |Sκγ i =
D
|ϕi hγ|

¯̄̄
κ
E
=

Z
ϕ (x) · γ (y) dκ (x, y) .

De même si X,Y sont des ouverts de Rn et respectivement Rm , pour tout κ ∈ D (X × Y )0 ,
nous avons défini dans l’exemple 3.13.3 une application linéaire (faiblement) continue Sκ :
D (Y ) −→ D (X)0 définie par

hϕ |Sκγ i =
D
|ϕi hγ|

¯̄̄
κ
E
.

On dit que κ est le noyau de Sκ .

PROBLEME Peut-on trouver des conditions sur κ telles que Sκ se factorise par L2 (µ) ,→
M (X) , puis se prolonge continûment à L2 (ν) , i.e. qu’il existe une application linéaire continue
Tκ : L

2 (ν) −→ L2 (µ) telle que le diagramme suivant soit commutatif

.

C’est l’un des problèmes les plus difficiles de l’Analyse fonctionnelle. Même dans le cadre des
noyaux dits singuliers ou plus généralement des noyaux de Calderon-Zygmund (au sens de
Meyer [16]), la réponse est très complexe !

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la remarque 3.13.5 (cf. exercice et remarque
4.12.3), on a

M (X × Y ) ( Ls (K (Y ) ,M (X)) ,

tandis que dans le cadre des distributions on a le théorème des noyaux de Schwartz

D (X × Y )0 = Ls
¡
D (Y ) ,D (X)0

¢
(cf. exemple 3.13.3).

EXEMPLE Si X = Y et

κ =
Z
|εxi hεx| dµ (x) = ι (µ) ∈M (X ×X) ,
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où ι : X −→ X ×X : x 7−→ (x, x) désigne l’application diagonale, on a

Sκ : γ 7−→ γ · µ : K (X) −→M (X) ,

donc Tκ = IdL2(µ) . Ceci montre que Id : L2 (µ) −→ L2 (µ) ne peut pas être défini par un
noyau-fonction.
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3.21 La matrice d’un operateur

Si H,G sont des espaces de Hilbert identifiés avec leur semi-dual, les remarques 2 et 3 de
3.13 montrent que

Ls (H,Gσ) = (|Gi i hH|)† et Lf (H,G) = |Gi hH| .
(cf. corollaire 3.5). Ceci montre la première partie du

THEOREME

(i) Tout opérateur de rang fini R de H dans G est de la forme

R =
nX
j=1

¯̄
γj
¢ ¡

ξj
¯̄
,

pour des suites
¡
ξj
¢
j=1,...,n

⊂ H et
¡
γj
¢
j=1,...,n

⊂ G .
Pour tout ξ ∈ H et γ ∈ G , on a³

|γ) (ξ|
´∗
= |ξ) (γ| ,

et plus généralement

R∗ =
nX
j=1

¯̄
ξj
¢ ¡

γj
¯̄
.

(ii) Soient T ∈ L (H,G) et (²x)x∈X une base hilbertiennes de H . La famille (|T²x) (²x|)x∈X
d’opérateurs de rang 1 est sommable dans Ls (H,G) et on a

T =
X
x∈X

|T²x) (²x| .

En particulier Lf (H,G) est dense dans Ls (H,G) et
IdH =

X
x∈X

|²x) (²x| .

(iii) Si (ϑy)y∈Y est une base hilbertiennes de G , alors

T =
X
x∈X

¯̄̄̄
¯X
y∈Y

ϑy · (ϑy|T²x)
!Ã

²x

¯̄̄̄
¯ =X

y∈Y

¯̄̄̄
¯ϑy
!ÃX

x∈X
(ϑy|T²x) · ²x

¯̄̄̄
¯

dans Ls (H,G) .

Dmonstration de (i) La seconde partie découle immédiatement de l’exemple 3.7.1.

Dmonstration de (ii) Puisque les semi-normes pξ : T 7−→ kTξkG pour ξ ∈ H défi-
nissent la topologie de Ls (H,G) et que ξ =

P
x∈X ²x · (²x| ξ) d’après le théorème 1.10.iii, on a

Tξ =
P

x∈X T²x · (²x| ξ) par continuité (cf. remarque 2.6.2), donc

limK∈K(X) pξ

ÃX
x∈K

|T²x) (²x|− T
!
= limK∈K(X)

°°°°°X
x∈K

T²x · (²x| ξ)− Tξ
°°°°°
G

= 0 .
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Dmonstration de (iii) En effet

T²x · (²x| ξ) =
ÃX
y∈Y

ϑy · (ϑy|T²x)
!
· (²x| ξ) dans G ,

donc

|T²x) (²x| =
¯̄̄̄
¯X
y∈Y

ϑy · (ϑy|T²x)
!Ã

²x

¯̄̄̄
¯ dans Ls (H,G) .

On en déduit que

T =
X
x∈X

|T²x) (²x| =
X
x∈X

¯̄̄̄
¯X
y∈Y

ϑy · (ϑy|T²x)
!Ã

²x

¯̄̄̄
¯ ,

dans Ls (H,G) .
Il vient alors

T = (T ∗)∗ =

"X
y∈Y

¯̄̄̄
¯X
x∈X

²x · (²x|T ∗ϑy)
!Ã

ϑy

¯̄̄̄
¯
#∗
=
X
y∈Y

¯̄̄̄
¯ϑy
!ÃX

x∈X
(ϑy|T²x) · ²x

¯̄̄̄
¯ ,

puisque l’adjonction est continue. Directement il aurait suffit d’écrire

Tξ =
X
y∈Y

ϑy ·
Ã
ϑy

¯̄̄̄
¯T
ÃX
x∈X

²x · (²x| ξ)
!!

=
X
y∈Y

¯̄̄̄
¯ϑy
!ÃX

x∈X
(ϑy|T²x) · ²x

¯̄̄̄
¯ (ξ) .

¤

DEFINITION On dit que
³
(ϑy|T²x)

´
(y,x)∈Y×X

est la matrice de T dans les bases (²x)x∈X
et (ϑy)y∈Y .

REMARQUE 1 La seconde formule correspond à la formule classique en dimension finie.

REMARQUE 2 Attention la famille
³
|ϑy) · (ϑy|T²x) · (²x|

´
(x,y)∈X×Y

n’est pas nécessaire-

ment sommable dans Ls (H,G) .

REMARQUE 3 Si S, T ∈ L (H) , alors la matrice de ST estÃX
u∈X

(²y|S²u) (²u|T²x)
!
y,x∈X

.

En effet X
u∈X

(²y|S²u) (²u|T²x) =
Ã
²y

¯̄̄̄
¯S
ÃX
u∈X

²u · (²u|T²x)
!!

= (²y |ST²x ) .

On aurait aussi pu écrire

ST =

"X
y∈Y

¯̄̄̄
¯²y
!ÃX

x∈X
(²y|S²x) · ²x

¯̄̄̄
¯
#
◦
"X
u∈X

¯̄̄̄
¯X
v∈Y

²v · (²v|T²u)
!Ã

²u

¯̄̄̄
¯
#
=
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=
X
y∈Y

¯̄̄̄
¯²y
!Ã"X

u∈X

ÃX
x∈X

(²y|S²x) · (²x|T²u)
!#

²u

¯̄̄̄
¯ .

230 SEMI-DUALITÉ Claude Portenier



Le formalisme de Dirac 3.22

3.22 Le formalisme de Dirac

Le formalisme de Dirac consiste à composer des applications linéaires entre espaces locale-
ment convexes et leur semi-dual. Plus particulièrement si F est un espace localement convexe
séparé, pour ϕ ∈ F et µ ∈ F † , on considère les vecteurs bra :

hϕ| : F † −→ K : ν 7−→ hϕ| νi et hµ| : F −→ K : ψ 7−→ hµ|ψi ,
comme des formes linéaires continues et les vecteurs ket :

|ϕi : K −→ F : α 7−→ ϕ · α et |µi : K −→ F † : α 7−→ µ · α
comme des droites paramétrées. En général le signe ◦ de composition n’est pas écrit. Il est
probablement superflu de préciser que les compositions doivent être correctement définies ; cela
correspond aux règles de calcul du formalisme.

On a

hµ|† = |µi et |µi† = hµ| ,
puisque pour tout ϕ ∈ F , il vient trivialementD

ϕ
¯̄̄
hµ|† α

E
=
D
hµ|ϕi

¯̄̄
α
E
= hµ|ϕi · α = hϕ|µ · αi .

Par symétrie on obtient également

hϕ|† = |ϕi et |ϕi† = hϕ| .
Cet exemple montre que les deux semi-dualités


F
¯̄
F †
®
et

F †
¯̄
F
®
sont fondamentales

pour le formalisme de Dirac (cf. 5.19) : hϕ| dépend de

F
¯̄
F †
®
, tandis que hµ| de


F †
¯̄
F
®
!

Ce formalisme tire toute sont importance essentiellement des formules suivantes. Pour tout
γ ∈ G et µ ∈ F † , on a

|γi ◦ hµ| = |γi hµ| : F −→ G ;

c’est l’application linéaire de rang 1 définie dans le corollaire 3.5. En particulier

|ϕi ◦ hµ| = |ϕi hµ| : F −→ F

et

|µi ◦ hϕ| = |µi hϕ| : F † −→ F † .

En effet

|γi ◦ hµ| : ϕ 7−→ |γi
³
hµ|ϕi

´
= γ · hµ|ϕi = |γi hµ|

³
ψ
´
.

On a ³
|γi hµ|

´†
= |µi hγ| : G† −→ F † ,

puisque ³
|γi hµ|

´†
=
³
|γi ◦ hµ|

´†
= |µi ◦ hγ| = |µi hγ| .

L’identification K† = K et celle décrite dans la remarque 3.13.1 :¯̄
F †
®
=
¯̄
F †
®
hK| = L

¡
K, F †

¢
: |µi 7−→ |µi h1| := ”α 7−→ |µi · α” ,
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montrent qu’il est naturel de considéré un vecteur ket comme une droite paramétrée, tandis
que par adjonction un vecteur bra est bien une forme linéaire :

hµ| = |µi† =
³
|µi h1|

´†
= |1i hµ| = ”ϕ 7−→ 1 · hµ|ϕi ” = hµ| .

On retrouve la bijection canonique semi-linéaire

¦† : F † = L
¡
K, F †

¢
−→ L (F,K) = F 0 : |µi 7−→ hµ|

de l’exemple 3.4.2.
Nous ferons l’identification

hϕ| ◦ |µi = hϕ|µi · IdK = hϕ|µi et hµ| ◦ |ϕi = hµ|ϕi · IdK = hµ|ϕi .
On peut donc écrire

hϕ|µi = hϕ|µi · IdK = hϕ| ◦ |µi = |ϕi† ◦ |µi .
Si ψ ∈ F et ν ∈ F † , on a par exemple

|ϕi hµ| |ψi hν| = |ϕi · hµ|ψi · hν| = hµ|ψi · |ϕi hν| .

En outre la semi-dualité
D
|F ii hG|

¯̄̄
Ls
¡
G,F †

¢ E
définie en 3.13 s’écritD

|ϕi hγ|
¯̄̄
S
E
|F ihG|

= hϕ|Sγi = Tr
³
|γi hϕ| ◦ S

´
= Tr

³
(|ϕi hγ|)† ◦ S

´
pour tout ϕ ∈ F , γ ∈ G et S ∈ L (G,F~) , en ayant utilisé la trace d’une application linéaire
de rang fini définie dans le corollaire 3.4.

Comme autre exemple si ξ ∈ H , on a

h† |ξ) = h† ◦ |ξ) =
¯̄
h†ξ
®
= |ξi

et

(ξ|h =
³
h† (ξ|†

´†
=
³
h† |ξ)

´†
= |ξi† = hξ| .
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4.1 Une manière d’interpréter la notion de dualité

Exemple physique
Soient F un ensemble de fonctions-test sur un espace métrique X et m une intégrale de

Radon sur X , canoniques pour le problème considéré, par exemple un ouvert X de Rn et
l’intégrale de Lebesgue λ . Une fonction m-mesurable f sur X décrivant un certain phénomène
est en général connue par l’intermédiaire de moyennes pondérées de f :

hϕ| f ·mi :=
Z

ϕ · f dm ;

ce sont des ”mesures” de f à l’aide des ”appareils” ϕ . La forme semi-linéaire

h¦| f ·mi : ϕ 7−→ hϕ| f ·mi ,

i.e. l’intégrale de densité f par rapport àm , est donc plus naturelle que la fonction f elle-même.
Ceci va nous conduire à la théorie des distributions. Voici une manière de comprendre la

nécessité de leur utilisation, et le rôle tout à fait naturel qu’elles jouent. Considérons une boule
de billard et le problème de la réflexion sur une bande :

Admettons que, pour tout a, b ∈ R tels que a < b , il existe un appareil qui, entre les temps
a et b , mesure la variation de la seconde coordonné p de l’impulsion. On obtient

p (b)− p (a) =
½

α si a 6 τ 6 b
0 sinon

pour un certain α > 0 , dépendant de la vitesse et de l’angle d’incidence, et τ le temps du choc.
Si ce phénomène est décrit par une fonction force de composante F , la loi de Newton F = ṗ
entraîne

p (b)− p (a) =
Z b

a

ṗ =

Z b

a

F =

Z
1[a,b] · F .

234 ESPACES DE DISTRIBUTIONS Claude Portenier



Une manière d’interpréter la notion de dualité 4.1

Si F est continue, voire même F ∈ L1loc (R) , le théorème de Lebesgue montre queZ
1[a,b] · F −→ 0 si a 6 τ 6 b et b− a −→ 0 ,

ce qui est absurde. Il n’existe donc pas de fonction force. Par quoi faut-il la remplacer ?
En fait l’expérience nous fournit la correspondance

1[a,b] 7−→ α · 1[a,b] (τ) ,
puis

α · ετ : ϕ 7−→ α · ϕ (τ) : E (R) −→ C ,

où E (R) désigne l’espace vectoriel des fonctions en escalier sur R . Cela nécessite évidemment
une caractérisation convenable d’un appareil par une fonction, dite test, l’addition de deux
fonctions s’exprimant par un certain amalgamme des appareils correspondants. Remarquons en
outre que dans le cas classique, l’opération de moyenne pondérée de F

ϕ 7−→
Z

ϕ · F ,

est plus proche de la réalité expérimentale, une fonction n’étant connue ponctuellement que
par certaines limites de telles moyennes.

Ceci montre qu’il est plus général et plus naturel de considérer des formes linéaires (semi-
linéaires si l’on travail sur le corps des nombres complexes C ) que des fonctions. L’espace
vectoriel des fonctions-test peut être de nature très différente suivant les besoins :

E (R) pour les probabilités (théorie de la mesure)

K (R) pour l’analyse (théorie de l’intégration)

D (R) ou S (R) pour l’analyse fonctionnelle (théorie des distributions).

Nous allons dans la suite concentrer notre attention sur le dernier cas, la théorie de l’inté-
gration ne suffisant pas. Par exemple en électrodynamique, il est nécessaire de pouvoir dériver
les intégrales de Dirac ετ pour formaliser la notion de dipôle.

Exemple économique
On interprète F (= Rn ) comme un ensemble de corbeilles (de biens) qu’un certain fabricant

pourrait produire. Le vecteur

ϕ =
nX
j=1

ϕj · ej

désigne la corbeille contenant ϕj du j-ième bien. Le dual F
0 ( = Rn ) est interprété comme un

ensemble d’économies :

µ (ϕ) est le prix de la corbeille ϕ réalisable dans l’économie µ .

La linéarité de µ traduit bien la manière de payer ! On se donne une fonction de coût f : F −→eR :
f (ϕ) est le coût de production de la corbeille ϕ.
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Alors

µ (ϕ)− f (ϕ) est le profit fait sur la corbeille ϕ dans l’économie µ ,
donc

f◦ (µ) := supϕ∈F [µ (ϕ)− f (ϕ)]
est le profit maximum réalisable dans l’économie µ . Remarquons que dans certains cas il existe
une corbeille ϕmax telle que

f◦ (µ) = µ (ϕmax)− f (ϕmax) ,
qui engendre donc le profit maximum dans l’économie µ .

Le nombre µ (ϕ)−f◦ (µ) est le coût de production ”idéal” de la corbeille ϕ qu’il ne faudrait
pas dépasser pour réaliser le profit maximum dans l’économie µ , donc

f◦◦ (ϕ) := supµ∈F 0 [µ (ϕ)− f◦ (µ)]
est le plus grand coût ”idéal” de production de la corbeille ϕ .

Nous avons vu en 3.9 que f◦ et f◦◦ sont des fonctions convexes s.c.i.. Si f est convexe et
s.c.i. 6=∞ , alors le théorème de Fenchel (théorème 3.9) exprime que

f = f◦◦ ,

donc que le coût de la corbeille ϕ est égal au coût ”idéal” maximal de ϕ .
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4.2 Les intégrales de Radon comme fonctions
généralisées

Dans ce paragraphe X désigne un espace localement compact.

DEFINITION 1 Si µ est une intégrale de Radon positive, nous désignerons par Ṅ (µ) l’es-
pace vectoriel des fonctions localement µ-négligeables et nous poserons

L1loc (µ) := L1loc (µ)
±
Ṅ (µ) ;

Remarquons que si f = g localement µ-p.p. , alors ϕ ·f = ϕ ·g µ-p.p. pour tout ϕ ∈ K (X) ,
puisque ϕ · f et ϕ · g sont µ-modérées (cf. lemme 1.16).

DEFINITION 2 Nous munirons L1loc (µ) de la topologie localement convexe définie par les
semi-normes

f 7−→
Z
|ϕ · f | dµ pour ϕ ∈ K (X) .

Les semi-normes

f 7−→
Z
K

|f | dµ pour K ∈ K (X)

forment un système équivalent, carZ
|ϕ · f | dµ 6 kϕk∞ ·

Z
suppϕ

|f | dµ ,

et Z
K

|f | dµ 6
Z
|χ · f | dµ

en choisissant χ ∈ K (X) telle que χ > 1K .

LEMME Les applications canoniques

K (X) −→ L2 (µ) ,→ L1loc (µ)

sont continues et d’image dense.

En effet, pour tout K ∈ K (X) et ϕ ∈ K (X,K) , on a

kϕk22 =
Z
|ϕ|2 dµ 6 µ (K) · kϕk2∞ ,

ce qui prouve la continuité de la première application. Elle est d’image dense d’après le théorème
de densité pour L2 (µ) (cf. cours d’Analyse [17], théorème 15.15). Quant à la seconde, elle est
injective par le lemme 1.16.iv et continue, car pour tout ϕ ∈ K (X) et ξ ∈ L2 (µ) , on aZ

|ϕ · ξ| dµ 6 kϕk2 · kξk2 .
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Pour la densité soit f ∈ L1loc (µ) , K ∈ K (X) et ε > 0 . On a 1K · f ∈ L1 (1K · µ) et, puisque
[K (X)] est dense dans L1 (µ) , il existe ψ ∈ K (X) ⊂ L2 (µ) tel queZ

K

|ψ − f | dµ =
Z
|ψ − 1K · f | · 1K dµ 6 ε ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

Rappelons l’exemple 3.4.8.

THEOREME

(i) Si µ est une intégrale de Radon positive, alors l’application

f 7−→ f · µ : L1loc (µ) −→M (X)

est injective et continue.

(ii) Si pour tout ouvert O 6= ∅ , on a µ (O) > 0 , alors
ϕ 7−→ ϕ · µ : K (X) −→M (X)

est injective, continue et d’image dense.

Dmonstration de (i) Remarquons tout d’abord, en écrivant f comme combinaison
linéaire de fonctions positives, que f · µ ∈ M (X) . Si f · µ = 0 , on a

R
ϕ · f dµ = 0 pour

tout ϕ ∈ K (X) , donc f = 0 localement µ-p.p. puisque K (X) est un espace test (cf. exemple
1.16.2). La continuité découle du lemme 3.7 car on a

|hϕ| f · µi| 6
Z
|ϕ · f | dµ .

Dmonstration de (ii) K (X) se plonge injectivement dans L2 (µ) (cf. remarque 1.2.1),
donc dans L1loc (µ) , et par suite dansM (X) par (i). Cette application est continue par le lemme.
Finalement la densité découle du corollaire 3.10.ii car, pour tout ψ ∈ K (X) , si hψ| K (X) · µi =
{0} , i.e.

R
ψ · ϕ dµ = 0 pour tout ϕ ∈ K (X) , on obtient

R
|ψ|2 dµ = 0 , donc ψ = 0 . ¤

REMARQUE 1 Dans le cas général, on a

K (X) −→ L2 (µ) ,→ L1loc (µ) ,→M (X) .

Il ne faut pas oublier que l’image [K (X)] de K (X) dansM (X) dépend de l’intégrale µ , dite
pivot , que l’on a choisie. S’il faut préciser, on désigne cette image par K (X) · µ . On pourrait
aussi écrire L1loc (µ) · µ pour l’image de L1loc (µ) .

REMARQUE 2 Sous l’hypothèse de (ii), on a

K (X) ,→ L2 (µ) ,→ L1loc (µ) ,→M (X)

et toutes ces applications sont d’image dense.
PuisqueM (X) est séquentiellement complet par le théorème de Banach-Steinhaus (corol-

laire 3.1) et l’exemple 2.13.2, cet espace est une complétion séquentielle de K (X) · µ (ou de
L1loc (µ) ) pour la topologie induite par la topologie faible σ (M (X) ,K (X)) deM (X) . Cela
nous permet de dire que les intégrales de Radon sont des fonctions généralisées , les fonctions
de L1loc (µ) étant identifiées avec les intégrales de Radon de la forme L

1
loc (µ) ·µ correspondantes.
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Remarquons que l’image de la fonction 1 est 1 · µ = µ , donc µ est la fonction (généralisée)
1 !

EXEMPLE 1 Pour tout x ∈ X , l’intégrale de Dirac εx définie par

hϕ| εxi := ϕ (x) pour tout ϕ ∈ K (X)
est une fonction généralisée bien connue des physiciens. On représente souvent εx comme la
limite dansM (X) d’une suite (fk)k∈N ⊂ L1loc (µ) ; on écrit

εx = limk fk ,

mais cette limite ne peut pas être représentée par une fonction ! Rappelons que, par définition
de la topologie faible surM (X) , cela signifie que

ϕ (x) = hϕ |εx i = limk hϕ |fk · µi = limk
Z

ϕ · fk dµ

pour tout ϕ ∈ K (X) .

EXEMPLE 2 Soit ρ une fonction croissante sur un intervalle ouvert J de R . Il est clair que

λρ : ϕ 7−→
Z

ϕ (x) dρ (x)

est une forme linéaire positive sur K (J) (cf. cours d’Analyse [17], exemple 14.6.2). Nous verrons
dans les exemples 3 et 4 de 4.4 la correspondance réciproque entre λρ et ρ .

On peut construire une fonction ρ strictement croissante et continue, qui définisse l’intégrale
de Hausdorff sur l’ensemble de Cantor. Rappelons que cet ensemble a une mesure de Lebesgue
nulle ! Le graphe approximatif de cette fonction est

Comme exemple simple

λ := λid : ϕ 7−→
Z

ϕ
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est l’intégrale de Lebesgue.
On dit, pour t ∈ J , que

ht := 1[t,∞[∩J

est la fonction de Heaviside en t . On aZ
ϕ dht = ϕ (t) = hϕ| εti ,

ce qui montre que λht est l’intégrale de Dirac εt en t . Par commodité en écrit h et δ pour h0
et ε0 .

EXEMPLE 3 Voici encore un espace d’intégrales, donc de fonctions généralisées, que nous
rencontrerons. On pose

Mb (X) := C0 (X)0 .
L’injection canonique K (X) ,→ C0 (X) est évidemment continue et d’image dense par le théo-
rème de Stone-Weierstraß. Son application adjointe, qui est l’application de restriction

µ 7−→ µ|K(X) :Mb (X) −→M (X)

est aussi injective, continue et d’image dense. On voit immédiatement que toute intégrale de
Radon bornée , i.e telle que |µ|∗ (X) <∞ , définit par

ϕ 7−→
Z

ϕ dµ : C0 (X) −→ K

une forme linéaire continue sur C0 (X) . On peut montrer que toute forme linéaire continue sur
C0 (X) est de cette forme (cf. Dieudonné, ibid., XIII.20). On a

kµk = |µ| (X) .

Si µ est une intégrale de Radon quelconque sur X et f ∈ L1 (µ) , alors f · µ ∈Mb (X) et

kf · µk = kfk1,µ ,
ce qui montre que

L1 (µ) ,→Mb (X)β = C0 (X)
0
β

est une isométrie et que

L1 (µ) ,→Mb (X) = C0 (X)0σ
est continue.

240 ESPACES DE DISTRIBUTIONS Claude Portenier



Les distributions 4.3

4.3 Les distributions

Dans tout les paragraphes qui suivent X désigne un ouvert de Rn .

DEFINITION On dit qu’une forme linéaire continue µ sur D (X) , i.e. µ ∈ D (X)0 , est
une distribution , ou une fonction généralisée . Nous considérerons toujours la semi-dualité
D (X)| D (X)0

®
définie par

hϕ|µi := hϕ, µi .

Par définition de la topologie localement convexe finale sur D (X) (cf. exemple 2.10.3), la
proposition 2.10 montre qu’une forme linéaire µ sur D (X) est une distribution si, et seulement
si, pour tout compact K ⊂ X , la restriction de µ à D (X,K) est continue, ce qui signifie qu’il
existe k ∈ N et c ∈ R+ tels que

|hϕ|µi| 6 c · pK,k (ϕ) pour tout ϕ ∈ D (X,K) .

THEOREME

(i) L’injection canonique D (X) ,→ K (X) est continue et d’image dense. Son application
adjointe, qui est l’application de restriction

µ 7−→ µ|D(X) :M (X) −→ D (X)0 ,
est aussi injective, continue et d’image dense.

(ii) Il en est de même de D (Rn) ,→ S (Rn) et S (Rn) ,→ L2 (Rn) , ainsi que de leur application
adjointe

µ 7−→ µ|D(Rn) : S (Rn)0 −→ D (Rn)0 et ξ 7−→ ξ · λ : L2 (Rn) −→ S (Rn)0 .
En outre, si l’on prend l’intégrale de Lebesgue λ comme pivot, D (X) est dense dans

D (X)0 , de même que D (Rn) dans S (Rn)0 .

Dmonstration de (i) La continuité est immédiate par la proposition 2.10, car pour
tout K ∈ K (X) , l’espace D (X,K) est continûment plongé dans K (X,K) , la norme k·k∞,K
de ce dernier espace étant aussi par restriction une norme sur D (X,K) , et l’injection ca-
nonique K (X,K) ,→ K (X) est continue. Quant à la densité, elle découle du théorème de
Stone-Weierstraß, puisque K (X,K)|K◦ = C0 (K◦) et D (X,K)|K◦ est une sous-algèbre invo-
lutive séparant fortement les points de K◦ . Calculons l’adjointe j† : M (X) −→ D (X)0 de
j : D (X) ,→ K (X) : pour tout ϕ ∈ D (X) et µ ∈M (X) , on a

ϕ
¯̄
j†µ
®
D(X) = hjϕ|µiM(X) =


ϕ
¯̄
µ|D(X)

®
D(X) ,

d’où le résultat par le corollaire 3.10.iv.

Dmonstration de (ii) Pour tout K ∈ K (Rn) et ϕ ∈ D (Rn, K) , on a

pk (ϕ) = maxα∈Nn,|α|16k

°°°hidik · ∂αϕ
°°°
∞
6
°°°hidik°°°

∞,K
·maxα∈Nn,|α|16k k∂

αϕk∞,K =
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=
°°°hidik°°°

∞,K
· pK,k (ϕ) ,

ce qui prouve la continuité de D (Rn,K) ,→ S (Rn) , donc celle de D (Rn) ,→ S (Rn) par la
proposition 2.10. Pour prouver celle de S (Rn) ,→ L2 (µ) , il suffit de constater que, pour tout
ϕ ∈ S (Rn) , on a

kϕk22 =
Z
hidi2k · |ϕ|2 · hidi−2k dλ 6

°°°hidik · ϕ°°°2
∞
·
Z ∗

hidi−2k dλ 6

6
µZ ∗

hidi−2k dλ
¶
· pk (ϕ)2

et que Z ∗
hidi−2k dλ <∞ ⇐⇒ 2k >

n

2
.

Pour la densité considérons tout d’abord la fonction χ ∈ D (R+) définie par

χ (x) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
0 0 6 x 6 1

e4 · exp
³
− 1
(x−1)·(2−x)

´
si 1 < x < 2

0 2 6 x
.

32.521.510.50

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

χ

On a Z 2

1

e4 · exp
µ
− 1

(x− 1) · (2− x)

¶
dx ' .38382

Définissons alors la fonction ρ ∈ D (R+) par

ρ (x) := 1− 1R∞
0

χ dλ
·
Z x

0

χ dλ .

On a

ρ (x)

⎧⎨⎩ = 1 0 6 x 6 1
∈ ]0, 1[ si 1 < x < 2
= 0 2 6 x

.
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Cette fonction nous permet alors de définir les fonctions ρl ∈ D (Rn) pour l ∈ N∗ par

ρl (x) := ρ

Ã
|x|2

l

!
.

Pour tout ϕ ∈ S (Rn) , nous allons montrer que ϕ = liml ρl ·ϕ dans S (Rn) ; pour cela estimons

pk (ρl · ϕ− ϕ) = max|α|16k

°°°hidik · ∂α [(ρl − 1) · ϕ]°°°∞ 6
6 max|α|16k

X
06β6α

µ
α

β

¶
·
°°°hidik · ∂β (ρl − 1) · ∂α−βϕ

°°°
∞
6

6
" X
06β6α

µ
α

β

¶#
·max|α|16k

°°°hidik+1 · ∂αϕ
°°°
∞
·max|α|16k

°°hidi−1 · ∂α (ρl − 1)
°°
∞ .

Le membre de droite tend vers 0 car on a

°°hidi−1 · (ρl − 1)°°∞ = supx∈Rn
¯̄̄̄
¯̄ρ
³
|x|2
l

´
− 1

1 + |x|2

¯̄̄̄
¯̄ = supy∈R+,y>1 ¯̄̄̄ρ (y)− 11 + l · y

¯̄̄̄
6 1

l

et °°hidi−1 · ∂α (ρl − 1)
°°
∞ 6 k∂

αρlk∞ 6
cst

l
pour |α|1 6 k , α 6= 0 .

En effet par récurrence on obtient

∂αρl (x) =

|α|1X
j=0

Pα
j (x) ·

µ
2

l

¶j
· ∂jρ

Ã
|x|2

l

!
,

où Pα
j sont des polynômes tels que P

0
0 = 1 , Pα

0 = 0 si α 6= 0 , degPα
j 6 1 si j < |α|1 et

degPα
|α|1

= |α|1 . Notre assertion est évidemment vraie pour α = 0 . On a alors

∂α+ekρl (x) = ∂k

⎛⎝ |α|1X
j=0

Pα
j (x) ·

µ
2

l

¶j
· ∂jρ

Ã
|x|2

l

!⎞⎠ =

=

|α|1X
j=0

"
∂kP

α
j (x) ·

µ
2

l

¶j
· ∂jρ

Ã
|x|2

l

!
+ Pα

j (x) ·
µ
2

l

¶j
· ∂j+1ρ

Ã
|x|2

l

!
· 2
l
· xk

#
=

=

|α|1+1X
j=0

Pα+ek
j (x) ·

µ
2

l

¶j
· ∂jρ

Ã
|x|2

l

!
en ayant posé

Pα+ek
j =

⎧⎨⎩ 0 j = 0
∂kP

α
j + P

α
j−1 si j = 1, . . . , |α|1

xk · Pα
j j = |α|1 + 1

.

Ceci finit de prouver la densité de D (Rn) dans S (Rn) .
La densité de S (Rn) dans L2 (Rn) découle de celle de D (Rn) , qui elle provient de (i) et du

lemme 4.2, ou bien directement de l’exemple 1.16.3.
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Le calcul de d’adjointe de D (Rn) ,→ S (Rn) se fait comme dans (i). Calculons maintenant
celle de j : S (Rn) ,→ L2 (Rn) . Pour tout ϕ ∈ S (Rn) et ξ ∈ L2 (Rn) , on a

ϕ| j†ξ
®
= (jϕ| ξ) =

Z
ϕ · ξ dλ = hϕ| ξ · λi .

Le reste découle du corollaire 3.10.iv. ¤

REMARQUE Comme D (X)0 est séquentiellement complet par le théorème de Banach-
Steinhaus (corollaire 3.1) et l’exemple 2.13.3, cet espace est une complétion séquentielle de
D (X) (ou de L1loc (X) ). Comme pour les intégrales de Radon, cela justifie le terme de fonc-
tions généralisées. L’importance de cet espace de distributions provient du fait que l’on peut
généraliser la notion de dérivée partielle et que toute distribution est indéfiniment dérivable.

Il en est de même de S (Rn)0 . On dit que c’est l’espace des distributions tempérées .
Plus généralement si F est un espace test de fonctions par rapport à µ (cf. définition 1.16.2),

dont l’injection canonique dans L2 (µ) est continue, par adjonction on obtient le diagramme

F ,→ L2 (µ) ,→ F † .

Dorénavant nous identifierons une fonction f ∈ L1loc (X)
avec la distribution f · λ ∈ D (X)0 correspondante.

Nous écrirons donc simplement f à la place de f · λ si aucune confusion n’en
résulte.

Soient F et G des espaces localement convexes et j : F −→ G une application linéaire
continue d’image dense. Son application adjointe, qui est l’application de restriction

ν 7−→ ν |F : G
† −→ F † ,

est injective. L’un des problèmes fondamentaux, dit de régularité , est le suivant : Si µ ∈ F † ,
quand a-t-on µ ∈ G† ? Plus précisément, quand existe-t-il ν ∈ G† tel que µ = ν |F ? Le problème
le plus simple de ce type est de donner des conditions assurant qu’une fonction f ∈ L1loc (Rn) ⊂
D (Rn)0 appartienne à S (Rn)0 .

PROPOSITION Soit µ ∈ F † . Pour que µ ∈ G† , il faut et il suffit que µ soit continue
pour la topologie induite par G sur F .

La condition est évidemment nécessaire. La réciproque est aussi immédiate par le théorème
de Hahn-Banach 3.6. ¤

EXEMPLE 1 Pour tout x ∈ X , on désigne en général par δx la restriction de l’intégrale de
Dirac εx à D (X) et on dit que c’est la distribution de Dirac en x . Nous ne ferons par contre
aucune distinction lorsque nous considérerons une intégrale comme une distribution.

EXEMPLE 2 (Intégrales à croissance modérée) Soit µ une intégrale de Radon sur Rn .
S’il existe k ∈ N tel que Z ∗

hidi−k d |µ| <∞ ,
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on dit que µ est à croissance modérée et on désigne parMmod (Rn) l’espace vectoriel des ces
intégrales. On a

Mmod (Rn) ⊂ S (Rn)0 .

En effet, pour tout ϕ ∈ D (Rn) , on a

|hϕ|µi| 6
Z
|ϕ| d |µ| =

Z ∗
hidik · |ϕ| · hidi−k d |µ| 6

µZ ∗
hidi−k d |µ|

¶
· pk (ϕ) ,

ce qui prouve que µ|D(Rn) est continue pour la topologie de S (Rn) . ¤

Dans beaucoup de situations il est nécessaire de connaître le prolongement de µ|D(Rn) à
S (Rn) , que nous noterons évidemment par µ . La dernière inégalité ci-dessus est encore valable
pour tout ϕ ∈ S (Rn) , ce qui montre que ϕ est µ-intégrable et que ϕ 7−→

R
ϕ dµ est une forme

semi-linéaire continue sur S (Rn) . On en déduit que

hϕ|µi =
Z

ϕ dµ pour tout ϕ ∈ S (Rn) .

EXEMPLE 3 (Fonctions à croissance modérée et à croissance lente) Nous désigne-
rons par L1mod (Rn) l’espace vectoriel des fonctions à croissance modérée , i.e. l’ensemble des
f ∈ L1loc (Rn) telles que Z ∗ |f |

hidik
dλ <∞

pour un certain k ∈ N , et par L1len (Rn) l’ensemble des fonctions f à croissance lente , i.e.
l’ensemble des f ∈ L1loc (Rn) telles que°°°hidi−l · f°°°

∞
<∞

pour un certain l ∈ N .

(a) On a

L1len (Rn) ⊂ L1mod (Rn) ⊂Mmod (Rn) ⊂ S (Rn)0 .
En effet Z ∗

|f | · hidi−k dλ 6
°°°hidi−l · f°°°

∞
·
Z ∗

hidil−k dλ <∞

en choisissant k > n
2
+ l , ce qui prouve la première inclusion. La deuxième est évidente, puisque

|f · λ| = |f | · λ et la troisième découle de l’exemple 2. ¤
(b) On a

P (Rn) ⊂ L1len (Rn) ,
où P (Rn) désigne l’espace vectoriel des polynômes sur Rn . Plus généralement, toute fonction
majorée par un polynôme est à croissance lente et réciproquement.

(c) Pour tout p ∈ [1,∞] , on a
Lp (Rn) ⊂ L1mod (Rn) .

Si f ∈ Lp (Rn) , alorsZ ∗
|f | · hidi−k dλ 6 kfkp ·

°°°hidi−k°°°
q
<∞
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en choisissant k > n
2q
. ¤

REMARQUE On a donc des injections canoniques d’image dense

D (X) ,→ K (X) ,→ L2 (X) ,→ L1loc (X) ,→M (X) ,→ D (X)0 ,
ainsi que

EXEMPLE 4 Pour tout λ ∈ Cn , nous poserons
eλ (x) := e

2πi·hλ|xi pour tout x ∈ Rn ,
où

hλ|xi :=
nX
j=1

λj · xj .

On a e2πi·hλ|xi ∈ L1mod (Rn) si, et seulement si, λ ∈ Rn , car¯̄
e2πi·hλ| idi

¯̄
= e2π·h Imλ| idi .

Plus généralement on montre, comme dans l’exercice 1ci-dessous, que e2πi·hλ| idi ∈ D (Rn)0 pour
tout λ ∈ Cn et que e2πi·hλ| idi ∈ S (Rn)0 si, et seulement si, λ ∈ Rn .

EXERCICE 1 On a évidemment exp ∈ D (R)0 , mais exp /∈ S (R)0 .

On le démontre en utilisant la méthode de la bosse glissante. Il suffit de choisir un ϕ ∈ D (R)
tel que suppϕ ⊂ [0, 1] et de considérer la suite (ϕ (¦− l))l∈N .

EXERCICE 2 On a évidemment exp · cos (exp) ∈ D (R)0 , mais aussi
exp · cos (exp) ∈ S (R)0 .
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Mais attention, l’expression de hϕ| exp · cos (exp)i pour ϕ ∈ S (R) n’est pas celle que l’on espère.

On intègre par partie, ce qui revient à utiliser les idées du numéro suivant.

EXERCICE 3 (Suite de Dirac) Soit f ∈ L1 (Rn) tel que
R
f dλ = 1 . Pour tout x ∈ Rn

et ε > 0 , on définit la fonction fx,ε sur Rn par

fx,ε (y) :=
1

εn
· f
µ
y − x
ε

¶
.

Montrer que, pour toute fonction g ∈ L∞ (Rn) continue en x , on a

g (x) = limε→0

Z
g · fx,ε dλ .

En particulier

δx = limε→0 fx,ε dans D (Rn)0 et S (Rn)0 .
On dit que (fx,ε)ε>0 est une suite de Dirac .

EXERCICE 4 Construire une fonction f ∈ L1 (R) ⊂ L1mod (R)mais telle que
°°°hidi−l · f°°°

∞
=

∞ pour tout l ∈ N .

EXERCICE 5 Montrer que si µ ∈ S (Rn)0 et hϕ|µi > 0 pour tout ϕ ∈ S+ (Rn) , alors
µ ∈Mmod (Rn) .

Utiliser les fonctions ρl qui ont été introduites dans la démonstration du théorème 3.3.ii.
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Si f ∈ C(1) (X) et j ∈ {1, . . . , n} , pour tout ϕ ∈ D (X) , on peut choisir une partition de
l’unité (ρl)l∈N indéfiniment dérivable sur Rn , associée au réseau de maille ε :=

1
2
·d
¡
suppϕ, {X

¢
(cf. cours d’Analyse [17] 17.4). On a alors

hϕ |∂fj · λi =
Z X

l

ρl · ϕ · ∂jf dλ =
X
l

Z
ρl · ϕ · ∂jf dλ = −

X
l

Z
∂j (ρl · ϕ) · f dλ =

= −
Z

∂j

"ÃX
l

ρl

!
· ϕ
#
· f dλ = − h∂jϕ| f · λi

en ayant utilisé le théorème de Fubini et la formule d’intégration par partie.

LEMME L’application linéaire

∂j : D (X) −→ D (X) : ϕ 7−→ ∂jϕ

est continue. En particulier, si µ ∈ D (X)0 est une distribution, alors la forme semi-linéaire
|µi ◦ ∂j : ϕ 7−→ h∂jϕ|µi

est continue.

En effet, pour tout K ∈ K (X) et k ∈ N , on a
pK,k (∂jϕ) = max|α|16k k∂

α∂jϕk∞,K 6 pK,k+1 (ϕ) pour tout ϕ ∈ D (X,K) .
Ceci montre que

∂j : D (X,K) −→ D (X,K) ,→ D (X)
est continue, d’où notre assertion par la proposition 2.10. ¤

Ceci nous conduit à poser la

DEFINITION Pour tout µ ∈ D (X)0 et j ∈ {1, . . . , n} , on définit une distribution
|∂jµi := − |µi ◦ ∂j ∈ D (X)0 ,

ce qui revient à poser

hϕ| ∂jµi := − h∂jϕ|µi pour tout ϕ ∈ D (X) .
On dit que c’est la j-ième dérivée partielle de µ (au sens des distributions). Plus généralement,
si α ∈ Nn , on définit la distribution ∂αµ ∈ D (X)0 par

∂αµ := ∂α1
1 ∂α2

2 . . . ∂
αn
n µ .

On a

hϕ| ∂αµi := (−1)|α|1 h∂αϕ|µi .
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REMARQUE 1 Le calcul du début montre par récurrence que si f ∈ C(k) (X) , alors pour
tout α ∈ Nn tel que |α|1 6 k , la dérivée ∂α au sens des distributions de f coïncide avec la
dérivée classique ∂αf , i.e.

∂α (f · λ) = ∂αf · λ .

Ceci justifie l’identification de f ∈ L1loc (X) avec la fonction généralisée f · λ .

REMARQUE 2 Le lemme montre que ∂α : D (X) −→ D (X) : ϕ 7−→ ∂αϕ est continue. La
définition peut être formulée à l’aide de l’adjonction. On a

∂α† = (−1)|α|1 · ∂α : D (X)0 −→ D (X)0 : µ 7−→ (−1)|α|1 · ∂αµ .

Si l’on pose ∂/j := 1
2πi
· ∂j , donc ∂/α =

¡
1
2πi

¢|α|1 · ∂α , on a

∂/α† = ∂/α ,

en considérant les applications ∂/α dans les bons espaces. Ceci montre en particulier que ∂α :
D (X)0 −→ D (X)0 est continue.

On dit que ∂/α est formellement auto-adjoint car ∂/α† est un prolongement de ∂/α :

D (X) ,→ D (X)0

∂/α = ∂/α† ↓ ↓ ∂/α = ∂/α†

D (X) ,→ D (X)0

.

Nous reviendrons plus tard sur cette notion (cf. définition 7.3).
Un des problèmes de base consiste à étudier les espaces ∂/α (L2 (X)) et surtout

(∂/α)−1
¡
L2 (X)

¢
∩ L2 (X) .

Faisons quelques calcules dans l’espace des distributions sur R .

EXEMPLE 1 Calculons

hϕ| ∂ |id|i = − h∂ϕ| |id|i = −
Z

∂ϕ (x) · |x| dx =
Z 0

−∞
∂ϕ (x) · x dx−

Z ∞

0

∂ϕ (x) · x dx =

= −
Z 0

−∞
ϕ (x) dx+

Z ∞

0

ϕ (x) dx =

Z
ϕ (x) · signum(x) dx = hϕ| signumi .

Ceci montre que

∂ |id| = signum .

EXEMPLE 2 De même, on a

hϕ| ∂ signumi = − h∂ϕ| signumi =
Z 0

−∞
∂ϕ (x) dx−

Z ∞

0

∂ϕ (x) dx = ϕ (0) + ϕ (0) = hϕ| 2δi ,

ce qui montre que

∂ signum = 2δ .
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Avec un calcul analogue on obtient

∂ht = δt .

Plus généralement :

EXEMPLE 3 Soit F une fonction absolument continue sur un intervalle ouvert J de R (cf.
cours d’Analyse [17], définition 15.19.3). Rappelons qu’il existe une unique fonction f ∈ L1loc (J)
telle que, pour tout τ ∈ J , on ait

F = F (τ) +

Z ·

τ

f .

Alors la dérivée (au sens des distributions) ∂F de F est f , donc coïncide avec la notion de
dérivée d’une fonction absolument continue.

En effet, pour tout ϕ ∈ D (J) , il existe a, b ∈ J tels que suppϕ ⊂ ]a, b[ et en intégrant par
parties (cf. cours d’Analyse [17], théorème 16.4), on obtient

hϕ| ∂F i = −
Z b

a

∂ϕ · F = −ϕ · F |ba +
Z b

a

ϕ · f = hϕ| fi .

¤

EXEMPLE 4 Soit ρ une fonction croissante sur J . Etant donné ϕ ∈ D (J) et (xj) une
subdivision de son support, il existe yj ∈ [xj, xj+1] tel que

∂ϕ (yj) =
ϕ (xj+1)− ϕ (xj)

xj+1 − xj
.

Par le théorème de Lebesgue, il vient alors

hϕ| ∂ρi = − h∂ϕ| ρi = −
Z

∂ϕ · ρ dλ = −
Z

∂ϕ (x) · ρ (x−) dx =

= − lim
X

∂ϕ (yj) · ρ (xj−) · (xj+1 − xj) = − lim
X

[ϕ (xj+1)− ϕ (xj)] · ρ (xj−) =

= − lim
hX

ϕ (xj) · ρ (xj−1−)−
X

ϕ (xj) · ρ (xj−)
i
= lim

X
ϕ (xj) [ρ (xj−)− ρ (xj−1−)] =

=

Z
ϕ dρ = hϕ|λρi ,

car
P

∂ϕ (yj) · 1[xj ,xj+1[ converge ponctuellement vers ∂ϕ et
P
·ρ (xj−) · 1[xj ,xj+1[ vers ρ (¦−) .

Ainsi

∂ρ = λρ .

REMARQUE 3 Avant la théorie des distributions, les électrotechniciens et les physiciens
ont “résolu” le problème du choc d’une boule de billard en introduisant un nouvel objet δ , dite
fonction de Dirac , ayant les propriétés suivantes :

δ (x) = 0 pour tout x 6= 0 et δ (0) =∞ ,

mais telle que Z
δ (x) dx = 1 !
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On en “déduisait” que

h (x) =

Z t

−∞
δ (x) dx , i.e. ∂h = δ ,

puis queZ
ϕ (x) · δ (x) dx =

h
ϕ (x) · h (x)

i∞
−∞
−
Z

∂ϕ (x) · h (x) dx = −
Z ∞

0

∂ϕ (x) dx = ϕ (0) .

Ces calculs sont analogues à ceux que nous avons faits ci-dessus, à la seule différence que
les objets avec lesquels nous travaillons sont maintenant mathématiquement bien définis.

EXEMPLE 5 Soient J un intervalle ouvert de R , τ ∈ J et ρ : J −→ R une fonction
croissante (continue à gauche) telle que ρ (τ+) = 0 (cf. exemple 4.2.2). Considérons l’application

χ : J −→M (J) : t 7−→ χ (t, ·)
définie par

χ (t, ·) =

⎧⎨⎩ 1]t,∞[∩J τ < t
si

−1]−∞,t]∩J t 6 τ
pour tout t ∈ J .

Montrons que l’application χ est λρ-intégrable dansM (J) . Remarquons tout d’abord que

χ (·, x) =

⎧⎨⎩ 1]τ ,x[ τ < x
si

−1[x,τ ] x 6 τ
pour tout x ∈ J ,

donc pour tout a, b ∈ J tels que a 6 τ 6 b et x ∈ [a, b] , on a
|χ (t, x)| 6 1[a,b] (t) .

Pour tout ϕ ∈ K (J, [a, b]) , il vient alors

|hϕ|χ (t, ·)i| 6
Z
|ϕ (x)| · |χ (t, x)| dx 6 1[a,b] (t) · (b− a) · kϕk∞,[a,b] 6 (b− a) · kϕk∞ ,
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ce qui montre que χ est scalairement λρ-intégrable et (faiblement) bornée dansM (J) . Nous
pouvons donc appliquer le théorème 3.12.ii.

Puisque

|ϕ (x)| · |χ (t, x)| 6 1[a,b] (x) · 1[a,b] (t) · kϕk∞ ,

nous pouvons appliquer le théorème de Fubini et nous obtenons finalementZ
hϕ|χ (t, ·)i dλρ (t) =

Z µZ
ϕ (x) · χ (t, x) dx

¶
dλρ (t) =

=

Z
ϕ (x) ·

µZ
χ (t, x) dλρ (t)

¶
dx =

Z
ϕ (x) · [ρ (x−)− ρ (τ+)] dx =

=

Z
ϕ (x) · ρ (x) dx = hϕ| ρi ,

ce qui prouve que Z
χ (t, ·) dλρ (t) = ρ dansM (J) .

L’injection canonique j : M (J) ,→ D (J)0 étant continue, les applications δ¦ = j ◦ ε et
χ := j ◦ χ sont aussi λρ-intégrables dans D (J)0 (cf. 3.12, lemme (iii) et exemple 2). Comme
∂ : D (J)0 −→ D (J)0 est continue, on en déduit que

∂ρ = ∂

µZ
χ (t, ·) dλρ (t)

¶
=

Z
∂xχ (t, ·) dλρ (t) =

Z
δt dλρ (t) = λρ .

Nous avons redémontré le résultat de l’exemple 3 ci-dessus.

EXERCICE Soient J un intervalle ouvert de R et ν ∈ D (J)0 . Montrer que l’équation
différentielle ∂µ = ν possède dans D (J)0 une unique solution à une constante additive près.

Décomposer D (J) à l’aide de la forme linéaire λJ , montrer que ∂ : D (J) −→ KerλJ est

bijective et calculer
−1
∂ .
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4.5 Multiplication

Soient g ∈ C(∞) (X) et f ∈ L1loc (X) . On aMgf := g ·f ∈ L1loc (X) et, pour tout ϕ ∈ D (X) ,
on a

hϕ| g · fi =
Z

ϕ · g · f dλ = hg · ϕ| fi ,

puisque g · ϕ ∈ D (X) .

LEMME L’application bilinéaire

C(∞) (X)×D (X) −→ D (X) : (g,ϕ) 7−→ g · ϕ
est séparément continue. En particulier, si µ ∈ D (X)0 est une distribution, alors la forme
semi-linéaire

|µi ◦Mg : ϕ 7−→ hg · ϕ|µi
est continue.

Etant donné g ∈ C(∞) (X) , K ∈ K (X) , k ∈ N et ϕ ∈ D (X,K) , on a

pK,k (g · ϕ) = max|α|16k k∂
α (g · ϕ)k∞,K 6 max|α|16k

X
β6α

µ
α

β

¶
·
°°∂βg · ∂α−βϕ

°°
∞,K 6

6 max|α|16k
X
β6α

µ
α

β

¶
·
°°∂βg°°∞,K · °°∂α−βϕ

°°
∞,K 6 ck · pK,k (g) · pK,k (ϕ) ,

ce qui montre d’une part la continuité de

Mg : D (X,K) −→ D (X,K) ,→ D (X) ,
d’où la continuité de Mg : D (X) −→ D (X) par la proposition 2.10, et d’autre part celle de

¦ · ϕ : C(∞)(X) −→ D (X,K) ,→ D (X) .
¤

Ceci nous conduit à poser la

DEFINITION Pour tout g ∈ C(∞) (X) et µ ∈ D (X)0 , on définit une distribution
|Mgµi := |g · µi := |µi ◦Mg ∈ D (X)0 ,

ce qui revient à poser

hϕ| g · µi := hg · ϕ|µi pour tout ϕ ∈ D (X) .
On dit que c’est la distribution produit de g et µ .

REMARQUE 1 Le calcul du début montre que, pour tout f ∈ L1loc (X) , on a
g · (f · λ) = (g · f) · λ ,
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i.e. la multiplication de de f par g au sens des distributions coïncide avec ce produit au sens
classique des fonctions.

REMARQUE 2 La définition signifie que

M †
ḡ =Mg : D (X)0 −→ D (X)0 : µ 7−→ g · µ .

Ceci montre en particulier que Mg : D (X)0 −→ D (X)0 est continue.

Remarquons que Mg est formellement auto-adjoint si, et seulement si, g est réelle.

EXEMPLE 1 Pour tout x ∈ X, on a
g · δx = g (x) · δx .

En particulier, id ·δ = 0 . Si l’on utilise, comme les physiciens, les fonctions de Dirac de variable
t , on a

g (t) · δ (t− x) = g (x) · δ (t− x) .

En effet, pour tout ϕ ∈ D (X) , il vient
hϕ| g · δxi = h ḡ · ϕ| δxi = g (x) · ϕ (x) = g (x) · hϕ| δxi = hϕ| g (x) · δxi .

¤

EXEMPLE 2 Pour tout µ ∈M (X) , la distribution g ·µ coïncide avec l’intégrale de densité
g par rappport à µ .

En effet, pour tout ϕ ∈ D (X) , on a

hϕ| g · µi = h ḡ · ϕ|µi =
Z
g · ϕ dµ =

Z
ϕ d (g · µ) .

Le résultat en découle, puisque l’intégrale g · µ est univoquement déterminée par sa restriction
à D (X) . ¤

PROPOSITION On a

∂j (g · µ) = ∂jg · µ+ g · ∂jµ .
Plus généralement on a la formule de Leibniz

∂α (g · µ) =
X
β6α

µ
α

β

¶
· ∂βg · ∂α−βµ .

En effet

hϕ| ∂jg · µ+ g · ∂jµi =

∂jg · ϕ

¯̄
µ
®
+ hg · ϕ| ∂jµi = h∂jg · ϕ|µi− h∂j (g · ϕ)|µi =

= − hg · ∂jϕ|µi = − h∂jϕ| g · µi = hϕ| ∂j (g · µ)i .
La formule de Leibniz en découle par récurrence. ¤

EXEMPLE 3 Pour tout x ∈ X , on a

g · ∂jδx = g (x) · ∂jδx − ∂jg (x) · δx .
En particulier id ·∂δ = −δ sur R .
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En effet

g (x) · ∂jδx = ∂j (g (x) · δ) = ∂j (g · δx) = ∂jg · δx + g · ∂jδx = ∂jg (x) · δ (x) + g · ∂jδx ,
d’où le résultat. ¤

Le physicien écrira

g (t) · ∂tδ (t− x) = g (x) · ∂tδ (t− x)− ∂g (x) · δ (t− x) .
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4.6 Translation

DEFINITION 1 Si f est une fonction sur Rn , pour tout y ∈ Rn , on définit la fonction
translatée Tyf = fy par

fy (x) := f (x− y) pour tout x ∈ Rn .

Si f ∈ L1loc (Rn) , alors pour tout ϕ ∈ D (Rn) , on a

hϕ |fy i =
Z

ϕ (x) · f (x− y) dx =
Z

ϕ (x+ y) · f (x) dx =

ϕ−y

¯̄
f
®
.

LEMME L’application

D (Rn)×Rn −→ D (Rn) : (ϕ, y) 7−→ ϕy

est linéaire en la première variable et séparément continue. En particulier, si µ ∈ D (Rn)0 est
une distribution sur Rn , alors la forme semi-linéaire

|µi ◦ T−y : ϕ 7−→

ϕ−y

¯̄
µ
®

est continue.

Pour tout K ∈ K (Rn) , k ∈ N , ϕ ∈ D (Rn,K) et y ∈ Rn , on a
suppϕy = suppϕ+ y ⊂ K + y

et

pK+y,k
¡
ϕy
¢
= max|α|16k

°°∂αϕy
°°
∞,K+y = max|α|16k k∂

αϕk∞,K = pK,k (ϕ) ,
ce qui montre la continuité de

Ty : D (Rn,K) −→ D (Rn, K + y) ,→ D (Rn) ,
donc aussi celle de Ty : D (Rn) −→ D (Rn) par la proposition 2.10.

Etant donné z ∈ Rn , on a
Tzϕ− Tyϕ = Tz−y (Tyϕ)− Tyϕ ;

il suffit donc de prouver la continuité de

y 7−→ ϕy : B (0, 1) −→ D (Rn,K +B (0, 1)) ,→ D (Rn)
en 0 . Mais si y ∈ B (0, 1) , il vient

pK+B(0,1),k
¡
ϕy − ϕ

¢
= max|α|16k

°°∂α
¡
ϕy − ϕ

¢°°
∞,K+B(0,1) =

= max|α|16k

°°°(∂αϕ)y − ∂αϕ
°°°
∞,K+B(0,1)

.

Utilisant la continuité uniforme de chaque fonction ∂αϕ , pour tout ε > 0 , il existe un δ > 0
tel que l’on ait¯̄̄h

(∂αϕ)y − ∂αϕ
i
(z)
¯̄̄
= |∂αϕ (z − y)− ∂αϕ (z)| 6 ε si |y| 6 δ et |α|1 6 k .
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On a alors

pK+B(0,1),k
¡
ϕy − ϕ

¢
6 ε si |y| 6 δ .

¤

Ceci nous conduit à poser la

DEFINITION 2 Pour tout y ∈ Rn et µ ∈ D (Rn)0 , on définit une distribution
|Tyµi :=

¯̄
µy
®
:= |µi ◦ T−y ∈ D (Rn)0 ,

ce qui revient à poser 
ϕ|µy

®
:=

ϕ−y

¯̄
µ
®
.

On dit que c’est la distribution translatée de µ par y .

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus montre que

(f · λ)y = fy · λ .
Il est évident que ht et δt sont les translatées de h et δ .

REMARQUE 2 La définition signifie que

T †−y = Ty : D (Rn)0 −→ D (Rn)0 : µ 7−→ µy .

Ceci prouve en particulier que Ty : D (Rn)0 −→ D (Rn)0 est continue.

REMARQUE 3 L’invariance par translation de l’intégrale de Lebesgue montre que

Ty : L
2 (Rn) −→ L2 (Rn)

est un opérateur unitaire, i.e.

T ∗y = T−y =
−1
Ty .

REMARQUE 4 Si µ ∈M (Rn) , alors µy ∈M (Rn) et, pour toute fonction f sur Rn , on a
f ∈ L1

¡
µy
¢
si, et seulement si, f−y ∈ L1 (µ) . Dans ce cas on aZ

f dµy =

Z
f−y dµ .

On se souvient facilement de cette formule en l’écrivant sous la formeZ
f (x) dµy (x) =

Z
f (x) dµ (x− y) =

Z
f (x+ y) dµ (x) =

Z
f−y (x) dµ (x) .

Il suffit de constater, de manière analogue à ce que nous venons de faire, que

ϕ 7−→ ϕy : K (Rn) −→ K (Rn)
est continue, puis de montrer que, pour toute fonction f : Rn −→ R , on aZ ∗

f dµy =

Z ∗
f−y dµ .

¤
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PROPOSITION

(i) Pour tout ϕ ∈ D (Rn) , l’application
y 7−→ ϕy : Rn −→ D (Rn)

est partiellement dérivable en 0 et, pour tout j = 1, . . . , n , on a

limh→0
1

h
·
h
ϕ−h·ej − ϕ

i
= ∂jϕ dans D (Rn) .

(ii) Pour tout µ ∈ D (Rn)0 , on a

∂jµ = limh→0
1

h
·
h
µ−h·ej − µ

i
dans D (Rn)0 .

Dmonstration de (i) En posant K := suppϕ + B∞ (0, 1) , pour tout h ∈ [−1, 1] ,
on a 1

h
·
h
ϕ−h·ej − ϕ

i
∈ D (Rn, K) . En utilisant la seconde inégalité de la moyenne (cf. cours

d’Analyse [17], proposition 11.2.ii), pour tout ε > 0 et tout h ∈ [−δ, δ] , on obtient

pK,k

µ
1

h
·
h
ϕ−h·ej − ϕ

i
− ∂jϕ

¶
=

= max|α|16k supx∈K

¯̄̄̄
1

h
·
h
∂αϕ−h·ej (x)− ∂αϕ (x)

i
− ∂α∂jϕ (x)

¯̄̄̄
=

= max|α|16k supx∈K

¯̄̄̄
1

h
· [∂αϕ (x+ h · ej)− ∂αϕ (x)]− ∂j∂

αϕ (x)

¯̄̄̄
6

6 max|α|16k supx∈K suph∈[−δ,δ] |∂
αϕ (x+ h · ej)− ∂αϕ (x)|

et le membre de droite tend vers 0 par la continuité uniforme des fonctions ∂αϕ .

Dmonstration de (ii) Pour tout ϕ ∈ D (Rn) , il vient

hϕ| ∂jµi = − h∂jϕ|µi = −
¿
limh→0

1

h
·
h
ϕ−h·ej − ϕ

i¯̄̄̄
µ

À
= limh→0

1

h
·
Dh

ϕh·ej − ϕ
i¯̄̄
µ
E
=

= limh→0
1

h
·
D
ϕ
¯̄̄
µ−h·ej − µ

E
= limh→0

¿
ϕ

¯̄̄̄
1

h
·
h
µ−h·ej − µ

iÀ
.

¤
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4.7 Dilatation

REMARQUE Les systèmes de semi-normes (pK,k)k∈N,K∈K(X) , (pk)k∈N et
¡
pK,k|D(X,K)

¢
k∈N ,

que nous avons introduits dans les exemples 5 et 6 de 2.1, 5 et 6 de 2.3 et 3 de 2.10, ne sont pas
très pratiques lorsqu’il est nécessaire d’utiliser la formule de dérivation des fonctions composées.
Nous allons construire d’autres systèmes de semi-normes équivalents.

Soient X un ouvert de Rn et f : X −→ Rm une fonction k-fois (totalement) dérivable (cf.
cours d’Analyse [17], 11.5). On a

Df : X −→ L (Rn,Rm) et D2f : X −→ L (Rn,L (Rn,Rm)) .
Comme en 3.13, on voit facilement que L (Rn,L (Rn,Rm)) est isomorphe à l’espace vectoriel
des applications bilinéaires L2 (Rn × Rn,Rm) définies sur Rn ×Rn et à valeurs dans Rm . Pour
tout v1, v2 ∈ Rn , on a

D2f (x) (v1, v2) =
£
D2f (x) v1

¤
v2 =

³
(∂l2∂l1f (x))l1=1,...,n v1

´
l2=1,...,n

v2 =

=
nX

l2=1

Ã
nX

l1=1

∂l2∂l1f (x) · v1,l1

!
· v2,l2 .

Plus généralement

Dkf : X −→ Lk
³
[Rn]k ,Rm

´
est à valeurs dans l’espace vectoriel des applications k-linéaires et on a

Dkf (x) (v1, . . . , vk) =
nX

lk=1

Ã
. . .

Ã
nX

l1=1

∂lk . . . ∂l1f (x) · v1,l1

!
· . . .

!
· vk,lk .

Rappelons que Dkf (x) est une application k-linéaire symétrique (cf. Dieudonné [6], 8.12.14).
En se rappelant le critère de continuité pour une application bilinéaire (cf. proposition 2.4),

il est naturel d’introduire la norme d’une application k-linéaire s ∈ Lk
³
[Rn]k ,Rm

´
par

ksk := supv1,...,vk∈Rn,|v1|,...,|vk|61 |s (v1, . . . , vk)| .
Pour tout α ∈ Nn , on a alors

∂αf (x) = ∂α1
1 . . . ∂

αn
n f (x) = D

|α|1f (x)

⎛⎝en, . . . , en| {z }
αn-fois

, . . . , e1, . . . , e1| {z }
α1-fois

⎞⎠ ,

donc

|∂αf (x)| 6
°°D|α|1f (x)

°° .
D’autre part°°Dkf (x)

°° 6 nX
lk=1

Ã
. . .

Ã
nX

l1=1

|∂lk . . . ∂l1f (x)|
!
. . .

!
6 kn ·maxα∈Nn,|α|1=k |∂

αf (x)| .
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Ceci nous montre que l’on peut remplacer les semi-normes pK,k et pk par

rK,k (ϕ) := maxj=0,...,k
°°Djf

°°
∞,K pour tout ϕ ∈ C(∞) (X)

et

rk (ϕ) := maxj=0,...,k

°°°hidikDjf
°°°
∞

pour tout ϕ ∈ S (Rn) .

DEFINITION 1 Si f est une fonction sur Rn , pour tout A ∈ GL (Rn) , on définit la fonction
DAf par

DAf (x) := |detA|−
1
2 · f

µ
−1
Ax

¶
.

En particulier si h ∈ R∗ := R r {0} , on pose Dhf := Dh·Idf et on dit que c’est la fonction
dilatée de f par h ; on a

Dhf (x) := |h|−
n
2 · f

³x
h

´
.

Si f ∈ L1loc (Rn) , alors pour tout ϕ ∈ D (Rn) , on a

hϕ |DAf i =
Z

ϕ (x) · |detA|−
1
2 · f

µ
−1
Ax

¶
dx =

=

Z
|detA|

1
2 · ϕ (Ax) · f (x) dx =

D
D−1
A
ϕ
¯̄̄
f
E
.

LEMME L’application

D (Rn)×GL (Rn) −→ D (Rn) : (ϕ, A) 7−→ DAϕ

est linéaire en la première variable et séparément continue. En particulier, si µ ∈ D (Rn)0 est
une distribution sur Rn , alors la forme semi-linéaire

|µi ◦D−1
A
: ϕ 7−→

D
D−1
A
ϕ
¯̄̄
µ
E

est continue.

Pour tout K ∈ K (Rn) , k ∈ N , ϕ ∈ D (Rn,K) et h ∈ R∗ , on a
suppDAϕ = A (suppϕ) ⊂ A (K)

et

rA(K),k (DAϕ) = maxj=0,...,k
°°Dj (DAϕ)

°°
∞,A(K) =

= |detA|−
1
2 ·maxj=0,...,k

°°°°Dj

µ
ϕ ◦

−1
A

¶°°°°
∞,A(K)

6

6 |detA|−
1
2 ·maxj=0,...,k

°°°°¡Djϕ
¢
◦
−1
A

°°°°
∞,A(K)

·
°°°°−1A°°°°j =

= |detA|−
1
2 ·maxj=0,...,k

Ã°°Djϕ
°°
∞,A ·

°°°°−1A°°°°j
!
6
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6 |detA|−
1
2 ·
Ã
maxj=0,...,k

°°°°−1A°°°°j
!
· rK,k (ϕ) ,

car

Dj

µ
ϕ ◦

−1
A

¶
=
¡
Djϕ

¢
◦
−1
A

µ
−1
A, . . . ,

−1
A

j-fois

¶
: (vl)l=1,...,j 7−→

¡
Djϕ

¢
◦
−1
A

µ
−1
Av1, . . . ,

−1
Avj

¶
.

Ceci montre la continuité de

DA : D (Rn,K) −→ D (Rn, A (K)) ,→ D (Rn) ,
donc aussi celle de DA : D (Rn) −→ D (Rn) par la proposition 2.10.

Etant donné B ∈ GL (Rn) , on a

DBϕ−DAϕ = DA
³
D−1
AB

ϕ− ϕ
´
;

par ce que nous venons de démontrer, il suffit donc de prouver la continuité de

A 7−→ DAϕ : B

µ
Id,
1

2

¶
−→ D

µ
Rn, B

µ
Id,
1

2

¶
(K)

¶
,→ D (Rn)

en Id . Mais si A ∈ B
¡
Id, 1

2

¢
, il vient

rB(Id, 12)(K),k
(DAϕ− ϕ) = maxj=0,...,k

°°Dj (DAϕ− ϕ)
°°
∞,B(Id, 12)(K)

=

= maxj=0,...,k

°°°°|detA|− 1
2 ·
¡
Djϕ

¢
◦
−1
A

µ
−1
A, . . . ,

−1
A

j-fois

¶
−Djϕ

°°°°
∞,B(1, 12)(K)

.

Utilisant la continuité uniforme de chaque application Djϕ , puisqu’elles sont continues à sup-
port compact, pour tout ε > 0 , il existe un δ > 0 tel que, si kA− Idk 6 δ , on ait°°°°|detA|−1

2 ·
¡
Djϕ

¢µ−1
Ax

¶µ
−1
A, . . . ,

−1
A

j-fois

¶
−Djϕ (x)

°°°° 6
6 |detA|−

1
2 ·
°°°°∙¡Djϕ

¢µ−1
Ax

¶
−Djϕ (x)

¸µ
−1
A, . . . ,

−1
A

j-fois

¶°°°°
+ |detA|−

1
2 ·
°°°°¡Djϕ

¢
(x)

µ
−1
A, . . . ,

−1
A

j-fois

¶
−Djϕ (x)

°°°°
+
³
|detA|−

1
2 − 1

´
·
°°¡Djϕ

¢
(x)
°° 6

6 |detA|−
1
2 ·
°°°°−1A°°°°j · °°°°¡Djϕ

¢µ−1
Ax

¶
−Djϕ (x)

°°°°
+ |detA|−

1
2 ·
°°°°−1A − Id°°°° · jX

l=1

°°°°−1A°°°°j−l · °°¡Djϕ
¢
(x)
°°

+
³
|detA|−

1
2 − 1

´
·
°°¡Djϕ

¢
(x)
°° 6 ε ,

puisque °°°°¡Djϕ
¢
(x)

µ
−1
A, . . . ,

−1
A

j-fois

¶
−Djϕ (x)

°°°° 6
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6
jX
l=1

°°°°¡Djϕ
¢
(x)

µ
Id, . . . , Id,

−1
A − Id
position j

,
−1
A, . . . ,

−1
A

¶°°°° 6
6
°°°°−1A − Id°°°° · jX

l=1

°°°°−1A°°°°j−l · °°¡Djϕ
¢
(x)
°° .

On a alors

rB(Id, 12)(K),k
(DAϕ− ϕ) 6 ε si kA− Idk 6 δ .

¤

Ceci nous conduit à poser la définition

DEFINITION 2 Pour tout A ∈ GL (Rn) et µ ∈ D (Rn)0 , on définit une distribution
|DAµi := |µi ◦D−1

A
,

ce qui revient à poser

hϕ|DAµi := hDA−1ϕ|µi pour tout ϕ ∈ D (Rn) .
On dit que Dhµ := Dh·Idµ est la distribution dilatée de µ par h .

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus montre que

DA (f · λ) = DAf · λ .

REMARQUE 2 La définition signifie que

D†
−1
A
= DA : D (Rn)0 −→ D (Rn)0 : µ 7−→ DAµ .

Ceci prouve en particulier que DA : D (Rn)0 −→ D (Rn)0 est continue.
La formule de changement de variables montre que

DA : L
2 (Rn) −→ L2 (Rn)

est un opérateur unitaire, i.e.

D∗A = D−1
A
=

−1
DA .

En effet

kDAfk22 =
Z
|detA|−1 ·

¯̄̄̄
f

µ
−1
Ax

¶¯̄̄̄2
dx =

Z
|detA|−1 · |f (y)|2 · |detA| dy = kfk22 .

DEFINITION 3 Le cas particulier h = −1 de la symétrie centrale se note souvent
∨
f := D−1f et

∨
µ := D−1µ .

On dit que
∨
f (et

∨
µ ) est la fonction (la distribution) symétrique de f (de µ ).
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REMARQUE 3 Si µ ∈M (Rn) , alors DAµ ∈M (Rn) et, pour toute fonction f sur Rn , on
a f ∈ L1 (DAµ) si, et seulement si, D−1

A
f ∈ L1 (µ) . Dans ce cas on aZ

f dDAµ =

Z
D−1
A
f dµ .

On se souvient facilement de cette formule en l’écrivant sous la formeZ
f (x) dDAµ (x) =

Z
f (x) · |detA|−

1
2 dµ

µ
−1
Ax

¶
=

Z
|detA|

1
2 · f (Ax) dµ (x) =

=

Z
D−1
A
f (x) dµ (x) .

EXEMPLE Pour tout x ∈ Rn , on a
DAδx = |detA|

1
2 · δAx .

En particulier (δx)
∨ = δ−x et

∨
δ = δ .

En effet, pour tout ϕ ∈ D (Rn) , on a

hϕ|DAδxi =
D
|detA|

1
2 · ϕ ◦A

¯̄̄
δx

E
= |detA|

1
2 · ϕ (Ax) = |detA|

1
2 · hϕ| δAxi .

¤

Les physiciens écrivent, à l’aide des fonctions de Dirac de variable t ,

δ

µ
−1
At− x

¶
= |detA| · δ (t−Ax) ,

en particulier δ (−t) = δ (t) et δ (−t− x) = δ (t+ x) .
En effet

δ

µ
−1
At− x

¶
= |detA|

1
2 ·DAδx (t) = |detA| · δAx (t) = |detA| · δ (t−Ax) .
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4.8 Opérations et leurs liaisons dans D (Rn)0 et S (Rn)0

DEFINITION 1 On désigne par C(∞)temp(Rn) l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dé-
rivables g sur Rn , dont toutes les dérivées sont à croissance lente, i.e. telles que, pour tout
α ∈ Nn , on ait °°hidi−m · ∂αg

°°
∞ <∞

pour un certain m ∈ N . On dit que ces fonctions sont tempérées .

Dans ce paragraphe, on se donne α ∈ Nn , g ∈ C(∞)temp (Rn) , y ∈ Rn et A ∈ GL (Rn) . On
vérifie immédiatement que l’on peut définir les applications linéaires

∂α , Mg , Ty , DA : S (Rn) −→ S (Rn)
de la même manière que dans D (Rn) .

THEOREME Les applications ∂α , Mg , Ty et DA : S (Rn) −→ S (Rn) sont continues,
S (Rn)0 est laissé invariant par les applications correspondantes dans D (Rn)0 , leurs restrictions
à S (Rn)0 sont continues et on a les mêmes formules dans la semi-dualité


S (Rn)| S (Rn)0

®
que

dans

D (Rn)| D (Rn)0

®
.

La continuité de ces application se démontre de la même manière que dans les lemmes 4.4 à
4.7, en remplaçant les semi-normes pK,k par pk . Le reste de la démonstration est immédiat en
considérant les diagrammes commutatifs suivants, Φ désignant l’une des applications (−1)α ·∂α ,
Mḡ , T−y et D−1

A
dans S (Rn) :

D (Rn) ,→ S (Rn)

Φ|D(Rn) ↓ ↓ Φ

D (Rn) ,→ S (Rn)

et

S (Rn)0 ,→ D (Rn)0

Φ† ↑ ↑ Φ†|D(Rn)

S (Rn)0 ,→ D (Rn)0

En effet Φ†|D(Rn) est l’application correspondant respectivement à ∂α , Mg , Ty et DA dans
D (Rn)0 (cf. les remarques 4.4.2 à 4.7.2). ¤

EXERCICE 1 Caractériser C(∞)temp (Rn) comme l’ensemble des multiplicateurs de S (Rn) dans
C(∞) (Rn) , i.e. comme l’ensemble des g ∈ C(∞) (Rn) telles que, pour tout ϕ ∈ S (Rn) , on ait
g ·ϕ ∈ S (Rn) ou, plus généralement comme l’ensemble des distributions µ ∈ D (Rn)0 telles que,
pour tout ϕ ∈ S (Rn) , on ait ϕ · µ ∈ S (Rn) ,→ D (Rn)0 .

Remarquer que si g ∈ C(∞) (Rn) r C(∞)temp (Rn) on peut construire une suite (xk)k∈N ⊂ Rn
telle que, pour un α ∈ Nn et tout k ∈ N , on ait

|xk|+ 2 6 |xk+1| et hxki−1 · |∂αg (xk)| > 1 .
Il suffit alors de considérer la fonction

ϕ :=
X
n∈N

hxki−1 · χ (¦− xk) ∈ S (Rn)
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pour χ ∈ D (Rn) bien choisi.

REMARQUE 1 La formule de Leibniz 4.5, liant ∂α etMg , ainsi que la proposition 4.6, sont
aussi valables dans S (Rn)0 .

Les liaisons entre les autres applications sont les suivantes :

PROPOSITION On a

(i)

∂αTy = Ty∂
α et ∂αDh =

1

h|α|1
·Dh∂α .

(ii)

MgTy = TyMg−y et MgDh = |h|
n
2 ·DhMD 1

h
g .

(iii)

TyDh = DhT y
h
.

On démontre ces formules dans S (Rn) , donc aussi dans D (Rn) , puis dans S (Rn)0 et
D (Rn)0 par adjonction. ¤

EXEMPLE 1 Utilisant l’exemple 4.7, on obtient immédiatement

Dh∂
αδy = h

|α|1 · ∂αDhδy = h
|α|1 · |h|

n
2 · (∂αδ)hy .

En particulier on a (∂δy)
∨ = − (∂δ)−y , ce que les physiciens écrivent sous la forme

∂δ (−t− y) = −∂δ (t+ y) .

DEFINITION 2 Soit X un ouvert de Rn . On dit que F est un espace de distributions (sur
X ) si F est un sous-espace vectoriel de D (X)0 muni d’une topologie localement convexe telle
que l’injection canonique F ,→ D (X)0 soit continue.

Etant donné m ∈ N et cα ∈ C(∞)(X) pour α ∈ Nn tel que |α|1 6 m , on dit que

L : D (X)0 −→ D (X)0 : µ 7−→
X
|α|16m

cα · ∂/αµ

est un opérateur différentiel à coefficients indéfiniment dérivables . Il est dit d’ordrem s’il existe
α ∈ Nn tel que |α|1 = m et cα 6= 0 .

Plus généralement, si F est un espace de distributions et cα des fonctions sur X telles que
les produits cα · ∂/αµ soient définis si α ∈ Nn et |α|1 6 m , on dit que

L : F −→ D (X)0 : µ 7−→
X
|α|16m

cα · ∂/αµ

est un opérateur différentiel .

COROLLAIRE Soient F et G des espaces de Fréchet de distributions et L un opérateur
différentiel à coefficients indéfiniment dérivables.

(i) Si L (F ) ⊂ G , alors L : F −→ G est continu.
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(ii) Soit L : F −→ G est une bijection, i.e. si l’équation différentielle Lµ = ν possède, pour

tout ν ∈ G , une unique solution µ ∈ F , alors
−1
L : G −→ F est continu, i.e. cette solution

dépend continûment du second membre.

Dmonstration de (i) En effet L : D (X)0 −→ D (X)0 est faiblement continu, donc
GrL est fermé dans D (X)0 × D (X)0 . Mais comme l’injection canonique F × G ,→ D (X)0 ×
D (X)0 est continue, le graphe de L : F −→ G , qui est égal à GrL ∩ F × G , est fermé dans
F ×G , d’où le résultat par le théorème du graphe fermé 3.14 pour les espace de Fréchet.

Dmonstration de (ii) C’est immédiat par le théorème d’isomorphie 3.14 pour les es-
pace de Fréchet. ¤

REMARQUE 2 Le point (i) est évidemment généralisable à un opérateur différentiel quel-
conque L : F −→ D (X)0 faiblement continu. Mais remarquons que dans beaucoup de situations
la continuité d’un opérateur différentiel L est immédiate à vérifier.

EXEMPLE 2 Soit X une partie ouverte de Rn et m ∈ N∪ {∞} . Nous désignerons par
C(m),b

¡
X
¢
l’espace vectoriel des fonctionsm-fois continûment dérivable f sur X telles que, pour

tout α ∈ Nn satisfaisant à |α|1 6 m , la dérivée partielle ∂αf possède un (unique) prologement
continu borné sur X . Muni de la norme

kfk(m)∞ := max|α|16m k∂
αfk∞ ,

c’est évidemment un espace de Banach si m <∞ . Muni des semi-normes kfk(k)∞ pour k ∈ N si
m =∞ , c’est un espace de Fréchet.

Si L est un opérateur différentiel à coefficients continus bornés sur X , et s’il existe un
sous-espace vectoriel fermé F ⊂ C(m),b

¡
X
¢
, défini par exemple par des conditions au bord,

tel que L : F −→ Cb (X) soit une bijection, alors l’unique solution f ∈ F de Lf = g dépend
continûment de g ∈ Cb (X) .

En effet il est clair que L est continu, puisque

kLfk∞ 6
X
|α|16m

kcαk∞ · k∂/αfk∞ 6
X
|α|16m

kcαk∞ · kfk
(m)
∞ .

¤
Cet exemple peut être varié à l’infini, le vrai problème étant dans une situation pratique

donnée de trouver les bons espaces, les bonnes normes et de prouver la bijectivité !

EXERCICE 2 Montrer que ln |id| ∈ S (R)0 et que, pour tout ϕ ∈ S (R) , on a

hϕ| ∂ (ln |id|)i = limε→0

Z
Rr]−ε,ε[

ϕ (x) · 1
x
dx .

Ceci montre que

PP

µ
1

id

¶
: ϕ 7−→ limε→0

Z
Rr]−ε,ε[

ϕ (x) · 1
x
dx

est une distribution tempérée sur R , dite partie principale de Cauchy , et que

∂ (ln |id|) = PP
µ
1

id

¶
.
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EXERCICE 3 Soient µ ∈ D (R)0 et c ∈ C . Montrer que µ est solution de l’équation id ·µ = c
dans D (R)0 si, et seulement s’il existe un α ∈ C tel que

µ = α · δ + c · PP
µ
1

id

¶
.

(a) Montrer que, pour tout ψ ∈ D (R) tel que ψ (0) = 0 , on a ψ (x) = x ·
R 1
0
ψ0 (xs) ds pour

tout x ∈ R .
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4.9 Transformation de Fourier dans S (Rn)

DEFINITION 1 Soit µ ∈Mb (Rn) . Pour tout λ ∈ Rn , on pose

Fµ (λ) := heλ|µi =
Z
e−2πi·λ•x dµ (x) .

On dit que Fµ est la transformée de Fourier de µ .
Si f ∈ L1 (Rn) , alors

Ff (λ) := F (f · λRn) (λ) =
Z
e−2πi·λ•x · f (x) dx .

Le lecteur est prié de ne pas confondre la variable λ ∈ Rn et l’intégrale de Lebesgue λ
( = λRn ) sur Rn . Bien que la situation soit symétrique, il est préférable dans les applications
de faire une distinction entre l’espace Rn des positions de variable x et l’espace Rn des valeurs
propres (simultanées) de variable λ .

EXEMPLE 1 Pour tout x ∈ Rn , on a
Fδx = e

−2πi·id •x .

En particulier Fδ = 1 .

En effet

Fδx (λ) =

Z
e−2πi·λ•y dδx (y) = e

−2πi·id •x .

¤

REMARQUE 1 Si l’on interprète f (ou µ ) comme la description d’un phénomène dépendant
de la position x , la fonction

x 7−→ e2πi·ν•x : Rn −→ C

décrit un phénomène élémentaire (multi)périodique de (multi)fréquence ν (le physicien préfère
cette lettre !). Dans la direction ej il est périodique de fréquence νj et de période Tj = 1

νj
. Dans

la direction ν
|ν| il est de fréquence |ν| et de période

1
|ν| .

Une onde plane monochromatique progressive se propageant dans Rn est décrite par la
fonction

(t, x) 7−→ ei·(k•x−ωt) ,

où k est le vecteur d’onde et ω > 0 la pulsation . Cette onde restreinte à tout hyperplan
orthogonal à k d’équation k•x = cst est un phénomène périodique de la variable t de fréquence
ν = ω

2π
. Désignons par σ = k

2π
le vecteur nombre d’onde ; si v désigne la vitesse de déplacement

de cette onde (dans l’espace de variable x ) dans la direction k
|k| , i.e. k •

³
v · t · k|k|

´
−ωt = cst ,

on a v · |k| = ω et par suite v · |σ| = ν . Pour chaque temps t fixe, cette onde est dans la direction
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k
|k| de fréquence |σ| et de longueur d’onde λ = 1

|σ| . On a alors

λ =
v

ν
et ei·(k•x−ωt) = e2πi·(σ•x−νt) = e2πi|σ|·(

σ
|σ|•x−vt) .

Rappelons (cf. exemple 4.2.3) que L1 (Rn) ,→Mb (Rn)β est une isométrie.

DEFINITION 2 Pour toute fonction f sur Rn , on pose

f∗ :=
∨
f =

∨
f .

C’est une involution, i.e. f∗∗ = f et (α · f)∗ = α · f∗ pour tout α ∈ C .

PROPOSITION La transformation de Fourier définit une application linéaire

F :Mb (Rn) −→ Cb (Rn)
continue de norme 6 1 , i.e.

kFµk∞ 6 kµk pour tout µ ∈Mb (Rn) .
En outre

Fµ∗ = Fµ
et, pour tout y ∈ Rn , ν ∈ Rn et h ∈ Rr {0} , on a

FTy =Me−yF , TνF = FMeν et FDh = D 1
h
F .

En particulier

kFfk∞ 6 kfk1 pour tout f ∈ L1 (Rn) .

D’après le théorème de continuité d’une intégrale dépendant d’un paramètre (cf. cours
d’Analyse [17].15.5), il est clair que Fµ est une fonction continue et, pour tout λ ∈ Rn , on a

|Fµ (λ)| 6
Z ¯̄
e−2πi·λ•x

¯̄
d |µ| (x) = |µ| (Rn) = kµk

et évidemment

|Ff (λ)| 6
Z
|f (x)| dx = kfk1 .

D’autre part

Fµ∗ (λ) =
Z
e−2πi·λ•x d

∨
µ (x) =

Z
e−2πi·λ•x dµ (x) = Fµ (λ) ,

FTyµ (λ) =
Z
e−2πi·λ•x dµ (x− y) =

Z
e−2πi·λ•(x+y) dµ (x) = e−2πi·λ•y · Fµ (λ) ,

TνFµ (λ) =
Z
e−2πi·(λ−ν)•x dµ (x) =

Z
e−2πi·λ•xe2πi·ν•x dµ (x) = F

¡
e2πi·ν•id · µ

¢
(λ)

et

FDhµ (λ) = |h|−
n
2 ·
Z
e−2πi·λ•x dµ

³x
h

´
= |h|

n
2 ·
Z
e−2πi·hλ•x dµ (x) =

= |h|
n
2 · Fµ (hλ) = D 1

h
Fµ (λ) ,
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ce qui prouve les formules. ¤

REMARQUE 2 Le théorème de Bochner consiste à caractériser l’image F
¡
Mb

+ (Rn)
¢
par la

transformation de Fourier des intégrales de Radon positives comme l’ensemble des fonctions de
type positif , i.e. des fonctions f : Rn −→ C telles que pour toutes suites finies (xj)j=1,...,m ⊂ Rn
et (αj)j=1,...,m ⊂ C , on ait

mX
k,l=1

αk · f (xk − xl) · αl > 0 .

EXEMPLE 2 Pour tout ε > 0, la fonction e−2πε·|id|1 ∈ L1 (Rn) et

Fe−2πε·|id|1 =
nY
j=1

1

επ
·
Dprj

ε

E−1
.

En outre
Qn
j=1

1
π
·

prj
®−1 ∈ L1 (Rn) et R Qn

j=1
1
π
·

prj
®−1

dλ = 1 . Elle définit donc une suite
de Dirac au sens de l’exercice 4.3.3.

Par le théorème de Fubini, on a

Fe−2πε·|id|1 (λ) =
Z
e−2πi·λ•x · e−2πε·|x|1 dx =

nY
j=1

Z
e−2πi·λjxj · e−2πε·|xj | dxj =

=
nY
j=1

Z
e−2πi·λjxj · e−2πε·|xj | dxj =

nY
j=1

1

επ
·
¿
λj
ε

À−1
,

car en intégrant deux fois par parties on obtientZ ∞

−∞
e−2πi·λx · e−2πε·|x| dx = 2 ·

Z ∞

0

cos (2π · λx) · e−2πε·x dx =

=
1

πε
− 2λ

2

ε2
·
Z ∞

0

cos (2π · λx) · e−2πε·x dx ,

donc Z
e−2πi·λx · e−2πε·|x| dx = 1

επ
· 1

1 + λ2

ε2

=
1

επ
·
¿
λ

ε

À−1
,

d’où le résultat. ¤

DEFINITION 3 Nous utiliserons l’opérateur de Laplace modifié ∆/ défini par

∆/ :=
nX
j=1

∂/2j = −
1

4π2
·∆ .

THEOREME L’application F est un isomorphisme de S (Rn) sur S (Rn) , dont l’application
réciproque est donnée par

−1
Fγ =

Z
e2πi·λ•¦ · γ (λ) dλ
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et
−1
Fγ = (Fγ)∨ = F∨γ = Fγ

pour tout γ ∈ S (Rn) .
En outre, pour tout ϕ ∈ S (Rn) , on a les formules

∂/αFϕ = F ([− id]α · ϕ) et F (∂/αϕ) = idα ·Fϕ .

En particulier

F
³
[1 +∆/ ]k ϕ

´
= hidik · Fϕ et [1 +∆/ ]k Fϕ = F

³
hidik · ϕ

´
.

L’involution ϕ 7−→ ϕ∗ : S (Rn) −→ S (Rn) est continue.

En effet

hϕ| f∗i =
Z

ϕ (y) · f (−y) dy =
Z

ϕ (−y) · f (y) dy = hϕ∗| fi ,

Le théorème de dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un paramètre (cf. cours d’Analyse
[17] 15.5) montre immédiatement que Fϕ est indéfiniment dérivable et que l’on peut dériver
sous le signe intégral :

∂/αFϕ (λ) =

Z
∂/αλe

−2πi·λ•x · ϕ (x) dx =
Z
[−x]α · e−2πi·λ•x · ϕ (x) dx = F ([− id]α · ϕ) (λ) .

D’autre part en utilisant le théorème de Fubini et en intégrant par partie, on obtient

F (∂/αϕ) (λ) =
Z
e−2πi·λ•x · ∂/αxϕ (x) dx = (−1)

α ·
Z

∂/αxe
−2πi·λ•x · ϕ (x) dx = λα · Fϕ (λ) .

On en déduit successivement les formules

F (∆/ϕ) =
nX
j=1

F
¡
∂/2jϕ

¢
=

Ã
nX
j=1

pr2j

!
· Fϕ = |id|2 · Fϕ

et

F
³
[1 +∆/ ]k ϕ

´
= F

Ã
kX
l=0

¡
k
l

¢
·∆/ lϕ

!
=

kX
l=0

¡
k
l

¢
· |id|2l · Fϕ = hidik · Fϕ .

Il vient alors

hidik · ∂/αFϕ = hidik · F ([− id]α · ϕ) = F
³
[1 +∆/ ]k ([− id]α · ϕ)

´
.

En outre

kϕk1 6
µZ

hidi−b
n
2 c−1 dλ

¶
· pbn2 c+1 (ϕ) ,

donc

p/k (Fϕ) = max|α|16k

°°°hidik · ∂/αFϕ
°°°
∞
= max|α|16k

°°°F ³[1 +∆/ ]k ([− id]α · ϕ)
´°°°

∞
6

6 max|α|16k
°°°[1 +∆/ ]k ([− id]α · ϕ)

°°°
1
6

6
µZ

hidi−[
n
2 ]−1 dλ

¶
·max|α|16k pbn2 c+1

³
[1 +∆/ ]k ([− id]α · ϕ)

´
.

Ceci montre que Fϕ ∈ S (Rn) et que F est continue, puisque les dérivations et la multiplication
par un polynôme sont continues dans S (Rn) .
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Pour la formule d’inversion, il nous suffit de prouver que, pour tout ϕ ∈ S (Rn) et x ∈ Rn ,
on a Z

e2πi·λ•x · Fϕ (λ) dλ =

Z
e2πi·λ•x ·

µZ
e−2πi·λ•y · ϕ (y) dy

¶
dλ = ϕ (x) ,

car par symétrie on obtient évidemmentZ
e−2πi·λ•x

µZ
e2πi·ν•x · γ (ν) dν

¶
dx = γ (λ) pour tout γ ∈ S (Rn) et λ ∈ Rn .

Remarquons que nous avons affaire à une intégration successive, mais que l’on ne peut pas
utiliser directement le théorème de Fubini ! Pour pouvoir le faire nous allons introduire un
facteur de convergence, en l’occurence la fonction e−2πε·|id|1 par rapport à la variable λ qui fait
difficulté.

Comme Fϕ ∈ L1 (Rn) et
e−2πε·|id|1 6 1 et limε→0 e

−2πε·|id|1 = 1 ponctuellement,

le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, puis le théorème de Fubini et l’exemple 2
ci-dessus montrent queZ
e2πi·λ•x ·

µZ
e−2πi·λ•y · ϕ (y) dy

¶
dλ = limε→0

Z
e−2πε·|λ|1 ·

µZ
e2πi·λ•(x−y) · ϕ (y) dy

¶
dλ =

= limε→0

Z µZ
e−2πi·(y−x)•λ · e−2πε·|λ|1 dλ

¶
· ϕ (y) dy =

= limε→0

Z
Fe−2πε·|id|1 (y − x) · ϕ (y) dy = limε→0

Z nY
j=1

1

επ
·
¿
yj − xj

ε

À−1
· ϕ (y) dy =

= limε→0

Z nY
j=1

1

επ
·
Dyj
ε

E−1
· ϕ (y + x) dy = ϕ (x)

en utilisant l’exercice 4.3.3 sur les suites de Dirac.

Les formules liant
−1
F à F étant évidentes, il est alors clair que F et

−1
F sont continues, donc

que F est un isomorphisme de S (Rn) sur lui-même. Finalement on a pk (ϕ∗) = pk (ϕ) , ce qui
prouve la continuité de ϕ 7−→ ϕ∗ . ¤

EXERCICE 1 Pour tout a > 0, on a

Fe−πa·id2 =
r
1

a
· e−π

a
·id2 .

La démonstration est laissée en exercice. Le théorème permet d’établir une équation diffé-
rentielle ordinaire, qui est satisfaite par Fe−πa·id2 et que l’on peut résoudre.

La démonstration du théorème peut aussi se faire en utilisant le facteur de convergence
e−π·|id|

2

, puisque Fe−π·|id|2 = e−π·|id|2 conduit aussi à une suite de Dirac.

COROLLAIRE (Lemme de Riemann-Lebesgue) On a

F
¡
L1 (Rn)

¢
⊂ C0 (Rn) .
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En effet F (S (Rn)) = S (Rn) ⊂ C0 (Rn) , donc

F
¡
L1 (Rn)

¢
= F

³
S (Rn)L

1´
⊂ F (S (Rn))C

b

⊂ C0 (Rn) ,

puisque F : L1 (Rn) −→ Cb (Rn) est continue par la proposition et C0 (Rn) est un sous-espace
vectoriel fermé de Cb (Rn) . ¤

Claude Portenier ESPACES DE DISTRIBUTIONS 273



4.10 Transformation de Fourier dans S (Rn)0

4.10 Transformation de Fourier dans S (Rn)0

LEMME Pour tout f ∈ L1 (Rn) et µ ∈Mb (Rn) , on aZ
f (λ) · Fµ (λ) dλ =

Z
Ff (x) dµ (x) .

En particulier, on a

hγ| Fµi =
¿
−1
Fγ

¯̄̄̄
µ

À
pour tout γ ∈ S (Rn) .

En outre pour tout f ∈ L1mod (Rn) et ϕ ∈ S (Rn) , on a
hϕ| f∗i = hϕ∗| fi .

Grâce au théorème de Fubini on obtientZ
f (λ) · Fµ (λ) dλ =

Z
f (λ) ·

µZ
e−2πiλ·x dµ (x)

¶
dλ =

=

Z µZ
e−2πiλ·x · f (λ) dλ

¶
dµ (x) =

Z
Ff (x) dµ (x) .

On a alors

hγ| Fµi =
Z

γ · Fµdλ =
Z
Fγ dµ =


Fγ
¯̄
µ
®
=

¿
−1
Fγ

¯̄̄̄
µ

À
.

Finalement

hϕ| f∗i =
Z

ϕ (y) · f (−y) dy =
Z

ϕ (−y) · f (y) dy = hϕ∗| fi .

¤

Puisque F et ¦∗ sont des applications continues (théorème 4.9), ce lemme nous conduit à
poser la

DEFINITION Si µ ∈ S (Rn)0 est une distribution tempérée, on définit une distribution
tempérée

|Fµi := |µi ◦
−1
F ∈ S (Rn)0 ,

ce qui revient à poser

hγ| Fµi :=
¿
−1
Fγ

¯̄̄̄
µ

À
pour tout γ ∈ S (Rn) .

On dit que c’est la transformée de Fourier de µ .
De même

hϕ|µ∗i := hϕ∗|µi pour tout ϕ ∈ S (Rn)
définit une involution µ 7−→ µ∗ sur S (Rn)0 .
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Grâce à la remarque 3.4.5 et la définition 4.7.3 on a

µ∗ =
∨
µ =

∨
µ .

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus montre que la transformée de Fourier de µ au sens des
distributions est la même que celle calculée ponctuellement. En particulier

F (f · λ) = Ff · λ .
La définition signifie que

F =
µ
−1
F
¶†
: S (Rn)0 −→ S (Rn)0 .

Ceci prouve en particulier que F : S (Rn)0 −→ S (Rn)0 est continue.

THEOREME La transformation de Fourier F est un isomorphisme de S (Rn)0 sur S (Rn)0 ,
dont l’application réciproque est donnée par

−1
Fµ = F†µ = F ∨µ = (Fµ)∨ pour tout µ ∈ S (Rn)0 .

En outre, on a les formules

F∂/α =MidαF et ∂/αF = FM[− id]α ,

donc aussi

F [1 +∆/ ]k =MhidikF et [1 +∆/ ]k F = FMhidik ,

ainsi que

FTy =Me−yF , TλF = FMeλ et FDh = D 1
h
F ,

pour tout y ∈ Rn , λ ∈ Rn et h ∈ Rr {0} et
Fµ∗ = Fµ .

En utilisant le théorème 4.9, on a

F ◦
−1
F =

−1
F ◦ F = IdS(Rn) ,

donc µ
−1
F
¶†
◦ F† = F† ◦

µ
−1
F
¶†
= IdS(Rn)0 ,

ce qui montre bien que F† est l’application réciproque de la transformation de Fourier dans
S (Rn)0 . En outre, comme

−1
F = FD−1 = D−1F dans S (Rn) , donc F =

−1
FD−1 = D−1F ,

par adjonction on obtient les premières formules. Il en est de même des suivantes, puisque les
mêmes formules sont valables dans S (Rn) (proposition 4.9). Quant à la dernière, on a

hγ| Fµ∗i =
¿
−1
Fγ

¯̄̄̄
µ∗
À
=

*µ
−1
Fγ

¶∨ ¯̄̄̄
¯µ
+
=

=

¿
−1
Fγ

¯̄̄̄
µ

À
= hγ| Fµi =


γ| Fµ

®
pour tout γ ∈ S (Rn) . ¤
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EXEMPLE 1 Pour tout x ∈ Rn , λ ∈ Rn et α ∈ Nn, on a
F (∂/αδx) = idα ·e−2πi·id •x et F

¡
idα ·e2πi·λ•id

¢
= (−1)|α|1 · ∂/αδλ .

En particulier sur R on a
Fδx = e

−2πi·id ·x et F
¡
e2πi·λ·id

¢
= δλ

et encore plus particulièrement

Fδ = 1 et F1 = δ .

Utilisant l’exemple 4.9.1, on a

F (∂/αδx) = idα ·Fδx = id
α ·e−2πi·id •x ,

puis

F
¡
idα ·e2πi·λ•id

¢
= FF (∂/αδ−λ) = F

−1
FD−1 (∂/αδ−λ) = (−1)|α|1 · ∂/αD−1δ−λ = (−1)|α|1 · ∂/αδλ

en ayant utilisé la proposition 4.8.i. ¤

PROPOSITION Pour tout ν ∈Mmod (Rn) , l’application
e¦ : λ 7−→ eλ : Rn −→ S (Rn)0

est continue, ν-intégrable dans S (Rn)0 etZ
eλ dν (λ) =

−1
Fν dans S (Rn)0 .

Si ν ∈ Mb (Rn) , alors
R
eλ dν (λ) ∈ Cb (Rn) et on peut calculer ponctuellement et on

retrouve la définition classique :µZ
eλ dν (λ)

¶
(x) =

Z
eλ (x) dν (λ) = Fν (−x) .

En effet, pour tout ϕ ∈ S (Rn) , la fonction hϕ| e¦i = Fϕ ∈ S (Rn) est continue et ν-
intégrable. En outreZ

hϕ| eλi dν (λ) =
Z
Fϕ (λ) dν (λ) = hFϕ| νi =

¿
ϕ

¯̄̄̄
−1
Fν

À
,

d’où la formule. Pour tout g ∈ L∞ (ν) , on a g · ν ∈Mmod (Rn) , donc e¦ est ν-intégrable dans
S (Rn)0 .

La seconde partie est immédiate par le théorème de Fubini. On a¿
ϕ

¯̄̄̄Z
eλ dν (λ)

À
=

Z µZ
ϕ (x) · e2πi·λ•x dx

¶
dν (λ) =

=

Z
ϕ (x) ·

µZ
e2πi·λ•x dν (λ)

¶
dx =


ϕ
¯̄
(Fν)∨

®
.

¤

REMARQUE 2 Le calcul dans le cas général ν ∈Mmod (Rn) peut souvent être effectué en
utilisant une suite (fk)k∈N de fonctions sur Rn telle que fk · ν ∈Mb (Rn) et ν = limk fk · ν dans
S (Rn)0 . On a alorsZ

eλ dν (λ) =
−1
F (limk fk · ν) = limk [F (fk · ν)]∨ dans S (Rn)0 .
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EXEMPLE 2 En particulier

δ =
−1
F1 =

−1
FλRn =

Z
Rn
e2πi·λ•¦ dλ dans S (Rn)0 .

Attention, cette formule semble avoir un sens dansM (Rn) , mais l’application e¦ n’est pas
scalairement λ-intégrable dans la semi-dualité hK (Rn)|M (Rn)i , car il existe des fonctions
ϕ ∈ K (Rn) telles que Fϕ ne soit pas λ-intégrable.

EXERCICE 1 Montrer que les applications

λ 7−→ (eλ)y et λ 7−→ sin (2π · λ • y) · eλ : Rn −→ S (Rn)0

sont λRn-intégrables dans S (Rn)0 et que
−1
Fe−2π·id •y =

Z
Rn
(eλ)y dλ = δy ,

−1
F sin (2π · id •y) =

Z
Rn
sin (2π · λ • y) · eλ dλ =

1

2i
(δ−y − δy) .

EXERCICE 2 Montrer que l’application

λ 7−→ λα · eλ : Rn 7−→ S (Rn)0

est λRn-intégrable dans S (Rn)0 et que
−1
F idα =

Z
Rn

λα · eλ dλ = ∂/αδ .

EXERCICE 3 Montrer que
−1
F1R+ =

Z
R+
eλ dλ =

1

2
· δ − 1

2πi
· PP

µ
1

id

¶
et

−1
F1R− =

Z
R−
eλ dλ =

1

2
· δ + 1

2πi
· PP

µ
1

id

¶
dans S(R)0 (cf. 4.8, exercices 2 et 3).

En particulier
−1
F signum =

Z
R
signum(λ) · eλ dλ = −

1

πi
· PP

µ
1

id

¶
,

ainsi que Z
R
cos (2π · λ · id) dλ = 1

2
· δ et

Z
R
sin (2π · λ · id) dλ = 1

2π
· PP

µ
1

id

¶
dans S (R)0 .

EXERCICE 4 Montrer que la condition ν ∈Mmod (Rn) est nécessaire pour que l’application
e¦ soit ν-intégrable dans S (Rn)0 .
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THEOREME (de Plancherel) La transformation de Fourier F : S (Rn)0 −→ S (Rn)0 in-
duit une application unitaire

F : L2 (Rn) −→ L2 (Rn) .

Pour tout γ ∈ S (Rn) , le théorème 4.9 et le lemme 4.10 montrent que°°°°−1Fγ

°°°°2
2

=

Z −1
Fγ ·

−1
Fγ dλ =

Z
F γ̄ ·

−1
Fγ dλ =

Z
γ̄ · γ dλ = kγk22 ,

donc que
−1
F : (S (Rn) , k·k2) −→ (S (Rn) , k·k2) est une isométrie surjective. Mais en identifiant

(S (Rn) , k·k2)
†
β = L

2 (Rn)†β avec L2 (Rn) , l’adjointe
µ
−1
F
¶∗
: L2 (Rn) −→ L2 (Rn) (cf. 3.17) est

aussi une isométrie surjective, donc une application unitaire. Il suffit alors de considérer les
diagrammes commutatifs suivants

S (Rn) ,→ (S (Rn) , k·k2)

−1
F ↑ ↑

−1
F

S (Rn) ,→ (S (Rn) , k·k2)
et

L2 (Rn) ,→ S (Rn)0µ
−1
F
¶∗

↓ ↓
µ
−1
F
¶†
= F

L2 (Rn) ,→ S (Rn)0

pour pouvoir conclure : on a µ
−1
F
¶∗
=

µ
−1
F
¶†
|L2(Rn)

= F|L2(Rn) .

¤

REMARQUE La première partie de la démonstration montre que

F : (S (Rn) , k·k2) −→ (S (Rn) , k·k2)
est une isométrie surjective, donc qu’elle se prolonge de manière unique en une application
unitaire dans L2 (Rn) . La seconde partie de la démonstration est nécessaire pour prouver que
ce prolongement est induit par la transformation de Fourier dans S (Rn)0 .
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DEFINITION 1 Nous désignerons par L2mod (Rn) l’ensemble des fonctions f ∈ L1loc (Rn)
telles que Z |f |2

hidik
dλ <∞

pour un certain k ∈ N . On dit qu’elles sont à croissance quadratique modérée .

Rappelons que les fonctions à croissance modérées ont été définies dans l’exemple 4.3.3.

LEMME On a

L∞ (Rn) ⊂ L2mod (Rn) =
[
k∈N
L2
³
Rn, hidi−k

´
et

f · g ∈ L1mod (Rn) pour tout f, g ∈ L2mod (Rn) .
En particulier

L2mod (Rn) ⊂ L1mod (Rn) .

La première partie est évidente. Quant à la dernière assertion, on aZ |f · g|
hidik

dλ 6
ÃZ |f |2

hidik
dλ

!1
2

·
ÃZ |g|2

hidik
dλ

!1
2

<∞

si k est assez grand. ¤

DEFINITION 2 Pour tout s ∈ R , on dit que l’espace de Hilbert

H(s) (Rn) :=
−1
F
¡
L2 (Rn, hidis)

¢
,

muni du produit scalaire transporté, est l’espace de Sobolev d’ordre s sur Rn . La norme associée
est donc

kξk2,(s) := kFξks,hidis .
On pose

H(∞) (Rn) :=
\
s∈R
H(s) (Rn) et H(−∞) (Rn) :=

[
s∈R
H(s) (Rn) .

La suite
¡
H(s) (Rn)

¢
s∈R de sous-espaces vectoriels de S (R

n)0 est évidemment croissante, on
a

H(0) (Rn) = L2 (Rn)
par le théorème de Plancherel, et

H(∞) (Rn) =
−1
F
Ã\
s∈R
L2 (Rn, hidis)

!
,

ainsi que

H(−∞) (Rn) =
−1
F
¡
L2mod (Rn)

¢
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par le lemme. L’exemple 3.8.2 montre que L2
¡
Rn, hidi−s

¢
est le semi-dual fort de L2 (Rn, hidis) ,

donc que

H(s) (Rn)†β = H(−s) (Rn) .

PROPOSITION

(i) D (Rn) est dense dans H(s) (Rn) pour tout s ∈ R .
(ii) Si m ∈ N , alors H(m) (Rn) est l’ensemble des ξ ∈ L2 (Rn) tels que, pour tout α ∈ Nn
satisfaisant à |α|1 6 m , la dérivée ∂αξ au sens des distributions appartienne à L2 (Rn) , i.e.

H(m) (Rn) =
©
ξ ∈ L2 (Rn)

¯̄
∂αξ ∈ L2 (Rn) si |α|1 6 m

ª
.

En outre

kξk22,(m) =
X
|α|16m

cα · k∂/αk22

pour certaines constantes cα ∈ R∗+ .

Dmonstration de (i) Comme hidis ∈ L1loc (Rn) , on a L2 (Rn, hidi
s) = L2 (hidis · λ) .

On en déduit que K (Rn) est dense dans L2 (Rn, hidis) par le lemme 4.2, donc aussi D (Rn) par
le théorème 4.3.i, et par suite S (Rn) . Ceci montre que S (Rn) est dense dans H(s) (Rn) , donc
aussi D (Rn) par le théorème 4.3.ii.

Dmonstration de (ii) Remarquons tout d’abord que pour tout β ∈ Nn tel que |β|1 6
m , on a

¯̄
idβ
¯̄2 6 |id|2|β|1 6 hidim et que

hidim =
mX
l=0

µ
m

l

¶
·
Ã

nX
j=1

pr2j

!l
=
X
|α|16m

cα · id2α

pour certaines constantes cα ∈ R∗+ ; ainsiZ ∗ ¯̄
idβ ·Fξ

¯̄2
dλ 6

Z ∗
|Fξ|2 · hidim dλ =

X
|α|16m

cα ·
Z ∗

|idα ·Fξ|2 dλ .

Ceci montre que ξ ∈ H(m) (Rn) , i.e. Fξ ∈ L2 (Rn, hidim) , est équivalent à

∂/βξ =
−1
F
¡
idβ ·Fξ

¢
∈
−1
F
¡
L2 (Rn)

¢
= L2 (Rn)

pour tous ces β . Dans ce cas on obtient

kξk22,(m) =
Z
|Fξ|2 · hidim dλ =

X
|α|16m

cα ·
Z
|idα ·Fξ|2 dλ =

X
|α|16m

cα · k∂/αξk22 .

¤

Cette proposition nous permet de poser la

DEFINITION 3 Soient X un ouvert de Rn et m ∈ N . On dit que
H(m) (X) =

©
ξ ∈ L2 (X)

¯̄
∂αξ ∈ L2 (X) si |α|1 6 m

ª
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est l’espace de Sobolev d’ordre m sur X . Pour simplifier, on munit cet espace de la norme, et
du produit scalaire correspondant, défini par

kξk22,(m) :=
X
|α|16m

k∂/αξk22 .

On vérifie facilement que c’est un espace de Hilbert et que, dans le cas X = Rn , cette
nouvelle norme est équivalente à l’ancienne.

DEFINITION 4 On désigne par H(m),0 (X) l’adhérence de D (X) dans H(m) (X) .
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THEOREME (de Young) Soient p, q ∈ [1,∞] tels que 1
p
+ 1

q
> 1 . Pour tout f ∈ Lp (Rn)

et g ∈ Lq (Rn) , la fonction f (x− ¦) · g est intégrable pour presque tous les x ∈ Rn ,

f ∗ g :=
Z
f (¦− y) · g (y) dy ∈ Lr (Rn)

s’appelle le produit de convolution de f et g et, en posant 1
r
:= 1− 1

p
− 1

q
, on a

Lp (Rn) ∗ Lq (Rn) ⊂ Lr (Rn) et kf ∗ gkr 6 kfkp · kgkq .
On a

f ∗ g = g ∗ f .
Certains cas particuliers sont importants

(i) Si 1
p
+ 1

q
= 1 , i.e. r = ∞ , la fonction f (x− ·) · g est intégrable pour tous les x ∈ Rn ,

donc f ∗ g est partout définie et
Lp (Rn) ∗ Lq (Rn) ⊂ L∞ (Rn) et kf ∗ gk∞ 6 kfkp · kgkq .

Si en plus p, q ∈ ]1,∞[ , alors
Lp (Rn) ∗ Lq (Rn) ⊂ C0 (Rn) .

En outre

L∞ (Rn) ∗ L1 (Rn) ⊂ L∞ (Rn) , kf ∗ gk∞ 6 kfk∞ · kgk1 ,

C(k),b (Rn) ∗ L1 (Rn) ⊂ C(k),b (Rn)
et

∂α (f ∗ g) = (∂αf) ∗ g pour tout f ∈ C(k),b (Rn) et g ∈ L1 (Rn) .
(ii) Si p = q = 1 , i.e r = 1 , la fonction f (x− ¦) · g est intégrable pour presque tous les
x ∈ Rn , on a

L1 (Rn) ∗ L1 (Rn) ⊂ L1 (Rn) et kf ∗ gk1 6 kfk1 · kgk1 .
Muni du produit de convolution L1 (Rn) est une algèbre commutative et, pour tout f, g ∈
L1 (Rn) , on a

F (f ∗ g) = Ff · Fg .

La démonstration se fait en plusieurs étapes. On démontre tout d’abord (i), qui correspond
au cas r = ∞ , puis (ii). Ces démonstrations sont laissées en exercice. Pour (ii) utiliser la
formule du changement de variables et les théorèmes de Tonelli et Fubini. Par exemple on a

F (f ∗ g) (λ) =
Z
e−2πi·λ•x

µZ
f (x− y) g (y) dy

¶
dx =

=

ZZ
e−2πi·λ•(z+y) · f (z) · g (y) dz dy = Ff (λ) · Fg (λ) .
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Si p = ∞ ou q = ∞ , on a nécessairement r = ∞ . Nous pouvons donc supposer que
p, q, r ∈ [1,∞[ . Grâce à l’inégalité de Hölder généralisée (exercice 1 ci-dessous) et (ii), pour
presque tous les x ∈ Rn , on a

k|f | (x− ¦) · |g|k1 =
°°°°³ |f |p (x− ¦) · |g|q´ 1

r ·
³
|f |p (x− ¦)

´ 1
p
− 1
r ·
³
|g|q
´ 1
q
− 1
r

°°°°
1

6

6
°°° |f |p (x− ¦) · |g|q°°°1r

1
·
°°° |f |p (x− ¦)°°° 1

p
− 1
r

1
·
°°° |g|q°°° 1q− 1

r

1
=

= kfk1−
p
r

p · kgk1−
q
r

q ·
³
|f |p ∗ |g|q (x)

´ 1
r
<∞ ,

i.e.

|(f ∗ g) (x)| 6
³
|f | ∗ |g|

´
(x) 6 kfk1−

p
r

p · kgk1−
q
r

q ·
³
|f |p ∗ |g|q (x)

´ 1
r
,

puis

kf ∗ gkrr =
°°° (|f | ∗ |g|)r°°°

1
6 kfkr−pp · kgkr−qq ·

°°° |f |p ∗ |g|q°°°
1
6

6 kfkr−pp · kgkr−qq · k|f |pk1 · k|g|
qk1 = kfk

r
p · kgk

r
q .

¤

EXERCICE 1 (Inégalité de Hölder généralisée) Soient µ une intégrale de Radon surX
et (αj)j=1,...,n ⊂ R+ tel que

Pn
j=1 αj = 1 . Pour toute suite (fj)j=1,...,n de fonctions > 0 , on a°°°°°

nY
j=1

f
αj
j

°°°°°
1

6
nY
j=1

kfjkαj1 ,

en ayant posé ∞0 = 1 .

EXERCICE 2

(a) Montrer que pour toute intégrale de Radon µ et tout p ∈ [1,∞] , on a
Lp (µ) ⊂ L1 (µ) + L∞ (µ) .

(b) Soient p, q ∈ [1,∞] tels que 1
p
+ 1

q
> 1 et 1

r
:= 1 − 1

p
− 1

q
. Par bilinéarité on définit des

applications évidemment bilinéaires globalement continues

(f, g) 7−→ f ∗ g
entre les espaces suivants :£

L1 (Rn) + Lp (Rn)
¤
×
£
L1 (Rn) + Lq (Rn)

¤
−→ L1 (Rn) + Lq (Rn) + Lp (Rn) + Lr (Rn) ,

L1 (Rn)×
£
L1 (Rn) + L∞ (Rn)

¤
−→ L1 (Rn) + L∞ (Rn) ,£

L1 (Rn) + L2 (Rn)
¤
×
£
L1 (Rn) + L2 (Rn)

¤
−→ L1 (Rn) + L2 (Rn) + C0 (Rn)

et £
L1 (Rn) ∩ L2 (Rn)

¤
×
£
L1 (Rn) ∩ L2 (Rn)

¤
−→ L1 (Rn) ∩ L2 (Rn) .

La norme des espaces en question est définie dans les exemples 2.1.7 et 2.10.6 pour la somme
et la définition 2.4.2 pour l’intersection.
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REMARQUE 1 Si f, g satisfont aux hypothèses du théorème de Young, la fonction

Rn −→M (Rn) : y 7−→ f (y) · gy · λRn
est λRn-intégrable dansM (Rn) etZ

f (y) · gy · λRn dy = (f ∗ g) · λRn .

C’est immédiat par définition (cf. définition 3.12.3 et proposition 3.12) car si s ∈ [1,∞[ est
tel que 1

s
+ 1

r
= 1 , on aZ

|f (y) · hϕ |gy i| dy 6
Z ∗

|ϕ| (x) ·
µZ ∗

|f | (y) · |g| (x− y) dy
¶
dx 6 kϕks · kf ∗ gkr ,

ϕ 7−→ kϕks est une semi-norme continue sur K (Rn) etZ
f (y) · hϕ |gy i dy =

Z
ϕ (x) ·

µZ
f (y) · g (x− y) dy

¶
dx = hϕ |f ∗ g · λRn i .

¤

REMARQUE 2 Si f ∈ L1 (Rn) + L∞ (Rn) , alors pour tout ϕ,ψ ∈ S (Rn) , on a
hϕ|ψ ∗ fi = hψ∗ ∗ ϕ| fi .

En effet les théorèmes de Tonelli et Fubini montrent que

hϕ|ψ ∗ fi =
Z

ϕ (x)

µZ
ψ (x− y) f (y) dy

¶
dx =

Z µZ
ϕ (x)ψ (x− y) dx

¶
· f (y) dy =

=

Z µZ
ψ (x− y) · ϕ (x) dx

¶
· f (y) dy = hψ∗ ∗ ϕ| fi .

¤

REMARQUE 3 Pour tout ϕ,ψ ∈ S (Rn) , on a (ϕ ∗ ψ)∗ = ϕ∗ ∗ ψ∗ .

En effet pour tout x ∈ Rn , on a

(ϕ ∗ ψ)∗ (x) =
Z

ϕ (−x− y) · ψ (y) dy =
Z

ϕ (−x+ y) · ψ (−y) dy = ϕ∗ ∗ ψ∗ (x) .

¤

DEFINITION 1 On désigne parMrap (Rn) le sous-espace vectoriel des intégrales de Radon
µ sur Rn , dites à décroissance rapide , telles que, pour tout k ∈ N , la fonction hidik soit
µ-intégrable. De même soit L1rap (Rn) le sous-espace vectoriel de L1 (Rn) formé des fonctions f
telles que, pour tout k ∈ N , on ait hidik · f ∈ L1 (Rn) et

C(k),decl (Rn) :=
©
f ∈ C(k) (Rn) | ∂αf ∈ L1rap (Rn) pour tout α ∈ Nn tel que |α|1 6 k

ª
.

Ces remarques vont nous permettre de donner une première généralisation de la convolution
en tenant compte du lemme 3.12.iii. Mais tout d’abord encore un peu de technique.

LEMME
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(i) Pour tout y ∈ Rn et k ∈ N , on a
pk
¡
ψy
¢
6 2k · hyik · pk (ψ) .

(ii) Si µ ∈Mrap (Rn) , il existe une fonction s.c.i. ρ > 1 telle que°°°°°hidikρ

°°°°°
∞

<∞ et
Z ∗

ρ d |µ| <∞ .

(iii) Les applications bilinéaires

C(∞),b (Rn)× S (Rn) −→ S (Rn) : (g,ϕ) 7−→ g · ϕ
et

C(∞),b (Rn)× S (Rn)0 −→ S (Rn)0 : (g, ν) 7−→ g · ν
sont séparément continues.

Dmonstration de (i) En effet grâce au lemme 2.1 il vient

pk
¡
ψy
¢
= max|α|16k

°°°hidik · ∂αψy

°°°
∞
= max|α|16k supx∈Rn

¯̄̄
hxik · ∂αψ (x− y)

¯̄̄
=

= max|α|16k supx∈Rn
¯̄̄
hx+ yik · ∂αψ (x)

¯̄̄
6

6 2k · hyik ·max|α|16k supx∈Rn
¯̄̄
hxik · ∂αψ (x)

¯̄̄
= 2k · hyik · pk (ψ) .

Dmonstration de (ii) Nous pouvons supposer que µ est positive et il suffit de définir

ρ := supk
kµk · hidik

2k ·
R
hidik dµ

.

On a évidemment ρ > 1 (prendre k = 0 ) et°°°°°hidikρ

°°°°°
∞

6 2k ·
R
hidik dµ
kµk <∞ .

D’autre partZ ∗
ρ dµ = supk

Z Ã
maxl=0,...,k−1

kµk · hidil

2l ·
R
hidil dµ

!
dµ 6 supk

Z Ã
k−1X
l=0

kµk · hidil

2l ·
R
hidil dµ

!
dµ 6

6 supk
k−1X
l=0

kµk
2l

= 2 · kµk <∞ .

Ceci montre en particulier que ρ est presque partout finie. Est-ce que ρ est croissante ?

Dmonstration de (iii) Remarquons que C(∞),b (Rn) ⊂ C(∞)temp (Rn) . La démonstration
est identique à celle du lemme 4.5. ¤

COROLLAIRE Soient µ ∈Mrap (Rn) , ν ∈ S (Rn)0 et ψ ∈ S (Rn) .

(i) La fonction

ν¦ : Rn −→ S (Rn)0 : y 7−→ νy
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est ν-intégrable dans S (Rn)0 ; on dit que

µ ∗ ν :=
Z

νy dµ (y)

est la convolution de µ par ν .

(ii) La fonction

ψ¦ : Rn −→ S (Rn) : y 7−→ ψy

est µ-intégrable dans S (Rn) et on aµZ
ψy dµ (y)

¶
· λRn = µ ∗ (ψ · λRn) .

On écrit

µ ∗ ψ :=
Z

ψy dµ (y)

et, si f ∈ L1rap (µ) ,
(f · λRn) ∗ ψ = f ∗ ψ .

(iii) On a

hϕ|µ ∗ νi = hµ∗ ∗ ϕ| νi ,

∂α (µ ∗ ν) = µ ∗ ∂αν pour tout α ∈ Nn ,
et, si f ∈ C(k),decl (Rn) ,

∂α
³
(f · λRn) ∗ ν

´
= (∂αf · λRn) ∗ ν pour tout α ∈ Nn tel que |α|1 6 k .

(iv) La fonction

e−¦ : Rn −→ C(∞),b (Rn) : y 7−→ e−y

est µ-intégrable dans C(∞),b (Rn) et on a

Fµ =
Z
e−y dµ (y) ,

ainsi que

F (µ ∗ ν) = Fµ · Fν .

(v) La fonction

h(ψ∗)¦| νi : x 7−→ h(ψ∗)x| νi =

ψ (x− ¦)

¯̄
ν
®

est tempérée, elle est égale à la distribution ψ ∗ ν et on a
∂α (ψ ∗ ν) = ∂αψ ∗ ν = ψ ∗ (∂αν) pour tout α ∈ Nn .

En particulier si ν ∈Mmod (Rn) , alors

ψ ∗ ν (x) =
Z

ψ (x− y) dν (y) .

Dmonstration de (i) En effet il existe k ∈ N tel que |hϕ|µi| 6 c · pk (ϕ) pour tout
ϕ ∈ S (Rn) ; grâce au lemme (i) il vient alorsZ

|hϕ |νy i| dµ (y) =
Z ¯̄

ϕ−y
¯̄
ν
®¯̄
dµ (y) 6 c ·

Z
pk
¡
ϕ−y

¢
dµ (y) 6
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6 2k · c ·
µZ

hidik dµ
¶
· pk (ϕ) ,

ce qui prouve l’intégrabilté (cf. définition 3.12.3 et proposition 3.12).

Dmonstration de (ii) Avec les notation du lemme (ii), l’inégalité

pk

µ
ψy
ρ (y)

¶
6 2k · pk (ψ) ·

hyik

ρ (y)
6 2k · pk (ψ) ·

°°°°°hidik+1ρ

°°°°°
∞

· hyi−1

montre que ψ¦
ρ
tend vers 0 à l’infini.

Pour tout K ∈ K (Rn) , l’image ψ¦ (K) ⊂ S (Rn) est une partie compacte de S (Rn) ,
puisque ψ¦ est continue (lemme 4.6 étendu à S (Rn) ), donc cs (ψ¦ (K)) est compacte par
l’exercice 3.9.2.b et elle contient ψ¦

ρ
(K) puisque ρ > 1 . L’exercice 3.9.3 montre alors que ψ¦

ρ

est contenue dans une partie convexe compacte de S (Rn) . Mais comme ρ est µ-intégrable et

ψ¦ = ρ · ψ¦
ρ
,

la remarque 3.12.5 fait à propos du théorème 3.12.i finit de prouver que ψ¦ est µ-intégrable
dans S (Rn) .

Puisque l’injection canonique S (Rn) ,→ S (Rn)0 est continue, le lemme 3.12.iii montre alors
que µZ

ψy dµ (y)

¶
· λRn =

Z
ψy · λRn dµ (y) =

Z
(ψ · λRn)y dµ (y) = µ ∗ (ψ · λRn) .

Etant donné f ∈ L1rap (Rn) , pour tout x ∈ Rn , on a³
(f · λRn) ∗ ψ

´
(x) =

¿
δx

¯̄̄̄Z
ψy d (f · λRn) (y)

À
=

=

Z
f (y) · ψ (x− y) dy = f ∗ ψ (x) ,

donc (f · λRn) ∗ ψ = f ∗ ψ .

Dmonstration de (iii) Pour tout ϕ ∈ S (Rn) , on a

hϕ|µ ∗ νi =
Z
hϕ |νy i dµ (y) =

Z 
ϕ−y

¯̄
ν
®
dµ (y) =

Z 
ϕy
¯̄
ν
®
d
∨
µ (y) =

=

Z 
ν
¯̄
ϕy
®
d
∨
µ (y) =

¿
ν

¯̄̄̄Z
ϕy dµ

∗ (y)

À
=

¿Z
ϕy dµ

∗ (y)

¯̄̄̄
ν

À
= hµ∗ ∗ ϕ| νi .

et (lemme 3.12.iii)

∂α (µ ∗ ν) = ∂α

µZ
νy dµ (y)

¶
=

Z
∂α (νy) dµ (y) =

=

Z
(∂αν)y dµ (y) = µ ∗ ∂αν .

Si f ∈ C(k),decl (Rn) et α ∈ Nn est tel que |α|1 6 k , alorsD
ϕ| ∂α

³
(f · λRn) ∗ ν

´E
= (−1)|α|1 · h(f · λRn)∗ ∗ (∂αϕ)| νi = (−1)|α|1 · h∂α (f∗) ∗ ϕ|µi =
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= h(∂αf)∗ ∗ ϕ|µi = hϕ| (∂αf) ∗ µi .

Dmonstration de (iv) Pour tout α ∈ Nn , on a ∂/αe−y = (−1)|α|1 · yα · e−y et un raison-
nement comme dans (ii) montre que e−¦ est µ-intégrable dans C(∞),b (Rn) . Comme l’injection
canonique C(∞),b (Rn) ,→ S (Rn)0 est continue,Z

e−y dµ (y) = Fµ

par la proposition 4.10. Utilisant le lemme 3.12.iii et le lemme (iii) ci-dessus, on en déduit que

F (µ ∗ ν) = F
µZ

νy dµ (y)

¶
=

Z
Fνy dµ (y) =

Z
e−y · Fν dµ (y) =

=

µZ
e−y dµ (y)

¶
· Fν = Fµ · Fν .

Dmonstration de (v) Puisque ψ∗ ∗ ϕ = ϕ ∗ ψ∗ =
R
ϕ (y) · (ψ∗)y dy dans S (Rn) par

(ii), on obtient

hϕ|ψ ∗ νi = hψ∗ ∗ ϕ| νi =
Z

ϕ (y) ·
D
(ψ∗)y

¯̄̄
ν
E
dy =

D
ϕ (¦)

¯̄̄
h(ψ∗)¦| νi

E
,

ce qui montre que ψ ∗ ν = h(ψ∗)¦| νi . Il nous reste à prouver que h(ψ∗)¦| νi ∈ C
(∞)
temp (Rn) . Mais

la remarque 4.8.1 nous permet, pour tout y ∈ Rn et j = 1, . . . , n , de calculer

limh→0
1

h
·
hD
(ψ∗)y+h·ej

¯̄̄
ν
E
−
D
(ψ∗)y

¯̄̄
ν
Ei
=
D
∂j (ψ

∗)y

¯̄̄
ν
E
= −

D
(ψ∗)y

¯̄̄
∂jν
E
.

On a donc h(ψ∗)¦| νi ∈ C(∞) (Rn) par récurrence et

∂α h(ψ∗)¦| νi = (−1)
|α|1 · h(ψ∗)¦| ∂ανi .

D’autre part, il existe par la continuité de ∂αν sur S (Rn) un m ∈ N tel que, en utilisant le
lemme (i), on ait ¯̄̄D

(ψ∗)y

¯̄̄
∂αν

E¯̄̄
6 pm

³
(ψ∗)y

´
6 2m · hyim · pm (ψ∗)

et par suite °°h¦i−m · ∂α h(ψ∗)¦| νi
°°
∞ 6 2

m · pm (ψ∗) <∞ .

La dernière formule est évidente, puisque

ψ ∗ ν (x) = h(ψ∗)x| νi =
Z
(ψ∗)x (y) dν (y) =

Z
ψ (x− y) dν (y) .

¤

REMARQUE 4 Dans la démonstration ci-dessus (ii) nous avons utilisé la commutativité de
la convolution dans S (Rn) pour montrer que ψ∗∗ϕ =

R
(ψ∗)y ·ϕ (y) dy dans S (Rn) . Ce résultat

se généralise au cas d’un groupe localement compact non-commutatif non-nécessairement uni-
modulaire en introduisant l’intégrale de Haar à droite ! Il serait également nécessaire de définir
ν ∗ µ .
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REMARQUE 5 Nous aurions pu définir µ∗ν par la première formule de (iii) en remarquant
que l’on peut définir directement µ ∗ ϕ par

µ ∗ ϕ (x) =
Z

ϕ (x− y) dµ (y) pour tout x ∈ Rn ,

en vérifiant que µ ∗ ϕ ∈ S (Rn) , puis en montrant que
µ ∗ ¦ : S (Rn) −→ S (Rn) : ϕ 7−→ µ ∗ ϕ

est continue.

En effet pour tout k ∈ N , grâce au lemme 2.1 il vient

pk (µ ∗ ϕ) = max|α|16k
°°°hidik · ∂α (µ ∗ ϕ)

°°°
∞
= max|α|16k

°°°°hidik · Z ∂αϕ (id−y) dµ (y)
°°°°
∞
6

6 2k ·max|α|16k
°°°°Z hid−yik · ∂αϕ (id−y) · hyik dµ (y)

°°°°
∞
6

6 2k ·max|α|16k
°°°hidik · f°°°

∞
·
°°°hidik+bn2 c+1 · ∂αϕ

°°°
∞
·
µZ

hyi−b
n
2 c−1 dy

¶
6

6 2k ·
°°°hidik · f°°°

∞
·
µZ

hyi−b
n
2 c−1 dy

¶
· pk+bn2 c+1 (ϕ) .

¤

Ces inégalités montrent également que le produit de convolution

S (Rn)× S (Rn) −→ S (Rn) : (ϕ,ψ) 7−→ ϕ ∗ ψ
est une application bilinéaire (globalement) continue.

REMARQUE 6 La démonstration de (iv) peut aussi se faire sans utiliser (ii), mais en expri-
mant le produit de convolution ψ∗ ∗ϕ comme une limite de sommes de Riemann dans S (Rn) .
Il me semble toutefois plus naturel d’introduire l’intégration vectorielle.

Nous pouvons maintenant donner une seconde généralisation de la convolution :

DEFINITION 2 On dit qu’une distribution ρ ∈ S (Rn)0 est à décroissance rapide si, pour
tout ψ ∈ S (Rn) , on a ψ∗ρ ∈ S (Rn) . On désigne par S (Rn)0rap l’ensemble de ces distributions.
Pour tout ν ∈ S (Rn)0 , on définit alors le produit de convolution de µ et ν par

hψ| ρ ∗ νi := h(ψ∗ ∗ ρ)∗| νi .

COROLLAIRE Soient ρ ∈ S (Rn)0rap et ν ∈ S (Rn)
0 .

(i) On a ρ∗ ∈ S (Rn)0rap , ρ ∗ ν ∈ S (Rn)
0 et

supp ρ ∗ ν ⊂ supp ρ+ supp ν .
(ii) On aMrap (Rn) ⊂ S (Rn)0rap .

(iii) La transformation de Fourier F est une bijection de S (Rn)0rap sur C
(∞)
temp(Rn) telle que

F (ρ ∗ ν) = Fρ · Fν .
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Dmonstration de (i) Pour tout γ ∈ S (Rn) , on a

hγ|ψ ∗ ρ∗i = h(ψ∗ ∗ γ)∗| ρi = hγ∗ ∗ ψ| ρi = hψ ∗ γ∗| ρi = hγ| (ψ∗ ∗ ρ)∗i ,
donc ψ ∗ ρ∗ = (ψ∗ ∗ ρ)∗ ∈ S (Rn) , ce qui montre que ρ∗ ∈ S (Rn)0rap .

L’application ψ 7−→ ψ ∗ρ : S (Rn) −→ S (Rn) est continue par le théorème du graphe fermé
3.14, car si (ψk)k∈N et (ψk ∗ ρ)k∈N tendent respectivement vers ψ et eψ dans S (Rn) , pour tout
y ∈ Rn , on aeψ (y) = limk ψk ∗ ρ (y) = limk D(ψ∗k)y ¯̄̄ ρE = D(ψ∗)y ¯̄̄ ρE = ψ ∗ ρ (y) ,

donc eψ = ψ ∗ ρ . On en déduit évidemment que ρ ∗ ν ∈ S (Rn)0 . La formule sur les supports
est laissée en exercice.

Dmonstration de (ii) Cette assertion est aussi laissée en exercice.

Dmonstration de (iii) Comme F est une bijection de S (Rn) sur S (Rn) et que, pour
tout γ ∈ S (Rn) , on a γ · Fρ = F

µ
−1
Fγ ∗ ρ

¶
∈ S (Rn) grâce au corollaire (iv), l’exercice 4.8.1

montre que Fρ ∈ C(∞)temp(Rn) . Réciproquement, si g ∈ C
(∞)
temp(Rn) , pour tout ψ ∈ S (Rn) , on a

ψ ∗
−1
Fg =

−1
F (Fψ · g) ∈ S (Rn) , donc

−1
Fg ∈ S (Rn)0rap . On a alors

hγ| F (µ ∗ ν)i =
¿
−1
Fγ

¯̄̄̄
µ ∗ ν

À
=

¿
−1
Fγ ∗ µ∗

¯̄̄̄
ν

À
=

¿
−1
F (γ · Fµ∗)

¯̄̄̄
ν

À
=

= hγ · Fµ∗| Fνi =

γ| Fµ∗ · Fν

®
= hγ| Fµ · Fνi .

¤

EXEMPLE On peut montrer que toute distribution µ à support compact , i.e. µ ∈ E (Rn)0 ,
est à décroissance rapide. On a donc

E (Rn)0 ,→ S (Rn)0rap ,
et la fonction tempérée Fµ est donnée par

Fµ (¦) =

χ · e2πi·id •¦

¯̄
µ
®

pour tout χ ∈ S (Rn) telle que χ · µ = µ .
En particulier, pour tout x ∈ Rn, on a

δx ∗ ν = νx .

EXERCICE 3 On dit que

H : L2 (R) −→ L2 (R) : ξ 7−→ −πi ·
−1
F (signum ·Fξ)

est la transformation de Hilbert .

(a) Montrer que, pour tout ξ ∈ L2 (R) , l’application y 7−→ ξ (y) · PP
¡
1
id

¢
y
est λR-intégrable

dans S (R)0 et que

Hξ =

Z
ξ (y) · PP

µ
1

id

¶
y

dy =: ξ ∗ PP
µ
1

id

¶
.
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Calculer Hϕ ponctuellement pour tout ϕ ∈ S (R) , puis
¡
H|S(R)

¢†
: L2 (R) −→ S (R)0 de

deux manières différentes.

(b) Montrer que, pour tout ξ ∈ L2 (R) , on a

Hξ = limε→0+

Z
{|id−y|>ε}

ξ (y)

id−y dy = limε→0+

Z
{|y|>ε}

ξ (id−y)
y

dy dans L2 (R) .

(c) Montrer que, pour tout f ∈ L1 (R) tel que Ff ∈ L1 (R) , on a

Hf = limε→0+

Z
{|id−y|>ε}

ξ (y)

id−y dy = limε→0+

Z
{|y|>ε}

ξ (id−y)
y

dy ponctuellement .

(d) Montrer que pour tout ϕ,ψ ∈ D (R) , on a

hϕ|Hψi = limε→0+

ZZ
|x−y|>ε

ϕ (x) · ψ (y)
x− y dxdy .

REMARQUE 7 La transformation de Hilbert est donc définie par le noyau

κ ∈ D (R×R)0 rM (R×R)
tel que

H : D (R) ,→ K (R) −→M (R) ,→ D (R)0 : ψ 7−→ Hψ

soit donné par

hϕ|Hψi = hϕ⊗ ψ|κi = limε→0+

ZZ
|x−y|>ε

ϕ (x) · ψ (y)
x− y dxdy .
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Chapitre 5

SOUS-ESPACES HILBERTIENS

Dans tout ce qui suit F est un espace localement convexe séparé.

Version du 30 mars 2005
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5.1 Le noyau d’un sous-espace-hilbertien

5.1 Le noyau d’un sous-espace-hilbertien

DEFINITION 1 Nous dirons que H ,→ F † , ou plus simplement H , est un sous-espace
hilbertien de F † si H est un sous-espace vectoriel de F † muni d’une structure d’espace de
Hilbert telle que l’injection canonique j : H ,→ F † soit continue. On désigne par Hilb

¡
F †
¢

l’ensemble des sous-espaces hilbertiens de F † .

Il est équivalent d’après le scolie 3.7.i d’exiger que j : Hσ ,→ F † soit continue. En considérant
la semi-dualité (H|H) , l’application j† : Fσ −→ Hσ est continue d’après la proposition 3.7.iii,
donc aussi j† : F −→ Hσ .

DEFINITION 2 L’application linéaire continue

h := jj† : F −→ Hσ ,→ F †

s’appelle le noyau de H ,→ F † .

Par simplification, puisque j n’est que l’injection canonique du sous-espace vectorielH dans
F † , on dénote aussi par h l’application linéaire continue

h := j† : F −→ Hσ .

On dit également que c’est le noyau de H ,→ F † . On a alors j = h† et le noyau comme
application de F dans F † est h†h .

REMARQUE 1 Dans les applications, l’espace F sera tonnelé. Dans ce cas le noyau h :
F −→ H est continu par le scolie 3.7.ii. Pour ne pas faire cette hypothèse, il suffit d’introduire
la topologie de Mackey ; le noyau h : Fτ −→ H est alors continu par le théorème 3.11.ii. Un
espace tonnelé est muni de la topologie de Mackey comme nous l’avons vu dans le théorème
3.11.i.

REMARQUE 2 Attention, si H est en semi-dualité avec H† et cet espace n’est pas identifié
avec H , alors l’adjointe de j : H ,→ F † est une application linéaire continue j† : Fσ −→ H† et
on a

hϕ| jξiF =

j†ϕ
¯̄
ξ
®
H† =

¡
R−1j†ϕ

¯̄
ξ
¢
H pour tout ϕ ∈ F et ξ ∈ H .

Ceci montre que l’adjointe de j calculée en considérant la semi-dualité (H|H) est égale àR−1j† ,
où R désigne l’application de Riesz de H dans H† . Le noyau de H ,→ F † est donc jR−1j† , ou
R−1j† .
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REMARQUE 3 Rappelons les résultats suivants :

(a) D’après la remarque 3.4.4, le scolie 3.7.i et le théorème 3.11.ii, on a

F † = (Fσ)
† ,

et

L
¡
F, F †

¢
= L

¡
Fσ, F

†¢ = L ¡Fτ , F
†¢ = L ¡Fτ , F

†
τ

¢
est l’ensemble des applications linéaires de F dans F † admettant une adjointe.

(b) La proposition 3.13 montre qu’il y a une correspondance biunivoque entre les applications
linéaires continues

T : F −→ F † ,

les formes sesquilinéaires séparément continues

s : F × F −→ K

et les formes semi-linéaires continues es : |F i i hF | −→ K

donnée par D
|ϕi hψ|

¯̄̄ esE = s (ϕ,ψ) = hϕ|Tψi pour tout ϕ,ψ ∈ F .

Soit maintenant T : F −→ F † une application linéaire.

(c) Pour que T soit continue, ou faiblement continue, et que l’on ait T = T † , il faut et il
suffit que s soit hermitienne, i.e. que

hϕ|Tψi = hψ|Tϕi pour tout ϕ,ψ ∈ F .
Il suffit de constater que s est hermitienne si, et seulement si, T est une adjointe de T .

(d) Si K = C , alors s est hermitienne, respectivement hermitienne positive si, et seulement
si, on a hϕ|Tϕi ∈ R , respectivement hϕ|Tϕi > 0 pour tout ϕ ∈ F .

Cela découle directement de la formule de polarisation, proposition 1.3.iii. ¤

DEFINITION 3 Une application linéaire continue T : F −→ F † est dite un noyau . Si
T = T † on dit que ce noyau est hermitien . Si en plus on a

hϕ|Tϕi > 0 pour tout ϕ ∈ F ,
on dit qu’il est hermitien positif . On désigne par Lh

¡
F,F †

¢
, respectivement L+

¡
F, F †

¢
, le

sous-espace vectoriel réel des noyaux hermitiens, respectivement le cône convexe des noyaux
hermitiens positifs.

REMARQUE 4 Soient S, T ∈ Lh
¡
F,F †

¢
. Pour que S = T , il faut et il suffit que, pour

tout ϕ ∈ F , on ait
hϕ|Sϕi = hϕ|Tϕi .

C’est immédiat par les formules de polarisation, proposition 1.3, (ii) et (iii). ¤
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PROPOSITION Le noyau h de H ,→ F † est hermitien positif, i.e. h ∈ L+
¡
F,F †

¢
, et on

a

(hϕ| ξ)H = hϕ| ξiF pour tout ϕ ∈ F et ξ ∈ H .

En particulier on a

hϕ|hψiF = (hϕ|hψ)H et hϕ|hϕiF = khϕk
2
H pour tout ϕ,ψ ∈ F .

En outre h : Fτ −→ H est continue, i.e.

ϕ 7−→ hϕ|hϕi
1
2
F = khϕkH

est une semi-norme continue sur Fτ .

En effet

(hϕ| ξ) =
¡
j†ϕ
¯̄
ξ
¢
= hϕ| jξi = hϕ| ξi ,

et par suite

hϕ|hψi = (hϕ|hψ) = (hψ|hϕ) = hψ|hϕi = hhϕ|ψi ,
ce qui montre que le noyau h : F −→ F † est hermitien. On aurait aussi pu calculer¡

jj†
¢†
= j††j† = jj† .

Il est positif puisque

hϕ|hϕi = khϕk2 > 0 .
La continuité de h : Fτ −→ H découle de la remarque 1. ¤

COROLLAIRE Soit H un sous-espace vectoriel de F † muni d’une structure d’espace de
Hilbert. Pour que H ,→ F † soit un sous-espace hilbertien, il faut et il suffit qu’il existe une
application h : F −→ H telle que

hϕ| ξiF = (hϕ| ξ)H pour tout ϕ ∈ F et ξ ∈ H .

Dans ce cas h est le noyau de H ,→ F † .

La nécessité découle de la proposition. Réciproquement la formule montre que h est l’ad-
jointe de j : H ,→ F † , donc que j est continue par le scolie 3.7, puis par comparaison que h
est bien le noyau. ¤
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5.2 Exemples élémentaires de sous-espaces hilbertiens

EXEMPLE 1 Soient H un espace de Hilbert (en semi-dualité avec lui-même) et G @ H un
sous-espace vectoriel fermé de H . Alors G ,→ H , en ayant muni G du produit scalaire induit
par H , est un sous-espace hilbertien de H , dont le noyau est l’orthoprojecteur

PG : H −→ G .

En effet, pour tout ϕ ∈ H et η ∈ G , on a
(ϕ| η)H = (PGϕ| η)H = (PGϕ| η)G .

¤

REMARQUE 1 Ceci montre que la notion de noyau d’un sous-espace hilbertien généralise
celle d’orthoprojecteur sur un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert.

EXEMPLE 2 Soit ξ ∈ F † tel que ξ 6= 0 . Alors K · ξ , muni du produit scalaire
(α · ξ, β · ξ) 7−→ α · β

( ξ est donc de norme 1 dans K · ξ ), est un sous-espace hilbertien K · ξ ,→ F † dont le noyau est

|ξi hξ| : ϕ 7−→ |ξi hξ|ϕ = hξ|ϕi · ξ .

En effet on a

hϕ|α · ξi = hϕ| ξi · α =
³
hξ|ϕi · ξ

¯̄̄
α · ξ

´
=
³
|ξi hξ|ϕ

¯̄̄
α · ξ

´
.

¤

EXEMPLE 3 Soit H un espace de Hilbert. Le noyau de tout sous-espace hilbertien G ,→ H
est un opérateur borné auto-adjoint positif dans H . Celui de H ,→ H est Id . Nous verrons
réciproquement grâce au théorème de Schwartz (cf. exemple 5.11.2) qu’à tout opérateur borné
auto-adjoint positif dans H correspond un unique sous-espace hilbertien de H .

EXEMPLE 4 Soit H un espace de Hilbert en semi-dualité avec H† . Les noyaux de

H†
β ,→ H† et H ,→ Hσ =

¡
H†¢†

sont respectivement l’application de Riesz

R : H −→ H†
β et R−1 : H† −→ H .

En effet par définition du produit scalaire sur H†
β , pour tout ξ ∈ H et µ ∈ H†

β , on a

hξ|µiH = (Rξ|µ)H†
β

et hµ| ξiH† =
¡
R−1µ

¯̄
ξ
¢
H .

¤
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EXEMPLE 5 SoientX un espace localement compact et µ une intégrale de Radon (positive)
sur X . Alors

L2 (µ) ,→M (X) : ξ 7−→ ξ · µ

est un sous-espace hilbertien, dont le noyau est

K (X) −→ L2 (µ) : ϕ 7−→ [ϕ] .

Il faut faire attention si l’on ne fait pas de distinction entre la fonction ϕ et sa classe [ϕ] .
Par exemple si le support de µ n’est pas X (cf. remarque 1.2.1 et définition 1.2.2), ce noyau
n’est pas injectif ! Par précaution, on peut écrire

L2 (µ) · µ ,→M (X) ,

dont le noyau est

K (X) −→ L2 (µ) · µ : ϕ 7−→ ϕ · µ .

En effet hϕ| ξ · µi =
R
ϕ · ξ dµ = (ϕ| ξ) . ¤

EXEMPLE 6 Pour tout x ∈ X , on a K · εx ,→M (X) et son noyau est |εxi hεx| .

D’après l’exemple précédent, comme K · εx = L2 (εx) · εx , le noyau est
ϕ 7−→ ϕ · εx = ϕ (x) · εx = |εxi hεx|ϕ .

On aurait aussi pu appliquer l’exemple 2. ¤

EXERCICE Soient H,G des espaces de Hilbert. On a
³
|G) i (H|

´†
= Ls (H,Gσ) . Montrer

que L2 (H,G) est un sous-espace hilbertien de Ls (H,Gσ) et calculer son noyau.

Dans ce formalisme (cf. Cohen-Tannoudji [5], p. 108 et ss) l’espace vectoriel E des vecteurs
ket représentent les états physiques du système quantique considéré. Rappelons (cf. [5], p. 94 et
ss) que E est un sous-espace vectoriel d’un espace L2 . Cohen-Tannoudji suppose pratiquement
(cf. p. 95) que E = D (Rn) . Plus généralement on peut supposer que E est un espace test par
rapport à une intégrale de Radon pivot µ (cf. définition 1.16.2).

Après avoir introduit le dual E∗ de E formé des vecteurs bra et le vecteur bra associé à un
vecteur ket de E , Cohen-Tannoudji constate que certains bra (les distributions de Dirac) n’ont
pas de ket correspondant dans E (cf. [5], p. 110 et ss). Ces vecteurs bra jouent pourtant un
rôle primordial comme vecteurs de base dans une décomposition continue et il leur associe des
vecteurs ket généralisés ayant un ”produit scalaire” avec tout vecteur ket de E (cf. [5], p. 113
et 114).

Il me semble plus naturel de considérer un espace localement convexe séparé F , ainsi qu’un
sous-espace hilbertien H ,→ F † de noyau h , par exemple un espace test F par rapport à une
intégrale de Radon pivot µ , donc H =L2 (µ) , et d’interpréter h (F ) comme l’espace des états
physiques et F † comme l’espace des vecteurs ket généralisés. On a donc les inclusions

h (F ) ,→ H ,→ F † .
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5.3 Caractérisation d’un sous-espace hilbertien

Voici une caractérisation d’un sous-espace hilbertien H à l’aide de son noyau h montrant
comment certaines informations relatives à H sont contenues dans h .

PROPOSITION Soit H ,→ F † un sous-espace hilbertien de noyau h .

(i) Le sous-espace vectoriel h (F ) est dense dans H , et H est le complété de h (F ) muni du
produit scalaire

(hϕ|hψ)h(F ) := hϕ|hψiF .

(ii) Soit ξ ∈ F †. Pour que ξ ∈ H, il faut et il suffit qu’il existe une constante c ∈ R+ telle que

|hϕ| ξi| 6 c · hϕ|hϕi
1
2 pour tout ϕ ∈ F .

Dans ce cas,

kξkH = supϕ∈F,hϕ|hϕi61 |hϕ| ξi|
est la plus petite de ces constantes.

La densité de h (F ) dans H est clair puisque j est injective (cf. corollaire 3.10.iv). La
première partie est alors évidente en utilisant la proposition 5.1. Quant à la seconde, si ξ ∈ H ,
on a

|hϕ| ξi| = |(hϕ| ξ)| 6 kξk · khϕk = kξk · hϕ|hϕi
1
2 .

Ceci montre que kξk est l’une de ces constantes. L’égalité en découle car la boule unité de
h (F ) est dense dans celle de H par la remarque 3.8.2. Réciproquement si ξ ∈ F † satisfait à
l’inégalité, on vérifie immédiatement que ξ s’annule sur Kerh , donc définit une forme semi-
linéaire

hϕ 7−→ hϕ| ξi
continue sur h (F ) . Elle possède donc un prolongement continu à H . D’après le théorème de
représentation de Riesz, il existe η ∈ H tel que

hϕ| ξi = (hϕ| η) = hϕ| ηi pour tout ϕ ∈ F .
On a donc ξ = η ∈ H . ¤

THEOREME (d’unicité) Un sous-espace hilbertien est univoquement déterminé par son
noyau.

Plus précisément, si h et g sont les noyaux de H,G ,→ F † , alors H = G si, et seulement
si, pour tout ϕ ∈ F , on a khϕkH = kgϕkG .

En effet (ii) montre que le sous-espace vectoriel est univoquement déterminé par h , puis
(i) qu’il en est de même de la structure hilbertienne. La seconde partie découle de la remarque
5.1.3. ¤

REMARQUE 1 Le noyau fournit une indexation uniforme, paramétrée par F , d’une partie
dense de chaque sous-espace hilbertien.
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REMARQUE 2 Nous verrons en démontrant le théorème de Schwartz (cf. remarque 5.11.2)
une autre caractérisation d’un sous-espace hilbertien utilisant la notion d’image décrite dans le
paragraphe suivant.

EXEMPLE La seconde partie de la proposition est une version abstraite d’un résultat clas-
sique en théorie de l’intégration (cf. exercice 1.16.3) :

Soient X un espace localement compact et µ une intégrale de Radon (positive) sur X .
Pour qu’une intégrale de Radon ν sur X appartienne à L2 (µ) , i.e. que ν soit de base µ et de
densité dans L2 (µ) , il faut et il suffit que

supϕ∈K(X),kϕk261 |hϕ| νi| <∞ ,

i.e. que ν soit continue sur K (X) pour la topologie induite par L2 (µ) .
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5.4 Image d’un sous-espace hilbertien

Nous allons maintenant donner un procédé très général de construction de sous-espaces
hilbertiens. Soient G un autre espace localement convexe séparé et Φ ∈ L

¡
F †, G†

¢
. Si H ,→ F †

est un sous-espace hilbertien de F † de noyau h : F −→ F † , alors

Φ|H = Φh† : H −→ G†

est une bijection de

Ker
¡
Φ|H

¢⊥H
= (H ∩KerΦ)⊥H

sur Φ (H) . Munissons ce sous-espace vectoriel du produit scalaire transporté, i.e.

(Φξ|Φη)Φ(H) := (ξ| η)H pour tout ξ, η ∈ Ker
¡
Φ|H

¢⊥H
.

On dit que ξ ∈ H tel que Φξ = θ est un représentant de θ ∈ Φ (H) . L’unique représentant
ξ ∈ Ker

¡
Φ|H

¢⊥H
sera noté Φ−1|H θ et s’appelle le représentant de Parseval de θ ; nous dirons

également que
−1
Φ|H : θ 7−→

−1
Φ|Hθ : Φ (H) −→ H

est l’application de Parseval .

THEOREME Φ (H) ,→ G† est un sous-espace hilbertien dont le noyau g : G −→ G† est

ΦhΦ† .

Plus précisément, pour tout θ ∈ Φ (H) , on a

kθkΦ(H) = minξ∈H,Φξ=θ kξkH =
°°°° −1Φ|Hθ

°°°°
H
,

i.e. le représentant de Parseval
−1
Φ|Hθ est l’unique solution du problème variationnel

Φξ = θ et kξk est minimal.

L’application de Parseval est une isométrie et
−1
Φ|HΦ|H est l’orthoprojecteur sur Ker

¡
Φ|H

¢⊥H
.

Pour tout γ ∈ G , l’élément hΦ†γ de H est le représentant de Parseval de ΦhΦ†γ . D’autre
part, pour tout ξ, η ∈ H , on a

(Φξ|Φη)Φ(H) = (ξ| η)H ,

pour autant que l’un des ξ, η soit le représentant de Parseval.

La deuxième partie découle du théorème de la projection, car le représentant de Parseval
−1
Φ|Hθ de θ ∈ Φ (H) est la projection orthogonale sur Ker

¡
Φ|H

¢⊥H
de tout représentant de θ .

Démontrons la troisième partie. Pour tout γ ∈ G et ξ ∈ H ∩KerΦ , on a¡
hΦ†γ

¯̄
ξ
¢
H =


Φ†γ

¯̄
ξ
®
= hγ|Φξi = 0 ,
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donc hΦ†γ ∈ Ker
¡
Φ|H

¢⊥H
. Quant à la dernière formule, on aµ

ξ

¯̄̄̄
−1
Φ|Hθ

¶
H
=

µ
−1
Φ|H [Φξ]

¯̄̄̄
−1
Φ|Hθ

¶
H
= (Φξ| θ)Φ(H) .

Finalement, pour tout γ ∈ G et θ ∈ Φ (H) , il vient

hγ| θiG =
¿
γ

¯̄̄̄
Φ

µ
−1
Φ|Hθ

¶À
G

=

¿
Φ†γ

¯̄̄̄
−1
Φ|Hθ

À
F

=

µ
hΦ†γ

¯̄̄̄
−1
Φ|Hθ

¶
H
=
¡
ΦhΦ†γ

¯̄
θ
¢
Φ(H) ,

d’où la première assertion. ¤

On a le diagramme commutatif suivant :

DEFINITION Nous dirons que Φ (H) ,→ G† est le sous-espace hilbertien image de H par
Φ .

REMARQUE L’application de Parseval
−1
Φ|H est un inverse à droite de Φ|H . Pour que Φ

soit une application unitaire de H sur Φ (H) , il faut et il suffit que Φ soit injective sur H .

COROLLAIRE Soient H un espace de Hilbert et Ψ : F −→ H une application linéaire
faiblement continue.

(i) Si l’on considère la semi-dualité (H|H) , i.e. en identifiant H et H†
β , alors Ψ

† (H) ,→ F †

est un sous-espace hilbertien de noyau Ψ†Ψ .

(ii) Si l’on considère la semi-dualité
D
H|H†

β

E
, i.e on n’identifie pas H et H†

β , et R : H −→

H†
β est l’application de Riesz, alors Ψ†

³
H†

β

´
,→ F † est un sous-espace hilbertien de noyau

Ψ†RΨ .

En effet les noyaux de H ,→ H et H†
β ,→ H† sont respectivement Id et R d’après les

exemples 5.2.3 et 5.2.4. ¤

EXEMPLE 1 On peut évidemment appliquer le corollaire si F est un sous-espace vectoriel
de H muni d’une topologie localement convexe plus fine que celle induite par celle de H , par
exemple la topologie localement convexe la plus fine, et en prenant l’injection canonique pour
Ψ .
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EXEMPLE 2 L’exemple 5.2.5 s’obtient en considérant l’espace de Hilbert L2 (µ) , l’applica-
tion canonique

Ψ : K (X) −→ L2 (µ) : ϕ 7−→ ϕ

et en identifiant L2 (µ) avec son semi-dual fort. L’application de Riesz est donc l’identité et,
pour tout ϕ ∈ K (X) et ξ ∈ L2 (µ) , on a

ϕ|Ψ†ξ
®
= (ϕ| ξ)L2(µ) =

Z
ϕ · ξ dµ = hϕ| ξ · µi .

On en déduit que le noyau de Ψ† (L2 (µ)) est ϕ 7−→ ϕ · µ , ce qu’il fallait démontrer.

EXEMPLE 3 Plus généralement, nous allons utiliser les notations de l’exemple 3.4.5, en
particulier la semi-dualité ¿

L2 (µ, ρ)

¯̄̄̄
L2
µ
µ,
1

ρ

¶À
définie par hξ| ηiµ,ρ :=

R
ξ · η dµ . L’application de Riesz est dans ce cas

L2 (µ, ρ) −→
£
L2 (µ, ρ)

¤†
β
= L2

µ
µ,
1

ρ

¶
: ξ 7−→ ρ · ξ .

Soient ρ ∈ L1loc (µ) et
Ψ : K (X) −→ L2 (µ, ρ) : ϕ 7−→ ϕ .

Pour tout ϕ ∈ K (X) et η ∈ L2
³
µ, 1

ρ

´
, on a

ϕ|Ψ†η
®
= hΨϕ| ηiρ =

Z
ϕ · η dµ = hϕ| η · µi ,

car L2
³
µ, 1

ρ

´
⊂ L1loc (µ) :

kϕ · ηk1 =
°°°°√ρ · ϕ · η

√
ρ

°°°°
1

6 k√ρ · ϕk2 ·
°°°° η
√
ρ

°°°°
2

= kϕk2,ρ · kηk2, 1
ρ
<∞ .

On en déduit que le noyau de Ψ†
³
L2
³
µ, 1

ρ

´´
est Ψ†RΨ : ϕ 7−→ ρ · ϕ · µ . Mais c’est aussi le

noyau de L2
³
µ, 1

ρ

´
· µ , puisque

hϕ| η · µi =
Z

ϕ · η dµ = hϕ| ηiρ = (ρ · ϕ| η)L2(µ, 1ρ)
(cf. remarque 5.1.1). Ainsi

Ψ†
µ
L2
µ
µ,
1

ρ

¶¶
= L2

µ
µ,
1

ρ

¶
· µ .

Remarquons que

L2
µ
µ,
1

ρ

¶
· µ = L2 (ρµ) · ρµ = L2 (µ, ρ) · ρµ ,

ce qui peut paraître surprenant, mais dans le second cas ρµ est l’intégrale pivot, tandis que
dans le premier c’est µ qui joue ce rôle (cf. remarque 4.2).

On a L2 (µ, ρ) ⊂ L1loc (µ) si, et seulement si, 1ρ ∈ L1loc (µ) . Dans ce cas L2 (µ, ρ) · µ est le
plongement naturel de L2 (µ, ρ) = L2 (ρµ) dansM (X) !
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La suffisance découle de ce qui précède. Réciproquement soit K un compact de X . L’in-
jection L2(ρ · µ,K) ,→ L1(µ,K) étant évidemment de graphe fermé, elle est continue. Il existe
donc une constante M <∞ telle que

kψk1,K 6M · kψk2,ρ,K pour tout ψ ∈ L2(ρ · µ,K) .

Pour tout f ∈ L1+(µ,K) , on a
√
f√
ρ
∈ L2(µ, ρ, K) , donc°°°°√f√ρ

°°°°
1,K

6M ·
°°°°√f√ρ

°°°°
2,ρ,K

=M · kfk
1
2
1,K .

Appliquant cette inégalité à 1K on obtient°°°° 1√ρ
°°°°
1,K

6M · k1k
1
2
1,K ,

puis par récurrence °°°ρ− 2n−1
2n

°°°
1,K
6M1+..+ 1

2n−1 · k1k
1
2n

1,K

pour tout n > 1 . Comme nous pouvons supposer que ρ 6 1 , nous obtenons finalement
kρ−1k1,K = lim supn>1

°°°ρ− 2n−1
2n

°°°
1,K

6M2 .

¤

EXEMPLE 4 Soit X un ouvert de Rn . Alors L2 (X) est un sous-espace hilbertien de D (X)0
de noyau

ϕ 7−→ ϕ : D (X) ,→ L2 (X) .

De même L2 (Rn) est un sous-espace hilbertien de S (Rn)0 de noyau
ϕ 7−→ ϕ : S (Rn) ,→ L2 (Rn) .

La théorie des sous-espaces hilbertiens permet de démontrer assez facilement certains ré-
sultats cités ou démontrés par P.A. Fillmore et J.P. Williams [9]. Nous en verrons quelques
exemples dans la suite.

EXEMPLE 5 Soient H un espace de Hilbert, T un opérateur borné dans H et ξ ∈ H . Alors
le noyau de T (H) ,→ H est TT ∗ et, pour que ξ ∈ T (H) , il faut et il suffit que

supη∈H,kT ∗ηk61 |(η| ξ)| <∞ .

Le noyau de T (H) ,→ H est évidemment TT ∗ par le théorème et la seconde partie n’est
qu’une reformulation de la proposition 5.3.ii. ¤

La seconde partie est un résultat de Yu. L. Shmulyan (cf. [9], corollary 2, p. 259).

EXEMPLE 6 Soient H un espace de Hilbert, T un opérateur borné dans H et G ,→ H
un sous-espace hilbertien de H . Pour que G = T (H) , il faut et il suffit que g = TT ∗ . En
particulier si g

1
2 est l’unique racine carrée auto-adjointe positive de g (cf. exemple 6.8.3), on a

G = g 12 (H) .

C’est immédiat par le théorème d’unicité 5.3, puisque le noyau de T (H) est g par l’exemple
précédent. ¤
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EXEMPLE 7 Soient H un espace de Hilbert et G ,→ H un sous-espace hilbertien de noyau
g . Alors le noyau de g (H) ,→ H est g2 et celui de g (H) ,→ G est g|G .

La première partie découle de l’exemple 5 ci-dessus, puisque g est un opérateur borné positif
dans H , donc g∗ = g . En considérant g : H −→ G , l’adjointe g† est l’injection canonique de
G dans H et le noyau de g (H) ,→ G est gg† = g|G également par le théorème. ¤

EXEMPLE 8 Si H est un espace de Hilbert et R l’application de Riesz, alors l’espace de
Hilbert H† est l’image de H par R , i.e. H† = R (H) .

C’est immédiat puisque par définition, pour tout ξ, η ∈ H , on a

(Rξ|Rη)H† = (ξ| η)H .

¤
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PROPOSITION Soient H ,→ F † et G ,→ H des sous-espaces hilbertiens de noyaux

h : F −→ Hσ et g : Hσ −→ Gσ
respectivement. Alors le noyau de G ,→ F † est gh : F −→ Gσ .

En effet G ,→ F † est l’image de G ,→ H par h† . Son noyau est donc

h†g†gh .

¤

LEMME On a des injections canoniques continues

Ls (H) ,→ Ls (F,H) : T 7−→ Th et Ls (F,H) ,→ Ls
¡
F, F †σ

¢
: S 7−→ h†S

et, pour tout ξ, η ∈ H, les formules
|ξ) (η|h = |ξ) hη| et h† |ξ) (η|h = |ξi hη| .

La première assertion découle du fait que h (F ) est dense dans H d’après la proposition
5.3.i. La deuxième est évidente. Quant aux formules, pour tout ϕ ∈ F , il vient

|ξ) (η|hϕ = (η|hϕ)H · ξ = hη|ϕiF · ξ = |ξ) hη|ϕ
et 

ϕ|h† |ξ)
®
F
= (hϕ| ξ)H = hϕ| ξi .

¤

COROLLAIRE Soient H ,→ F † un sous-espace hilbertien et (ej)j∈J une base hilbertienne
de H. Alors (|ej) hej|)j∈J et (|eji hej|)j∈J sont respectivement sommables dans Ls (F,H) et
Ls
¡
F,F †

¢
, et le noyau de H estX

j∈J
|ej) hej| : F −→ H ou

X
j∈J

|eji hej| : F −→ F † .

En effet (|ej) (ej|)j∈J est sommable dans Ls (H) et on a

Id =
X
j∈J
|ej) (ej| dans Ls (H)

(cf. 3.21), d’où le résultat. ¤
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5.6 Dilatation d’un sous-espace hilbertien

Soient H ,→ F † un sous-espace hilbertien de noyau h et α > 0 . L’application
Φ : F † −→ F † : ξ 7−→

√
α · ξ

est évidemment linéaire continue.

DEFINITION On désigne par α · H le sous-espace hilbertien Φ (H) .

On a évidemment 0 · H = {0} . Pour tout α > 0 , le sous-espace vectoriel sous-jacent de
α · H est H et, pour tout ξ, η ∈ H ,¡√

α · ξ
¯̄√

α · η
¢
α·H = (ξ| η)H .

Le représentant de Parseval de ξ ∈ α · H est 1√
α
· ξ et on a

(ξ| η)α·H =
1

α
· (ξ| η)H .

En d’autres termes si G ,→ F † un sous-espace hilbertien et α > 0 , alors G = α · H si, et
seulement si, les sous-espaces vectoriels G et H coincident et si, pour tout ξ, η ∈ G , on a

(ξ| η)G =
1

α
· (ξ| η)H .

PROPOSITION Le noyau de α·H est α·h et, pour tout ϕ ∈ F , le représentant de Parseval
de (α · h)ϕ est √α · hϕ .

On a Φ†ϕ =
√
α · ϕ pour tout ϕ ∈ F , d’où le résultat. ¤
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5.7 Somme de deux sous-espaces hilbertiens

Soient H ,→ F † et G ,→ F † des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g respectivement.
L’application linéaire

Φ : H× G −→ F † : (ξ, η) 7−→ ξ + η

est continue.
En effet, pour tout ϕ ∈ F , ξ ∈ H et η ∈ G , on a

hϕ| ξ + ηi = (hϕ| ξ)H + (gϕ| η)G = ((hϕ, gϕ)| (ξ, η))H×G .
¤

DEFINITION 1 On désigne par H + G le sous-espace hilbertien Φ (H× G) et on dit que
c’est la somme de H et G .

Le sous-espace vectoriel sous-jacent de H + G est évidemment la somme des sous-espaces
vectoriels sous-jacents. Le produit scalaire de H+G est plus complexe et dépend de la position
relative de H et G puisque

KerΦ = {(ξ,−ξ) ∈ H× G | ξ ∈ H ∩ G} .

L’étude du cas où H ∩ G = {0} sera faite en 5.10.

PROPOSITION Le noyau de H + G est h + g et, pour tout ϕ ∈ F , le représentant de
Parseval de (h+ g)ϕ est (hϕ, gϕ) .

Pour tout ϕ ∈ F , ξ ∈ H et η ∈ G , il vient¡
Φ†ϕ

¯̄
(ξ, η)

¢
H×G = hϕ| ξ + ηi = ((hϕ, gϕ)| (ξ, η))H×G ,

et par suite Φ†ϕ = (hϕ, gϕ) . Le noyau de H+ G ,→ F † est donc

ΦΦ† = h+ g

par le théorème 5.4. ¤

DEFINITION 2 Le représentant de Parseval de θ ∈ H + G sera noté (pHθ, pGθ) ∈ H× G ;
on dit que θ = pHθ+ pGθ est la décomposition de Parseval de θ et que les applications linéaires
pH : H + G −→ H et pG : H + G −→ G sont les applications de Parseval de la décomposition
H+ G .

Les autres assertions du théorème 5.4 peuvent être reformulées de la manière suivante :

SCOLIE Pour θ ∈ H + G la décomposition de Parseval θ = pHθ + pGθ est l’unique décom-
position θ = ξ + η telle que kθk2H+G = kξk

2
H + kηk

2
G . C’est aussi l’unique solution du problème

variationnel

θ = ξ + η et kξk2H + kηk
2
G est minimal.
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THEOREME

(i) L’application de Parseval pH : H + G −→ H est le noyau du sous-espace hilbertien
H ,→ H+ G . Elle est de norme 6 1 et

Ker pH = H⊥(H+G) .
(ii) Les opérateurs pH et pG dans H+G sont auto-adjoints positifs de norme 6 1 , commutent
l’un avec l’autre, satisfont à pH + pG = IdH+G et 0 6 pH, pG 6 Id .
(iii) Le noyau du sous-espace hilbertien pH (H+ G) ,→ H est pH|H . Il est injectif.

Dmonstration de (i) Pour tout θ ∈ H+ G et ξ ∈ H , on a

(pHθ| ξ)H = (pHθ| ξ)H + (pGθ| 0)G = ((pHθ, pGθ)| (ξ, 0))H×G = (θ| ξ)H+G
d’après la dernière formule du théorème 5.4. Ceci montre que pH : H + G −→ H est le noyau
de H ,→ H+ G par le corollaire 5.1. On a

kpHθk2H 6 kpHθk
2
H + kpGθk

2
G = kθk

2
H+G ,

donc kpHk 6 1 , et
Ker pH = (Im p

∗
H)
⊥ = H⊥(H+G) ,

puisque p∗H est l’injection canonique de H dans H+ G .

Dmonstration de (ii) On a kp∗Hk 6 1 par le corollaire 3.8 ou bien simplement, en
utilisant le problème variationnel, que

kξk2H+G 6 kξk
2
H + k0k

2
G = kξk

2
H .

Considéré comme un opérateur dans H + G , on en déduit que pH est de norme 6 1 . Par la
proposition ci-dessus appliquée à F = H + G et l’exemple 5.2.3, on obtient pH + pG = IdH+G .
Les autres assertions sont immédiates.

Dmonstration de (iii) Le théorème 5.4 montre que le noyau de pH (H+ G) ,→ H est

pH Id p
†
H = pH|H .

Ce noyau est injectif par (i). ¤

EXEMPLE Soient H un espace de Hilbert et S, T des opérateurs bornés dans H . Alors

S (H) + T (H) = (SS∗ + TT ∗)
1
2 (H)

(cf. [9], theorem 2.2, p. 260).

Cela découle des exemples 5 et 6 de 5.4. En effet, les noyaux des sous-espaces hilbertiens
S (H) et T (H) sont respectivement SS∗ et TT ∗ , tandis que celui de S (H)+T (H) est SS∗+TT ∗
par la proposition. ¤
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5.8 Structure d’ordre sur les sous-espaces hilbertiens

DEFINITION 1 Soient H ,→ F † et G ,→ F † des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g
respectivement. Nous noterons H 6 G si

H ⊂ G et H ,→ G est continue de norme 6 1 .

Ceci définit évidemment une structure d’ordre sur Hilb
¡
F †
¢
. Remarquons que L

¡
F,F †

¢
est aussi muni d’une structure d’ordre, notée T 6 S , définie par

S − T ∈ L+
¡
F,F †

¢
,

i.e.

hϕ|Tϕi 6 hϕ|Sϕi pour tout ϕ ∈ F .

PROPOSITION Soient H,G ∈ Hilb
¡
F †
¢
.

(i) Pour que H 6 G, il faut et il suffit que l’on ait h 6 g .
(ii) Pour que l’on ait H ⊂ G , il faut et il suffit qu’il existe α ∈ R∗+ tel que H 6 α · G .

Dmonstration de (i) La condition est nécessaire car, pour tout ϕ ∈ F , on a
hϕ|hϕi = khϕk2 = supξ∈H,|ξ|61 |hϕ| ξi|2 6 supη∈G,|η|61 |hϕ| ηi| = hϕ| gϕi .

Réciproquement, soit ξ ∈ H . Par la proposition 5.3.ii on obtient alors

∞ > kξkH = supϕ∈F,hϕ|hϕi61 |hϕ| ξi| > supϕ∈F,hϕ|gϕi61 |hϕ| ξi| ,
ce qui montre que ξ ∈ G et que kξkG 6 kξkH .

Dmonstration de (ii) La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, d’après
le théorème du graphe fermé 3.14, l’injection canonique H ,→ G est continue. En effet elle a un
graphe fermé, les topologies de H et G étant plus fines que celle induite par F † . Il existe donc
un α ∈ R∗+ tel que

k·kG 6
√
α · k·kH = k·k 1

α
·H ,

ce qui montre que 1
α
· H 6 G . ¤

COROLLAIRE Si H = G comme ensembles, alors les normes de H et G sont équivalentes
et il existe α, β ∈ R∗+ tels que

α · G 6 H 6 β · G .
En particulier, sur un sous-espace vectoriel de F † il existe au plus une topologie d’espace

de Hilbert telle que l’injection canonique soit continue.

DEFINITION 2 Dans le cas du corollaire, on dit que H et G sont équivalents et on écrit
H ≡ G .
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5.9 Intersection de deux sous-espaces hilbertiens

Soient H ,→ F † et G ,→ F † des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g respectivement.
On vérifie immédiatement que H ∩ G muni du produit scalaire

(θ|ϑ)H∩G := (θ|ϑ)H + (θ|ϑ)G
est un sous-espace hilbertien. On a H ∩ G 6 H,G .

PROPOSITION Les noyaux de H ∩ G ,→ H et H ∩ G ,→ H + G sont respectivement pG|H
et pGpH = pHpG . On a

Ker pG = (H ∩ G)⊥H .

En outre

H = pH (H+ G) +H ∩ G
et les applications de Parseval de cette décomposition sont pH|H et pG|H, donc

0 6 pH|H, pG|H 6 Id .
D’autre part h (F ) est dense dans pH (H+ G) et

kξk2H = kpHξk
2
H + kpGξk

2
H + 2 · kpGξk

2
G pour tout ξ ∈ H .

Pour tout ξ ∈ H et θ ∈ H ∩ G , on a
(ξ| θ)H = (pHξ + pGξ| θ)H = (pGξ| θ)G + (pGξ| θ)H = (pGξ| θ)H∩G ,

car (pHξ| θ)H = (ξ| θ)H+G = (pGξ| θ)G . Ceci prouve la première partie grâce au corollaire 5.1.
Par la proposition 5.5 et le théorème 5.7, on en déduit que le noyau de H ∩ G ,→ H + G est
pG|HpH = pGpH . Si θ ∈ Ker pG , on a θ = pHθ ∈ H , donc

Ker pG = Ker pG|H =
³
Im p†G|H

´⊥H
= (H ∩ G)⊥H ,

puisque p†G|H est l’injection canonique de H ∩ G dans H .
En outre d’après 5.7, proposition et théorème, le noyau de

pH (H+ G) +H ∩ G ,→ H
est pH|H + pG|H = IdH , ce qui permet de conclure à l’aide du théorème d’unicité 5.3. D’autre
part

h (F ) = pH (h+ g) (F )

et (h+ g) (F ) est dense dans H+ G d’après la proposition 5.3.i. Quant à la formule, on a
kξk2H = kpHξk

2
pH(H+G) + kpGξk

2
H∩G = kξk

2
H+G + kpGξk

2
H + kpGξk

2
G =

= kpHξk2H + kpGξk
2
H + 2 · kpGξk

2
G .

¤
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5.10 Somme directe de deux sous-espaces hilbertiens

Soient H ,→ F † et G ,→ F † des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g respectivement.

DEFINITION On dit que H+ G est la somme directe de H et G si l’application
Φ : H× G −→ H+ G : (ξ, η) 7−→ ξ + η

est bijective, i.e. si H ∩ G = {0} . Dans ce cas on écrit H¢ G .

REMARQUE Cette notation est justifiée, car Φ est une application unitaire de H×G sur
H+G , donc H et G sont orthogonaux dans H+G et les applications de Parseval pH et pG sont
respectivement les orthoprojecteurs sur H et G .

Ainsi l’orthogonalité de H et G dans H+ G est équivalente à H ∩ G = {0} .

PROPOSITION Pour que la somme H + G soit directe, il faut et il suffit que que H et
G soient étrangers pour l’ordre, c’est-à-dire que, pour tout sous-espace hilbertien K , on ait
K = {0} si K 6 H,G .

La condition est évidemment nécessaire puisque

K ⊂ H ∩ G = {0} .
Réciproquement, on a H ∩ G 6 H,G (cf. 5.9), donc H ∩ G = {0} . ¤
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5.11 Théorème de Schwartz

LEMME Pour tout noyau hermitien positif h ∈ L+
¡
F, F †

¢
, la fonction

ϕ 7−→ hϕ|hϕi
1
2

est une semi-norme s.c.i. sur F .
Elle est continue si F est tonnelé.

La forme sesquilinéaire

F × F −→ K : (ϕ,ψ) 7−→ hϕ|hψi = hhϕ|ψi

est hermitienne positive puisque h ∈ L+
¡
F, F †

¢
. On a donc |hψ|hϕi| 6 hψ|hψi

1
2 · hϕ|hϕi

1
2

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 1.1), donc

supψ∈F,hψ|hψi61 |hψ|hϕi| 6 hϕ|hϕi
1
2 .

En prenant

ψ =
ϕ

hϕ|hϕi
1
2

si hϕ|hϕi 6= 0 , on obtient l’égalité, le cas hϕ|hϕi = 0 étant trivial. On en déduit évidemment
que ϕ 7−→ hϕ|hϕi

1
2 est s.c.i., puis la continuité à l’aide du scolie 2.13. ¤

THEOREME Pour tout noyau hermitien positif h ∈ L+
¡
F, F †

¢
tel que ϕ 7−→ hϕ|hϕi

1
2

soit continue, il existe un unique sous-espace hilbertien H ,→ F † de noyau h .
L’application noy : H 7−→ h est un morphisme injectif croissant de Hilb

¡
F †
¢
dans le

conoïde ordonné L+
¡
F,F †

¢
; c’est un isomorphisme si F est tonnelé.

En particulier Hilb
¡
F †
¢
est un conoïde ordonné et on a associativité et commutativité de

l’addition, distributivité de la multiplication par les scalaires positifs par rapport à l’addition et
compatibilité avec l’ordre.

En outre si Φ ∈ L
¡
F †σ , G

†
σ

¢
, alors

Φ : Hilb
¡
F †
¢
−→ Hilb

¡
G†
¢
: H 7−→ Φ (H)

est une application linéaire croissante.

L’unicité a déjà été démontrée en 5.3. La forme hermitienne positive (ϕ,ψ) 7−→ hϕ|hψi
passe au quotient Fh := F/Kerh en définissant

(ϕ+Kerh,ψ +Kerh) 7−→ hϕ|hψi ,
puisque pour ϕ ∈ Kerh ou ψ ∈ Kerh , on a bien hϕ|hψi = hhϕ|ψi = 0 . C’est un produit
scalaire sur Fh par le théorème 1.1, car si 0 = kψ +Kerhk2 = hψ|hψi , l’inégalité de Cauchy-
Schwarz

|hϕ|hψi| 6 hϕ|hϕi
1
2 hψ|hψi

1
2 ,

montre que hϕ|hψi = 0 pour tout ϕ ∈ F , donc que hψ = 0 , i.e. ψ + Kerh = 0 . Soit cFh
l’espace de Hilbert complété de Fh (cf. remarque 3.8.2).
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L’application canonique quotient

Ψ : F −→ cFh : ϕ 7−→ ϕ+Kerh

est continue par hypothèse, car on a

kϕ+KerhkcFh = hϕ|hϕi 12 .
D’après le corollaire 5.4.ii, le sous-espace hilbertien image H := Ψ†

µ³cFh´†
β

¶
est de noyau

Ψ†QΨ , où Q : cFh −→ ³cFh´†
β
désigne l’application de Riesz. Pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a

ϕ|Ψ†QΨψ
®
= hΨϕ|QΨψicFh = (Ψϕ|Ψψ)cFh = hϕ|hψi ,

donc Ψ†QΨ = h .
La dernière partie découle des propositions 5.6, 5.7, 5.8 et du théorème 5.4. ¤

REMARQUE 1 Il est pratiquement indispensable de faire l’hypothèse que F est tonnelé
pour montrer que

ϕ 7−→ hϕ|hϕi
1
2

est une semi-norme continue. On peut quelque peu l’affaiblir, car il suffit que F † soit séquen-
tiellement complet pour une topologie compatible avec la dualité, mais cela ne semble pas très
utile.

Plus généralement, noy est un isomorphisme de Hilb
¡
F †
¢
sur le sous-conoïde héréditaire

vers le bas de L+
¡
F, F †

¢
formé des noyaux positifs h tels que la semi-norme

ϕ 7−→ hϕ|hϕi
1
2

soit continue pour la topologie de Mackey τ
¡
F, F †

¢
sur F .

Il suffit d’appliquer le théorème de Schwartz à Fτ . Nous avons vu que cette condition est
nécessaire dans la proposition 5.1. Le sous-conoïde de ces semi-normes est héréditaire vers le
bas puisque, pour tout g ∈ L+

¡
F,F †

¢
tel que g 6 h , on a évidemment hϕ| gϕi

1
2 6 hϕ|hϕi

1
2

pour tout ϕ ∈ F , ce qui montre que la semi-norme associée à g est aussi continue pour la
topologie de Mackey. ¤

REMARQUE 2 Dans la démonstration du théorème de Schwartz nous avonc obtenu une
autre caractérisation du sous-espace hilbertien H à l’aide de son noyau h (cf. 5.3). On a

H = Ψ†
µ³cFh´†

β

¶
,

où

Ψ : F −→ cFh : ϕ 7−→ ϕ+Kerh

est l’application canonique de F dans l’espace de Hilbert cFh associé à la forme sesquilinéaire
hermitienne positive (ϕ,ψ) 7−→ hϕ|hψidéfinie par h .

La connexion entre ces deux caractérisations est donnée par la formule h = Ψ†QΨ . Si l’on

identifie
³cFh´†

β
avec son image H – Ψ† s’identifie donc à l’injection canonique H ,→ F † – ce
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qui est souvent utile pour simplifier les notations, alors l’unique application linéaire continuebh : cFh −→ H qui factorise h par Ψ est l’application de Riesz Q : cFh −→ H =
³cFh´†

β
.

EXEMPLE 1 SoientH,G ∈ Hilb
¡
F †
¢
. Si H 6 G , il existe un unique sous-espace hilbertien

K de F † tel que G = H+K .

En effet g − h ∈ L+
¡
F,F †

¢
est le noyau d’un sous-espace hilbertien K ,→ F † et

g = h+ (g − h) ,
car la semi-norme

ϕ 7−→ hϕ| (g − h)ϕi
1
2 6 hϕ| gϕi

1
2

est évidemment continue pour la topologie de Mackey. ¤

EXEMPLE 2 Soit H un espace de Hilbert. Le théorème de Schwartz montre qu’il y a cor-
respondance biunivoque entre les sous-espaces hilbertiens G ,→ H et les opérateurs bornés
auto-adjoints positifs g dans H (cf. exemple 5.2.3).

Ceci montre également que Hilb (H) est l’ensemble des images d’opérateurs bornés dans
H (cf. exemple 5.4.6). La théorie des sous-espaces hilbertiens est donc le cadre naturel dans
lequel il faut placer le travail de Fillmore et Williams.

EXEMPLE 3 Soient U : F −→ H , V : F −→ G des applications linéaires faiblement
continues dans des espaces de Hilbert H et G , en semi-dualité avec eux-mêmes. La forme
sesquilinéaire hermitienne positive

(ϕ,ψ) 7−→ (Uϕ|Uψ)H + (V ϕ|V ψ)G : F × F −→ K
est associée au noyau hermitien positif

k := U †U + V †V .

La semi-norme

ϕ 7−→ hϕ| kϕi
1
2 =

£
(Uϕ|Uψ)H + (V ϕ|V ψ)G

¤ 1
2

est évidemment continue. On a

Ker k = KerU ∩KerV ,
et si K ,→ F † désigne le sous-espace hilbertien associé à k , en utilisant la remarque 2 ci-dessus,
on obtient

Ψ†
µ³cFk´†

β

¶
= K = U † (H) + V † (G) .

En outre, si bk : cFk −→ F † , bU : cFk −→ H et bV : cFk −→ G désignent les factorisations de
k , U et V par ϕ 7−→ ϕ+Ker k , alors bk = U † bU + V †bV
induit l’application de Riesz cFk −→ K =

³cFk´†
β
.
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5.12 Champs de carré intégrable

Dans tout ce qui suit, soient
Λ un espace topologique séparé, σ une intégrale de Radon sur Λ ,bH : Λ −→ Hilb

¡
F †
¢
une famille de sous-espaces hilbertiens dans F †

etbh : Λ −→ Ls
¡
F,F †

¢
la famille des noyaux correspondants.

DEFINITION 1 Pour tout λ ∈ Λ , la norme et le produit scalaire dans bH (λ) seront notés
k·kλ = k·k bH(λ) et ( ·| ·)λ = ( ·| ·) bH(λ) . Pour toute application

θ : Λ −→ F † ,

on définit

kθk¦ = kθk bH : λ 7−→ kθ (λ)kλ = supϕ∈F,hϕ|bh(λ)ϕi61 |hϕ| θ (λ)i| : Λ −→ R+ ,

et on pose

kθk2 := kkθk¦k2 =
µZ ∗

kθ (λ)k2λ dσ (λ)
¶ 1

2

.

Il est clair que k·k2 est dénombrablement sous-additive. Comme toujours nous ne ferons
aucune différence entre une classe, modulo l’égalité σ-p.p. , et l’un des représentant de cette
classe. Il faut évidemment s’assurer, dans toute définition, que cela ne dépend pas du représen-
tant choisi.

Si kθk2 < ∞ , on a kθk¦ < ∞ σ-p.p. (cf. cours d’Analyse [17], corollaire 15.1.ii). D’autre
part la proposition 5.3.ii montre que

θ (λ) ∈ bH (λ) ⇐⇒ kθ (λ)kλ <∞ .

Ceci nous conduit naturellement à la

DEFINITION 2 On dit que θ : Λ −→ F † est un champ (à valeurs dans bH ) si θ est
scalairement σ-mesurable et si l’on a

θ (λ) ∈ bH (λ) pour σ-presque tous les λ ∈ Λ ,

Si θ, ζ sont des champs, on définit

(θ| ζ)¦ : λ 7−→ (θ (λ)| ζ (λ))λ : Λ −→ K ,
en σ-presque tous les λ où cela a un sens, et par 0 sinon.

Nous désignerons par Λ2
³
σ, bH´ l’espace vectoriel des classes, modulo l’égalité σ-p.p. , des

champs θ de carré intégrable, donc tels que kθk2 <∞ , muni de la norme k·k2 .

REMARQUE 1 Λ2
³
σ, bH´ n’est pas nécessairement un espace de Hilbert. Le point délicat

est de définir le produit scalaire, ce qui nécessite la σ-mesurabilité de (θ| ζ)¦ , ou celle de kθk¦
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par les formules de polarisations 1.3, ii et iii. Mais ceci n’est en général pas satisfait, même si
l’on suppose que bh est scalairement σ-mesurable.

On a tout d’abord la

PROPOSITION Λ2
³
σ, bH´ est un espace de Banach.

Plus précisément soit (θk)k∈N une suite de Cauchy dans Λ
2
³
σ, bH´ . Alors il existe une

sous-suite (α (l))l∈N telle que :

(i) Pour σ-presque tous les λ ∈ Λ , la suite
¡
θα(l) (λ)

¢
l∈N converge dans

bH (λ) .
(ii) La suite

¡
θα(l)

¢
l∈N converge ponctuellement σ-p.p. dans F

† vers un champ θ ∈ Λ2
³
σ, bH´

tel que

θ = limk θk dans Λ2
³
σ, bH´ .

En outre il existe une fonction g ∈ SK (Λ) ∩ L2 (σ) telle que°°θα(l)°°¦ 6 g pour tout l ∈ N .

Soit (θk)k∈N une suite de Cauchy dans Λ
2
³
σ, bH´ . Il existe alors une sous-suite ¡θα(l)¢l∈N

telle que °°θα(l+1) − θα(l)
°°
2
6 1

2l
,

et on a °°°°°
∞X
l=0

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
¦

°°°°°
2

6
∞X
l=0

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
2
=

∞X
l=0

1

2l
<∞ .

Ceci montre que

λ 7−→
∞X
l=0

°°θα(l+1) (λ)− θα(l) (λ)
°°
λ

est finie σ-p.p. . Par suite
¡
θα(l) (λ)

¢
l∈N est une suite de Cauchy dans

bH (λ) pour σ-presque tous
les λ ∈ Λ . Définissons θ : Λ −→ F † par

θ (λ) = liml θγ(l) (λ) dans bH (λ) ,
lorsque cette limite existe, et par 0 sinon. Ainsi θ est limite σ-p.p. dans F † de la suite

¡
θα(l)

¢
l∈N ,

donc est scalairement σ-mesurable. En outre, pour tout k ∈ N , on a°°θα(k) − θ
°°
¦ =

°°°°°
∞X
l=k

£
θα(l+1) − θα(l)

¤°°°°°
¦

6
∞X
l=k

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
¦ ,

donc comme ci-dessus °°θα(k) − θ
°°
2
6
°°°°°
∞X
l=k

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
¦

°°°°°
2

6
∞X
l=k

1

2l
.
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Ceci montre que θ ∈ Λ2
³
σ, bH´ , et comme dans le cas classique, que (θk)k∈N converge vers θ

dans Λ2
³
σ, bH´ . Finalement, il suffit de choisir g ∈ SK+ (Λ) tel que R ∗ g2 dσ <∞ et

g >
°°θα(0)°°¦ + ∞X

l=0

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
¦ ,

puisqueZ ∗
Ã°°θα(0)°°¦ + ∞X

l=0

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
¦

!2
dσ =

°°°°°°°θα(0)°°¦ +
∞X
l=0

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
¦

°°°°°
2

2

6

6
°°θα(0)°°2 + ∞X

l=0

°°θα(l+1) − θα(l)
°°
2
<∞ .

¤

Rappelons que Ls
¡
F,F †

¢
= (|F i i hF |)† (cf. remarque 3.13.1).

LEMME

(i) Une application θ : Λ −→ F † est un champ si, et seulement si, on a kθk¦ <∞ σ-presque
partout, en particulier si l’on a kθk2 <∞ .

(ii) Pour tout ϕ ∈ F , l’applicationbhϕ : λ 7−→ bh (λ)ϕ : Λ −→ F †

est un champ et on a °°°bhϕ°°°2
¦
=
³bhϕ¯̄̄ bhϕ´

¦
=
D
ϕ
¯̄̄bhϕE .

(iii) Pour que bh soit scalairement σ-mesurable, il faut et il suffit que °°°bhϕ°°°
¦
soit σ-mesurable

pour tout ϕ ∈ F .
(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) bh est scalairement σ-intégrable.
(b) Pour tout ϕ ∈ F , bhϕ est scalairement σ-intégrable.
(c) Pour tout ϕ ∈ F , on a

°°°bhϕ°°°
¦
∈ L2 (σ) .

Dmonstration de (i) Cela découle de la proposition 5.3.ii.

Dmonstration de (ii) C’est évident.

Dmonstration de (iii) Remarquons que |F i hF | est engendré par les tenseurs élémen-
taires |ψi hϕ| , pour ϕ,ψ ∈ F , et queD

|ψi hϕ|
¯̄̄bhE = Dψ ¯̄̄bhϕE .

La suffisance est alors conséquence des formules de polarisation de la proposition 1.3, ii et iii,
puisque chaque bh (λ) est hermitien. Il est clair que la condition est nécessaire.
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Dmonstration de (iv) Les conditions (a) et (b) sont évidemment équivalentes. La for-
mule de (ii) montre que (b) entraîne (c). Finalement, si (c) est satisfait, on a¯̄̄D

ψ
¯̄̄bhϕE¯̄̄ = ¯̄̄³bhψ¯̄̄ bhϕ´

¦

¯̄̄
6
°°°bhψ°°°

¦
·
°°°bhϕ°°°

¦
∈ L1 (σ) ,

donc (a).

DEFINITION 3 Si bh est scalairement σ-intégrable, l’application sesquilinéaire à droite
(ϕ, f) 7−→ f · bhϕ : F × L∞ (σ) −→ Λ2

³
σ, bH´

induit une application linéaire |F i hL∞ (σ)| −→ Λ2
³
σ, bH´ dont le sous-espace vectoriel image

sera noté
¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ . On désigne par L2 ³σ, bH´ la fermeture de ¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ dans

Λ2
³
σ, bH´ , i.e.

L2
³
σ, bH´ := ¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄Λ2 .

COROLLAIRE Si bh est scalairement σ-intégrable, alors l’espace de Banach L2 ³σ, bH´ est
un espace de Hilbert.

Plus précisément, pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ et θ ∈ Λ2

³
σ, bH´ , les fonctions

(ζ| θ)¦ : λ 7−→ (ζ (λ)| θ (λ))λ et kζk¦ : λ 7−→ kζ (λ)kλ
sont σ-mesurables, (ζ| θ)¦ ∈ L1 (σ) et kζk¦ ∈ L2 (σ) . En outre, pour tout θ0 ∈ Λ2

³
σ, bH´ tel

que θ = θ0 scalairement σ-p.p. , on a (ζ| θ)¦ = (ζ| θ0)¦ σ-p.p. .

Le produit scalaire de L2
³
σ, bH´ est donné par

(ζ| θ)L2 =
Z
(ζ| θ)¦ dσ pour tout ζ, θ ∈ L2

³
σ, bH´ .

En effet, il existe une suite (ζk) ⊂
¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ telle que ζ (λ) = limk ζk (λ) dansbH (λ) pour σ-presque tout les λ ∈ Λ . Mais pour tout ϕ ∈ F et f ∈ L∞ (σ) , la fonction³

f · bhϕ¯̄̄ θ´
¦
= f ·hϕ| θi est σ-mesurable, et il en est donc de même de (ζk| θ)¦ par combinaisons

linéaires, puis de (ζ| θ)¦ = limk (ζk| θ)¦ . On en déduit également que (ζk| θ)¦ = (ζk| θ0)¦ σ-p.p. ,
puis que (ζ| θ)¦ = (ζ| θ0)¦ σ-p.p. . CommeZ ∗

|(ζ| θ)¦| dσ 6
Z ∗

kζk¦ · kθk¦ dσ 6 kζk2 · kθk2 <∞ ,

les premières assertions sont démontrées.
Il est alors clair que

(ζ, θ) 7−→
Z
(ζ| θ)¦ dσ

est un produit scalaire sur L2
³
σ, bH´ induisant la norme k·k2 . ¤
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REMARQUE 2 Rappelons (cf. définition 3.12.1) qu’une application θ : Λ −→ F † est dite
scalairement σ-négligeable si, pour tout ϕ ∈ F , on a hϕ| θi = 0 σ-presque partout ; l’ensemble
de mesure nulle dépend évidemment de ϕ !

Si ζ ∈ L2
³
σ, bH´ possède un représentant, pour l’égalité scalaire σ-p.p. , qui soit scalaire-

ment σ-négligeable, nous allons montrer dans le théorème qui suit que ζ = 0 , i.e. ζ = 0 σ-p.p. .
En d’autre termes l’égalité σ-p.p. et l’égalité scalaire σ-p.p. coïncident sur L2

³
σ, bH´ .

THEOREME Si bh est scalairement σ-intégrable, alors l’application canonique
ζ 7−→ [ζ] : L2

³
σ, bH´ −→ Λ2

³
σ, bH´. {θ = 0 scal. σ-p.p.}

est unitaire.

Montrons tout d’abord que c’est une isométrie. On a évidemment

k[ζ]k2 := infθ=ζ scal. σ-p.p. kθk2 6 kζk2 .
Pour l’autre inégalité, si θ = ζ scalairement σ-p.p. , pour tout ϕ ∈ F et f ∈ L∞ (σ) , on a³

f · bhϕ¯̄̄ ζ´
¦
= f · hϕ| ζi = f · hϕ| θi =

³
f · bhϕ¯̄̄ θ´

¦
σ-p.p. ,

donc

kζk2 = supϑ∈|bh(F )ihL∞(σ)|,kϑk261
¯̄̄̄Z
(ϑ| ζ)¦ dσ

¯̄̄̄
=

= supϑ∈|bh(F )ihL∞(σ)|,kϑk261
¯̄̄̄Z
(ϑ| θ)¦ dσ

¯̄̄̄
6

6 supϑ∈|bh(F )ihL∞(σ)|,kϑk261
Z ∗

kϑk¦ · kθk¦ dσ 6 kθk2 .

Il nous reste à montrer la surjectivité. Soit donc θ ∈ Λ2
³
σ, bH´ . La fonction

ϑ 7−→
Z
(ϑ| θ)¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ K

est une forme semi-linéaire continue, puisque¯̄̄̄Z
(ϑ| θ)¦ dσ

¯̄̄̄
6
Z ∗

kϑk¦ · kθk¦ dσ 6 kϑk2 · kθk2 .

Utilisant le théorème de représentation de Riesz, il existe ζ ∈ L2
³
σ, bH´ tel que

(ϑ| ζ)L2 =
Z
(ϑ| θ)¦ dσ pour tout ϑ ∈ L2

³
σ, bH´ .

Pour tout ϕ ∈ F et f ∈ L∞ (σ) , on a alorsZ
f · hϕ| θi dσ =

Z ³
f · bhϕ¯̄̄ θ´

¦
dσ =

³
f · bhϕ¯̄̄ ζ´

L2
=

Z
f · hϕ| ζi dσ .

Remarquons mainteneant que hϕ| θ − ζi ∈ L1 (σ) , puisque cette fonction est σ-mesurable et
que

khϕ |θ − ζ ik1 =
°°°³bhϕ¯̄̄ θ − ζ

´
¦

°°°
1
6
°°°bhϕ°°°

2
· kθ − ζk2 <∞ .
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Elle est donc σ-modérée et grâce à l’exemple 1.16.1, qui montre que L∞ (σ) est un espace test,
on en tire θ = ζ scalairement σ-presque partout (cf. lemme 1.16.iii).

Nous aurions aussi pu utiliser le fait que L∞,• (σ) est le dual fort de L1 (σ) , résultat que
nous n’avons malheureusement pas démontré (cf. exemple 3.8.2 et remarque 3.8). ¤

REMARQUE 3 Ce qui précède peut être généralisé de la manière suivante. Si G est un
espace test de fonctions contenu dans L2 (σ) , il suffit de supposer que bh est scalairement
σ-intégrable sur G , i.e. pour tout γ ∈ G , le champ γ · bh est scalairement σ-intégrable.

On peut par exemple prendre l’espace vectoriel KL∞ (σ) des fonctions essentiellement bor-
nées à support compact, muni de la topologie finale par aux sous-espaces vectoriels KL∞ (σ,K)
des fonctions essentiellement bornées à support dans K ∈ K (X) muni de la norme k·k∞,K , et
supposer que bh est scalairement σ-intégrable sur chaque compact de Λ . L’espace KL∞ (σ) , au
contraire de L∞ (σ) , est contenu dans L2 (σ) , mais son dual n’est pas des plus agréables. Ceci
conduit à introduire d’autres espaces test, par exemple K (Λ) dans le cas localement compact.

DEFINITION 4 Si bh est scalairement σ-intégrable sur G , l’application sesquilinéaire à
droite

(ϕ, γ) 7−→ γ · bhϕ : F ×G −→ Λ2
³
σ, bH´

induit une application linéaire |F i hG| −→ Λ2
³
σ, bH´ dont le sous-espace vectoriel image sera

noté
¯̄̄bh (F )EDG¯̄̄ . On désigne alors par L2 ³σ, bH´ la fermeture de ¯̄̄bh (F )EDG¯̄̄ dansΛ2

³
σ, bH´ .

Remarquons, si bh est en plus scalairement σ-intégrable, que pour tout ϕ ∈ F , on a °°°bhϕ°°°
¦
∈

L2 (σ) ; il existe donc une suite croissante (Al)l∈N de parties σ-intégrables telle que
°°°bhϕ°°°

¦

s’annule hors de
S
l∈NAl . On en déduit que bhϕ = liml 1Al ·bhϕ dans Λ2

³
σ, bH´ . Puisque G est

dense dans L2 (σ) (cf. théorème 1.16.i) et que 1Al ∈ L2 (σ) , on en déduit que bhϕ appartient à
la fermeture de

¯̄̄bh (F )EDG¯̄̄ dans Λ2
³
σ, bH´ , i.e.¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄Λ2 ⊂ ¯̄̄bh (F )EDG¯̄̄Λ2 .

Réciproquement soit γ ∈ G et posons Al := {|γ| 6 l} pour tout l ∈ N∗ . On a 1Al · γ ∈ L∞ (σ)
et comme γ · bhϕ = liml 1Al · γ · bhϕ dans Λ2

³
σ, bH´ , on obtient l’autre inclusion.

REMARQUE 4 Le théorème est encore valable dans cette situation générale en utilisant
l’intégration essentielle. Il faut alors considérer les relations d’équivalence ”égalité localement
σ-p.p. ” et ”égalité scalaire localement σ-p.p. ” .

EXERCICE Soit A une partie de Λ .

(a) Montrer que Λ2
³
σ, 1A · bH´ est contenu et fermé dans Λ2

³
σ, bH´ .

(b) Si A est σ-mesurable, montrer que

Λ2
³
σ, 1A · bH´ = 1A ·Λ2

³
σ, bH´ = Λ2

³
1A · σ, bH´
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en explicitant les applications permettant l’identification.

(c) Si A est σ-mesurable et bh scalairement σ-intégrable, alors
L2
³
σ, 1A · bH´ = 1A · L2 ³σ, bH´ = L2 ³1A · σ, bH´ .

REMARQUE 5 Si dans la définition 1 on remplace l’intégrale supérieure par l’intégrale
supérieure essentielle et dans la définition 2 on calcule modulo l’égalité locale σ-p.p., l’espace
Λ2
³
σ, bH´ ne change pas.
En effet une fonction essentiellement de carré σ-intégrable est égale localement σ-p.p. à une

fonction de carré σ-intégrable.
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5.13 Intégration d’une famille de sous-espaces hilbertiens

Rappelons que si F est tonnelé, il en est de même de |F i i hF | (cf. corollaire 2.14). D’après
l’exemple 2.10.4 on a F~ = (Ffine)

† , donc

(|F i hF |)~ = L
¡
F,F~

¢
= L

³
Ffine, (Ffine)

†
´
=
³
|Ffinei i hFfine|

´†
(cf. remarque 3.13.1). En fait on a |Ffinei i hFfine| =

³
|F i i hF |

´
fine

.

LEMME Si bh est scalairement σ-intégrable, alors R bh dσ ∈ (|F i hF |)~ est le noyau d’un
sous-espace hilbertien H de F~ et, pour tout ϕ ∈ F , on aµZ bhdσ¶ϕ =

Z bhϕ dσ ,
ainsi que °°°bhϕ°°°2

2
=

°°°°µZ bhdσ¶ϕ

°°°°2
H
.

Pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a¿
ψ

¯̄̄̄µZ bhdσ¶ϕ

À
=

¿
|ψi hϕ|

¯̄̄̄Z bh dσÀ = Z D
|ψi hϕ|

¯̄̄bhE dσ = Z D
ψ
¯̄̄bhϕE dσ =

=

Z Dbhψ¯̄̄ϕE dσ = . . . = ¿µZ bh dσ¶ψ

¯̄̄̄
ϕ

À
et ¿

ϕ

¯̄̄̄µZ bhdσ¶ϕ

À
=

Z D
ϕ
¯̄̄bhϕE dσ > 0 ,

ce qui montre que
R bh dσ ∈ L+ (F, F~) . Comme Ffine est un espace tonnelé (cf. exemple

2.13.4), le théorème de Schwartz 5.12 et le lemme 5.12 montrent que
R bh dσ est le noyau d’un

sous-espace hilbertien de F~ . Les deux formules sont immédiates :¿
ψ

¯̄̄̄µZ bhdσ¶ϕ

À
=

Z D
ψ
¯̄̄bhϕE dσ = ¿ψ ¯̄̄̄Z bhϕ dσÀ

et °°°bhϕ°°°2
2
=

Z °°°bhϕ°°°2
¦
dσ =

Z D
ϕ
¯̄̄bhϕE dσ = ¿ϕ ¯̄̄̄µZ bh dσ¶ϕ

À
=

°°°°µZ bhdσ¶ϕ

°°°°2
H
.

¤

DEFINITION Si bh est scalairement σ-intégrable, on désigne par
R bH dσ le sous-espace

hilbertien de F~ dont le noyau est
R bhdσ .
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Il nous faut maintenant répondre à la question : sous quelles conditions est-ce que
R bH dσ

est un sous-espace hilbertien de F † ?

THEOREME Considérons les propriétés suivantes :

(i)
°°°bhϕ°°°

¦
∈ L2 (σ) pour tout ϕ ∈ F et la fonction ϕ 7−→

°°°bhϕ°°°
2
est une semi-norme continue

sur F .

(ii)
°°°bhϕ°°°

¦
∈ L2 (σ) pour tout ϕ ∈ F et la fonction ϕ 7−→

°°°bhϕ°°°
2
est une semi-norme de

Mackey sur F .

(iii) bh est scalairement σ-intégrable et il existe un sous-espace hilbertien H ,→ F † de noyau h
tel que

H =
Z bH dσ i.e. khϕkH =

°°°bhϕ°°°
2
pour tout ϕ ∈ F .

(iv) bh est σ-intégrable dans Ls ¡F,F †¢ .
(v) bh est scalairement σ-intégrable dans Ls ¡F,F †¢ .
(vi) Pour tout ϕ ∈ F , on a

°°°bhϕ°°°
¦
∈ L2 (σ) .

Alors

(i) =⇒ (ii)⇐⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (v) =⇒ (vi) .

Si F est tonnelé, alors (v) ⇒ (i) . Si F est un espace localement convexe final par rapport à
une famille d’applications linéaires Tj : Fj −→ F , chaque Fj étant un espace de Fréchet, alors
(vi)⇒ (i) .

(i) ⇒ (ii) C’est évident, puisque la topologie de Mackey est la plus fine des topologies
localement convexes compatibles avec la semi-dualité


F |F †

®
(cf. proposition 3.11.iii).

(ii) ⇒ (iii) Il suffit de poser H :=
R bH dσ ,→ F~ . L’équivalence des deux égalités découle

du théorème d’unicité 5.3 et du lemme ci-dessus et H est un sous-espace hilbertien de F † par
le théorème de Schwartz (cf. remarque 5.11.1).

(iii) ⇒ (ii) Puisque H est un sous-espace hilbertien de F † , la proposition 5.1 montre que

ϕ 7−→
°°°bhϕ°°°

2
= khϕkH

est une semi-norme de Mackey.

(iii) ⇒ (iv) Par définition (cf. proposition et définition 3 de 3.12), il nous suffit de prouver
que

t 7−→
°°°Dt ¯̄̄bhE°°°

1

est une semi-norme continue sur |Fτi i hFτ | , c’est-à-dire que

(ψ,ϕ) 7−→
°°°D|ψi hϕ| ¯̄̄bhE°°°

1
=
°°°Dψ ¯̄̄bhϕE°°°

1

est séparément une semi-norme de Mackey. Or°°°Dψ ¯̄̄bhϕE°°°
1
=

Z ¯̄̄D
ψ
¯̄̄bhϕE¯̄̄ dσ 6 °°°bhψ°°°

2
·
°°°bhϕ°°°

2
,
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d’où notre assertion par la proposition 5.1.

(iv) ⇒ (v) C’est évident.

(v) ⇒ (vi) C’est évident par le lemme 5.12.iv.

(v) ⇒ (i) Pour cette implication nous supposons que F est tonnelé. Par hypothèse
R bh dσ ∈

L+
¡
F,F †

¢
, donc

ϕ 7−→
°°°bhϕ°°°

2
=

¿
ϕ

¯̄̄̄µZ bhdσ¶ϕ

À1
2

est une semi-norme continue sur F par le lemme 5.11, ce qu’il fallait démontrer.

(vi) ⇒ (i) Nous supposons maintenant que F est un espace localement convexe final par
rapport à une famille d’applications linéaires Tj : Fj −→ F , chaque Fj étant un espace de
Fréchet. Il nous suffit de prouver que

ϕ 7−→ bhϕ : F −→ L2
³
σ, bH´

est continue. L’hypothèse nous ramène au cas où F est un espace de Fréchet et, par le théo-
rème du graphe fermé 3.14, il nous reste à montrer que, pour toute suite (ϕk) ⊂ F telle que

ϕ := limk ϕk existe dans F et θ := limk bhϕk existe dans L2 ³σ, bH´ , on a θ = bhϕ . Mais

d’après le théorème 5.12 nous pouvons extraire une sous-suite
¡
ϕα(l)

¢
telle que θ = liml bhϕα(l)

ponctuellement σ-presque partout dans F † . La continuité des bh (λ) : F −→ F † prouve alors
notre assertion, puisque θ = liml bhϕα(l) = bh ¡liml ϕα(l)

¢
= bhϕ tout d’abord σ-p.p. , puis dans

L2
³
σ, bH´ . ¤

REMARQUE D’après le théorème de Gelfand-Dunford 3.12, il suffit que F satisfasse à la
propriété (GDF ) pour que (vi)⇒(i) (cf. lemme 5.12.iv).
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5.14 Décomposition d’un sous-espace hilbertien

L’assertion (iv) du théorème 5.13 est la plus simple et correspond aux besoins pratiques.

DEFINITION Soit H ,→ F † un sous-espace hilbertien. Si bH est une famille de sous-espaces
hilbertiens de F † qui soit scalairement σ-intégrable, i.e. bh est scalairement σ-intégrable, et telle
que H =

R bHdσ , i.e.
khϕk2H =

Z °°°bhϕ°°°2
¦
dσ pour tout ϕ ∈ F ,

nous dirons que
³
σ, bH´ est une décomposition du sous-espace hilbertien H dans F † , ou bien

simplement que l’on a la décomposition

H =
Z bH dσ dans F † .

THEOREME Si H =
R bH dσ dans F † , alors tout champ ζ ∈ L2

³
σ, bH´ est σ-intégrable

dans F † , l’application linéaireZ
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ F † : ζ 7−→

Z
ζ dσ

est continue et l’image de L2
³
σ, bH´ par cette application est H , i.e.Z ³

L2
³
σ, bH´´ dσ = H .

Par définition, pour montrer que ζ est σ-intégrable dans F †, il suffit de constater que, pour
tout ϕ ∈ F , on aZ ∗

|hϕ| ζi| dσ =
Z ∗ ¯̄̄³bhϕ¯̄̄ ζ´

¦

¯̄̄
6
Z ∗ °°°bhϕ°°°

¦
· kζk¦ dσ 6

°°°bhϕ°°°
2
· kζk2 <∞ ,

et que ϕ 7−→
°°°bhϕ°°°

2
est une semi-norme continue sur Fτ par le théorème 5.13, (iv)⇒(ii).

L’application
R
¦ dσ est évidemment continue, puisque¯̄̄̄¿
ϕ

¯̄̄̄Z
ζ dσ

À¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z
hϕ| ζi dσ

¯̄̄̄
6
Z
|hϕ| ζi| dσ 6

°°°bhϕ°°°
2
· kζk2 .

FinalementÃ∙Z
¦ dσ

¸†
ϕ

¯̄̄̄
¯ ζ
!
L2

=

¿
ϕ

¯̄̄̄Z
ζ dσ

À
=

Z ³bhϕ¯̄̄ ζ´ dσ = ³bhϕ¯̄̄ ζ´
L2
,

ce qui montre que le noyau de
R ³
L2
³
σ, bH´´ dσ ,→ F † estZ ∙Z

¦ dσ
¸†
: ϕ 7−→

Z bhϕ dσ = µZ bh dσ¶ϕ ,
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i.e.
R bhdσ = h , d’où le résultat. ¤

REMARQUE 1 Nous pouvons maintenant interpréter le théorème à l’aide du théorème 5.4.
La formule

H =
Z ³

L2
³
σ, bH´´

signifie que
R
¦ dσ est une isométrie de Ker

¡R
¦ dσ

¢⊥L2
sur H , en particulier que tout élément

ξ ∈ H est de la forme
R
ζ dσ pour un ζ ∈ L2

³
σ, bH´ . On dit que ζ est une décomposition de

ξ . D’autre part Ker
¡R
¦ dσ

¢
est l’ensemble des ζ ∈ L2

³
σ, bH´ tels que

0 =

¿
ϕ

¯̄̄̄Z
ζ dσ

À
=

Z
hϕ| ζi dσ =

³bhϕ¯̄̄ ζ´
L2

pour tout ϕ ∈ F ,

donc µ
Ker

µZ
¦ dσ

¶¶⊥L2
= bh (F )L2 .

Il est important de bien distinguer

bh (F )L2 et L2
³
σ, bH´ = ¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄Λ2 .

La décomposition de Parseval bξ de ξ ∈ H est l’unique décomposition ζ de ξ adhérente àbh (F ) . C’est aussi l’unique décomposition telle que kζk2 soit minimale ou que kξkH = kζk2 .
Par exemple, la décomposition de Parseval chϕ de hϕ est bhϕ , car on a hϕ = ³R bhdσ´ϕ =R bhϕ dσ et bhϕ ∈ bh (F ) !
L’application ξ 7−→ bξ est une isométrie de H sur bh (F )L2 prolongeant hϕ 7−→ bhϕ . Comme

tout ξ ∈ H est limite d’une suite (hϕk) , h (F ) étant dense dans H , on a bξ = limbhϕk , ce qui
permet en principe de calculer bξ !

Pour tout ξ, η ∈ H , on a

(ξ| η)H =
Z
(ζ |bη )¦ dσ ,

quel que soit la décomposition ζ de ξ . En particulier l’adjointe de ξ 7−→ bξ : H −→ L2
³
σ, bH´

est
R
¦ dσ , puisqueµ

ζ

¯̄̄̄µZ
¦ dσ

¶∗
η

¶
L2
=

µZ
ζ dσ

¯̄̄̄
η

¶
H
=

Z
(ζ |bη )¦ dσ = (ζ|bη)L2 .

REMARQUE 2 Avec la notation du théorème 5.12, tout θ ∈ Λ2
³
σ, bH´ est σ-intégrable

dans F † et Z
θ dσ =

Z
[θ] dσ ∈ H ,

mais on peut avoir kθk2 > k[θ]k2 .
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REMARQUE 3 Considérons la généralisation décrite dans la remarque 5.12.4. Soit G un
espace test de fonctions contenu dans L2 (σ) . D’après la remarque 3.13.1, le semi-dual faible

de |F i i hG| est Ls
¡
G,F †

¢
, celui de

¯̄̄
|F i i hG|

E
i

D
|F i i hG|

¯̄̄
étant Ls

³
|F i i hG| ,Ls

¡
G,F †

¢´
=

Ls
µ
|F i i hG| ,

³
|F i i hG|

´†¶
. Etant donné ζ : Λ −→ F † , nous utiliserons les notations

¦ (λ) · ζ (λ) : G −→ F † : γ 7−→ γ (λ) · ζ (λ)
et

¦ · ζ : Λ −→ Ls
¡
G,F †

¢
: λ 7−→ ¦ (λ) · ζ (λ)

PROPOSITION L’application

|¦|2 · bh : Λ −→ Ls
¡
G,Ls

¡
F,F †

¢¢
: λ 7−→ |¦ (λ)|2 · bh (λ) ,

est σ-intégrable dans Ls
¡
G,Ls

¡
F, F †

¢¢
si, et seulement si, les fonctions

ϕ 7−→
°°°γ · bhϕ°°°

2
et γ 7−→

°°°γ · bhϕ°°°
2

sont des semi-normes de Mackey sur F et G respectivement.

Dans ce cas, pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ et γ ∈ G , le champ γ · ζ est σ-intégrable dans F † ,

les applications Z
¦ · ζ dσ : G −→ F † : γ 7−→

Z
γ · ζ dσ

et

L2
³
σ, bH´ −→ Ls

¡
G,F †

¢
: ζ 7−→

Z
¦ · ζ dσ

sont respectivement faiblement continue et continue. La seconde est injective, et le noyau du
sous-espace hilbertien

L2
³
σ, bH´ ,→ Ls

¡
G,F †

¢
est donné par

|F i i hG| −→ Ls
¡
G,F †

¢
: |ϕi hγ| 7−→

Z
¦ · γ · bhϕ dσ .

Par définition l’intégrabilité de |¦|2 · bh signifie que la fonction
F × F ×G −→ R+ : (ϕ,ψ, γ) 7−→

Z
|γ|2 ·

¯̄̄D
ϕ
¯̄̄bhψE¯̄̄ dσ

est séparément une semi-norme de Mackey. En particulier, pour tout γ ∈ G , le champ |γ|2 · bh
est σ-intégrable dans Ls

¡
F, F †

¢
. Par le théorème 5.13, (iii)⇒(ii), appliqué à |γ|2 ·bh , la fonction

ϕ 7−→
°°°γ · bhϕ°°°

2
est une semi-norme de Mackey sur F , carZ °°°|γ|2 · bh¦°°°2

|γ|2· bH dσ =
Z

1

|γ| ·
°°°|γ|2 · bh¦°°°2bH dσ =

Z °°°γ · bh¦°°°2bH dσ = °°°γ · bh¦°°°22 .
D’autre part Z

|γ|2 ·
¯̄̄D
ϕ
¯̄̄bhϕE¯̄̄ dσ = Z °°°γ · bhϕ°°°2

¦
dσ =

°°°γ · bhϕ°°°2
2
,
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donc γ 7−→
°°°γ · bhϕ°°°

2
est aussi une semi-norme de Mackey.

Etant donné ϕ ∈ F et γ ∈ G , l’intégrabilité de ¦ · γ · bhϕ signifie que la fonction
F ×G −→ R+ : (ψ, θ) 7−→

Z ¯̄̄D
ψ
¯̄̄
θ · γ · bhϕE¯̄̄ dσ

est séparément une semi-norme de Mackey. En particulier en prenant θ = γ le champ |γ|2 · bhϕ
est σ-intégrable dans F † .

Par le théorème 5.13, (iii)⇒(ii), appliqué à |γ|2 · bh , la fonction ϕ 7−→
°°°γ · bhϕ°°°

2
est une

semi-norme de Mackey sur F , carZ °°°|γ|2 · bh¦°°°2
|γ|2· bH dσ =

Z
1

|γ|2
·
°°°|γ|2 · bh¦°°°2bH dσ =

Z °°°γ · bh¦°°°2bH dσ = °°°γ · bh¦°°°22 .
D’autre part Z ¯̄̄D

ψ
¯̄̄
θ · γ · bhϕE¯̄̄ dσ = Z °°°|γ| · bh¦°°°2

|γ|· bH dσ =
°°°p|γ| · bh¦°°°2

2
,

donc γ 7−→
°°°p|γ| · bhϕ°°°

2
est aussi une semi-norme de Mackey.

Dans ce cas, pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ et γ ∈ G , on a¯̄̄̄¿

ϕ

¯̄̄̄Z
γ · ζ dσ

À¯̄̄̄
6
Z ∗

|hϕ| γ · ζi| dσ 6
Z ∗ ¯̄̄³

γ · bhϕ¯̄̄ ζ´
¦

¯̄̄
dσ 6

6
Z ∗ °°°γ · bhϕ°°°

¦
· kζk¦ dσ 6

°°°γ · bhϕ°°°
2
· kζk2 <∞ ,

ce qui montre que le champ γ · ζ est σ-intégrable dans F † . La continuité des applications
découle de l’inégalité¯̄̄̄¿

ϕ

¯̄̄̄Z
γ · ζ dσ

À¯̄̄̄
6
Z ∗

|hϕ| γ · ζi| dσ 6
°°°γ · bhϕ°°°

2
· kζk2 .

Montrons l’injectivité. Si
R
¦ · ζ dσ = 0 , pour tout γ ∈ G et ϕ ∈ F , on a

0 =

¿
ϕ

¯̄̄̄Z
γ · ζ dσ

À
=

Z
γ · hϕ |ζ i dσ ,

donc hϕ |ζ i = 0 localement σ-p.p. puisque G est un espace test, et par suite ζ = 0 σ-p.p. par
le théorème 5.12 (cf. remarque 5.12.3).

On peut donc considérer L2
³
σ, bH´ comme un sous-espace hilbertien de Ls ¡G,F †¢ . Cal-

culons son noyau. Pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G , on a
|ϕi hγ|

¯̄
ζ
®
=

¿
ϕ

¯̄̄̄Z
γ · ζ dσ

À
=

Z
γ · hϕ| ζi dσ =

³
γ · bhϕ¯̄̄ ζ´

L2
.

Ce noyau comme application linéaire de |F i i hG| dans Ls
¡
G,F †

¢
est donc donné par

|ϕi hγ| 7−→
Z
¦ · γ · bhϕ dσ .

Il provient évidemment de l’application sesquilinéaire à droite

F ×G −→ Ls
¡
G,F †

¢
: (ϕ, γ) 7−→

Z
¦ · γ · bhϕ dσ .
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Son image s’identifie au sous-espace vectoriel de L2
³
σ, bH´ que nous avons noté ¯̄̄bh (F )EDG¯̄̄ .

¤
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5.15 Espaces de Hilbert à noyaux reproduisants

C’est le cas très particulier de l’exemple 5.2.5, où X est un espace discret. On a alors

K (X) = K(X) et M (X) = KX .

DEFINITION On dit qu’un espace vectoriel de fonctions H sur un ensemble X , muni
d’une structure d’espace de Hilbert, est un espace de Hilbert à noyau reproduisant sur X si H
est un sous-espace hilbertien de KX , i.e. si l’injection canonique

j : H ,→ KX : ξ 7−→ (ξ (x))x∈X

est continue.

Cela signifie que, pour tout x ∈ X , l’évaluation

δx : ξ 7−→ ξ (x) : H −→ K

est continue, ou encore que la convergence dans H implique la convergence simple sur X .
L’adjointe de l’injection canonique est alors

j† : K(X) −→ H† : ϕ 7−→
X
x∈X

ϕ (x) · |δxi ,

i.e.

j†1{x} = |δxi pour tout x ∈ X ,

où
¡
1{x}

¢
x∈X désigne la base canonique de K

(X) . En effet
ξ
¯̄
j†1{x}

®
H =


ξ
¯̄
1{x}

®
KX = ξ (x) = hξ |δx iH .

Le noyau du sous-espace hilbertien H est ainsi donné, d’après la remarque 5.1.2, par

h = jR−1j† : ϕ 7−→
X
x∈X

ϕ (x) ·R−1 |δxi : K(X) −→ KX .

D’après l’exemple 3.13.1, ce noyau hermitien positif est défini par une unique fonction-noyau

h : X ×X −→ K : (x, y) 7−→

1{x}

¯̄
h1{y}

®
=

1{x}

¯̄
R−1δy

®
tel que

hϕ (x) =
X
y∈X

h (x, y) · ϕ (y) pour tout ϕ ∈ K(X) et tout x ∈ X .

Pour tout x, y ∈ X , on a

h (x, y) = h (y, x) ,

et la positivité signifie que, pour tout ϕ ∈ K(X) , on aX
x,y∈X

ϕ (x) · h (x, y) · ϕ (y) = hϕ|hϕi > 0 ,
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i.e. que pour toutes suites finies (cj)j=1,...,n ⊂ K et (xj)j=1,...,n ⊂ X , on a
nX

k,l=1

ck · cl · h (xk, yl) > 0 ;

on dit que cette fonction-noyau est de type positif .
Remarquons encore, pour tout x, y ∈ X , que

h (·, y) = R−1δy = h1{y} ∈ H
et que la propriété caractéristique du noyau (cf. corollaire 5.1) s’écrit

1{x}
¯̄
ξ
®
K(X) =

¡
R−1δx

¯̄
ξ
¢
H

c’est-à-dire

ξ (x) = (h (·, x)| ξ)H pour tout ξ ∈ H .

On dit que c’est la propriété de reproduction et que h (·, ·) est le noyau reproduisant de H .

En outre

PROPOSITION Soit H un espace de Hilbert à noyau reproduisant h sur X .

(i) La famille de fonctions (h (·, x))x∈X est totale dans H et

h (x, y) = (h (·, x)|h (·, y))H pour tout x, y ∈ X .

(ii) Soit x ∈ X . On a

kδxk = kh (·, x)kH
et

kh (·, x)k2H = h (x, x) .
Si la fonction h (·, x) 6= 0 , alors h (x, x) 6= 0 et

infξ∈H,ξ(x)=1 kξkH =
1

h (x, x)
1
2

=

°°°° h (·, x)h (x, x)

°°°°
H
.

(iii) Pour toute partie A ⊂ X , on a

kξk∞,A 6 supx∈A h (x, x)
1
2 · kξkH ,

i.e. la convergence dans H entraîne la convergence uniforme sur toute partie A de X où la
fonction

x 7−→ h (x, x) : X −→ R+
est bornée.

En particulier, pour tout x ∈ X et tout ξ ∈ H tel que kξkH 6 1 , on a

|ξ (x)| 6 h (x, x)
1
2 =

h (¦, x)
kh (·, x)k (x) .

(iv) Si (²j)j∈J est une base hilbertienne de H , alors (²j (x))j∈J ∈ `2 (J) pour tout x ∈ X ,
(|²ji h²j|)j∈J est sommable dans KX×X et

h =
X
j∈J
|²ji h²j| : (x, y) 7−→

X
j∈J
²j (x) · ²j (y) .
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La convergence est uniforme séparément en chaque variable sur toute partie de X où la
fonction x 7−→ h (x, x) : X −→ R+ est bornée.
(v) Si X est un espace topologique et H ⊂ C (X) , alors la fonction x 7−→ h (x, x) : X −→ R+
est s.c.i..

(vi) Réciproquement toute fonction-noyau h : X×X −→ K hermitienne de type positif définit
un sous-espace hilbertien à noyau reproduisant H ,→ KX .

En particulier si Ξ = (Ξx)x∈X est une famille dans un espace de Hilbert X ou bien (fj)j∈J
est une famille de KX telle que (fj (x))j∈J ∈ `2 (J) pour tout x ∈ X , alors

h (x, y) := (Ξx|Ξy)X ,

ou plus particulièrement

h (x, y) :=
X
j∈J
fj (x) · fj (y) ,

est une fonction-noyau hermitienne de type positif et toute fonction-noyau hermitienne de type
positif est de ce type.

Dmonstration de (i) C’est immédiat par le corollaire 1.4 et la propriété de reproduc-
tion.

Dmonstration de (ii) La première partie est immédiate, puisque R est une isométrie
de H sur H† , et on a

kh (·, x)k2H = (h (·, x)|h (·, x))H = h (x, x)
par la propriété de reproduction. La seconde partie découle de la formule démontrée dans
l’exercice 3.8.2 :

infξ∈H,ξ(x)=1 kξkH = d (0, {h·| δxi = 1}) =
1

kδxk
=

1

h (x, x)
1
2

=

°°°° h (·, x)h (x, x)

°°°°
H
.

Dmonstration de (iii) C’est immédiat puisque par la propriété de reproduction et l’in-
égalité de Cauchy-Schwarz on a

|ξ (x)| 6 kh (·, x)kH · kξkH .

Dmonstration de (iv) En effet le j-ième coefficient de Fourier de h (·, x) est
(²j|h (·, x))H = ²j (x)

et

h (x, y) = (h (·, x)|h (·, y))H =
ÃX
k∈J

(²k|h (·, x))H · ²k

¯̄̄̄
¯X
l∈J
(²l|h (·, y))H · ²l

!
=

=
X
k,l∈J

(²k|h (·, x))H · (²l|h (·, y))H · (²k| ²l) =
X
j∈J
²j (x) · ²j (y) .

Si A ⊂ X est telle que supx∈A h (x, x) < ∞ , pour tout y ∈ X et toute partie finie I ⊂ J , il
vient °°°°°X

j∈I
²j (¦) · ²j (y)

°°°°°
∞,A

= supx∈A

¯̄̄̄
¯X
j∈I
(²j|h (·, y))H · ²j

¯̄̄̄
¯ (x) 6
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6 supx∈A h (x, x)
1
2 ·
°°°°°X
j∈I
(²j|h (·, y))H · ²j

°°°°°
H

.

La convergence uniforme en découle puisque le mebre de droite converge vers 0 suivant l’en-
semble filtré croissant Pf (J) .

Dmonstration de (v) En effet

h (x, x) = supK∈K(J)
X
j∈K

|²j (x)|2 .

Dmonstration de (vi) C’est immédiat par le théorème de Schwartz 5.11 puisque ϕ 7−→
h (ϕ,ϕ)

1
2 : K(X) −→ R est évidemment une semi-norme continue, K(X) étant muni de la topo-

logie localement convexe la plus fine.
Si h (x, y) := (Ξx|Ξy)X , on a

h (x, y) = (Ξx|Ξy)X = (Ξy|Ξy)X = h (y, x) ,
et pour tout ϕ ∈ K(X) , il vientX

x,y∈X
ϕ (x) · h (x, y) · ϕ (y) =

X
x,y∈X

ϕ (x) · (Ξx|Ξy)X · ϕ (y) =

=

ÃX
x∈X

ϕ (x) · Ξx

¯̄̄̄
¯X
y∈X

ϕ (y) · Ξy

!
X

=

°°°°°X
x∈X

ϕ (x) · Ξx

°°°°°
2

X

> 0 ,

ce qui finit de prouver que c’est une fonction-noyau hermitienne de type positif.
Finalement il suffit alors de prendre X := H et de poser Ξx := h (·, x) et fj (x) := ²j (x) à

l’aide de (i) et (iv). ¤

EXERCICE 1 Montrer que le produit (ponctuel sur X×X ) de deux fonctions hermitiennes
de type positif est hermitien de type positif.

Remarquer que le produit de deux opérateurs positifs bornés dans un espace de Hilbert est
positif si ces opérateurs commutent.

EXERCICE 2 Soit h : X ×X −→ K une fonction-noyau hermitienne. Montrer que h est de
type positif si, et seulement si, pour toute partie finie K ⊂ X , on a

det (h (x, y))x,y∈K > 0 .

EXERCICE 3 Soit h : X×X −→ K une fonction-noyau hermitienne de type positif. Montrer
que, pour tout x, y, z ∈ X , on a

|h (x, y)|2 6 h (x, x) · h (y, y)
et

|h (x, y)− h (x, z)|2 6 h (x, x) · |h (y, y)− 2 ·Reh (y, z) + h (z, z)| .
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5.16 Sous-espaces fermés de L2 (σ) à noyaux
reproduisants

Soit H un espace de Hilbert à noyau reproduisant sur X . Supposons que X est muni d’une
topologie séparée et que le produit scalaire de H est donné par une intégrale de Radon σ , i.e.
H @ L2 (σ) , ou encore H ⊂ L2 (σ) et

(ξ| η)H =
Z

ξ (y) · η (y) dσ (y) pour tout ξ, η ∈ H .

Pour tout x ∈ X , on a h (·, x) ∈ H et comme h (y, x) = h (x, y) , il vient

ξ (x) = (h (·, x)| ξ)H =
Z
h (x, y) · ξ (y) dσ (y) ;

les ξ ∈ H satisfont donc à une propriété de moyenne par rapport aux intégrales h (x, ·) · σ .

THEOREME

(i) On a

h (x, y) =

Z
h (x, z) · h (z, y) dσ (z) pour tout x, y ∈ X .

(ii) Tout opérateur T de L2 (σ) dans H est un opérateur intégral de noyau

x 7−→ T ∗h (·, x) : X −→ L2 (σ) .

En particulier l’orthoprojecteur PH de L2 (σ) sur H , i.e. le noyau de H ,→ L2 (σ) , est un
opérateur intégral de noyau h :

PHθ (x) = (h (·, x)| θ)H =
Z
h (x, ·) · θ dσ pour tout x ∈ X et θ ∈ L2 (σ) .

(iii) On a

H =
Z
K · h (·, y) dσ (y) ,→ L2 (σ) ,

i.e.

IdH =

Z
|h (·, x)) (h (·, x) | dσ (x) dans L (H) .

Dmonstration de (i) C’est immédiat par la propriété de reproduction.

Dmonstration de (ii) Pour tout θ ∈ L2 (σ) et ξ ∈ H , la propriété de reproduction
appliquée à Tθ montre que

Tθ (x) = (h (·, x)|Tθ)H = (T ∗h (·, x)| θ)L2(σ) =
Z
T ∗h (·, x) · θ dσ .

Le cas particulier de l’orthoprojecteur PH s’obtient immédiatement en remarquant que P ∗H est
l’injection canonique H ,→ L2 (σ) .
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Dmonstration de (iii) Le noyau de K · h (·, x) ,→ H ,→ L2 (σ) est |h (·, x)) (h (·, x)| et,
pour tout θ,ϑ ∈ L2 (σ) , grâce à (ii), on obtientZ

(θ|h (·, x)) · (h (·, x)|ϑ) dσ (x) =
Z
PHθ (x) · PHϑ (x) dσ (x) =

= (PHθ|PHϑ)L2(σ) = (θ|PHϑ)L2(σ) ,
d’où le résultat.

REMARQUE 1 Si X est localement compact, le noyau de H ,→ L2 (σ) ,→M (X) est

ϕ 7−→
Z
h (·, y) · ϕ (y) dσ (y) : K (X) −→ H .

Par la proposition 5.5 et l’exemple 5.2.5, ce noyau est égal à

ϕ 7−→ PH [ϕ] ,

d’où le résultat par (ii). ¤

REMARQUE 2 Attention, en voulant une démonstration simple du résultat de la remarque
précédente, pour tout ϕ ∈ K (X) et ξ ∈ H , on pourrait écrire

hϕ| ξi =
Z

ϕ · ξ dσ =
Z

ϕ (x)

µZ
h (x, y) · ξ (y) dσ (y)

¶
dσ (x) =

=

Z µZ
h (y, x) · ϕ (x) dσ (x)

¶
· ξ (y) dσ (y)

en ayant utilisé la propriété de reproduction et le théorème de Fubini. Mais ceci n’est possible,
grâce au théorème de Tonelli, que si par exemple x 7−→ h (x, x)

1
2 est localement σ-intégrable :

en effet dans ce cas on obtientZ ∗
|ϕ (x)|

µZ ∗
|h (x, y)| · |ξ (y)| dσ (y)

¶
dσ (x) 6

6
Z ∗

|ϕ (x)|
µZ ∗

|h (x, y)|2 dσ (y)
¶1

2

·
µZ ∗

|ξ (y)|2 dσ (y)
¶ 1

2

dσ (x) =

= kξk ·
Z ∗

|ϕ (x)| · h (x, x)
1
2 dσ (x) <∞

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le théorème (i) ci-dessus :Z
|h (x, y)|2 dσ (y) =

Z
h (x, y) · h (y, x) dσ (y) = h (x, x) .

EXEMPLE 1 La fonction-noyau de `2 (X) est 1∆ , la fonction caractéristique de la diagonale
de X ×X . Le produit scalaire est défini par l’intégrale de comptage # =

P
y∈X ²y sur l’espace

topologique discret X et la propriété de moyenne est triviale, puisque 1∆ (x, ·) ·# = ²x .

EXEMPLE 2 O. Lehto [13] a construit un exemple d’espace de Hilbert à noyau reproduisant
h formé de fonctions continues, mais tel que la fonction x 7−→ h (x, x) ne soit pas continue. Cet
exemple est décrit dans le livre de Meschkowski [14], p. 46-47.
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EXEMPLE 3 (Noyau de Bergman) Cet exemple est en fait à l’origine de la théorie des
noyaux reproduisants de Aronszajn.

Soit Ω un ouvert de C . Nous désignerons par O2 (Ω) l’espace vectoriel des fonctions holo-
morphes ξ sur Ω qui sont de carré intégrables par rapport à l’intégrale de Lebesgue λΩ sur Ω ,
i.e. telles que

kξk22 =
Z ∗

|ξ (z)|2 dλΩ (z) <∞ .

Pour tout ξ ∈ O2 (Ω) , z ∈ Ω et 0 < ρ < d (z,FrΩ) , la formule de Cauchy nous permet
d’écrire

ξ (z) =
2

ρ2
·
Z ρ

0

ξ (z) · r dr = 1

πρ2
·
Z ρ

0

µZ 2π

0

ξ
¡
z + r · eiα

¢
dα

¶
· r dr =

=
1

πρ2
·
Z
|w−z|6ρ

ξ (w) dλΩ (w) .

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|ξ (z)| 6 1

πρ2
· kξk2 ·

µZ
|w−z|6ρ

dλΩ (w)

¶ 1
2

=
1√
π · ρ · kξk2 ,

donc

supz∈K |ξ (z)| 6
1√
π · ρ · kξk2

pour tout compact K ⊂ Ω tel que d (K,FrΩ) > ρ > 0 . Par le théorème de Montel, on en
déduit que O2 (Ω) est un sous-espace vectoriel fermé de L2 (Ω) , donc un espace de Hilbert, et
en outre qu’il est à noyau reproduisant. Sa fonction-noyau s’appelle le noyau de Bergman de
Ω .

Nous allons maintenant calculer le noyau de O2 (D) ,→ CD , où D est le disque unité de C .
Remarquons tout d’abord que, pour tout k ∈ N , les fonctions

ek :=

r
k + 1

π
· idk

forment une base hilbertienne de O2 (D) .
En effet, pour tout k, l ∈ N , on a

(ek| el) =
p
(k + 1) (l + 1)

π
·
Z
zk · zl dλD (z) =

=

p
(k + 1) (l + 1)

π
·
Z 1

0

rk+l+1
µZ 2π

0

ei(l−k)·σ dσ

¶
dr =

=

p
(k + 1) (l + 1)

π
· 2π

k + l + 2
· δk,l = δk,l .

D’autre part, pour tout ξ ∈ O2 (D) et 0 < ρ < 1 , la série de Taylor ξ (z) =
P∞

l=0 al · zl
converge uniformément sur |z| 6 ρ , doncZ

|z|6ρ
zk · ξ (z) dλD (z) =

∞X
l=0

al ·
Z
|z|6ρ

zk · zl dλD (z) =
π · ρ2(k+1)
k + 1

· ak .
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Puisque |id|k · |ξ| est intégrable sur D , le théorème de Lebesgue montre alors que

(ek| ξ) =
r
k + 1

π
· limρ→1−

Z
|z|6ρ

zk · ξ (z) dλD (z) =
r

π

k + 1
· ak .

Ainsi (ek| ξ) = 0 , pour tout k ∈ N , entraîne ξ = 0 , ce qui prouve que (ek)k∈N est total dans
O2 (D) .

Nous pouvons maintenant utiliser la proposition 5.15.4. Le noyau de O2 (D) est donc

h =
X
k>0

|eki hek| ∈ CD×D .

On dit quer cette fonction-noyau est le noyau de Bergman de D et on a

h (z, w) =
X
k>0

|eki hek| (z, w) =
X
k>0

ek (z) · ek (w) =
1

π
·
X
k>0

(k + 1) · zk · wk =

=
1

π
·
Ã
−
X
k>0

idk+1

!0
(zw) =

1

π
· 1

(1− zw)2

pour tout |z| , |w| < 1 .
La propriété de reproduction, ou de moyenne, s’écrit alors

ξ (z) =
1

π
·
Z

ξ (w)

(1− zw)2
dλD (w) pour tout ξ ∈ O2 (D) et z ∈ D .
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5.17 Les semi-dualités bien plongées

Soient F un espace localement convexe séparé
et

H ,→ F † un sous-espace hilbertien.

Nous avons déjà rencontré des semi-dualités que nous dirons bien plongées. La plus simple
est (H|H) , associée au sous-espace hilbertien H ,→ F † , donc au diagramme

F
h−→ Hσ

h†
,→ F †

et à la formule

hϕ| ξiF = (hϕ| ξ)H pour tout ϕ ∈ F et ξ ∈ H .

Mais on a aussi

D (X) ,→ K (X) ,→ L2 (X) ,→M (X) ,→ D (X)0

et

hϕ|µiD(X) = hϕ|µiK(X) pour tout ϕ ∈ D (X) et µ ∈M (X) ,

lorsque X est un ouvert de Rn , ou
D (Rn) ,→ S (Rn) ,→ L2 (Rn) ,→ S (Rn)0 ,→ D (Rn)0

(cf. 4.3), ainsi que

K (X) −→ L2 (µ, ρ) ,→ L2 (µ) ,→ L2
µ
µ,
1

ρ

¶
,→M (X)

et

hϕ| ξiK(X) = hϕ| ξiρ pour tout ϕ ∈ K (X) et ξ ∈ L2
µ
µ,
1

ρ

¶
,

si µ est un intégrale de Radon sur X et si ρ est µ-mesurable et telle que 0 < m 6 ρ 6M <∞
(cf. exemple 5.4.3). Remarquons qu’un sous-espace hilbertien, L2 (µ) ci-dessus, est au centre du
diagramme, i.e. µ est l’intégrale pivot.

Mais que peut-on dire de la semi-dualité
D
L2 (µ, ρ)

¯̄̄
L2
³
µ, 1

ρ

´E
, où ρ, 1

ρ
∈ L1loc (µ) , ou

encore hL1 (µ)|L∞ (µ)i ? On a seulement

K (X) −→ L2 (µ, ρ) ,→M (X) et K (X) ,→ L2
µ
µ,
1

ρ

¶
,→M (X)

ou

K (X) −→ L1 (µ) ,→M (X) et K (X) −→ L∞ (µ) ,→M (X) ,

ainsi que

hϕ| νiK(X) = hϕ| νiµ,ρ pour tout ϕ ∈ K (X) et ν ∈ L2
µ
µ,
1

ρ

¶
,

hϕ| γiK(X) = hϕ| γiµ, 1
ρ

pour tout ϕ ∈ K (X) et γ ∈ L2 (µ, ρ) ,
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ou

hϕ| νiK(X) = hϕ| νiL1(µ) pour tout ϕ ∈ K (X) et ν ∈ L∞ (µ) ,

hϕ| γiK(X) = hϕ| γiL∞(µ) pour tout ϕ ∈ K (X) et γ ∈ L1 (µ) ,
et encore

(θ| ν)L2(µ) = hθ| νiµ,ρ pour tout θ ∈ L2 (µ) ∩ L2 (µ, ρ) et ν ∈ L2 (µ) ∩ L2
µ
µ,
1

ρ

¶
ou

(θ| ν)L2(µ) = hθ| νiL1(µ) pour tout θ ∈ L2 (µ) ∩ L1 (µ) et ν ∈ L2 (µ) ∩ L∞ (µ)
Les formules

hθ| ξ + νiL2(µ)∩L2(µ,ρ) :=
Z

θ · (ξ + ν) dµ = (θ| ξ)L2(µ) + hθ| νiµ,ρ
et

hθ| ξ + νiL2(µ)∩L1(µ) :=
Z

θ · (ξ + ν) dµ = (θ| ξ)L2(µ) + hθ| νiL1(µ)

définissent des semi-dualités entre L2 (µ) ∩ L2 (µ, ρ) et L2 (µ) ∩ L2
³
µ, 1

ρ

´
et respectivement

L2 (µ) ∩ L1 (µ) et L2 (µ) + L∞ (µ) .

Nous allons formuler un concept général englobant toutes ces situations. Soient G+ et G−
des espaces localement convexes en semi-dualité (cf. définition 3.7.2), notée

G+ ×G− −→ K : (γ, ν) 7−→ hγ| νi+ .

Rappelons que la semi-dualité hG−|G+i est définie par
hν| γi− := hγ| νi+ pour tout ν ∈ G− et γ ∈ G+ .

DEFINITION 1 Nous dirons que la semi-dualité hG+|G−i est bien plongeable par rapport
à H , s’il existe des applications linéaires j± : G± ,→ F † injectives telles que

h (F ) ⊂ j+ (G+) ∩ j− (G−)
et

hϕ |j∓θ iF =
¿
−1
j± (hϕ)

¯̄̄̄
θ

À
±

pour tout ϕ ∈ F et θ ∈ G∓ . (∗)

THEOREME Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La semi-dualité hG+|G−i est bien plongeable par rapport à H .

(ii) Il existe une application linéaire Φ : F −→ G+ faiblement continue et d’image dense telle
que h (F ) soit dense dans Φ† (G−) et que

Ξ : ϕ 7−→ hϕ : F −→ Φ† (G−)

soit faiblement continue.

(iii) Il existe une application linéaire Φ : F −→ G+ faiblement continue d’image dense et une
application linéaire j+ : G+ −→ F † faiblement continue injective telles que

h†h = j+Φ .
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Dans ce cas les applications j± sont (faiblement) continues et j− = Φ† .

(i) ⇒ (ii) Les formules (∗) montrent que les applications j∓ sont continues et que leur
adjointe sont

j†∓ : F −→ G± : ϕ 7−→
−1
j± (hϕ) .

Il suffit donc de poser Φ := j†− , car
−1
j−Ξ = j

†
+ et

−1
j− est un isomorphisme de j− (G−) sur G− .

(ii) ⇒ (iii) En vertu de l’hypothèse on a h†h = Φ†
−1
Φ†Ξ et

−1
Φ† est un isomorphisme de

Φ† (G−) sur G− . On a donc

h†h =
¡
h†h
¢†
= Ξ†

Ã
−1
Φ†

!†
Φ = j+Φ ,

en posant j+ := Ξ†
µ−1
Φ†
¶†
: G+ −→ Φ† (G−)

† −→ F † ; cette application linéaire est évidemment

(faiblement) continue injective.

(iii) ⇒ (i) Posons j− := Φ† . La formule h†h = j+Φ montre que

h (F ) = h†h (F ) = j+Φ (F ) ⊂ j+ (G+)
et, pour tout ϕ ∈ F et ν ∈ G− , que

hϕ| j−νiF =

ϕ|Φ†ν

®
F
= hΦϕ| νi+ =

¿
−1
j+ (j+Φϕ)

¯̄̄̄
ν

À
+

=

¿
−1
j+ (hϕ)

¯̄̄̄
ν

À
+

,

c’est-à-dire la formule (∗,+) .

On a également

h†h =
¡
h†h
¢†
= (j+Φ)

† = j−j
†
+ ,

ce qui montre que h (F ) ⊂ j− (G−) , puis pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G+ , que

hϕ |j+γ iF = hϕ| j+γiF =
D
j†+ϕ

¯̄̄
γ
E
−
=

¿
−1
j−j−j

†
+ϕ

¯̄̄̄
γ

À
−
=

¿
−1
j− (hϕ)

¯̄̄̄
γ

À
−
,

ce qui prouve la formule (∗,−) . ¤

Si la semi-dualité hG+|G−i est bien plongeable, nous identifierons les espaces G± avec leur
image j± (G±) , donc les applications j± avec les injections canoniques. On a alors

j†∓ : F −→ G± : ϕ 7−→ hϕ .

Nous n’écrirons pas les applications j± lorsque cela n’est pas nécessaire !
Ceci nous conduit naturellement à poser la

DEFINITION 2 Si G+ et G− sont des sous-espaces vectoriels de F † , nous dirons que la
semi-dualité hG+|G−i est bien plongée par rapport à H si l’on a

h (F ) ⊂ G+ ∩G− ,
ainsi que les formules de dualité

hϕ| νiF = hhϕ| νi+ pour tout ϕ ∈ F et ν ∈ G− (∗,+)

Claude Portenier SOUS-ESPACES HILBERTIENS 341



5.17 Les semi-dualités bien plongées

et

hϕ| γiF = hhϕ| γi− pour tout ϕ ∈ F et γ ∈ G+ . (∗,−)
Nous dirons que H est le sous-espace hilbertien pivot .

Attention, dans la formule (∗,+) on considère hϕ comme un élément de G+ , tandis que
dans la formule (∗,−) c’est un élément de G− .

Voici le diagramme résumant la situation :

REMARQUE 1 La construction d’une semi-dualité bien-plongée se fait en général de ma-
nière asymétrique comme le suggère le théorème.

Il est souvent naturel de considéré G− comme une partie de F † , par exemple s’il existe une
application linéaire naturelle Φ : F −→ G+ faiblement continue et d’image dense qui permet
d’identifier G− , le semi-dual de G+ , avec des formes semi-linéaires continues sur F grâce à
l’adjointe Φ† : G− ,→ F † . Il suffit alors de vérifier que l’application linéaire Ξ : ϕ 7−→ hϕ est
à valeurs dans G− , faiblement continue et d’image dense, ou bien qu’il existe une application
j+ : G+ −→ F † faiblement continue injective telles que

j+Φϕ = hϕ .

REMARQUE 2 L’application linéaire

Ξ : ϕ 7−→ hϕ : F −→ G−

est continue dans les cas suivants :
On considère une topologie localement convexe T sur G− compatible avec la semi-dualité

hG+|G−i . On peut alors appliqué le théorème du graphe fermé si F est tonnelé et G−,T est
respectivement un espace de Hilbert (théorème de Ptak 3.14.i et l’exemple 3.14.1), ou un espace
de Fréchet (théorème de Ptak 3.14.ii).

En effet le graphe de Ξ est celui de h†h ; mais ce dernier est fermé dans F ×F † , donc aussi
dans F ×G− , puisque G− ,→ F † est continue. ¤

REMARQUE 3 Supposons que G+ est un espace préhilbertien. Si nous voulons appliquer
la remarque 2 précédente à la topologie forte sur G− , nous sommes obligés de supposer que
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G+ est un espace de Hilbert, puisque

(G−,β)
†
β ≈

³
(G+)

†
β

´†
β
= cG+

(cf. exemple 3.8.1).

EXEMPLE 1 En revenant à l’exemple 5.4.3, si ρ, 1
ρ
∈ L1loc (µ) , alors la semi-dualité¿

L2 (µ, ρ)

¯̄̄̄
L2
µ
µ,
1

ρ

¶À
est bien plongée par rapport à L2 (µ) ,→M (X) . Par contre si 1

ρ
/∈ L1loc (µ) , alors cette semi-

dualité
D
L2 (µ, ρ)

¯̄̄
L2
³
µ, 1

ρ

´E
n’est pas plongeable par rapport à L2 (µ) , puisque K (X) n’est

pas contenu dans L2
³
µ, 1

ρ

´
.

En effet il existe ϕ ∈ K+ (X) tel que
R ∗

ϕ · 1
ρ
dµ =∞ , donc ϕ

1
2 /∈ L2

³
µ, 1

ρ

´
. ¤

La semi-dualité hH+ |H−i
Soit H− ,→ F † un sous-espace hilbertien de noyau h− ∈ L+

¡
F,F †

¢
. La remarque 5.11.2

montre que H− peut être considérer comme le semi-dual fort de l’espace de HilbertdFh− associé
à h− , l’injection canonique j− : H− ,→ F † étant l’adjointe de

Φ : F −→dFh− : ϕ 7−→ ϕ+Kerh− .

Remarquons que h (F ) est un sous-espace vectoriel dense dans H−,σ si, et seulement si,
h (F ) est dense dans H− , qui est muni de sa norme ; en outre l’application linéaire

Ξ : ϕ 7−→ hϕ : F −→ H−,σ
est continue si, et seulement si, il en est de même de Ξ : Fτ −→ H− .

Cela découle du corollaire 3.10.i et du fait que la topologie de H− est égale à la topologie
de Mackey puisque H− est tonnelé. ¤

COROLLAIRE Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La semi-dualité
DdFh− ¯̄̄H−E est bien plongeable par rapport à H .

(ii) h (F ) est un sous-espace vectoriel dense de H− et ϕ 7−→ hϕ : F −→ H−,σ est (faiblement)
continue.

(iii) Le noyau h†h de H se factorise par Φ en une application linéaire continue de Fh− dans
F † , i.e. pour tout ψ ∈ F , il existe cψ ∈ R+ tel que

|hψ|hϕi|2 6 cψ · hϕ|h−ϕi pour tout ϕ ∈ F ,

dont le prolongement canonique continu bh :dFh− −→ F † est injectif.

Dans ce cas, soit H+ := bh³dFh−´ . Si Q : H+ −→ H− désigne l’application de Riesz, alors
les noyaux h+ et h− des sous-espaces hilbertiens

H+ ,→ F † et H− ,→ F †
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sont respectivement
−1
Qj†+ : F −→ H+ : ϕ 7−→

−1
Q (hϕ) et Qj†− : F −→ H− : ϕ 7−→ Q (hϕ) .

Les équivalences ne sont qu’une reformulation de celles du théorème. Le calcul des noyaux se
fait à l’aide de la proposition et de la remarque 5.1.1, ce qui revient à écrire les formules de semi-
dualité (∗,±) à l’aide des produits scalaires de H± et de l’application de Riesz correspondante,
puis à utiliser le corollaire 5.1 : pour tout ϕ ∈ F , θ ∈ H+ et µ ∈ H− , on a

hϕ| θiF = hhϕ| θi− =
µ
−1
Q (hϕ)

¯̄̄̄
θ

¶
H+

et

hϕ|µiF = hhϕ|µi+ = (Q (hϕ)|µ)H− .
¤

REMARQUE 4 Pour conclure cet exemple, la définition montre que H+ est le complété de
h (F ) pour le produit scalaire

(hϕ|hψ)H+
= hϕ|h−ψiF ,

tandis que H− est le complété de h− (F ) pour le produit scalaire
(h−ϕ|h−ψ)H− = hϕ|h−ψiF

par la proposition 5.3.(i). C’est aussi le complété de h (F ) , mais pour un produit scalaire plus
compliqué :

(hϕ|hψ)H− =
¿
hϕ

¯̄̄̄
−1
Q (hψ)

À
−
=

¿
ϕ

¯̄̄̄
−1
Q (hψ)

À
F

=

µ
hϕ

¯̄̄̄
−1
Q (hψ)

¶
H
.

EXEMPLE 2 Nous verrons lorsque nous étudierons les opérateurs non-bornés (cf. théorème
7.3) qu’une semi-dualité hG+|G−i , où G+ est un espace préhilbertien, peut être bien plongée,
sans que

D cG+ ¯̄̄G−E le soit. Ce sera le cas lorsque h†h se factorise par G+ en une application
linéaire continue injective, mais dont le prolongement continu à cG+ n’est plus injectif.
La semi-dualité hH ∩G+ |H+G−i

Soit hG+|G−i une semi-dualité bien plongée par rapport à H et considérons l’espace lo-
calement convexe intersection H ∩ G+ ,→ F † (cf. définition 2.4.2). D’après l’exercice 3.7 nous
savons que (H ∩G+)† = H + G− , car h (F ) ⊂ H ∩ G+ est dense dans H comme dans G+ .
Cette semi-dualité D

H ∩G+
¯̄̄
(H ∩G+)†

E
= hH ∩G+ |H+G− i

est donnée par

hθ| ξ + νiH∩G+ = (θ| ξ)H + hθ| νi+ pour tout θ ∈ H ∩G+ , ξ ∈ H et ν ∈ G− .

Mais attention, la somme H +G− est prise dans (H ∩G+)† ! Nous aimerions en fait que cette
somme coïncide avec celle prise dans F † . Ceci revient, en considérant le diagramme commutatif
suivant et son dual
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à ce que l’application (H ∩G+)† −→ F † soit injective, donc que h (F ) soit dense dans H∩G+ .
Plus précisément on a le

COROLLAIRE Soit hG+|G−i une semi-dualité bien plongée. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) La semi-dualité
D
H ∩G+| (H ∩G+)†

E
est bien plongée.

(ii) H ∩G+ et H+G− , comme sous-espaces vectoriels de F † sont en semi-dualité grâce à
hθ| ξ + νiH∩G+ := (θ| ξ)H + hθ| νi+ pour tout θ ∈ H ∩G+ , ξ ∈ H et ν ∈ G− .

(iii) Pour tout θ ∈ H ∩G+ et ν ∈ H ∩G− ,→ F † , on a

(θ| ν)H = hθ| νi+ .

(iv) h (F ) est dense dans H ∩G+ .

Il nous reste à montrer que

(ii) ⇒ (iii) Il vient

(θ| ν)H = (θ| ν)H + hθ| 0i+ = hθ| νiH∩G+ = (θ| 0)H + hθ| νi+ = hθ| νi+ .

(iii) ⇒ (iv) Si ξ + ν ∈ (H ∩G+)† s’annule sur h (F ) , on a ξ = −ν ∈ H∩G− ,→ F † , donc

(θ| ξ)H = hθ| ξi+ = hθ|− νi+ ,

et par suite ξ + ν = 0 dans (H ∩G+)† . ¤

EXEMPLE 3 Un élément ξ + η 6= 0 dans (H ∩G+)† peut être 0 dans F † .
Considérons une intégrale de Radon µ telle qu’il existe

ξ ∈ L2 (µ)r L∞ (µ) et η ∈ L∞ (µ)r L2 (µ) .
Il est clair que L2 (µ) ∩ L1 (µ) est dense dans L2 (µ) et L1 (µ) , donc¡

L2 (µ) ∩ L1 (µ)
¢†
= L2 (µ) + L∞ (µ)

(cf. exercice 3.7). Comme ξ + η /∈ L2 (µ) , la forme semi-linéaire que cet élément définit sur
L2 (µ)∩L1 (µ) muni de la norme k·k2 n’est pas continue, donc F := {ξ + η = 0} y est dense, et
par suite aussi dans L2 (µ) . Pour la même raison, puisque ξ + η /∈ L∞ (µ) , F est dense dans
L1 (µ) . Munissons F par exemple de la topologie induite par L2 (µ) ∩ L1 (µ) . Les injections
canoniques F ,→ L2 (µ) et F ,→ L1 (µ) sont donc continues et d’image dense et par suite

ξ ∈ L2 (µ) ,→ F † et η ∈ L∞ (µ) ,→ F † ,

mais ξ + η = 0 dans F † par construction.
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Par exemple, on peut prendre pour µ l’intégrale de Lebesgue sur R , ξ := 1[−1,1] · id−
1
4 et

η := 1 .
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5.18 Les semi-dualités plongées

Ce paragaphe est inspiré de l’article de Xavier Mary, Denis De Brucq et Stéphane Canu
[15].

SoientG+ etG− des espaces localement convexes en semi-dualité hG+|G−i séparante, notée
G+ ×G− −→ K : (γ, ν) 7−→ hγ| νi+ .

Rappelons que la semi-dualité hG−|G+i est définie par
hν| γi− := hγ| νi+ pour tout ν ∈ G− et γ ∈ G+ .

DEFINITION 1 On dit que hG+|G−i est plongée dans

F
¯̄
F †
®
s’il existe des applications

linéaires j± : G± ,→ F † injectives et faiblement continues.
On dit que w := j†− : F −→ G+ , ou w := j+j

†
− : F −→ F † est le noyau de cette semi-dualité.

LEMME Si l’on identifie G± à des sous-espaces vectoriels de F † , on a

hϕ| νiF = hwϕ| νi+ pour tout ϕ ∈ F et ν ∈ G− .
Le noyau de hG−|G+i est w† .

C’est évident, puisque

hϕ| νiF = hϕ| j−νiF =
D
j†−ϕ

¯̄̄
ν
E
+
= hwϕ| νi+

et

w† =
³
j+j

†
−

´†
= j−j

†
+ .

¤

EXEMPLE 1 La semi-dualité hAC0 ([0, 1])| AC1 ([0, 1])i définie par
AC0 ([0, 1]) := {f ∈ AC ([0, 1]) | f (0) = 0} , AC1 ([0, 1]) := {g ∈ AC ([0, 1]) | g (1) = 0}

et

hf | gi+ := −
Z 1

0

f · ∂g =
Z 1

0

∂f · g

est séparante et plongée dans

D ([0, 1])| D ([0, 1])0

®
. Son noyau est

ϕ 7−→ P0ϕ :=

Z ¦

0

ϕ : D ([0, 1]) −→ AC0 ([0, 1]) .

En effet soit j1 : AC1 ([0, 1]) ,→ D ([0, 1])0 : g 7−→ g · λ[0,1] . Pour tout ϕ ∈ D ([0, 1]) et
g ∈ AC1 ([0, 1]) , on a alorsD

j†1ϕ
¯̄̄
g
E
+
= hϕ| j1gi =

Z 1

0

ϕ · g =
Z 1

0

∂ (P0ϕ) · g = hP0ϕ| gi+ .

¤
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5.18 Les semi-dualités plongées

EXEMPLE 2 Soit ρ ∈ L∞ ([0, 1]) tel que λ[0,1]-presque partout on ait ρ 6= 0 . La semi-dualité
hG+|G−i définie par

G+ :=

½
f = ρ ·

Z ¦

0

dµ

¯̄̄̄
µ ∈MC ([0, 1])

¾
, G− =

½
g =

Z 1

¦
ρ dν

¯̄̄̄
ν ∈M ([0, 1])

¾
et

hf | gi+ := −
Z 1

0

f dν =

Z 1

0

g dµ

est séparante et plongée dans

D ([0, 1])| D ([0, 1])0

®
. Son noyau est

ϕ 7−→ ρ · P0ϕ : D ([0, 1]) −→ AC0 ([0, 1]) .

En effet

−
Z 1

0

f dν = −
Z 1

0

f

ρ
d (ρ · ν) = −

Z 1

0

f

ρ
dλg =

Z 1

0

g dλ f
ρ

=

Z 1

0

g dµ

et, pour tout ϕ ∈ D ([0, 1]) et g ∈ G− , on aD
j†−ϕ

¯̄̄
g
E
+
= hϕ| j−gi =

Z 1

0

ϕ · g =
Z 1

0

∂ (P0ϕ) · g =
Z 1

0

g dλP0ϕ = hρ · P0ϕ| gi+ ,

puisque f = ρ ·
R ¦
0
dµ = ρ · P0ϕ . ¤

DEFINITION 2 On dit que des semi-normes p+ sur G+ et p− sur G− sont en dualité si

p− = sn {p+61} ou bien p+ = sn {p−61} .

L’équivalence des deux conditions découle du théorème des bipolaires 3.10. En effet

p+ = j{p+61} = sn{p+61}◦ = sn
n
sn{p+61}61

o = sn{p−61} .

348 SOUS-ESPACES HILBERTIENS Claude Portenier



Chapitre 6

ALGÈBRES DE BANACH

ET

SPECTRES

Version du 5 juillet 2004

Claude Portenier ANALYSE FONCTIONNELLE 349



6.1 Algèbres normées

6.1 Algèbres normées

DEFINITION 1 Si F est un espace vectoriel, respectivement un espace localement convexe,
on pose

L (F ) := L (F,F ) et L (F ) := L (F,F ) .

Si F est un espace normé, soit L (F ) l’espace (normé) des opérateurs bornés dans F .
Rappelons que, pour T ∈ L (F ) , on a kTk := supϕ∈F,kϕk61 kTϕk et que T ∈ L (F ) si, et

seulement si, kTk <∞ (cf. définition 3.2.1)..

PROPOSITION Soit F un espace normé. Pour tout S, T ∈ L (F ) , on a

kSTk 6 kSk · kTk .

C’est immédiat (cf. 3.2). ¤

DEFINITION 2 On dit qu’une K-algèbre A munie d’une norme k·k telle que

kabk 6 kak · kbk pour tout a, b ∈ A ,

est une algèbre normée . On dit que c’est une algèbre de Banach si elle est complète et unifère
si elle possède une unité e telle que kek = 1 .

EXEMPLE 1 Si F est un espace normé, alors L (F ) est une algèbre normée unifère. C’est
une algèbre de Banach si F est un espace de Banach.

Cela découle de la proposition ci-dessus et de la proposition 3.2. ¤

EXEMPLE 2 Soit X un ensemble. Muni de la multiplication ponctuelle l’espace `∞ (X) est
une algèbre de Banach unifère. Si X est un espace topologique, alors Cb (X) et C0 (X) sont aussi
des (sous-) algèbre de Banach. Cb (X) est unifère ; il en est de même de C0 (X) si, et seulement
si, X est compact.

EXEMPLE 3 Nous avons vu en 4.12, exercice 2, que L1 (Rn) est une algèbre de Banach pour
le produit de convolution. Elle n’est pas unifère.
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Algèbres normées 6.1

EXERCICE On peut montrer que `1 (Z) , muni du produit de convolution défini pour tout
f, g ∈ `1 (Z) par

f ∗ g (k) :=
X
l∈Z
f (k − l) · g (l) pour tout k ∈ Z ,

est une algèbre de Banach unifère.
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6.2 Inversibilité dans une algèbre de Banach

6.2 Inversibilité dans une algèbre de Banach

Etant donné un opérateur borné T dans un espace de Banach F , nous allons essayer de
résoudre une équation du type

(Id−T )ϕ = ψ ,

ψ ∈ F étant donné. On peut la mettre sous la forme
Tϕ+ ψ = ϕ ,

ce qui montre que ϕ ∈ F est solution de cette équation si, et seulement si, ϕ est un point fixe
de l’application

Φ : ϕ 7−→ Tϕ+ ψ .

Si l’on essaye d’utiliser la méthode des approximations successives définie par ϕ0 := ψ et
ϕk+1 := Φϕk = Tϕk + ψ , on voit immédiatement par récurrence que

ϕk =
kX
l=0

T lψ .

Cela revient à considérer la série géométrique
∞X
l=0

T l

dans L (F ) , dite série de Neumann .

LEMME Soient A une algèbre normée et a ∈ A . La suite
³°°ak°° 1

k

´
k∈N∗

converge vers

infk∈N∗
°°ak°° 1

k .

Si a est nilpotent , i.e. an = 0 pour un certain n ∈ N , le lemme est évident. Nous pouvons
donc supposer que

°°ak°° > 0 pour tout k ∈ N∗ . L’entier m ∈ N∗ étant fixé, pour tout k ∈ N∗ ,
il existe p (k) , q (k) ∈ N univoquement déterminés tels que

k = p (k) ·m+ q (k) et 0 6 q (k) < m .

Il vient alors °°ak°° 6 kamkp(k) · kakq(k) ,
donc °°ak°° 1

k 6 kamk
p(k)
k · kak

q(k)
k .

Ainsi

lim supk
°°ak°° 1

k 6 kamk
1
m ,

puisque

limk
q (k)

k
= 0 et limk

p (k)

k
= limk

µ
1

m
− q (k)
m · k

¶
=
1

m
.
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On en déduit

lim supk
°°ak°° 1

k 6 infm kamk
1
m 6 lim infk

°°ak°° 1
k 6 lim supk

°°ak°° 1
k ,

d’où le résultat. ¤

DEFINITION Pour tout a ∈ A , on dit que ρ (a) := infk∈N∗
°°ak°° 1

k est le rayon spectral de
a . On dit que a est quasi-nilpotent si ρ (a) = 0 .

On a toujours

ρ (a) 6 kak .

THEOREME Soient A une algèbre de Banach et a ∈ A . Si ρ (a) < 1 , alors la série de
Neumann

P∞
l=1 a

l est absolument convergente, donc convergente.
Si A est unifère, alors

P∞
l=0 a

l est l’inverse de e− a dans A et on a°°(e− a)−1°° 6 ∞X
l=0

°°al°° .
Si kak < 1 , alors °°(e− a)−1°° 6 1

1− kak .

La première partie découle immédiatement du critère de la racine et du critère deWeierstraß
(théorème 2.5.ii).

Quant à la seconde, on a

(e− a) ·
kX
l=0

al =

Ã
kX
l=0

al

!
· (e− a) = e− ak+1

et limk
°°ak°° = 0 , puisque la série

P∞
l=0 a

l est absolument convergente, donc limk ak = 0 .
Finalement on a °°(e− a)−1°° = °°°°°

∞X
l=0

al

°°°°° 6
∞X
l=0

°°al°° 6 ∞X
l=0

kakl = 1

1− kak ,

si kak < 1 . ¤

REMARQUE Nous avons remarqué que la condition ρ (a) < 1 entraîne limk
°°ak°° = 0 .

Dire que a est quasi-nilpotent est une condition évidemment plus forte, puisqu’on a

ρ (a) = limk
°°ak°° 1

k = 0 .

Voici un exemple d’un tel opérateur.

EXEMPLE (Opérateur intégral de Volterra) Soient [a, b] un intervalle de R et κ une
fonction continue définie sur le triangle fermé inférieur

D :=
©
(x, y) ∈ [a, b]2

¯̄
y 6 x

ª
.

En prolongeant κ par 0 sur [a, b]2 , nous savons que ce noyau satisfait aux conditions (a)-(d)
de 3.3, cas général (cf. exercice 3.3.2), donc défini un opérateur borné K dans C ([a, b]) . Il est
quasi-nilpotent.
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Montrons par récurrence que, pour tout ϕ ∈ C ([a, b]) , k ∈ N et x ∈ [a, b] , on a¯̄
Kkϕ (x)

¯̄
6 kκkk∞ · kϕk∞ ·

(x− a)k

k!
.

Cette inégalité est évidente pour k = 0 et on a¯̄
Kk+1ϕ (x)

¯̄
=

¯̄̄̄Z x

a

κ (x, y) ·Kkϕ (y) dy

¯̄̄̄
6 kκkk+1∞ · kϕk∞ ·

Z x

a

(y − a)k

k!
dy =

= kκkk+1∞ · kϕk∞ ·
(x− a)k+1

(k + 1)!
,

ce qu’il fallait démontrer. Ainsi °°Kk
°° 6 1

k!
· kκkk∞ · (b− a)

k ,

et par suite

ρ (K) = infk
°°Kk

°° 1
k = infk

kκk∞ · (b− a)
(k!)

1
k

= 0 .

Ceci montre que K est quasi-nilpotent. ¤

Pour tout ψ ∈ C ([a, b]) , l’équation

ϕ (x) =

Z x

a

κ (x, y) · ϕ (y) dy + ψ (x) pour x ∈ [a, b]

s’appelle l’équation intégrale de Volterra .
Le théorème montre donc que cette équation possède une unique solution ϕ donnée par la

formule

ϕ = (Id−K)−1 ψ =
Ã ∞X
l=0

Kl

!
ψ =

∞X
l=0

K lψ ;

la dernière série converge dans C ([a, b]) , c’est-à-dire uniformément sur [a, b] .
Comme (Id−K)−1 est un opérateur borné, la solution ϕ dépend continûment de ψ .
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6.3 Le spectre dans une algèbre de Banach unifère

PROPOSITION Soit A une algèbre de Banach unifère. Le groupe G (A) des éléments in-
versibles de A est ouvert et l’application

a 7−→ a−1 : G (A) −→ A
est continue.

Soit b ∈ G (A) . Pour tout a ∈ A , on a alors
a = b− (b− a) = b

£
e− b−1 (b− a)

¤
.

Si ka− bk < 1
kb−1k , alors e− b−1 (b− a) ∈ G (A) par le théorème 6.2, donc a ∈ G (A) et on a

a−1 =

Ã ∞X
l=0

£
b−1 (b− a)

¤l!
b−1 = b−1 +

∞X
l=1

£
b−1 (b− a)

¤l
b−1 .

Ceci montre que la boule ouverte de centre b et de rayon 1
kb−1k est contenue dans G (A) . Cet

ensemble est donc ouvert et on a°°a−1 − b−1°° 6 °°°°°
∞X
l=1

£
b−1 (b− a)

¤l
b−1

°°°°° 6
∞X
l=1

°°b−1°°l+1 · kb− akl = kb−1k2 · kb− ak
1− kb−1k · kb− ak ,

ce qui prouve la continuité de a 7−→ a−1 en b . ¤

REMARQUE 1 Ce théorème est utilisé en pratique de la manière suivante :
Soit a ∈ A . Si l’on sait que a est inversible, mais si le calcul de son inverse n’est pas possible

directement, on essaye de trouver une suite (ak)k∈N ⊂ A d’éléments bien connus qui converge
vers a . Alors, pour tout k assez grand, l’élément ak est inversible et

a−1 = limk a
−1
k .

DEFINITION 1 Soient F un espace de Banach et (ck)k∈N ⊂ F . On dit que
∞X
l=0

wl · cl =
∞X
l=0

cl · wl

est une série (formelle) entière dans F . Si Z est un ouvert de K , on dit qu’une fonction
f : Z −→ F est analytique dans Z si f est développable en une série entière convergente au
voisinage de chaque point z ∈ Z , i.e. s’il existe r > 0 et (ck)k∈N ⊂ F tels que

f (z + w) =
∞X
l=0

cl · wl si |w| < r .

On trouvera dans le livre de J. Dieudonné [6], chapitre IX, toutes les informations nécessaires
sur la théorie des fonctions analytiques à valeurs dans un espace de Banach.
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6.3 Le spectre dans une algèbre de Banach unifère

DEFINITION 2 Soient A une algèbre de Banach unifère et a ∈ A . On dit que λ ∈ K est
une valeur spectrale de a (par rapport à A ) si a−λ · e n’est pas inversible dans A . On désigne
par Sp a (ou SpA a ) l’ensemble des valeurs spectrales de a et on dit que c’est le spectre de a
(dans A ).

REMARQUE 2 Pour tout α ∈ K , on a
Sp (a+ α · e) = Sp a+ α .

En effet λ ∈ Sp (a+ α · e) est équivalent à ce que a+ α · e− λ · e = a− (λ− α) · e ne soit
pas inversible, donc à λ− α ∈ Sp a , i.e. λ ∈ Sp a+ α . ¤

THEOREME Soient A une algèbre de Banach unifère et a ∈ A . Alors Sp a est fermé,
l’application

R : Kr Sp a −→ A : z 7−→ (a− z · e)−1 ,
dite résolvente de a , est analytique et Sp a est contenu dans le disque de centre 0 et de rayon
ρ (a) . En particulier Sp a est compact.

Si K = C , alors Sp a 6= ∅ et
ρ (a) = maxλ∈Sp a |λ| .

Soit z /∈ Sp a . Pour tout w ∈ K tel que |w| < 1
kR(z)k , l’élément

a− (z + w) · e = (a− z · e) [e− w ·R (z)]
est inversible par le théorème 6.2 et on a

R (z + w) = [e− w ·R (z)]−1 (a− z · e)−1 =
Ã ∞X
l=0

[w ·R (z)]l
!
R (z) =

∞X
l=0

R (z)l+1 · wl ,

ce qui montre que K r Sp a est ouvert et prouve l’analyticité de R . Si |z| > ρ (a) , i.e.
ρ
¡
1
z
· a
¢
< 1 , le théorème 6.2 montre que a− z · e = −z ·

¡
e− 1

z
· a
¢
est inversible.

Si maintenant K = C et |z| > kak , on a

R (z) = −1
z
·
µ
e− 1

z
· a
¶−1

= −1
z
·
∞X
l=0

al · 1
zl
, (∗)

donc

kR (z)k 6 1

|z| ·
∞X
l=0

µ
kak
|z|

¶l
=
1

|z| ·
1

1− kak
|z|

.

Ceci montre que R tend vers 0 à l’infini. Si Sp a = ∅ , la fonction R est analytique et bornée sur
C , donc constante par le théorème de Liouville (Dieudonné [6], théorème 9.11.1). La fonction
R est donc identiquement nulle, ce qui est absurde, puisqu’on a

e = aR (0) = 0 .

D’autre part la fonction

Q : z 7−→ R

µ
1

z

¶
: Cr

1

Sp a
−→ A ,
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en ayant posé Q (0) = R (∞) = 0 , est analytique et son développement en 0 est

Q (z) = −
∞X
l=0

al · zl+1

par la formule (∗) . D’après la formule d’Hadamard, le rayon de convergence de cette série est
1

lim supk kakk
1
k

=
1

ρ (a)
.

Mais en appliquant le théorème 9.9.4 de Dieudonné [6], on obtient

1

ρ (a)
> d

µ
0,

1

Sp a

¶
= infλ∈Sp a

¯̄̄̄
0− 1

λ

¯̄̄̄
=

1

supλ∈Spa |λ|
> 1

ρ (a)
,

donc

ρ (a) = supλ∈Sp a |λ| = maxλ∈Sp a |λ| ,
puisque Sp a est compact. ¤

COROLLAIRE (Gelfand-Mazur) Si K = C et A est un corps, alors A = C · e ' C .

Soit a ∈ A . Il existe donc λ ∈ Sp a , i.e. a − λ · e n’est pas inversible. Comme A est un
corps, on doit avoir a− λ · e = 0 , donc a = λ · e ∈ C · e . L’application λ 7−→ λ · e : C −→ A
est donc bijective et c’est évidemment une isométrie. ¤

EXEMPLE 1 Soit X un espace compact. Montrer que, pour tout f ∈ C (X) , on a Sp f =
f (X) .

Il suffit de remarquer que, pour z ∈ K , la fonction f − z · 1 est inversible, si, et seulement
si, f − z · 1 6= 0 partout, i.e. z /∈ f (X) . ¤

EXEMPLE 2 Soit A une algèbre unifère. Pour tout a, b ∈ A , on a
Sp (ab)r {0} = Sp (ba)r {0} .

Par symétrie, il suffit de prouver l’inclusion Sp (ab)r {0} ⊂ Sp (ba)r {0} , c’est-à-dire que
si pour z ∈ C∗ , l’élément ba − z · e est inversible, il en est de même de ab − z · e . Posons
c := (ba− z · e)−1 . On a alors
(ab− z · e) (acb− e) = a (bac) b− ab− z · acb+ z · e = a ([ba− z · e] c) b− ab+ z · e = z · e

et de même

(acb− e) (ab− z · e) = z · e ,
ce qui prouve notre assertion. ¤
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6.4 Transformation de Gelfand

DEFINITION 1 Soit A une algèbre commutative. On dit qu’une forme linéaire
χ : A −→ K

est un caractère (de A ) si
hχ| abi = hχ| ai · hχ| bi pour tout a, b ∈ A .

L’ensemble SpA ⊂ A∗ des caractères 6= 0 de A s’appelle le spectre de A .

Un caractère est donc un vecteur bra hχ| . Puisque nous considérons essentiellement la
semi-dualité hA|A~i , nous utiliserons aussi les vecteurs ket |χi , qui sont des caractères semi-
linéaires. Ainsi suivant les cas nous aurons SpA = hSpA| ⊂ A0 ou bien SpA = |SpAi ⊂ A†
(cf. exemple 3.4.2).

REMARQUE 1 Si A est unifère et si hχ| ei = 0 , on a
hχ| ai = hχ| aei = hχ| ai · hχ| ei = 0 ,

donc χ = 0 . Par suite si χ ∈ SpA , on a
hχ| ei = hχ| eei = hχ| ei · hχ| ei ,

donc

hχ| ei = 1 .

DEFINITION 2 SoitA une algèbre commutative unifère. On dit qu’un sous-espace vectoriel
I de A est un idéal si AI ⊂ I . Il est dit maximal si e /∈ I , i.e. I 6= A , et si pour tout idéal J
tel que e /∈ J ⊃ I , on a I = J .

REMARQUE 2 Si χ est un caractère, alors Kerχ est un idéal maximal.

En effet Kerχ est un idéal, puisque

hχ| abi = hχ| ai · hχ| bi = 0 pour tout a ∈ A et b ∈ Kerχ .
On a évidemment e /∈ Kerχ . Ce noyau étant de codimension 1 , c’est un idéal maximal. ¤

REMARQUE 3 Si I est un idéal, alors A/I est une algèbre. Si I est maximal, alors A/I
est un corps.

Rappelons que la multiplication dans A/I est définie par [a] [b] := [ab] , ceci ne dépendant
évidemment pas du choix des représentants. Montrons la seconde assertion. Si [c] ∈ A/Ir{0} ,
on a c /∈ I , donc Ac+ I est un idéal contenant et différent de I ; cet idéal est donc égal à A ,
d’où l’on tire e = ac+ b pour certains a ∈ A et b ∈ I . Ainsi [e] = [a] [c] , ce qui montre que [c]
est inversible. ¤
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THEOREME (de Gelfand) Soient A une algèbre de Banach complexe commutative uni-
fère et a ∈ A . Pour que a soit inversible, il faut et il suffit que, pour tout caractère χ de A on
ait hχ| ai 6= 0 .

Si a est inversible, on a

hχ| ai ·

χ
¯̄
a−1

®
=

χ
¯̄
aa−1

®
= hχ| ei = 1 ,

donc hχ| ai 6= 0 .
Réciproquement si a n’est pas inversible, alors Aa est un idéal et e /∈ Aa . D’après le

théorème de Krull il existe un idéal maximal I de A contenant Aa . Remarquons que ce
théorème est une application simple du principe de maximalité de Hausdorff. Par la continuité
du produit dans A (cf. proposition 2.4), l’adhérence I de I est un idéal de A . Mais comme
I est disjoint de l’ouvert G (A) (cf. proposition 6.3), il en est de même de I , donc I = I par
maximalité. Montrons maintenant que A/I est une algèbre de Banach. Pour tout u, v ∈ A , on
a

k[u] [v]k = infc∈I kuv + ck 6 infc,d∈I k(u+ c) (v + d)k 6

6 infc∈I ku+ ck · infd∈I kv + dk = k[u]k · k[v]k .
C’est aussi un corps par la remarque 2, donc A/I ≈ C par le théorème de Gelfand-Mazur. Il
est alors clair que l’application canonique

hχ| : A −→ A/I ≈−→ C
est un homomorphisme d’algèbre, donc un caractère (linéaire) deA , tel que hχ| ai = 0 , puisque
a ∈ I . ¤

EXERCICE Une des plus belles applications de ce résultat, en fait banal, est le théorème
de Wiener :

Soit f : U −→ C une fonction continue dont la série de Fourier est absolument convergente.
Si f 6= 0 partout sur U , alors la série de Fourier de 1

f
est aussi absolument convergente.

COROLLAIRE On a

Sp a = {hχ| ai | χ ∈ SpA} = hSpA| ai .
En particulier chaque caractère est de norme 1 et SpA comme sous-espace topologique de A†
est compact.

En effet on a λ ∈ Sp a si, et seulement si, il existe un caractère χ tel que hχ| a− λ · ei = 0 ,
i.e λ = hχ| ai .

Comme Sp a ⊂ B (0, ρ (a)) , on a
|hχ| ai| 6 ρ (a) 6 kak , (∗)

donc kχk = 1 , puisque hχ| ei = 1 . Ainsi SpA est contenu dans la boule unité BA† de A† , qui
est faiblement compacte par le corollaire 3.11. Directement pour tout χ ∈ SpA , on a

|hχ| ai| 6 kχk · kak 6 kak ,
donc

SpA ⊂
Y
a∈A

B (0, kak) ⊂ CA : χ 7−→ hχ||A ,

et
Q
a∈AB (0, kak) est compact par le théorème de Tychonoff.
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Il nous reste à voir que hSpA| est fermé pour la topologie de la convergence ponctuelle dans
CA , ce qui est évident puisque

SpA =
\
a,b∈A

{hχ| ∈ A∗ | hχ| abi− hχ| ai · hχ| bi = 0} ∩ {hχ| ∈ A0 | hχ| ei− 1 = 0}

et

A∗ =
\

a,b∈A,α∈C

©
f ∈ CA

¯̄
f (µα · a+ b)− α · f (a)− f (b) = 0

ª
est fermé dans CA . ¤

DEFINITION 3 Si A est une algèbre commutative et a ∈ A , on dit que la fonction
Ga := |ai|SpA : SpA −→ C : χ 7−→ hχ| ai

est la transformée de Gelfand de a .

Les résultats ci-dessus peuvent alors s’exprimer sous la forme suivante :

SCOLIE Soit A une algèbre de Banach complexe commutative unifère. La transformation
de Gelfand

G : A −→ C (SpA) : a 7−→ Ga = |ai|SpA
est un homomorphisme d’algèbre unifère et kGk = 1 . Plus précisément, pour tout a ∈ A , on a

Sp a = Ga (SpA) et kGak∞ = ρ (a) ;

a est inversible dans A si, et seulement si, il en est de même de Ga dans C (SpA) .

Il est clair que G est un morphisme, car pour tout a, b ∈ A et χ ∈ SpA , on a
G (ab) (χ) = hχ| abi = hχ| ai · hχ| bi = Ga (χ) · Gb (χ) = (Ga · Gb) (χ) .

Les formules découlent du corollaire ci-dessus et du théorème 6.3, car

Ga (SpA) = hSpA| ai = Sp a
et

kGak∞ = max |hSpA| ai| = max |Sp a| = ρ (a) .

Finalement on a

kGk = supa∈A,kak61 kGak∞ 6 1 ,
puisque ρ (a) 6 kak et Ge = 1 . ¤

Pour les deux remarques qui suivent nous supposons que A est une algèbre de Banach
complexe commutative unifère.

REMARQUE 4 Pour que la transformation de Gelfand soit injective, il faut et il suffit que,
que A ne possède pas d’éléments quasi-nilpotents non-nuls.

En effet l’injectivité est équivalente à ce que ρ (a) = kGak∞ = 0 entraîne a = 0 . ¤

REMARQUE 5 La transformation de Gelfand est une isométrie si, et seulement si, pour
tout a ∈ A , on a ka2k = kak2 .
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Si a ∈ A satisfait à ka2k = kak2 , alors

ρ (a) = limk

°°°a2k°°° 1

2k

= kak .

Ceci montre en outre que la condition est suffisante, car

kGak∞ = ρ (a) = kak .
La condition est nécessaire, puisque°°a2°° = °°G ¡a2¢°°∞ = °°(Ga)2°°∞ = kGak2∞ = ρ (a)2 = kak2 .
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6.5 Théorème de Gelfand-Neumark

DEFINITION 1 Soit A une algèbre. Une application
a 7−→ a∗ : A −→ A

telle que, pour tout a, b ∈ A et α ∈ K , on ait
(a∗)∗ = a , (a+ α · b)∗ = a∗ + ᾱ · b∗ et (ab)∗ = b∗a∗ ,

s’appelle une involution et on dit que A est involutive . Si A est normée, on exige en plus que
ka∗k = kak .

On dit que a ∈ A est auto-adjoint si a∗ = a et normal si a∗a = aa∗ . Nous désignerons par
Aaa l’ensemble des éléments auto-adjoints de A .

Si A est unifère, on a e∗ = e . Aaa est un sous-espace vectoriel réel de A et si K = C on a
la décomposition

A = Aaa + i · Aaa
puisque, pour tout a ∈ A , a+a∗

2
et a−a

∗
2i

sont auto-adjoints et

a =
a+ a∗

2
+ i · a− a

∗

2i
.

EXEMPLE 1 Soit X un espace compact. Alors C (X) , muni de l’involution f 7−→ f , est
une algèbre de Banach involutive unifère telle que°°ff°°∞ = kfk2∞ pour tout f ∈ C (X) .

EXEMPLE 2 Soit H un espace de Hilbert. Alors L (H) , muni de l’involution T 7−→ T ∗ ,
est une algèbre de Banach involutive unifère telle que

kT ∗Tk = kTk2 pour tout T ∈ L (H) .

Puisque T ∗T est auto-adjoint, par la proposition 3.17.i on a en effet

kT ∗Tk = supξ∈H,kξk61 |(ξ|T ∗T ξ)| = supξ∈H,kξk61 kTξk2 = kTk2 .
¤

Ceci nous conduit à poser la

DEFINITION 2 Une algèbre de Banach complexe involutive (unifère) telle que l’on ait

ka∗ak = kak2 pour tout a ∈ A
est dite stellaire . On dit aussi que c’est une C∗-algèbre .
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PROPOSITION Soient A une algèbre stellaire unifère et a un élément auto-adjoint. Alors
ρ (a) = kak et Sp a ⊂ R .

On a °°a2°° = ka∗ak = kak2 ,
donc ρ (a) = kak par la remarque 6.4.5.

Soit maintenant α, β ∈ R tels que α + i · β ∈ Sp a . Pour tout λ ∈ R , on a évidemment
α+ i · (β + λ) ∈ Sp (a+ i · λ · e) par la remarque 6.3.2, donc

α2 + (β + λ)2 = |α+ i · (β + λ)|2 6 ka+ i · λ · ek2 = k(a+ i · λ · e)∗ (a+ i · λ · e)k =

=
°°a∗a+ λ2 · e

°° 6 kak2 + λ2 ,

d’où l’on tire

2βλ 6 kak2 − α2 − β2 ,

ce qui n’est possible que si β = 0 . ¤

DEFINITION 3 Si A est une algèbre involutive commutative, on dit qu’un caractère χ ∈
SpA est hermitien si

hχ| a∗i = hχ| ai pour tout a ∈ A .

THEOREME (de Gelfand-Neumark) Soit A une algèbre stellaire unifère et commuta-
tive. Alors tout caractère de A est hermitien et la transformation de Gelfand G : A −→ C (SpA)
est un isomorphisme d’algèbre stellaire.

Si a ∈ A est auto-adjoint et χ ∈ SpA , alors
hχ| ai ∈ Sp a ⊂ R

par le scolie 6.4. Si maintenant a est quelconque, on a¿
χ

¯̄̄̄
a+ a∗

2

À
,

¿
χ

¯̄̄̄
a− a∗
2i

À
∈ R ,

puisque a+a∗
2
et a−a

∗
2i

sont auto-adjoints. Il vient alors

hχ| a∗i =
¿
χ

¯̄̄̄
a+ a∗

2

À
− i ·

¿
χ

¯̄̄̄
a− a∗
2i

À
=

¿
χ

¯̄̄̄
a+ a∗

2

À
+ i ·

¿
χ

¯̄̄̄
a− a∗
2i

À
= hχ| ai ,

ce qui montre que χ est hermitien. On en déduit que G est involutive, puisque
Ga∗ (χ) = hχ| a∗i = hχ| ai = Ga (χ) = Ga (χ) ,

donc

kak2 = ka∗ak = ρ (a∗a) = kG (a∗a)k∞ =
°°Ga · Ga°°∞ = kGak2∞ ,

par la proposition ci-dessus et le scolie 6.4. Ceci prouve que G est une isométrie de A dans
C (SpA) . Ainsi G (A) est une sous-algèbre involutive complète, donc fermée de C (SpA) . Elle
contient les constantes, puisque Ge = 1 ; elle sépare les points de SpA , car si χ1 6= χ2 , par
définition de l’égalité de deux formes linéaires, il existe a ∈ A tel que hχ1| ai 6= hχ2| ai , i.e.
Ga (χ1) 6= Ga (χ2) . Le théorème de Stone-Weierstraß montre alors que G (A) est dense, donc
égale à C (SpA) . ¤
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6.6 Le spectre dans une sous-algèbre stellaire

DEFINITION Si B est une algèbre de Banach complexe involutive unifère, nous dirons que
A ⊂ B est une sous-algèbre stellaire unifère de B si A est une sous-algèbre stellaire pour la
structure induite et si elle contient l’élément unité de B .

Si B est une algèbre stellaire unifère, alors A est une sous-algèbre stellaire de B si, et
seulement si, A est une sous-algèbre involutive fermée contenant l’unité de B .

PROPOSITION Si A est une sous-algèbre stellaire unifère de B , alors tout a ∈ A qui est
inversible dans B est inversible dans A . En d’autres termes on a

SpA a = SpB a .

Soit a ∈ A un élément auto-adjoint inversible dans B . On a SpA a ⊂ R par la proposition
6.6, donc

0 /∈ Sp a+ i · λ = Sp (a+ i · λ · e) pour tout λ ∈ R∗

par la remarque 6.3.2. Ainsi a + i · λ · e est inversible dans A . Son inverse (a+ i · λ · e)−1 ∈
A est aussi son inverse dans B et la proposition 6.3 appliquée à B montre, puisque a =
limλ→0 (a+ i · λ · e) , que

a−1 = limλ→0 (a+ i · λ · e)−1 dans B .
Mais A est fermée dans B, donc

a−1 = limλ→0 (a+ i · λ · e)−1 ∈ A .
Si maintenant a ∈ A est un élément quelconque inversible dans B , alors a∗ est aussi

inversible dans B et son inverse est (a−1)∗ . L’élément auto-adjoint a∗a , dont l’inverse est
a−1 (a−1)

∗ dans B , est inversible dans A par ce qui précède, i.e. (a∗a)−1 ∈ A . On en déduit
que

a−1 =
£
aa−1

¡
a−1
¢∗¤∗

=
£
a (a∗a)−1

¤∗ ∈ A .
¤

COROLLAIRE SoientH un espace de Hilbert, A une sous-algèbre stellaire unifère de L (H)
et T ∈ A . Alors le spectre SpT de T (dans L (H) ) est égal au spectre SpA a de T dans A .

THEOREME Soient B une algèbre de Banach complexe involutive unifère, A une algèbre
stellaire unifère et Θ : B −→ A un morphisme d’algèbre involutive unifère. Alors

SpAΘb ⊂ SpB b
et Θ est continu de norme 1 .

Pour tout b ∈ B , si b− λ · e est inversible dans B , alors Θb− λ · e est inversible dans A ,
donc SpAΘb ⊂ SpB b . Le théorème 6.3 montre alors que

ρ (Θb) 6 ρ (b) 6 kbk ,
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donc

kΘbk2 = k(Θb)∗Θbk = ρ (Θ (b∗b)) 6 kb∗bk 6 kbk2

par la proposition 6.6. Ainsi kΘk 6 1 et comme Θe = e , on obtient kΘk = 1 . ¤
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6.7 Calcul fonctionnel continu

Dans les derniers paragraphes de ce chapitre,
B est une algèbre stellaire unifère,

A une sous-algèbre stellaire unifère commutative de B
et G : A −→ C (SpA) désigne l’isomorphisme de Gelfand-Neumark.

DEFINITION 1 Nous désignerons par B+ l’ensemble des éléments dits positifs , i.e. qui sont
auto-adjoints et dont le spectre est contenu dans R+ .

Nous étudierons cet ensemble plus en détail en 6.9. La proposition 6.7 montre que A+ =
B+ ∩A et que a ∈ A est positif si, et seulement si, Ga ⊂ R+ .

DEFINITION 2 L’homomorphisme injectif d’algèbre stellaire

Φ : C (SpA) −→ A ,→ B : f 7−→
−1
G f

est dit l’intégrale spectrale ou le calcul fonctionnel (continu) associée à l’algèbre A .

Toute opération liée à la structure d’algèbre stellaire unifère de C (SpA) peut donc être
interprétée dans A comme dans B grâce à Φ .

LEMME Pour tout f ∈ C (SpA) , on a
SpB Φf = SpAΦf = f (SpA) .

En effet la première égalité découle de la proposition 6.7, tandis que grâce à l’exemple 6.3.1,
on obtient

SpAΦf = SpC(SpA) f = f (SpA) .
¤

DEFINITION 3 Nous désignerons par A (t) la sous-algèbre stellaire unifère engendrée par
un élément t ∈ B , i.e. la plus petite sous-algèbre involutive fermé unifère contenant t .

REMARQUE 1 Pour que A (t) soit commutative, il faut et il suffit que t soit normal ; dans
ce cas, elle ne contient que des éléments normaux. Tout t ∈ A est normal et A (t) ⊂ A .

En effet A (t) est la fermeture de la sous-algèbre P (t, t∗) des polynômes (non-commutatifs)
en t et t∗ . Le résultat est alors immédiat. Tout t ∈ A est normal , puisque A est commutative.

¤

THEOREME Soient t ∈ B un élément normal et G : A (t) −→ C (Sp (A (t))) l’isomor-
phisme de Gelfand-Neumark associé.
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L’application

Gt : SpA (t) −→ Sp t : χ 7−→ hχ| ti
est alors un homéomorphisme et

a 7−→ Ga ◦ (Gt)−1 : A (t) −→ C (Sp t)

est un isomorphisme d’algèbres stellaires unifères.
L’isomorphisme réciproque

C (Sp t) −→ A (t) ,→ B : f 7−→ f (t) :=
−1
G (f ◦ Gt)

est l’unique morphisme d’algèbre involutive unifère Ψ : C (Sp t) −→ B tel que
Ψ (id) = t ,

où id désigne la fonction Sp t −→ C : λ 7−→ λ . C’est une isométrie et son image est A (t) .

Montrons tout d’abord que Gt est injective. Etant donné des caractères χ1,χ2 ∈ SpA (t)
tels que hχ1| ti = hχ2| ti , alors

hχ1| t∗i = hχ1| ti = hχ2| ti = hχ2| t∗i ,
donc χ1 et χ2 coïncident sur P (t, t∗) et par suite sur A (t) par continuité. Puisque Gt est
surjective par le scolie 6.4, et que SpA (t) est compact, c’est un homéomorphisme. On en
déduit que l’application

g 7−→ g ◦ (Gt)−1 : C (SpA (t)) −→ C (Sp t)
est un isomorphisme d’algèbres stellaires, donc aussi

a 7−→ Ga 7−→ Ga ◦ (Gt)−1 : A (t) −→ C (SpA (t)) −→ C (Sp t) .
L’isomorphisme réciproque satisfait à la condition puisque

id (t) =
−1
G (id ◦Gt) =

−1
G (Gt) = t .

Quant à l’unicité, Ψ est univoquement déterminé par hypothèse sur la sous-algèbre unifère
involutive des fonctions continues sur Sp t engendrée par id . Mais id sépare les points de
Sp t ; cette sous-algèbre est donc dense dans C (Sp t) par le théorème de Stone-Weierstraß. Le
théorème 6.7 montrant que Ψ est continu, on en déduit que Ψ est aussi univoquement déterminé
sur C (Sp t) . ¤

DEFINITION 4 On dit que le morphisme d’algèbre involutive unifère

f 7−→ f (t) : C (Sp t) −→ B
est l’intégrale spectrale ou le calcul fonctionnel (continu) associée à l’élément normal t .

Il est donc univoquement déterminé par

1 (t) = e et id (t) = t .

EXEMPLE 1 Si a, b ∈ B sont des éléments positifs qui commutent, alors ab est positif.

En effet l’algèbre stellaire unifère A := A (a, b) engendrée par a et b , qui est la fermeture
de la sous-algèbre des polynômes (commutatifs) en a et b est commutative. Puisque Ga et Gb
sont des fonctions positives continues sur SpA (a, b) , il en est de même de G (ab) = Ga · Gb .

¤
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Pour une application non-triviale voir l’exemple 6.9.

EXEMPLE 2 Soit t ∈ B un élément auto-adjoint. Les éléments positifs |t| , t+ et t− ∈ A (t)
sont les seuls tels que

t = t+ − t− , t+t− = t−t+ = 0 et |t| = t+ + t− .
En outre °°t+°° ,°°t−°° 6 °° |t|°° = ktk .

En effet les fonctions continues positives |id| , id+ et id− sur Sp t sont univoquement déter-
minées par les conditions

id = id+− id− , id+ · id− = 0 et |id| = id++ id−

et on a °°id+°°∞ ,°°id−°°∞ 6 °° |id|°°∞ = kidk∞ .

¤

EXEMPLE 3 Si t ∈ B est positif, pour tout α,β ∈ R∗+ , on peut définir tα ∈ A+ (t) et on a
tαtβ = tα+β , (tα)β = tα·β .

En particulier
√
t := t

1
2 est l’unique r ∈ B+ tel que t = r2 .

En outre si t ∈ B est auto-adjoint, il existe des éléments uniques u, v ∈ B+ tels que
t = u2 − v2 et uv = vu = 0 .

En effet la fonctions idα est continue positives sur Sp t ⊂ R+ . Les formules sont évidentes
puisque idα · idβ = idα+β et (idα)β = id·β . En particulier

¡√
t
¢2
= t . D’autre part si r ∈ B+ est

tel que t = r2 , on a A (t) ⊂ A := A (r) et

(Gr)2 = Gt =
³
G
√
t
´2
,

donc Gr = G
√
t , puisque ce sont des fonctions positives, et par suite r =

√
t .

Finalement on a évidemment

t =
³√
t+
´2
−
³√
t−
´2

et
√
t+
√
t− = 0 .

Quant à l’unicité on considère l’algèbre stellaire unifère commutative A engendrée par u et v .
On a alors

(Gu)2 − (Gv)2 = Gt =
³
G
√
t+
´2
−
³
G
√
t−
´2

et G
√
t+ · G

√
t− = 0 ,

donc Gu = G
√
t+ et Gv = G

√
t− et par suite u =

√
t+ et v =

√
t− . ¤

EXEMPLE 4 Si t ∈ B est normal, on a
|t| =

√
t∗t ∈ A (t) .

En effet

|id| =
p
id · id .

¤
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EXEMPLE 5 On a évidemment

et =

ÃX
k∈N

idk

k!

!
(t) =

X
k∈N

tk

k!
.

EXEMPLE 6 Si Ω est une partie simplement connexe de C∗ et Sp t ⊂ Ω , on peut définir
une branche du logarithme ln : Ω −→ C . On a donc ln t ∈ A (t) et

eln t = t .

En posant

tα := eα·ln t ,

on a les formules

tαtβ = tα+β , (tα)β = tα·β

pour tout α,β ∈ C .

C’est immédiat. ¤

PROPOSITION Soient t ∈ A , Gt : A (t) −→ C (Sp t) et G : A −→ C (SpA) les isomor-
phismes de Gelfand-Neumark associés.

(i) Soient C une algèbre stellaire unifère et Θ : B −→ C un morphisme d’algèbre stellaire
unifère. Alors Θt est normal dans C , SpC Θt ⊂ SpB t et si f ∈ C (SpB t) , on a

Θ (f (t)) = f|SpC Θt (Θt) .

(ii) Pour tout f ∈ C (Sp t) , on a
G (f (t)) = f ◦ Gt .

(iii) Si f ∈ C (Sp t) , alors
f (Sp t) = Sp f (t)

et, pour tout g ∈ C (Sp f (t)) , on a
(g ◦ f) (t) = g (f (t)) .

(iv) L’application de restriction

r : SpA −→ SpA (t) : χ 7−→ χ|A(t)

est surjective et, pour tout f ∈ C (Sp t) , on a
G (f (t)) = f ◦ Gtt ◦ r ,

i.e.

Φ (f ◦ Gtt ◦ r) = f (t) .

Dmonstration de (i) Puisque t ∈ A et que A est commutuative, t est normal. On a
alors

(Θt)∗Θt = Θ (t∗t) = Θ (tt∗) = θt (Θt)∗ ,

ce qui montre que Θt est normal. L’inclusion des spectre a été démontrée dans le théorème 6.7.
Puisque

Θ (1 (t)) = Θe = e = 1|SpC Θt (Θt) et Θ (id (t)) = Θt = id|SpC Θt (Θt) ,
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les deux morphismes d’algèbre stellaire

f 7−→ Θ (f (t)) et f 7−→ f|SpC Θt (Θt)

sont donc égaux sur l’algèbre stellaire unifère engendrée par id , qui par Stone-Weierstraß est
égale à C (SpB t) .

Dmonstration de (ii) Considérons le morphisme d’algèbre stellaire unifère

G : A −→ C (SpA) : t 7−→ Gt .
Pour tout f ∈ C (Sp t) , il vient SpC(SpA) Gt = Gt (SpA) = Sp t , donc

G (f (t)) = f|SpC(SpA) Gt (Gt) = f (Gt) = f ◦ Gt
par (i) et l’unicité du calcul fonctionnel associé à Gt ∈ C (SpA) , puisque

1 ◦ Gt = e et id ◦Gt = Gt .

Dmonstration de (iii) La première partie découle du lemme. Quant à la seconde on a

(1 ◦ f) (t) = 1 (t) = e et (id ◦f) (t) = f (t) ,
d’où le résultat par l’unicité du calcul fonctionnel associé à f (t) .

Dmonstration de (iv) Pour tout a ∈ A (t) ⊂ A , on a
Gta (r (χ)) = hr (χ) |aiA(t)† = hχ| aiA = Ga (χ) ,

donc Gta ◦ r = Ga . Mais Gtt (SpA (t)) = Sp t = Gt (SpA) , donc r est surjective. Considérons
le morphisme d’algèbre involutive unifère

Ψ : C (Sp t) −→ B : f 7−→ Φ (f ◦ Gtt ◦ r) .
On a

Ψ1 = Φ1 = e et Ψ id = Φ (id ◦Gtt ◦ r) = Φ (Gt) = t ,
donc

Φ (f ◦ Gtt ◦ r) = f (t) ,
à nouveau par l’unicité du calcul fonctionnel associé à t . ¤
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6.8 Eléments positifs dans une algèbre stellaire

LEMME Soit t un élément auto-adjoint de B .

(i) Si t ∈ B+ et ktk 6 1 , alors ke− tk 6 1 .
(ii) Si ke− tk 6 1 , alors t ∈ B+ .
(iii) Pour que t ∈ B+ , il faut et il suffit que l’on ait

°° ktk · e− t°° 6 ktk .
Il suffit de se placer dans C (Sp t) où ces assertions sont immédiates (exercice). ¤

COROLLAIRE

(i) L’ensemble B+ des éléments positifs de B est un cône convexe fermé saillant.
(ii) Soit H un espace de Hilbert. Pour que T ∈ L (H) soit positif dans cette algèbre stellaire
unifère, il faut et il suffit que T soit un opérateur auto-adjoint positif borné.

Dmonstration de (i) C’est un cône puisque, pour tout b ∈ B et α ∈ C , on a
Sp (α · b) = α ·Sp b . Pour montrer que B+ est convexe, il nous suffit, pour tout s, t ∈ B+r{0} ,
de prouver que 1

2
· (s+ t) ∈ B+ . Nous pouvons supposer, en divisant par max (ksk , ktk) , que

ksk , ktk 6 1 . On a alors ks− ek , kt− ek 6 1 par (i) , donc°°°°12 · (s+ t)− e
°°°° = 1

2
· ks− e+ t− ek 6 1

2
· (ks− ek+ kt− ek) 6 1 ,

et par suite le résultat par (ii). La partie (iii) du lemme montre que B+ est fermé. Finalement
si t ∈ B+ ∩ (−B+) , on a Sp t = {0} , donc

ktk = ρ (t) = 0

par la proposition 6.6.

Dmonstration de (ii) Rappelons que la notion d’opérateur auto-adjoint positif a été
définie en 3.17. Puisque kTk · Id−T est auto-adjoint, grâce à la proposition 3.17.i on obtient

k kTk · Id−Tk = supξ∈H,kξk61 |(ξ | kTk · ξ − T ξ )| =

= supξ∈H,kξk61 [ kTk · (ξ| ξ)− (ξ|Tξ)] 6 kTk ,
puisque 0 6 (ξ|T ξ) 6 kTk · (ξ| ξ) . ¤

EXEMPLE Si S, T sont des opérateurs auto-adjoints positifs bornés qui commutent, alors
ST est auto-adjoint positif borné.

C’est immédiat par l’exemple 6.8.1. ¤

Même en dimension finie ce résultat n’est pas trivial. On le prouve en général après avoir
démontré le théorème de diagonalisation des matrices hermitiennes (auto-adjointes). Le résultat
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est évidemment faux si les matrices ne commutent pas comme le montre l’exemple suivant :

S :=

µ
1 0
0 2

¶
et T :=

µ
2 1
1 2

¶
sont hermitiennes positives, mais

ST =

µ
2 1
2 4

¶
n’est même pas hermitienne.

THEOREME Soit t ∈ B . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) t ∈ B+ .
(ii) Il existe r ∈ A+ (t) tel que t = r2 .
(iii) Il existe b ∈ B tel que t = b∗b .
(iv) Il existe a ∈ Baa tel que t = a2 .

(iv) ⇒ (i) Utilisant le lemme 6.7.1, on a Sp t = (Sp a)2 ⊂ R+ .
(i) ⇒ (ii) Cela découle de l’exemple 6.7.3 en posant r :=

√
t .

(ii) ⇒ (iii) C’est trivial.

(iii) ⇒ (iv) Puisque t = b∗b est auto-adjoint, grâce à l’exemple 6.7.3, on peut écrire t =
a2 − c2 pour certains a, c ∈ B+ tels que ac = ca = 0 . Il vient alors

(bc)∗ (bc) = cb∗bc = ca2c− c4 = −c4 ∈ −B+
car (iv)⇒(i). En décomposant bc = u+ i · v pour certains u, v ∈ Baa , on obtient

(bc) (bc)∗ = (u+ i · v) (u− i · v) + (u− i · v) (u+ i · v)− (bc)∗ (bc) =

= 2u2 + 2v2 − (bc)∗ (bc) ∈ B+ ,
puisque B+ est un cône convexe par le corollaire. Mais comme

Sp [(bc) (bc)∗]r {0} = Sp [(bc)∗ (bc)]r {0}
par l’exemple 6.3.2, on a aussi (bc)∗ (bc) ∈ B+ , donc

(bc)∗ (bc) ∈ B+ ∩ (−B+) = {0}
et par suite c4 = 0 . On en déduit que c = 0 , en raisonnant dans A := A (c) puisque Gc > 0 ,
et par suite que t = a2 . ¤
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6.9 Cas d’un élément normal non-borné

Soit t ∈ B un élément normal. Puisque
e+ t∗t =

¡
1 + |id|2

¢
(t) = hidi (t) ,

on voit que c’est un élément inversible dans A (t) , donc dans B . On pose
a := (e+ t∗t)−1 = hti−1 et b := ta = t hti−1 .

On a

t = ba−1 ,

ainsi que

a∗ = a et a = a2 + b∗b , (∗)
et l’algèbre stellaire unifère A (t) est engendrée par a et b .

Les deux premières formules sont évidentes et

a2 + b∗b = aa+ at∗ta = a (e+ t∗t) a = a .

¤

DEFINITION Soient a, b ∈ B . On désigne par A (a, b) la sous-algèbre stellaire unifère
engendrée par a et b .

LEMME Pour que A (a, b) soit commutative, il faut et il suffit que a , a∗ , b et b∗ commutent
entre eux.

C’est immédiat, puisque A (a, b) est la fermeture de la sous-algèbre des polynômes non-
commutatifs en a , a∗ , b et b∗ . ¤

REMARQUE On peut montrer qu’il suffit que a et b soient normaux et que a commute
avec b (théorème de Fuglede).

Supposons maintenant que A est une algèbre stellaire unifère commutative engendrée par
deux éléments a, b satisfaisant à (∗) . Nous allons montrer comme en 6.8 que SpA est homéo-
morphe à une partie compact de la sphère de Riemann C = C ∪ {∞} .

Si hχ| ai 6= 0 pour tout χ ∈ SpA , l’élément a est inversible par le théorème de Gelfand
6.4, et en posant t := ba−1 ∈ A , on a évidemment b = ta et il vient

e+ t∗t = e+ a−1b∗ba−1 = a−2
¡
a2 + b∗b

¢
= a−2a = a−1 ,

donc a = (e+ t∗t)−1 . On a évidemment A = A (t) . Ceci correspond au cas borné.
S’il existe maintenant un χ ∈ SpA tel que hχ| ai = 0 , alors (∗) montre que

0 = hχ| ai =

χ| a2

®
+ hχ| b∗bi = |hχ| bi|2 ,

donc hχ| bi = 0 . Comme en outre hχ| ei = 1 , un tel caractère est unique. Ceci correspond au
cas non-borné.
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Nous verrons plus tard (cf. théorème 7.8) que l’algèbre stellaire associée à un opérateur
normal non-borné est de ce type.

Nous avons donc prouvé que {Ga = 0} contient au plus un caractère noté χ∞ . Posons

θ :=
Gb
Ga : {Ga 6= 0} −→ C .

On a

Ga = Ga = (Ga)2 + |Gb|2

par (∗) , donc
1

Ga = 1 +
¯̄̄̄
Gb
Ga

¯̄̄̄2
= 1 + |θ|2 = hθi , (∗∗)

puisque Ga est réelle, puis

Ga = 1

1 + |θ|2
= hθi−1 et Gb = θ · Ga = θ

1 + |θ|2
= θ · hθi−1 (∗ ∗ ∗)

sur {Ga 6= 0} .
L’application θ est évidemment continue et elle se prolonge par continuité à SpA et à

valeurs dans C en posant θ (χ∞) = ∞ . En effet la formule (∗∗) montre que θ tend vers ∞ ,
lorsque χ tend vers χ∞ , puisque Ga tend vers 0 .

L’application θ est injective, car pour tous χ1,χ2 ∈ SpA tels que θ (χ1) = θ (χ2) , les
formules (∗ ∗ ∗) montrent que les caractères χ1 et χ2 coïncident sur a et b , donc sont égaux.
Puisque SpA est compact, θ est un homéomorphisme de SpA sur son image Λ := θ (SpA)
dans C . Utilisant le théorème de Gelfand-Neumark, nous avons donc prouvé la première partie
du

THEOREME Soient a, b ∈ B satisfaisant à (∗) et tels a , b et b∗ commutent entre eux. On
considère l’algèbre stellaire unifère commutative A (a, b) engendrée par a et b et l’isomorphisme
de Gelfand-Neumark G : A (a, b) −→ C (SpA (a, b)) associé.

La fonction Gb
Ga définie sur {Ga 6= 0} se prolonge en un homéomorphisme θ de SpA (a, b)

sur une partie compacte Λ de C et

c 7−→ Gc ◦
−1
θ : A (a, b) −→ C (Λ)

est un isomorphisme d’algèbres stellaires.
L’isomorphisme réciproque

C (Λ) −→ A (a, b) ,→ B : f 7−→
−1
G (f ◦ θ)

est l’unique morphisme d’algèbre involutive unifère Ψ : C (Λ) −→ B tel que

Ψ hidi−1 = Ψ
1

1 + |id|2
= a et Ψ

¡
id · hidi−1

¢
= Ψ

id

1 + |id|2
= b .

Cette application est une isométrie et son image est A (a, b) .

L’isomorphisme réciproque satisfait à la condition puisque les images de a et b dans C (Λ)
sont respectivement

Ga ◦ θ−1 = 1

1 + |id|2
et Gb ◦ θ−1 = id

1 + |id|2
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par les formules (∗ ∗ ∗) . Finalement Ψ est univoquement déterminé sur la sous-algèbre unifère
involutive de C (Λ) engendrée par 1

1+|id|2 et
id

1+|id|2 . Comme ces fonctions séparent les points de
Λ , cette sous-algèbre est dense par le théorème de Stone-Weierstraß ; puisque Ψ est continu
par le théorème 6.7, Ψ est aussi univoquement déterminé sur C (Λ) . ¤
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Chapitre 7

OPÉRATEURS NON-BORNÉS

Dans ce qui suit H et G désignent des espaces de Hilbert.

Version du 30 mars 2005
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7.1 Opérateurs fermés

DEFINITION 1 Soient H et G des espaces de Hilbert. Nous dirons qu’une application li-
néaire T : D (T ) −→ G définie sur un sous-espace vectoriel D (T ) de H est un opérateur , dans
H à valeurs dans G s’il faut préciser. Nous dirons simplement que c’est un opérateur dans H
s’il prend ses valeurs dans H . Le sous-espace vectoriel D (T ) s’appelle le domaine de T . Nous
désignerons par D (T ) le sous-espace vectoriel D (T ) muni du produit scalaire

(ξ| η)D(T ) = (ξ| η)H + (Tξ|Tη)G .

Ce produit scalaire est parfois noté (ξ| η)T . La norme déduite s’appelle norme en graphe .
Nous dirons qu’un opérateur T est fermé si le graphe

GrT = {(ξ, Tξ) ∈ H× G | ξ ∈ D (T )}

est fermé dans H× G .

THEOREME Soit T un opérateur dans H . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est fermé.

(ii) Pour toute suite (ξk)k∈N ⊂ D (T ) telle que

ξ := limk ξk et γ := limk Tξk

existent dans H respectivement G , on a ξ ∈ D (T ) et γ = T ξ .
(iii) D (T ) est un espace de Hilbert.

Dans ce cas D (T ) est l’image de GrT par pr1 et D (T ) ,→ H est un sous-espace hilbertien
de noyau DT : H −→ D (T ) tel que

D (T ) = DT (H) + T † (G) ,

i.e. IdD(T ) = DTD
†
T + T

†T , en considérant les semi-dualités hD (T )| D (T )i et hH|Hi .

L’équivalence de (i) et (ii) est immédiate. Pour celle de (i) et (iii), il suffit de remarquer que
D (T ) est isométrique au sous-espace vectoriel GrT @ H × G , H × G étant muni du produit
scalaire produit (cf. exemple 1.2.4). Finalement en notant j : D (T ) ,→ H l’injection canonique,
pour tout θ, θ0 ∈ D (T ) , on a

(θ| θ0)D(T ) = (jθ| jθ0)H + (Tθ|Tθ0)G =
³
θ|
³
DTD

†
T + T

†T
´
θ0
´
D(T )

,

d’où le résultat par le théorème 5.4 et la proposition 5.7. Nous aurions aussi pu appliquer
l’exemple 5.11.3. ¤
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REMARQUE En d’autres termes, on peut permuter limite et opérateur fermé, pour autant
que les limites existent. Le calcul explicite du noyau DT de D (T ) ,→ H se fera dans le théorème
7.3.iii. Voir aussi le théorème 7.8.i.

PROPOSITION Pour qu’un opérateur fermé T dans H soit continu sur D (T ) , muni de
la norme induite par H , il faut et il suffit que D (T ) soit fermé dans H .

En effet si D (T ) est fermé, c’est un espace de Hilbert et le théorème du graphe fermé
montre que T est continu. Réciproquement si T est continu, il existe un unique prolongement
continu bT : D (T ) −→ G . On a alors

Gr bT = GrTD(T )×G = GrTH×G = GrT ,
puisque T est fermé, donc

D (T ) = pr1

³
Gr bT´ = pr1 (GrT ) = D (T ) .

¤
Ceci montre que la notion d’opérateur fermé est une bonne généralisation de la notion

d’opérateur continu à des opérateurs qui ne sont pas partout définis.

SCOLIE Si T est un opérateur fermé de domaine dense, on a ou bien

T est continu et partout défini,

ou bien

T n’est pas continu et n’est pas partout défini.

DEFINITION 2 Dans le premier cas on a T ∈ L (H,G) et nous dirons que T est borné ,
dans le second cas on dit que T est non-borné .
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7.2 Opérateurs fermables

Bien souvent un problème se traduit par la donnée d’un opérateur qui n’est pas fermé. Le
but de la théorie des opérateurs non-bornés est essentiellement de construire des prolongements
fermés de l’opérateur donné, puis d’étudier leurs propriétés.

DEFINITION 1 Si S et T sont des opérateurs dans H , nous dirons que S est un prolonge-
ment de T , noté T ⊂ S , si D (T ) ⊂ D (S) et T = S|D(T ) .

Nous dirons qu’un opérateur dans H est fermable si la fermeture GrT
H×G

de GrT dans
H×G est le graphe d’un opérateur, évidemment fermé et prolongeant T , appelé la fermeture
de T et noté T .

PROPOSITION Soit T un opérateur dans H . Si T possède un prolongement fermé S ,
alors T est fermable, T ⊂ S et les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) S = T .

(ii) S est le plus petit prolongement fermé de T .

(iii) D (T ) est dense dans D (S) .

On a évidemment GrT
H×G ⊂ GrS , donc GrTH×G est un graphe et T ⊂ S . L’équivalence

des trois assertions est immédiate en se rappelant que D (S) est isométrique au sous-espace
vectoriel GrS @ H× G . ¤

Ce lemme nous conduit à poser la

DEFINITION 2 Un sous-espace vectoriel dense de D (T ) s’appelle un domaine essentiel de
T .

Le domaine d’un opérateur fermable est évidemment un domaine essentiel de sa fermeture.
D’autre part tout domaine essentiel d’un opérateur de domaine dense est dense dans H , mais
la réciproque est fausse (cf. exemple 7.9.8).

REMARQUE 1 L’injection canonique j : D (T ) ,→ H et l’opérateur T : D (T ) −→ G sont
continus de norme 6 1 .

En effet, pour tout ξ ∈ H , on a

kξk2H , kT ξk2G 6 kξk
2
H + kT ξk

2
G = kξk

2
D(T ) .

¤
Nous désignerons par\D (T ) le complété de D (T ) . Soient encore bj :\D (T ) −→ H l’unique

prolongement linéaire continu de j et bT :\D (T ) −→ G celui de T . Le produit scalaire de\D (T )
est donné par

(ξ| η)[D(T ) =
³bjξ ¯̄̄ bjη´

H
+
³ bT ξ ¯̄̄ bTη´

G
pour tout ξ, η ∈\D (T )
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(cf. remarque 1.3).

THEOREME Soit T un opérateur dans H . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est fermable.

(ii) pr1 : GrT
H×G −→ H est injective.

(iii) Pour toute suite (ξk)k∈N ⊂ D (T ) telle que limk ξk = 0 dans H et telle que limk T ξk existe
dans G , on a limk Tξk = 0 .

(iv) L’application canonique bj :\D (T ) −→ H est injective.

Dans ce cas bj ³\D (T )´ = D ¡T¢ et bT = Tbj .
(i) ⇒ (ii) C’est immédiat.

(ii) ⇒ (iii) Posons γ := limk T ξk . L’hypothèse dans (iii) signifie que (ξk, Tξk)k∈N converge

vers (0, γ) dans GrT
H×G

. Mais comme pr1 (0, γ) = 0 = pr1 (0, 0) , on obtient γ = 0 par (ii).

(iii) ⇒ (iv) Si ξ ∈\D (T ) est tel que bj (ξ) = 0 , il existe une suite (ξk)k∈N ⊂ D (T ) telle que
ξ = limk ξk dans\D (T ) . On a

limk ξk = limk bj (ξk) = bj (limk ξk) = bj (ξ) = 0 dans H ,

et (T ξk)k∈N est une suite de Cauchy dans G , donc convergente. On en déduit par (iii) que
limk Tξk = 0 dans G , donc que

limk kξkk2T = limk
¡
kξkk2H + kT ξkk

2
G
¢
= 0 ,

ce qui montre que (ξk)k∈N converge vers 0 dans\D (T ) , donc que ξ = 0 .

(iv) ⇒ (i) Soit S l’opérateur défini sur bj ³\D (T )´ par bT = Sbj . La remarque 1 montre que
D (S) = bj ³\D (T )´ , donc que S est un opérateur fermé par le théorème 7.1. Il suffit donc par
la proposition de remarquer que S prolonge T et que D (T ) est dense dans D (S) . ¤

REMARQUE 2 Il existe évidemment des opérateurs non-fermables (exercice). Mais nous
allons voir (cf. 7.9) que beaucoup d’opérateurs différentiels sont fermables. Il n’est pas souvent
possible de déterminer explicitement le domaine D

¡
T
¢
de la fermeture. C’est une des raisons

qui nous oblige à introduire un appareil théorique assez élaboré.

REMARQUE 3 Les notions d’opérateur fermé, à part ce qui concerne la structure de sous-
espace hilbertien de son domaine, et d’opérateur fermable peuvent s’étendre aux espaces de
Banach en utilisant les mêmes démonstrations. Si F et G sont des espaces de Banach, par
compatibilité on considère la norme k·k2 sur F ×G définie par

k·k22 := k·k
2
F + k·k

2
G

pour pouvoir définir la norme en graphe de D (T ) .
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7.3 Opérateurs et sous-espaces hilbertiens

Dans tout ce qui suit nous considérerons
un espace localement convexe séparé F ,

un sous-espace hilbertien H ,→ F † de noyau h : F −→ H
et

une application linéaire continue t : F −→ G .

EXEMPLE (classique) Si T est un opérateur de domaine dense dans H et à valeurs dans
G , on peut prendre pour F un domaine essentiel de T , muni de la topologie induite par D (T )
ou d’une topologie localement convexe séparée telle que l’injection canonique hT : F ,→ D (T )
soit continue. Si j : D (T ) ,→ H désigne aussi l’injection canonique, on obtient le diagramme
suivant

F
hT
,→ D (T ) j

,→ H j†
,→ D (T )†β

h†T
,→ F † ,

puisque hT et j sont d’image dense ; ceci nous permet d’identifierH et D (T )†β à des sous-espaces
hilbertiens de F † . Le noyau h de H ,→ F † est égal à jhT , donc injectif.

On dit parfois lorsque F possède des propriétés supplémentaires (nucléarité) que F ,→ H ,→
F † est un triple de Gelfand .

Cadre général C’est le cas si le noyau h de H n’est pas nécessairement injectif, donc F
n’est pas un sous-espace vectoriel de H , et on considère une application linéaire continue
t : F −→ G . Ce cadre nous sera utile lorsque nous rencontrerons des situations où H n’est pas
dense dans F † ; cela se présente par exemple pour définir la notion d’opérateur décomposable ou
en théorie des représentations. Il nous impose également, ce qui est avantageux dans beaucoup
de formulations faisant intervenir plusieurs opérateurs, de ne considérer que des opérateurs
définis sur le même domaine, en l’occurence h (F ) , qui est dense dans H .

Rappelons les construction déjà faites dans les exemples 5.11.3 et 5.16.2. On considère la
forme sesquilinéaire hermitienne positive

(ϕ,ψ) 7−→ (hϕ|hψ)H + (tϕ| tψ)G : F × F −→ K

associée au noyau hermitien positif h†h + t†t , l’espace de Hilbert [D (t) complété de l’espace
préhilbertien

D (t) := Fh†h+t†t ,
l’application canonique

ht : F −→[D (t) : ϕ 7−→ ϕ+Ker
¡
h†h+ t†t

¢
,

l’espace de Hilbert D (t)†β =[D (t)
†
β plongé dans F

† à l’aide de h†t , ainsi que les prolongements
linéaires continus canoniquesbh :[D (t) −→ H et bt :[D (t) −→ G
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de h et t . On a h = bhht et t = btht , donc h† = h†tbh† et t† = h†tbt† ; puisque h† et h†t sont les
injections canoniques de H et D (t)†β dans F † , bh† est l’injection canonique de H dans D (t)†β .
Les diagrammes suivants sont donc commutatifs :

et

Remarquons que les adjointes de t et bt prennent les mêmes valeurs sur les mêmes éléments
de G . En outre le produit scalaire sur [D (t) est donné par

(ξ| η)[D(t) =
³bhξ ¯̄̄ bhη´

H
+
¡btξ¯̄ btη¢G pour tout ξ, η ∈[D (t) .

Le noyau de bh† (H) ,→ D (t)† est évidemment bhbh† :[D (t) −→ D (t)† (cf. corollaire 5.4.i).

Il nous faut maintenant clarifier les conditions sous lesquelles t induit un opérateur dans
H . Le résultat suivant est immédiat.

LEMME Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) t se factorise par h en un opérateur et de domaine h (F ) .
(ii) La restriction de bh à D (t) est injective.
(iii) On a Kerh ⊂ Ker t .

Un tel opérateur est toujours de domaine dense. Il est alors clair que les espaces préhil-
bertiens D (t) et D

¡et¢ sont isomorphes, et le théorème 7.2 montre que et est fermable si, et
seulement si, bh est injective. Nous insistons sur le fait qu’il n’est pas judicieux de remplaçer t
par et , car il est plus intéressant d’utiliser la semi-dualité F |F †® donnée à priori et intimement
liée dans les applications au problème considéré.

Ceci nous conduit à poser la

DEFINITION Nous dirons que t est fermable dans H si bh est injective et nous désignerons
par T l’opérateur fermé dans H et à valeurs dans G tel que bt = Tbh , appelé la fermeture de t .

Dans ce cas, on a évidemment D (T ) = bh³[D (t)´ , et nous identifierons [D (t) avec D (T ) ,
donc bh avec l’injection canonique j : D (T ) ,→ H . On a donc les diagrammes commutatifs
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suivants :

et

Puisque h†t , j
† et j sont des injections canoniques, nous les écrirons parfois sous la forme

générale Id , ou bien pas du tout, si aucune confusion n’en résulte.
Le noyau de H ,→ D (t)† est évidemment j : D (T ) −→ H .

REMARQUE 1 Si t est fermable, alors t se factorise par h en un opérateur et de domaine
h (F ) et la fermeture de t est la même que celle de et .

D’autre part si t se factorise par h en un opérateur et de domaine h (F ) , alors t est fermable
si, et seulement si, et est fermable.
REMARQUE 2 Nous allons jouer sur deux tableaux : certaines formulations ne ferons in-
tervenir que H et T (ou et ), tandis que d’autres introduirons F et t . L’avantage tient au
fait que T étant mal connu, surtout son domaine de définition D (T ) , la considération de F ,
donc en particulier la considération d’une topologie adéquate sur le domaine de T , permet de
calculer dans F † . C’est ce qui donne tant d’importance aux espaces de distributions.

Historiquement l’opérateur T (ou et ) a tout d’abord été étudié en restant dans l’espace de
Hilbert H ; pratiquement les formulations ne faisant intervenir que cet espace (et l’opérateur)
semblent plus immédiates et mieux interprétables (par exemple en mécanique quantique, mais
cela peut aussi dépendre des écoles !). L’une des objections, à vouloir donner une interprétation
de F , a trait à son caractère non-canonique (à voir, puisque l’on peut prendre F = D

¡et¢ ,
mais c’est peut-être cette dépendance qui gêne).

Nous allons maintenant étudier les différents sous-espaces hilbertiens qui interviennent dans
ces considérations. Nous donnerons différentes caractérisations de la fermabilité de t dans le
théorème du paragraphe suivant.

PROPOSITION

(i) Le noyau de D (t)†β ,→ F † est h†h+ t†t , i.e.

D (t)†β = H+ t† (G) ;
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en particulier tout élément de D (T )† est de la forme ξ + t†γ pour certains ξ ∈ H et γ ∈ G .
L’application

Q := bh†bh+ bt†bt :[D (t) −→ D (t)†β
est celle de Riesz. Remarquons que bh†bh est le noyau de H ,→ D (t)† et bt†bt celui de t† (G) =bt† (G) ,→ D (t)† .
(ii) Si µ ∈ D (t)† , alors l’équation

h†bhθ + t†btθ = µ
possède une unique solution θ ∈[D (t) . D’autre part le problème variationnel

ξ + t†γ = µ et kξk2H + kγk
2
G est minimal

possède une unique solution (ξ, γ) ∈ H× G . On a
kµk2D(t)†β = kξk

2
H + kγk

2
G , ξ = bhθ et γ = bTθ .

Dmonstration de (i) C’est la reformulation de l’exemple 5.11.3.

Dmonstration de (ii) La première partie est évidente puisque Q est une bijection de
[D (t) sur D (t)†β . Quant à la seconde, on applique tout d’abord l’assertion de minimalité à la
somme D (t)†β = H+ t† (G) (cf. 5.7), puis à l’image t† (G) (cf. 5.4) : on a

pHµ ∈ H , pt†(G)µ ∈ t† (G) et
¡
t†
¢−1
G
¡
pt†(G)µ

¢
∈ G

ainsi que

µ = pHµ+ pt†(G)µ , pt†(G)µ = t
† ¡t†¢−1G ¡

pt†(G)µ
¢

,

kµk2D(t)†β = kpHµk
2
H +

°°pt†(G)µ°°t†(G) ,

°°pt†(G)µ°°t†(G) = °°°¡t†¢−1G ¡
pt†(G)µ

¢°°°
G

,

donc

kµk2D(t)†β = kpHµk
2
H +

°°°¡t†¢−1G ¡
pt†(G)µ

¢°°°2
G
.

Réciproquement si

µ = ξ + t†γ pour certains ξ ∈ H , γ ∈ G et kξk2H + kγk
2
G est minimal,

on a

kγkG >
°°t†γ°°

t†(G) ,

donc

kξk2H + kγk
2
G > kξk

2
H +

°°t†γ°°2
t†(G) >

> kpHµk2H +
°°pt†(G)µ°°2t†(G) = kpHµk2H + °°°¡t†¢−1G ¡

pt†(G)µ
¢°°°2

G
;

la minimalité entraîne alors l’égalité, puis l’unicité pour la somme que

ξ = pHµ et t†γ = pt†(G)µ ,
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et finalement celle pour l’image que

γ =
¡
t†
¢−1
G
¡
pt†(G)µ

¢
.

En outre

kµk2D(t)†β = kpHµk
2
H +

°°°¡t†¢−1G ¡
pt†(G)µ

¢°°°
G
= kξk2H + kγk

2
G .

Pour terminer, soit θ ∈[D (t) tel que
³
h†bh+ t†bt´ θ = µ ; on a alors

kξk2H + kγk
2
G = kµk

2
D(t)†β

= (µ|µ)D(t)†β =
¿
−1
Q
³bh†bh+ bt†bt´ θ ¯̄̄̄ bh†bhθ + bt†btθÀ

[D(t)
=

=
D
θ|bh†bhθE

[D(t)
+

θ|bt†btθ®[D(t) = °°°bhθ°°°2H + °°btθ°°2G ;

par l’unicité on obtient ξ = bhθ et γ = btθ . ¤
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7.4 L’adjoint d’un opérateur

PROPOSITION Soit γ ∈ G . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe ξ ∈ H tel que l’on ait¡btθ¯̄ γ¢G = ³bhθ¯̄̄ ξ´H pour tout θ ∈[D (t) .

(ii) Il existe ξ ∈ H tel que l’on ait

(tϕ| γ)G = (hϕ| ξ)H pour tout ϕ ∈ F .
(iii) La forme semi-linéaire

ϕ 7−→ (tϕ| γ)G : F −→ K

est continue pour la topologie semi-normée définie par ϕ 7−→ hϕ|hϕi
1
2 = khϕkH sur F .

(iv) t†γ ∈ H .

Dans ce cas on a ξ = t†γ .

(i) ⇒ (ii) En posant θ := htϕ dans (i), il vient

(tϕ| γ)G =
¡bthtϕ¯̄ γ¢G = ³bhhtϕ¯̄̄ ξ´H = (hϕ| ξ)H .

(ii) ⇒ (iii) Il suffit d’appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

(iii) ⇒ (iv) Remarquons qu’il existe par (iii) une constante c ∈ R+ telle que¯̄
ϕ| t†γ

®
F

¯̄
=
¯̄
(tϕ| γ)G

¯̄
6 c · hϕ|hϕi

1
2 pour tout ϕ ∈ F ;

la proposition 5.3.ii montre alors que t†γ ∈ H .

(iv) ⇒ (i) Pour tout ϕ ∈ F , on a¡bthtϕ¯̄ γ¢G = ϕ| t†γ® = ¡hϕ| t†γ¢H ,

d’où le résultat et la formule, puisque ht (F ) est dense dans [D (t) . ¤

DEFINITION On désigne par t∗ l’opérateur dans G à valeurs dans H défini sur

D (t∗) =
¡
t†
¢−1

(H) =
©
γ ∈ G

¯̄
t†γ ∈ H

ª
par

t∗γ := t†γ .

On dit que t∗ est l’ opérateur adjoint de t . Pour éviter les confusions on dit que l’application
adjointe

t† : G bt†−→ D (t)† ,→ F †

est l’ adjoint formel de t .
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L’opérateur adjoint n’est pas nécessairement de domaine dense.

REMARQUE 1 Si t ∈ L (H,G) , la notion d’adjoint ainsi définie coïncide évidemment avec
celle de 3.17.2 et on a t∗ = t† , puisque nous identifions les semi-duals forts de G et H .

REMARQUE 2 Mais attention ! Si T est un opérateur fermé non-borné dans H , on a
T ∈ L (D (T ) ,G) et, en identifiant le semi-dual fort de D (T ) avec D (T ) , l’opérateur adjointe
T ∗ : G −→ D (T ) est évidemment différente de l’opérateur adjoint formel T † : G −→ D (T )† ,
puisque dans ce cas nous n’avons pas identifié D (T ) avec D (T )†β et à la place considéré les
injections canoniques

D (T ) j
,→ H j†

,→ D (T )†β .

Ces deux applications adjointes sont liées par l’application de Riesz Q : D (T ) −→ D (T )†β :
T † = QT ∗ .

REMARQUE 3 Si T est un opérateur non-borné de domaine dense dans H on peut évi-
demment lui appliqué ce qui précède : l’adjoint formel est T † : G −→ D (T )†β et on obtient un
opérateur T ∗ dans G à valeurs dans H dont le domaine de définition est défini classiquement
par

D (T ∗) :=
©
γ ∈ G

¯̄
∃ ξ ∈ H tel que (Tθ| γ)G = (θ| ξ)H ∀ θ ∈ D (T )

ª
et

T ∗γ := ξ .

L’élément ξ est univoquement déterminé puisque D (T ) est dense dans H .

THEOREME

(i) t∗ est un opérateur fermé.

(ii) Le noyau de D (t∗) ,→ G est IdG −bt−1Qbt† et on a
G = D (t∗) + bt³[D (t)´ , H = bh³[D (t)´+ t∗ (D (t∗))

et

t∗ (D (t∗)) = H ∩ t† (G) .
(iii) On a

D (t∗)⊥G = Ker

µ
IdG −bt−1Qbt†¶ = bt³Kerbh´ .

(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) t est fermable dans H de fermeture T .

(b) La semi-dualité
D
[D (t)

¯̄̄
D (t)†

E
est bien plongeable.

(c) H ou h (F ) sont denses dans H+ t† (G) .
(d) H ∩ t† (G) est dense dans t† (G) .
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(e) D (t∗) est dense dans G .

Dans ce cas D (T )†β = H + t† (G) et la semi-dualité

D (T )|H+ t† (G)

®
est bien plongée,

en particulier, pour tout ϕ ∈ F , θ ∈ D (T ) , ξ ∈ H et µ ∈ H+ t† (G) , on a
hϕ|µiF = hhϕ|µiD(T ) , hϕ| θiF = hhϕ| θiH+t†(G)

et

(θ| ξ)H = hθ| ξiD(T ) .
En outre

Q := j†j + T †T : D (T ) −→ H+ t† (G)
est l’application de Riesz.

Les noyaux de

D (T ) ,→ H , D (T )†β ,→ D (T )†

et

D (T ∗) ,→ G
sont respectivement

−1
Qj† : H −→ D (T ) , Q : D (T ) −→ D (T )†β

et

IdG −T
−1
QT † : G −→ G .

Dmonstration de (i) Considérons une suite de Cauchy (γk)k∈N dans D (t∗) , donc
telle que (γk)k∈N et (t

∗γk)k∈N soient des suites de Cauchy dans G et H respectivement. Si
γ := limk γk ∈ G et ξ := limk t∗γk ∈ H et comme les applications

t† : G −→ F † et H ,→ F †

sont continues, on a t†γ = limk t†γk et ξ = limk t
†γk dans F

† , donc t†γ = ξ ∈ H . Ceci montre
que γ ∈ D (t∗) et que (γk)k∈N converge dans D (t∗) vers γ .

Dmonstration de (ii) Le noyau de bt³[D (t)´ ,→ G est bt−1Qbt† par le théorème 5.4 et
l’exemple 5.2.4, où Q : [D (t) −→ D (t)†β désigne l’application de Riesz. Il nous suffit donc de

montrer que celui de D (t∗) ,→ G est IdG −bt−1Qbt† , donc que pour tout γ ∈ G et ϑ ∈ D (t∗) , on aµ
IdG −bt−1Qbt†¶ γ ∈ D (t∗)

et

(γ|ϑ)G =
µµ

IdG −bt−1Qbt†¶ γ

¯̄̄̄
ϑ

¶
D(t∗)

.

Mais

bt†µIdG −bt−1Qbt†¶ = Q−1Qbt† − bt†bt−1Qbt† = ¡Q− bt†bt¢−1Qbt† = bh†bh−1Qbt† (∗)
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par la proposition 7.3.i ; on a donc

t†
µ
IdG −bt−1Qbt†¶ γ = h†tbh†bh−1Qbt† = h†bh−1Qbt†γ ∈ H ,

ce qui prouve l’appartenance. En outre

t∗
µ
γ − bt−1Qbt†γ¶ = bh−1Qbt†γ ;

on a alors µµ
IdG −bt−1Qbt†¶ γ

¯̄̄̄
ϑ

¶
D(t∗)

=

µ
γ − bt−1Qbt†γ ¯̄̄̄ϑ¶

G
+

µbh−1Qbt†γ ¯̄̄̄ t∗ϑ¶
H
=

= (γ|ϑ)G −
¿
−1
Qbt†γ ¯̄̄̄ bt†ϑÀ

[D(t)
+

¿
−1
Qbt†γ ¯̄̄̄ bh†t∗ϑÀ

[D(t)
= (γ|ϑ)G .

Le noyau de bh³[D (t)´ = bh†bh³[D (t)´ ,→ D (t)† est

bh†bh−1Q ³bh†bh´† = bh†bh−1Qbh†bh
par le théorème 5.4 et l’exemple 5.2.4. Celui de t∗ (D (t∗)) = bt† (D (t∗)) ,→ D (t)† est

bt†µIdG −bt−1Qbt†¶bt = bh†bh−1Qbt†bt
par la formule (∗) . Les propositions 5.7 et 7.3 montrent donc que le noyau debh³[D (t)´+ t∗ (D (t∗)) ,→ D (t)†

est égal à celui de H ,→ D (t)† :

bh†bh−1Qbh†bh+ bh†bh−1Qbt†bt = bh†bh−1Q ³bh†bh+ bt†bt´ = bh†bh−1QQ = bh†bh .
Pour calculer le noyau de

H ∩ bt† (G) = H ∩ t† (G) ,→ H+ t† (G) = D (t)†β
(cf. proposition 7.3.i) nous allons utiliser la proposition 5.9, mais attention en considérant la

semi-dualité
D
D (t)†β

¯̄̄
D (t)†β

E
. Les noyaux de H , bt† (G) et H∩bt† (G) sont alors respectivementbh†bh−1Q , bt†bt−1Q et bh†bh−1Qbt†bt−1Q , d’où le résultat.

Dmonstration de (iii) Le théorème 5.7.i montre que le noyau IdG −bt−1Qbt† de D (t∗) ,→ G
est l’applications de Parseval pD(t∗) associée à la décomposition G = D (t∗) + bt³[D (t)´ et on a

D (t∗)⊥G = Ker pD(t∗) = Ker

µ
IdG −bt−1Qbt†¶ .

Si γ ∈ D (t∗)⊥G , on a γ = bt−1Qbt†γ , donc (∗) entraîne bh†bh−1Qbt†γ = 0 , ce qui montre que
−1
Qbt†γ ∈ Kerbh et par suite que

γ = bt−1Qbt†γ ∈ bt³Kerbh´ ,
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i.e. D (t∗)⊥G ⊂ bt³Kerbh´ . Par adjonction de (∗) on obtientµ
IdG −bt−1Qbt†¶bt³Kerbh´ = {0} ,

ce qui prouve l’autre inclusion.

Dmonstration de (iv) L’équivalence de (a), (b) et (c) est une relecture du théorème
5.17 et de la remarque 5.17.1. Le théorème 5.7.i et la proposition 5.9 montrent en outre que
l’on a les égalités ¡

H ∩ t† (G)
¢⊥t†(G)

= Ker pD(t∗) = H⊥(H+t
†(G)) .

Plus précisément :

(a) ⇒ (b) L’application ht : F −→[D (t) continue d’image dense et, puisque bh est conti-
nue injective, il en est de même de h†bh et on a

h†h = h†bhht ,
il suffit de conclure à l’aide du théorème 5.17, (iii) ⇒ (i).

(b) ⇒ (c) Le théorème 5.17, (i)⇒ (ii) montre que h (F ) est dense dansD (t)†β = H+t† (G)
(cf. proposition 7.3.i). Il en est donc de même de H .

(c) ⇒ (d) Si H est dense dans H+ t† (G) , alors
¡
H ∩ t† (G)

¢⊥t†(G)
= H⊥(H+t†(G)) = {0} ,

donc H ∩ t† (G) est dense dans t† (G) (corollaire 1.4).
(d) ⇒ (e) Utilisant (ii) il vient

D (t∗)⊥G = Ker pD(t∗) =
¡
H ∩ t† (G)

¢⊥t†(G)
= {0} ,

ce qui montre que D (t∗) est dense dans G .
(e) ⇒ (a) Par définition du produit scalaire de D

¡bt¢ , on a Kerbh ∩Kerbt = {0} , donc bt
est injective sur Kerbh , et par suite une bijection de Kerbh sur D (t∗)⊥G . Si D (t∗)⊥G = {0} ,
on obtient évidemment Kerbh = {0} et t est fermable.
Puisque nous identifions [D (t) avec D (T ) , l’application de Riesz a été calculée dans la

proposition précédente. Les formules de dualité ne sont qu’une réécriture de celles de la définition
5.17.2 et finalement, on obtient les noyaux des deux premiers sous-espaces hilbertiens en les
utilisant :

Pour tout ξ ∈ H , θ ∈ D (T ) et µ ∈ D (T )† , on a

(ξ| θ)H =

j†ξ
¯̄
θ
®
D(T )† =

µ
−1
Qj†ξ

¯̄̄̄
θ

¶
D(T )

,

et

hθ|µiD(T ) = (Qθ|µ)D(T )†β .

Celui de D (T ∗) ,→ G a été calculé en (ii). ¤

REMARQUE 4 Le résultat classique est généralement formulé de la manière suivante :
Si T est un opérateur dans H de domaine dense à valeurs dans G , alors T est fermable

dans H si, et seulement si, T ∗ est de domaine dense dans G .
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COROLLAIRE Si t est fermable dans H de fermeture T , alors

t∗ = T ∗ et t∗∗ = T ,

ainsi que

T ∗∗∗ = t∗∗∗ = T ∗ = t∗ .

En particulier

G = D (T ∗) + T (D (T )) , H = D (T ) + T ∗ (D (T ∗))
et

T ∗ (D (T ∗)) = H ∩ T † (G) .
et, pour tout θ ∈ D (T ) et γ ∈ D (T ∗) , on a

(Tθ| γ)G = (θ|T ∗γ)H .

On a évidemment T ∗ = t∗ , car T † = bt† et t† prennent les mêmes valeurs sur les mêmes
éléments de G . Comme D (t∗) est dense dans G , on peut considérer t∗∗ . On a alors

D (T ) + T ∗ (D (T ∗)) = H = D (t∗∗) + t∗ (D (t∗))
par (iii), ainsi que (i) appliqué à t∗ . On en déduit D (T ) = D (t∗∗) par comparaison des noyaux.
Pour tout θ ∈ D (T ) et γ ∈ D (T ∗) , il vient alors

(Tθ| γ)G = (θ| t∗θ)H = (t∗∗θ| γ)G ,
donc t∗∗ = T . On en déduit

T ∗∗∗ = (T ∗)∗∗ = (t∗)∗∗ = t∗∗∗ = (t∗∗)∗ = T ∗ = t∗ .

Les dernières assertions découlent du théorème et de la proposition. ¤

La semi-dualité hD (G)|H+ Gi
Si G est un sous-espace hilbertien de F † est-ce que H + G est le semi-dual fort d’un sous-

espace hilbertien? Le sous-paragraphe ”La semi-dualité hH ∩G+|H+G−i ” semble donner un
exemple dans cette direction !

COROLLAIRE On suppose que G est un sous-espace hilbertien de F † de noyau g : F −→
G . Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) g est fermable dans H de fermeture G .

(ii) La semi-dualité
D
[D (g)

¯̄̄
D (g)†β

E
est bien plongeable.

(iii) H est dense dans H+ G .
(iv) H ∩ G est dense dans G .

Dans ce cas D (g)†β = H + G et la semi-dualité hD (G)|H+ Gi est bien plongée, en
particulier, pour tout ϕ ∈ F , θ ∈ D (G) , ξ ∈ H et µ ∈ H+ G , on a

hϕ|µiF = hhϕ|µiD(G) , hϕ| θiF = hhϕ| θiH+G
et

(θ| ξ)H = hθ| ξiD(G) .
En outre D (G∗) = H ∩ G , G∗ est l’injection canonique de H ∩ G dans G ,

G = H ∩ G +G (D (G)) , H = D (G) +H ∩ G
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et

Id+G†G : D (G) −→ H+ G
est l’application de Riesz.

C’est immédiat en remarquant que g† est l’injection canonique G ,→ F † . ¤
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7.5 Opérations sur les opérateurs non-bornés

Dans cette section nous ne considérons que des opérateurs,
mais dont le domaine de définition n’est pas nécessairement dense.

DEFINITION Si S et T sont des opérateurs dansH à valeurs dans G , on définit l’opérateur
somme S + T par

S + T : D (S + T ) := D (S) ∩D (T ) −→ G : ξ 7−→ Sξ + Tξ .

Si S est un opérateur dans G à valeurs dans un espace de Hilbert K , l’opérateur produit ST
est définit par

ST : D (ST ) :=
−1
T (D (S)) −→ K : ξ 7−→ S (Tξ) .

Si T est injectif, on définit l’opérateur inverse
−1
T dans G à valeurs dans H par

−1
T : D

µ
−1
T

¶
:= T (D (T )) −→ H : Tξ 7−→ ξ .

Mais attention, on dit que T est inversible , si T est une bijection de D (T ) sur G et
−1
T ∈

L (G,H) .

THEOREME Soient T un opérateur dans H à valeurs dans G et S,U des opérateurs entre
espaces de Hilbert tels que les formules qui suivent aient un sens.

(i) On a

S + T = T + S , (S + T ) + U = S + (T + U)

et

(ST )U = S (TU) , (S + T )U = SU + TU ,

mais seulement

S (T + U) ⊃ ST + SU .
(ii) Si S est borné, alors

S (T + U) = ST + SU .

(iii) Si S est borné et T fermé, alors S + T et TS sont fermés.

(iv) Si T est injectif et fermé, alors
−1
T est injectif et fermé et

D
µ
−1
T

¶
= T (D (T )) .

Nous supposons maintenant que S et T sont de domaine dense.

(v) Si S ⊂ T , alors T ∗ ⊂ S∗ .
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(vi) Si S+T est de domaine dense, alors (S + T )∗ ⊃ S∗+T ∗ . Si S est borné, alors (S + T )∗ =
S∗ + T ∗ .

(vii) Si ST est de domaine dense, alors (ST )∗ ⊃ T ∗S∗ . Si S est borné, alors (ST )∗ = T ∗S∗ .
(viii) On a

ImT⊥ = KerT ∗ .

(ix) Si T est fermé, injectif et d’image dense, alors il en est de même de
−1
T et T ∗ et on a

D
µ∙

−1
T

¸∗¶
= T ∗ (D (T ∗)) et [T ∗]−1 =

∙
−1
T

¸∗
.

Dmonstration de (i) Les formules ponctuelles sont triviales du moment qu’elles ont
un sens. Le seul problème est celui des domaines de définition, ce qu’il n’est pas difficile de
vérifier.

Dmonstration de (ii) Idem.

Dmonstration de (iii) Il suffit d’utiliser le théorème 7.1.ii. Soit (ξk)k∈N ⊂ D (S + T ) =
D (T ) telle que ξ := limk ξk et γ := limk (S + T ) ξk existent. On en déduit Sξ = limk Sξk ,
puisque S est continu, puis que la suite (T ξk)k∈N converge et que

γ − Sξ = limk (S + T ) ξk − limk Sξk = limk Tξk .
Ceci montre que ξ ∈ D (T ) et Tξ = γ − Sξ , puisque T est fermé, donc

ξ ∈ D (S + T ) et ψ = (S + T ) ξ ,

i.e. S + T est fermé.
Si maintenant (ξk)k∈N ⊂ D (TS) est telle que ξ := limk ξk et γ := limk TSξk existent, on a

Sξ = limk Sξk , puisque S est continu. Mais comme (Sξk)k∈N ⊂ D (T ) et que T est fermé, on
obtient Sξ ∈ D (T ) et

TSξ = limk TSξk = γ ,

ce qui prouve que TS est fermé.

Dmonstration de (iv) C’est immédiat, puisque

Gr
−1
T = %(GrT )

et

% : H× G −→ G ×H : (ξ, γ) 7−→ (γ, ξ)

est unitaire.

Dmonstration de (v) Cela découle de la proposition 7.4.

Dmonstration de (vi) Pour la première partie, il suffit d’utiliser la proposition 7.4. Si
S ∈ L (H,G) , on a T + S = T + S|D(T ) , donc (T + S)

† = T † +
¡
S|D(T )

¢†
, d’où le résultat,

puisque S|D(T ) = S ,
¡
S|D(T )

¢∗
=
¡
S|D(T )

¢∗
= S∗ et D (S∗) = G .

Dmonstration de (vii) Pour la première partie, il suffit d’utiliser la proposition 7.4. Si
S ∈ L (G,K) , on a (ST )† = T †S∗ , donc pour tout κ ∈ K , on a κ ∈ D ([ST ]∗) si, et seulement
si, T †S∗κ ∈ H , i.e. si S∗κ ∈ D (T ∗) ; mais ceci signifie que κ ∈ D (T ∗S∗) .
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Dmonstration de (viii) C’est immédiat, puisque γ ∈ (ImT )⊥ si, et seulement si, pour
tout ϕ ∈ F , on a

0 = (Tϕ| γ)G =

ϕ|T †γ

®
,

i.e. T †γ = 0 , ce qui signifie que γ ∈ D (T ∗) et T ∗γ = 0 .

Dmonstration de (ix) Rappelons que T est de domaine dense, et d’image dense, donc

aussi
−1
T et cet opérateur est fermé par (iv). Pour tout γ ∈ T (D (T )) , on a

kγk2T (D(T )) =
°°°°−1T γ

°°°°2
D(T )

=

°°°°−1T γ

°°°°2
H
+ kγk2G = kγk

2

D
µ−1
T

¶ ,
d’où la première formule. L’adjoint T ∗ est injectif et d’image dense par (viii) appliqué à T et

T ∗ . Puisque le théorème 7.6.iii appliqué à T = T et
µ
−1
T

¶∗
entraîne

D (T ) + T ∗ (D (T ∗)) = H = D
µ∙

−1
T

¸∗¶
+
−1
T

µ
D
µ
−1
T

¶¶
=

= D
µ∙

−1
T

¸∗¶
+
−1
T (T (D (T ))) = D

µ∙
−1
T

¸∗¶
+D (T ) ,

par comparaison des noyaux on obtient

D
µ∙

−1
T

¸∗¶
= T ∗ (D (T ∗)) = D

¡
[T ∗]−1

¢
.

Pour tout γ ∈ D
µ
−1
T

¶
et ϑ ∈ D (T ∗) , on a T ∗ϑ ∈ D

µ∙
−1
T

¸∗¶
, donc

(γ|ϑ)G =
µ
T
−1
T γ

¯̄̄̄
ϑ

¶
G
=

µ
−1
T γ

¯̄̄̄
T ∗ϑ

¶
H
=

µ
γ|
∙
−1
T

¸∗
T ∗ϑ

¶
G
;

ainsi
∙
−1
T

¸∗
T ∗ = Id sur D (T ∗) , ce qui finit de prouver la seconde formule. ¤

REMARQUE 1 Même si S et T sont des opérateurs fermés de domaine dense, il se peut que
S +T et ST ne le soient pas. On peut par exemple avoir D (T 2) = {0} , où T est un opérateur
fermé symétrique (cf. remarque 7.6.2) de domaine dense. Dans ce cas on a

D (T (T − T )) = D (T ) et D
¡
T 2 − T 2

¢
= D

¡
T 2
¢
= {0} ,

ce qui montre quer l’inclusion S (T + U) ⊃ ST + SU peut être stricte. De même
D ((T − T )∗) = H et D (T ∗ − T ∗) = D (T ∗)

et si T est un opérateur borné tel que ImT ⊂ D (S) , alors
D ((ST )∗) = H et D (T ∗S∗) = D (S∗) .

PROPOSITION Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est inversible.

(ii) Il existe S ∈ L (G,H) tel que ST ⊂ IdH et TS = IdG .
(iii) T est fermé et T est une bijection de D (T ) sur G .
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Dans ce cas
−1
T = S .

Il est immédiat que (i) entraîne (ii). Si (ii) est satisfait, la bijectivité de T est immédiate

et on a
−1
T = S ∈ L (G,H) , donc T est fermé par la remarque 3.14.1 et (iv) de la proposition

ci-dessus. La dernière implication découle du scolie 7.1, puisque
−1
T est fermé à nouveau par (iv)

et partout défini. ¤
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7.6 Opérateurs formellement normaux

Nous considérerons à nouveau
une application linéaire continue T : F −→ G ,

en plus
un espace localement convexe séparé E

et
un sous-espace hilbertien G ,→ E† de noyau g : E −→ G .

DEFINITION 1 Nous dirons que T est adjoignable (par rapport à G ,→ E† ) s’il existe une
application linéaire continue T • : E −→ H telle que l’on ait

h†T • = T †g . (∗)

G T †−→ F †

g ↑ ↑ h†

E
T •−→ H

Il est clair, puisque h† est injective, que T • est univoquement déterminée.

REMARQUE 1 L’existence de l’application linéaire T • est équivalente à l’inclusion

T †g (E) ⊂ H .

Il reste à vérifier la continuité de T • . Mais comme h†T • = T †g : E −→ F † est continue,
le graphe de T • est fermé dans E × H . L’application linéaire T • est donc automatiquement
continue par le théorème de Ptak 3.14.i si E est tonnelé.

THEOREME Si T est adjoignable, alors T • l’est aussi et (T •)• = T . Les applications
linéaires T et T • sont fermables et on a

T ⊂ (T •)∗ et T • ⊂ T ∗ .

La première partie est évidente puisque (∗) entraîne
(T •)† h = g†T . (∗∗)

D’autre part T †g (E) = h†T • (E) ⊂ H , donc g (E) ⊂ D (T ∗) , ce qui montre que D (T ∗) est
dense dans G , et par suite que T est fermable par le théoreme 7.4.ii. La formule (∗∗) montre
alors que T ⊂ (T •)∗ . ¤

DEFINITION 2 Si T est à valeurs dans H , on dit que T est formellement auto-adjointe si

h†T = T †h ,

i.e. T est adjoignable (par rapport à H ,→ F † ) et T = T • .
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REMARQUE 2 Pour qu’un opérateur T dans H soit formellement auto-adjoint, il faut et
il suffit que l’on ait T ⊂ T ∗ , ou bien

(T ξ| η) = (ξ|Tη) pour tout ξ, η ∈ D (T ) .
C’est la définition classique et on dit que T est symétrique .

COROLLAIRE Si T est formellement auto-adjointe et S est un prolongement symétrique
fermé de T , alors

T = T ∗∗ ⊂ S ⊂ S∗ ⊂ T ∗ = T ∗∗∗ = T ∗ .
D’autre part D

¡
T
¢
@ D (T ∗) et
H = D

¡
T
¢
+ T ∗ (D (T ∗)) = D (T ∗) + T

¡
D
¡
T
¢¢
.

C’est immédiat par le théorème 7.4. D’autre part T ⊂ T ∗ entraîne l’égalité des produits
scalaires sur D

¡
T
¢
. ¤

L’un des problèmes fondamentaux de la théorie des opérateurs symétriques est de déter-
miner tous les prolongements S de T , qui sont auto-adjoints, i.e. tels que S = S∗ , s’il en
existe !

Plus généralement nous poserons la

DEFINITION 3 Si T est à valeurs dans H , nous dirons que T est formellement normale si
T est adjoignable par rapport à H ,→ F † et

T †T = T •†T • .

PROPOSITION Supposons que T soit adjoignable par rapport à H ,→ F † . Pour que T
soit formellement normale, il faut et il suffit que

D
¡
T
¢
@ D (T ∗) .

Pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a
ϕ|T †Tψ

®
= (Tϕ|Tψ) =

¡
Thϕ

¯̄
Thψ

¢
et 

ϕ|T •†T •ψ
®
= (T •ϕ|T •ψ) = (T ∗hϕ|T ∗hψ) ,

puisque T •ϕ = T †hϕ = T ∗hϕ . Ainsi T est formellement normale si, et seulement si,

(hϕ|hψ)D(T) = (hϕ|hψ)D(T ∗) pour tout ϕ,ψ ∈ F ,

d’où notre assertion. ¤
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7.7 Opérateurs normaux

DEFINITION Si T est à valeurs dans H , nous dirons que T est essentiellement normale ,
respectivement essentiellement auto-adjointe , si D

¡
T
¢
= D (T ∗) , respectivement T = T ∗ .

Lorsque T est un opérateur fermé dans H , on dit que T est normal , respectivement auto-
adjoint .

Un opérateur auto-adjoint T est dit (autoadjoint) positif , si (ξ|Tξ) > 0 pour tout ξ ∈
D (T ) .

Il est clair que T est essentiellement auto-adjointe si, et seulement si, T est essentiellement
normale et formellement auto-adjointe.

LEMME Soit T un opérateur fermé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est normal, i.e. D (T ) = D (T ∗) .
(ii) D (T ) = D (T ∗) et kTϕk = kT ∗ϕk pour tout ϕ ∈ D (T ) .
(iii) T (D (T )) = T ∗ (D (T ∗)) .
(iv) H = D (T ) + T (D (T )) .

L’assertion (ii) n’est qu’une reformulation de (i). Le reste découle immédiatement du théo-
rème 7.4, puisqu’on a la formule

D (T ) + T ∗ (D (T ∗)) = H = D (T ∗) + T (D (T )) .
¤

PROPOSITION

(i) Un opérateur normal ne possède pas d’extension normale stricte.

(ii) Si T est injectif, d’image dense et normal, respectivement auto-adjoint, alors
−1
T est nor-

mal, respectivement auto-adjoint.

(iii) Si T est auto-adjoint et S est un opérateur borné auto-adjoint, alors T+S est auto-adjoint.

Dmonstration de (i) Si S et T sont des opérateurs normaux tels que S ⊂ T , alors
T ∗ ⊂ S∗ par la théorème 7.5.v. On a alors

D (S) ⊂ D (T ) = D (T ∗) ⊂ D (S∗) = D (S) ,
donc S = T .

Dmonstration de (ii) A l’aide du théorème 7.5, (iv) et (ix), et de la proposition ci-
dessus, on a

D
µ
−1
T

¶
= T (D (T )) = T ∗ (D (T ∗)) = D

¡
[T ∗]−1

¢
= D([

−1
T ]∗))
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si T est normal. Si T est auto-adjoint, alors T est symétrique, donc aussi
−1
T (cf. remarque 7.3.2),

ce qui montre que
−1
T est auto-adjoint.

Dmonstration de (iii) C’est immédiate à l’aide de la théorème 7.5.vi. ¤

THEOREME On suppose que T est formellement normale.

(i) On a

Ker
¡
Id+T •†T ∗

¢
= D

¡
T
¢⊥D(T ∗)

.

(ii) Pour que T soit essentiellement normale, il faut et il suffit que

Id+T •†T ∗ : D (T ∗) −→ F †

soit injective.

Dmonstration de (i) Il suffit de constater que ϑ ∈ D
¡
T
¢⊥D(T ∗)

est caractérisé par

0 = (hϕ|ϑ)T ∗ = (hϕ|ϑ) + (T ∗hϕ|T ∗ϑ) = (hϕ|ϑ) + (T •hϕ|T ∗ϑ) =

=

ϕ|
¡
Id+T •†T ∗

¢
ϑ
®

pour tout ϕ ∈ F , i.e. ϑ ∈ Ker
¡
Id+T •†T ∗

¢
.

Dmonstration de (ii) C’est immédiat par la proposition 7.6 et (i). ¤

COROLLAIRE On suppose que T est formellement auto-adjointe. Pour que T soit essen-
tiellement auto-adjointe, il faut et il suffit que

T ∗ ± i · Id : D (T ∗) −→ H
soient injectives, i.e. Im (T ± i · Id) dense dans H .

On a toujours

KerT ∗ = KerT † ,

car si ξ ∈ H et T †ξ = 0 , on a évidemment ξ ∈ D (T ∗) . Il vient alors
Ker

¡
T † ± i · Id

¢
= Ker (T ∓ i · Id)† = Ker (T ∓ i · Id)∗ = Ker (T ∗ ± i · Id) .

Puisque T est formellement auto-adjoint, i.e. T • = T , on a

T •† = T † = T ∗ sur D (∗) ,
donc ¡

T † ∓ i · Id
¢
(T ∗ ± i · Id) = T †T ∗ ± i · T † ∓ i · T ∗ + Id = T •†T ∗ + Id sur D (T ∗) .

On en déduit immédiatement le corollaire. ¤

EXEMPLE (Les opérateurs de multiplication)
Si µ est une intégrale de Radon sur un espace topologique séparé et α est une fonction

µ-mesurable, on définit l’opérateur de multiplication Mα par α dans L2 (µ) sur

D (α) :=
©
ξ ∈ L2 (µ)

¯̄
α · ξ ∈ L2 (µ)

ª
par

ξ 7−→ α · ξ .
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Nous étudirons ces opérateurs sous une forme encore plus générale dans le chapitre 8. Nous
verrons en particulier que ce sont des opérateurs normaux.

EXERCICE Trouver un exemple montrant que l’assertion (iii) de la proposition est fausse
pour les opérateurs normaux sans hypothèses supplémentaires.
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7.8 L’algèbre stellaire associée à un opérateur fermé

Soient T un opérateur fermé de domaine dense dans H à valeurs dans G et Q l’application
de Riesz de D (T ) sur D (T )†β . On considère les opérateurs

A :=
−1
Q |H : H −→ D (T ) ,→ H

et

B := T
−1
Q|H : H −→ D (T ) −→ G .

THEOREME

(i) A est le noyau de D (T ) ,→ H et c’est un opérateur auto-adjoint positif de norme 6 1 .
L’opérateur B est aussi de norme 6 1 .
(ii) On a

Q = Id+T †T , A = (Id+T ∗T )−1 , B = T (Id+T ∗T )−1 ,

et

D (T ) = A (H) +B (H) , i.e. A2 +B∗B = A .

(iii) Les sous-espaces hilbertiens D (T ∗T ) et A (H) sont équivalents et denses dans D (T ) et
T = BA−1 .

(iv) L’opérateur T ∗T est de domaine dense et auto-adjoint positif.

(v) Si T est à valeurs dans H , alors T est normal si, et seulement si, T ∗T = TT ∗ .

Dmonstration de (i) La première assertion découle du théorème 7.3. Puisque

H = D (T ) + T ∗ (D (T ∗))
par le théorème 7.4.iii, il suffit d’appliquer le théorème 5.7, i et ii, pour obtenir les autres
assertions.

Dmonstration de (ii) La première formule découle aussi du théorème 7.3. En outre

D (T ∗T ) = {ξ ∈ D (T ) | Tξ ∈ D (T ∗)} =
©
ξ ∈ D (T )

¯̄
T †T ξ ∈ H

ª
=
−1
Q (H) = A (H) ,

ce qui montre que A = (Id+T ∗T )−1 . La troisième formule en découle. Pour tout ξ, η ∈ H , on
a alors ¡

ξ|
¡
A2 +B∗B

¢
η
¢
H = (Aξ|Aη)H + (Bξ|Bη)G = (Aξ|Aη)H + (TAξ|TAη)G =

= (Aξ|Aη)H + (T ∗TAξ|Aη)H = ((Id+T ∗T )Aξ|Aη)H = (ξ|Aη)H ,

ce qui prouve la quatrième formule en utilisant le théorème de l’image 5.4 et la proposition 5.7.

Dmonstration de (iii) L’exemple 5.11.2 montre, puisque A (H) = D (T ∗T ) , que les
sous-espaces hilbertiens A (H) et D (T ∗T ) sont équivalents. Comme A est le noyau de D (T ) ,→
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H , le sous-espace vectoriel A (H) est dense dans D (T ) par la proposition 5.3.i ; la formule
T = BA−1 en découle par la proposition 7.2.ii.

Dmonstration de (iv) Comme l’opérateurA est auto-adjoint, la proposition 7.7 montre
que T ∗T est aussi auto-adjoint. Il est évidemment positif.

Dmonstration de (v) Si T est à valeurs dans H , il est clair que T est normal si,
et seulement si, les noyaux (Id+T ∗T )−1 et (Id+TT ∗)−1 sont égaux, ce qui est évidemment
équivalent à T ∗T = TT ∗ . ¤

REMARQUE 1 Le fait que (Id+T ∗T )−1 est le noyau de D (T ) ,→ H se démontre directe-
ment de la manière suivante :

Pour tout θ ∈ D (T ) et ξ ∈ H , on a

(ξ| θ)H = (hξ| θ)D(T ) = (hξ| θ)H + (Thξ|Tθ)H
et

θ 7−→ (Thξ|Tθ)H = (ξ| θ)H − (hξ| θ)H
est évidemment continue, donc Thξ ∈ D (T ∗) , i.e. hξ ∈ D (Id+T ∗T ) et

(ξ| θ)H =
³
(Id+T ∗T )hξ

¯̄̄
θ
´
H
.

Puisque D (T ) est dense dans H , on a ξ = (Id+T ∗T )hξ . Réciproquement si η ∈ D (Id+T ∗T )
est solution de ξ = (Id+T ∗T ) η , on obtient (ξ| θ)H = (η| θ)D(T ) , donc η ∈ hξ . Ceci finit de
montrer que Id+T ∗T est inversible et que h = (Id+T ∗T )−1 . ¤

DEFINITION Si T est un opérateur fermé dans H , on désigne par A (T ) = A (A,B) la
sous-algèbre stellaire unifère de L (H) engendrée par A et B . On dit que c’est l’ algèbre stellaire
de T .

A (T ) est la sous-algèbre unifère fermée engendrée par A , B et B∗ .

COROLLAIRE Si T est normal, alors A , B et B∗ commutent deux à deux, i.e. A (T ) est
commutative.

En particulier B est normal. Si T est autoadjoint, il en est de même de B.

On a T (Id+T ∗T ) ⊃ T +TT ∗T = (Id+TT ∗)T par le théorème 7.5.i, donc l’égalité puisque
ces opérateurs ont même domaine. Comme A = (Id+T ∗T )−1 par (ii) , le lemme 7.7 montre
que

AT = AT (Id+T ∗T )A = A (Id+TT ∗)TA = A (Id+T ∗T )TA ⊂ TA ,
en ayant utilisé (v). On prouve de la même manière que AT ∗ ⊂ T ∗A . Sachant que A est
autoadjoint par (i), la proposition 7.5, vii et v, montre que

T ∗A = T ∗A∗ = (AT )∗ ⊃ (TA)∗ = B∗ ,
donc que B∗ = T ∗A puisque B∗ est partout défini. Finalement on a les formules

B∗B = T ∗ATA ⊂ T ∗TA2 ,

BB∗ = TAT ∗A ⊂ TT ∗A2 = T ∗TA2 ,

AB = ATA ⊂ TA2 = BA
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et

AB∗ = AT ∗A ⊂ T ∗A2 = B∗A .
Ces opérateurs étant partout définis, on a les égalités, ce qui finit de prouver que A (T ) est
commutative. Finalement si T est autoadjoint, alors

B∗ = T ∗A = TA = B .

¤

REMARQUE 2 Le théorème spectral 8.4 montrera que la réciproque est vraie. La démons-
tration directe n’est pas difficile (exercice).

REMARQUE 3 Classiquement on définit un opérateur normal par la condition (v) du théo-
rème.
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7.9 Opérateurs différentiels

Dans ce numéro X est un ouvert de Rn .

Soit

L : D (X) −→ L2 (X) : ϕ 7−→
X
|α|6m

cα · ∂/αϕ ,

un opérateur différentiel à coefficients cα ∈ L2loc (X) . C’est une application linéaire continue.
En effet pour α ∈ Nn et c ∈ L2loc (X) les applications

∂/α : D (X) −→ D (X) : ϕ 7−→ ∂/αϕ

et

Mc : D (X) −→ L2 (X) : ψ 7−→ c · ψ
sont continues. La première assertion a été démontrée en 4.4 ; la seconde est immédiate, puisque
pour tout K ∈ K (X) et ψ ∈ D (X,K) , on a

kc · ψk2 6 kck∞,K · λ (K) · kψk∞ = kck∞,K · λ (K) · pK,0 (ψ) .

L’adjoint formel L† est alors donné par


ϕ|L†ξ

®
= (Lϕ| ξ) =

⎛⎝ X
|α|6m

cα · ∂/αϕ

¯̄̄̄
¯̄ ξ
⎞⎠ =

X
|α|6m

Z
cα · ∂/αϕ · ξ dλX =

=
X
|α|6m

h∂/αϕ| cα · ξi =
*
ϕ

¯̄̄̄
¯̄ X
|α|6m

∂/α (cα · ξ)
+
,

i.e.

L† : L2 (X) −→ D (X)0 : ξ 7−→
X
|α|6m

∂/α (cα · ξ) .

PROPOSITION Si, pour tout ϕ ∈ D (X) , on a L†ϕ ∈ L2 (X) , alors L est fermable.

Puisque D (X) est tonnelé, cela découle, grâce à la remarque 7.6.1, du théorème 7.6 avec
F = E = D (X) et H = G = L2 (X) . Mais remarquons que la continuité de

L• : D (X) −→ L2 (X) : ϕ 7−→ L†ϕ

peut être démontrée directement : pour c ∈ L2loc (X) , les applications
Mc : L

2 (X) −→ L1loc (X) ,→ D (X)0 : ξ 7−→ c · ξ
et

∂/α : D (X)0 −→ D (X)0 : µ 7−→ ∂/αµ

sont évidemment continues. ¤
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Les opérateurs dans L2 (X) définis sur D (X) qui suivent sont important en mécanique
quantique :

EXEMPLE 1 (Les opérateurs de position et d’impulsion )

Qj : ϕ 7−→ prj ·ϕ et Pj : ϕ 7−→ ∂/jϕ

Ces opérateurs sont formellement auto-adjoints, donc fermables. En outre

D
¡
Q∗j
¢
=
©
γ ∈ L2 (X)

¯̄
prj ·γ ∈ L2 (X)

ª
et

D
¡
P ∗j
¢
=
©
γ ∈ L2 (X)

¯̄
∂/jγ ∈ L2 (X)

ª
.

Remarquons si X est borné que Q∗j est partout défini, donc borné. Ceci n’est jamais le cas
de P ∗j .

EXEMPLE 2 Les opérateurs

Aj,± := Pj ± i ·Qj
sont aussi fermables, car

(Aj,±)
†
|D(X) = Aj,∓ .

EXEMPLE 3 (Opérateurs de Schrödinger)
Ce sont les opérateurs de la forme

∆/ + V ,

de potentiel V ∈ L2loc (X) . Il sont fermables car
(∆/ + V )† |D(X) = ∆/ + V .

En outre

D ((∆/ + V )∗) =
©
γ ∈ L2 (X)

¯̄ ¡
∆/ + V

¢
γ ∈ L2 (X)

ª
.

EXEMPLE 4 Les opérateurs différentiels à coefficients constants sont fermables.

En effet

L†ϕ =
X
|α|6m

∂/α (cα · ϕ) =
X
|α|6m

cα · ∂/αϕ .

¤

EXEMPLE 5 Si cα ∈ C(|α|) (X) pour tout α ∈ Nn tel que |α| 6 m , ou plus généralement,
si ∂βcα ∈ L2loc (X) pour tout β 6 α et |α| 6 m , alors L est fermable.

En effet dans le premier cas, pour tout ϕ ∈ D (X) , on a cα·ϕ ∈ C(|α|) (X) , donc ∂/α (cα · ϕ) ∈
K (X) , et par suite L†ϕ ∈ K (X) ⊂ L2 (X) . En appliquant la formule de Leibniz classique, on
voit que L†|D(X) est un opérateur différentiel.
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Dans le second cas, on considère cα comme une distribution, et on applique la formule de
Leibniz (cf. proposition 4.5) :

∂/α (ϕ · cα) =
X
β6α

µ
α

β

¶
· ∂/α−βϕ · ∂/βcα ∈ L2 (X) .

¤

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus peut se faire sans aucune hypothèse. On a

L†ϕ =
X

|α|6m,β6α

µ
α

β

¶
· ∂/βϕ · ∂/α−βcα =

X
|β|6m

∂/βϕ ·

⎡⎣ X
|α|6m,α>β

µ
α

β

¶
· ∂/α−βcα

⎤⎦
et ∂/α−βcα ∈ D (X)0 en général. Il suffit donc qu’il y ait des annulations judicieuses, c’est-à-dire
que X

|α|6m,α>β

µ
α

β

¶
· ∂/α−βcα ∈ L2loc (X) pour tout β ∈ Nn tel que |β| 6 m ,

pour que L soit fermable.

REMARQUE 2 Si L est formellement auto-adjoint, on peut se demander si, pour tout
ξ ∈ D (L∗) , on a encore

L∗ξ =
X
|α|6m

cα · ∂/αξ .

Malheureusement, le second membre n’a en général pas de sens, car il faudrait à priori savoir
que la distribution ∂αξ est multipliable par cα (exercice).

Rappelons que

D (L∗) =
©
ξ ∈ L2 (X)

¯̄
L†ξ ∈ L2 (X)

ª
et que D

¡
L
¢
est un sous-espace vectoriel fermé de D (L∗) . Si L est d’ordre m , l’un des

problèmes de la théorie est de trouver des conditions sur L telles que

D (L∗) = H(m) (X) .

Dans ce cas

D (L∗) ≡ H(m) (X) et D
¡
L
¢
≡ H(m),0 (X)

d’après le corollaire 5.8. Rappelons (cf. proposition 4.11.i) que H(m) (Rn) = H(m),0 (Rn) .

EXEMPLE 6 (Les opérateurs différentiels classiques dans un ouvert de Rn)
Considérons l’opérateur

grad/ : D (X) −→ L2 (X,Cn) = L2 (X)n : ϕ 7−→ (∂/jϕ)j=1,...,n .

Un calcul immédiat montre que son adjoint formel est

grad/ † = div/ : L2 (X,Cn) −→ D (X)0 : γ 7−→
nX
j=1

∂/jγj .

408 OPÉRATEURS NON-BORNÉS Claude Portenier



Opérateurs différentiels 7.9

De même l’adjoint formel de

div/ : D (X,Cn) = D (X)n −→ L2 (X) : ψ 7−→
nX
j=1

∂/jψj

est

div/ † = grad/ : L2 (X) −→ D (X,Cn)0 =
¡
D (X)0

¢n
: ξ 7−→ (∂/jξ)j=1,...,n .

On peut en fait définir

grad/ : D (X) −→ D (X,Cn) et div/ : D (X,Cn) −→ D (X)
et on a

div/ † = grad/ : D (X)0 −→ D (X,Cn)0 : ξ 7−→ (∂/jξ)j=1,...,n ,

grad/ † = div/ : D (X,Cn)0 −→ D (X)0 : γ 7−→
nX
j=1

∂/jγj ,

ainsi que

div/ (grad/ ) = ∆/ : ξ 7−→ ∆/ ξ : D (X)0 −→ D (X)0 .

Ceci montre que div/ ∗ est un prolongement fermé de grad/ , qui est donc un opérateur
fermable et que

D (div/ ∗) = H(1) (X) et D
³
grad/

´
= H(1),0 (X) .

On pose

H(−1) (X) := H(1),0 (X)†

et on a

H(−1) (X) = L2 (X) + div/
¡
L2 (X,Cn)

¢
≡ L2 (X) +

nX
j=1

∂j
¡
L2 (X)

¢
.

Soit

H (X,div) := D (grad/ ∗) =

(
γ ∈ L2 (X,Cn)

¯̄̄̄
¯

nX
j=1

∂/jγj ∈ L2 (X)
)
,

muni de la norme γ 7−→ kγk22 +
°°°Pn

j=1 ∂/jγj

°°°2
2
, et désignons par H0 (X,div) l’adhérence de

D (X,Cn) dans H (X,div) . On a alors

D
³
div/
´
= H0 (X, div) .

En outre

L2 (X) = H(1) (X) + div/
¡
H0 (X, div)

¢
=

= H(1),0 (X) + grad/ ∗ (H (X,div)) .

On a des formules analogues pour H0 (X, div)† et L2 (X,Cn) .
Comme grad/ †grad/ coïncide avec ∆/ sur H(1),0 (X) , le théorème 7.8.ii montre que

Id+∆/ : H(1),0 (X) −→ H(−1) (X)
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est l’application de Riesz Q , donc que l’équation distributionnelle

(Id+∆/ ) ξ = µ

possède pour tout µ ∈ H(−1) (X) une unique solution ξ ∈ H(1),0 (X) .
L’opérateur auto-adjoint positif

∆/ D := grad/
∗grad/

est défini sur ©
ξ ∈ H(1),0 (X)

¯̄
∆ξ ∈ L2 (X)

ª
,

et s’appelle opérateur de Dirichlet . L’opérateur

G := (Id+∆/ D)
−1 : L2 (X) −→ H(1),0 (X) ,→ L2 (X)

est le noyau de H(1),0 (X) ,→ L2 (X) , donc est borné. On dit que c’est l’ opérateur de Green
de l’ouvert X .

L’opérateur auto-adjoint positif

∆/ N := div/ div/ ∗

est défini sur ©
ξ ∈ H(1) (X)

¯̄
grad ξ ∈ H0 (X, div)

ª
,

et s’appelle opérateur de Neumann .
Lorsque X est une sous-variété compacte avec bord de Rn de dimension n , dont le bord

∂X = X rX◦ est une sous-variété indéfiniment dérivable ayant X d’un même côté, on peut
caractériserH(1),0 (X) etH0 (X,div) . Le théorème de trace (cf. Aubin1, théorème 9.5.1) affirme
que l’opérateur de restriction

f|X 7−→ f|∂X : C(∞) (Rn)|X −→ C(∞) (∂X)
possède un unique prolongement continu surjectif

ξ 7−→ ξ|∂X : H(1) (X) −→ H( 12) (∂X)

dont le noyau est H(1),0 (X) . On a donc

H(1),0 (X) =
©
ξ ∈ H(1) (X)

¯̄
ξ|∂X = 0

ª
.

Pour toutes fonctions f ∈ C(∞) (Rn) et v ∈ C(∞) (Rn,Cn) , on a la formule d’intégration par
partie (cf. cours d’Analyse [17], proposition 17.7) :Z

grad f|X • v|X dλX +
Z
f|X · div v|X dλX =

Z
f|∂X · v|∂X • n dλ∂X .

On peut montrer (cf. Aubin [2], théorème 12.1.5) que l’opérateur

v|X 7−→ v|∂X • n : C(∞) (Rn,Cn)|X −→ C(∞) (∂X)
possède lui aussi un prolongement continu surjectif

γ 7−→ γ|∂X • n : H (X, div) −→ H(−1
2) (∂X)

dont le noyau est H0 (X,div) . On a donc

H0 (X,div) =
©
γ ∈ H (X, div) | γ|∂X • n = 0

ª
.

1 J.P. Aubin, Analyse fonctionnelle appliquée, Tomes 1 et 2, Presses Universitaires de France, 1987
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Grâce aux inégalités de Sobolev (cf. Brezis [4], théorème IX.25 et IX.26), on peut montrer
que

D (∆/ D) =
©
ξ ∈ H(2) (X)

¯̄
ξ|∂X = 0

ª
et D (∆/ N) =

©
ξ ∈ H(2) (X)

¯̄
∂nξ|∂X = 0

ª
en ayant évidemment posé ∂/nξ|∂X := grad/ ξ|∂X • n .

EXEMPLE 7 Plus généralement soit A = {α ∈ Nn | 0 < |α| 6 m} . En considérant les opé-
rateurs

T : D (X) −→ L2
¡
X,CA

¢
: ϕ 7−→ (∂/αϕ)

et

S : D
¡
X,CA

¢
−→ L2 (X) : ψ 7−→

X
α∈A

∂/αψα ,

on voit immédiatement que T = S†|D(X) ,

D (S∗) = H(m) (X) , T ⊂ S∗ ,
et que H(m),0 (X) = D

¡
T
¢
. Son semi-dual dans D (X)0 est noté H(−m) (X) et on a

H(−m) (X) = L2 (X) +
X
α∈A

∂α
¡
L2 (X)

¢
.

L’opérateur différentiel Id+
P

α∈A ∂/
2α est une isométrie de H(m),0 (X) sur H(−m) (X) .

EXEMPLE 8 (Cas d’une seule variable)
Soit J un intervalle ouvert de R . On peut montrer (exercice) que

D (P ∗) = H(1) (J) ⊂ AC (J) ∩ C0
¡
J
¢

et

D
¡
P
¢
= H(1),0 (J) =

©
ϕ ∈ H(1) (J)

¯̄
ϕ (inf J) = ϕ (sup J) = 0

ª
.

Ceci montre que H(1),0 (J) est bien ce à quoi l’on s’attendait ! Remarquons que D (J) est dense
dans L2 (J) et aussi dans D

¡
P
¢
; c’est donc un domaine essentielle de P , mais D (J) n’est

évidemment pas dense dans D (P ∗) .
On peut montrer (exercice) que P ne possède sur R∗+ aucun prolongement auto-adjoint.

Grâce à la proposition 7.3.i et au théorème 7.4, i, on a les formules

H(−1) (J) = L2 (J) + ∂/
¡
L2 (J)

¢
et

L2 (J) = H(1) (J) + ∂/
¡
H(1),0 (J)

¢
= H(1),0 (J) + ∂/

¡
H(1) (J)

¢
.

L’injection canonique H(1) (J) ,→ C0
¡
J
¢
est continue par le corollaire 4.8.i, ce qui montre qu’il

existe une constante c <∞ telle que

kϕk2∞ 6 c ·
¡
kϕk22 + k∂/ϕk

2
2

¢
pour tout ϕ ∈ H(1) (J) .

L’inégalité de Sobolev est une amélioration de cette inégalité (exercice). Ceci prouve que, pour
tout x ∈ J , on a δx ∈ H(−1) (J) et

hϕ| δxiH(1),0 = ϕ (x) pour tout ϕ ∈ H(1),0 (J) .
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On peut aussi utiliser la première égalité ci-dessus, car en choisissant χ ∈ D (J) tel que χ (x) =
1 , on a

∂ (χ · hx) = hx · ∂χ+ χ · ∂hx = hx · ∂χ+ δx ,

donc

δx = −hx · ∂χ+ ∂ (χ · hx) ∈ L2 (J) + ∂/
¡
L2 (J)

¢
= H(−1) (J) .

Pour tout η ∈ L2 (J) l’application
η · δ : y 7−→ η (y) · δy : J −→ H(−1) (J)

est λ-intégrable dans H(−1) (J) et Z
η (y) · δy dy = η .

En effet, pour tout ϕ ∈ H(1),0 (J) , il vient hϕ| η · δiH(1),0 = ϕ · η ∈ L1 (J) , ainsi queZ
|hϕ| η · δiH(1),0| dλ =

Z
|ϕ · η| dλ 6 kϕk2 · kηk2 6 kηk2 · kϕkH(1),0 ,

d’où le résultat par le théorème 3.12.i. ¤

Puisque l’application de Riesz réciproque
−1
Q = (Id+∆/ D)

−1 : H(−1) (J) −→ H(1),0 (J)

est continue, utilisant le lemme 3.12.iii on voit que l’application

η ·
−1
Qδ : y 7−→ η (y) ·

−1
Qδy : J −→ H(1),0 (J)

est λJ -intégrable dans H(1),0 (J) , considéré comme semi-dual de H(−1) (J) . Comme l’opérateur

de Green G = (Id+∆/ D)
−1 est la restriction de

−1
Q à L2 (J) , et on a

Gη =
−1
Qη =

Z
η (y) ·

−1
Qδy dy dans H(1),0 (J) ,

et Gη est l’unique solution ξ ∈ H(1),0 (J) de l’équation différentielle

ξ + ∂/2ξ = η .

Pour tout x ∈ J , on a alors

Gη (x) =

δx|R−1η

®
H(−1) =

Z 
δx|R−1δy

®
H(−1) · η (y) dy .

Définissant le noyau κ par
κ : J2 −→ C : (x, y) 7−→


δx|R−1δy

®
H(−1) = R

−1δy (x) ,

l’unique solution ϕ ∈ H(1),0 (J) de

ϕ+ ∂/2ϕ = η

est donnée par

ϕ (x) =

Z
κ (x, y) · η (y) dy pour tout x ∈ J .

On dit que κ est le noyau de Green de l’intervalle J . Comme κ (·, y) est l’unique solution dans
H(1),0 (J) de l’équation

ϕ+ ∂/2ϕ = δy ,
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on dit que c’est la solution élémentaire en y .
On peut évidemment calculer ce noyau (exercice). On obtient

κ (x, y) = π · e−2π·|x−y| dans le cas de R ,
et

κ (x, y) = π ·
¡
e−2π·|x−y| − e−2π·(x+y)

¢
dans le cas de R∗+ .
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7.10 Le spectre d’un opérateur (non-nécessairement
borné) dans un espace de Banach

Dans ce numéro F est un espace de Banach.

Rappelons (cf. remarque 7.2.3) que la notion d’opérateur fermé (non-nécessairement borné)
dans un espace de Banach ne pose pas problème et que T : D (T ) −→ F est dit inversible (cf.

définition 7.5) si T est bijectif et si
−1
T ∈ L (F ) . Si T est un opérateur borné son spectre SpT est

celui défini dans l’algèbre de Banach L (F ) (cf. exemple 6.1.1 et définition 6.3.2), donc λ ∈ K
est une valeur spectrale de T si, et seulement si, T − λ · Id n’est pas inversible. Nous sommes
donc conduit naturellement à poser la

DEFINITION Si T est un opérateur (non-nécessairement borné) dans F , on dit que λ ∈ K
est une valeur spectrale de T si T−λ·Id n’est pas inversible. Le spectre SpT de T est l’ensemble
des valeurs spectrales de T .

Si z ∈ Kr SpT , on pose R (z, T ) := (T − z · Id)−1 et on dit que l’application
R (·, T ) : z 7−→ (T − z · Id)−1 : Kr SpT −→ L (F )

est la résolvente de T .

PROPOSITION Soit T un opérateur fermé dans F . Pour que λ ∈ K soit une valeur
spectrale de T , il faut et il suffit que l’une des trois conditions suivantes soit satisfaite :

(i) Ker (T − λ · Id) 6= {0} . Dans ce cas on dit que λ est une valeur propre de T . Un élément
ϕ ∈ Ker (T − λ · Id)r{0} ⊂ D (T ) est dit vecteur propre de T associé à la valeur propre λ . On
désigne par Spp T l’ensemble des valeurs propres de T et on dit que c’est le spectre ponctuel .

(ii) T − λ · Id est injectif, mais pas surjectif.
On distingue plus précisément

(a) T −λ · Id est d’image dense. L’ensemble Spc T de ces λ s’appelle le spectre continu
de T .
(b) T − λ · Id n’est pas d’image dense. L’ensemble SprT des ces λ s’appelle le spectre
résiduel de T .

Les ensembles Spp T , Spc T et Spr T sont deux à deux disjoints et

SpT = Spp T ∪ Spc T ∪ Spr T .

C’est immédiat en remarquant que si T − λ · Id est une bijection de D (T ) sur F , alors
(T − λ · Id)−1 est de graphe fermé, puisque T − λ · Id est fermé, donc continu par le théorème
du graphe fermé 3.14. ¤

Ces trois conditions (i), (ii.a) et (ii.b) s’excluent mutuellement.
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REMARQUE 1 Si F est de dimension finie, les conditions (ii.a) et (ii.b) ne peuvent pas
se présenter, donc SpT est constitué des valeurs propres de T :

SpT = Spp T .

REMARQUE 2 Si T est un opérateur normal dans un espace de Hilbert, nous verrons (cf.
corollaire 7.11.i) que Spr T = ∅ .

REMARQUE 3 Il n’est pas intéressant de considérer le spectre d’opérateurs qui ne sont pas
fermés. En effet s’il existe z ∈ K tel que T − z · Id soit inversible, (T − z · Id)−1 est continu,
donc de graphe fermé et par suite aussi T − z · Id . On en déduit que T est fermé (cf. théorème
7.5.iii).

On peut encore montrer que si T est de domaine dense, alors T k l’est aussi pour tout
k ∈ N∗ .

La démonstration se fait par récurrence, le cas k = 1 étant vrai par hypothèse. Le domaine
de T k+1 est le même que celui de (T − z · Id)k+1 , donc est égal à

(T − z · Id)−1
¡
D
¡
T k
¢¢
= R (z, T )

¡
D
¡
T k
¢¢
.

Mais comme D
¡
T k
¢
est dense dans F par l’hypothèse de récurrence et que R (z, T ) est continu,

D
¡
T k+1

¢
= R (z, T )

¡
D
¡
T k
¢¢
est dense dans R (z, T ) (F ) = D (T ) . Ceci montre que D

¡
T k+1

¢
est dense dans F . ¤

THEOREME Soit T un opérateur dans F . Alors SpT est une partie fermée de K et la
résolvente R (·, T ) est une fonction analytique dans Kr SpT . Pour tout z, w ∈ Kr SpT , on
a

R (z, T )−R (w, T ) = (z − w) ·R (z, T )R (w, T ) .

Si z ∈ K r SpT alors, pour tout w ∈ K tel que |w| · kR (z, T )k < 1 , l’opérateur borné
S := Id−w ·R (z, T ) est inversible par le théorèm 6.2. On a alors

R (z, T )S−1 = S−1SR (z, T )S−1 = S−1R (z, T )SS−1 = S−1R (z, T ) ,

donc, en utilisant les formules du théorème et de la proposition 7.5,

S−1R (z, T ) [T − (z + w) · Id] ⊂ S−1 [Id−w ·R (z, T )] = Id =

= [Id−w ·R (z, T )]S−1 = [T − (z + w) · Id]R (z, T )S−1 ;
ceci montre que R (z, T )S−1 est l’inverse de T −(z + w) ·Id , et par suite que z+w ∈ KrSpT .
Ainsi SpT est fermé et R (·, T ) est analytique, puisque

R (z + w, T ) = R (z, T ) [Id−w ·R (z, T )]−1 =
X
k∈N

R (z, T )k+1 · wk .

Pour démontrer la dernière formule, remarquons tout d’abord que

(T − z · Id) (T − w · Id) = (T − w · Id) (T − z · Id) .
On en déduit que R (z, T )R (w, T ) et R (w, T )R (z, T ) sont l’inverse de cet opérateur, donc
égaux. Il vient alors

R (z, T ) = (T − w · Id)R (w, T )R (z, T ) = (T − w · Id)R (z, T )R (w, T )
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et

R (w, T ) = (T − z · Id)R (z, T )R (w, T ) ,
d’où le résultat par soustraction. ¤

EXERCICE (Un opérateur de translation) On considère l’opérateur T dans `2 (N) dé-
fini par

Tϕ (k) = 0 pour k = 0, 1

et

Tϕ (k) = ϕ (k − 1) pour k > 2 .
Montrer que

Spp (T ) = {0} et Sp (T ) = {λ ∈ C | |λ| 6 1} .

416 OPÉRATEURS NON-BORNÉS Claude Portenier



Liaison entre les spectres d’un opérateur et de son adjoint 7.11

7.11 Liaison entre les spectres d’un opérateur et de son
adjoint

Attention, dans ce qui suit l’ensemble A est l’ensemble complexe conjugué de A ⊂ C , et
non son adhérence !

PROPOSITION Soit T un opérateur fermé de domaine dense dans H . Alors on les for-
mules :

SpT ∗ = SpT .

Spr T ⊂ Spp T ∗

Spp T ⊂ Spp T ∗ ∪ Spr T ∗

et

Spc T = Spc T
∗ .

Si T − z · Id est inversible, la théorème 7.5.ix montre que (T − z · Id)∗ = T ∗ − z · Id est
injectif et que

(T ∗ − z · Id)−1 =
£
(T − z · Id)−1

¤∗ ∈ L (H) ,
donc que T ∗− z · Id est inversible. Comme T = T ∗∗ (théorème 7.4.iv), on a aussi la réciproque,
ce qui prouve la première formule.

Si λ ∈ Spr T , alors
{0} 6= Im(T − λ · Id)⊥ = Ker

¡
T ∗ − λ · Id

¢
par la théorème 7.5.viii, donc λ ∈ Spp T ∗ .

Si λ ∈ Spp T , pour la même raison on a

Im
¡
T ∗ − λ · Id

¢⊥
= Ker (T ∗∗ − λ · Id) = Ker (T − λ · Id) 6= {0} ,

donc

λ ∈ SpT ∗ r Spc T ∗ = Spp T ∗ ∪ Spr T ∗

par le corollaire 7.10.
Quant à la dernière formule, λ /∈ Spc T signifie que

λ ∈ { (SpT ) ∪ Spp T ∪ Spr T ,
donc entraîne par les formules précédentes et le corollaire 7.10 que

λ ∈ { (SpT ∗) ∪ Spp T ∗ ∪ Spr T ∗ = { (Spc T ∗) .
Puisque T = T ∗∗ on obtient aussi l’autre implication. ¤

COROLLAIRE Soit T un opérateur normal. Alors

(i) Pour tout λ ∈ K , on a
Ker (T − λ · Id) = Ker

¡
T ∗ − λ · Id

¢
.
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En particulier

λ ∈ Spp T ⇐⇒ λ ∈ Spp T ∗

et

Spr T = ∅ .
(ii) Pour tout λ, θ ∈ Spp T tels que λ 6= θ , on a

Ker (T − λ · Id) ⊥ Ker (T − θ · Id)
dans H , comme dans D (T ) .

Dmonstration de (i) Si T est normal, on montre facilement que T −λ · Id est normal,
par exemple en utilisant les théorèmes 7.8.v et 7.5. Le lemme 7.7.ii montre alors que, pour tout
ξ ∈ D (T ) = D (T ∗) , on a

k(T − λ · Id) ξk =
°°¡T ∗ − λ · Id

¢
ξ
°° ,

d’où la première formule. L’équivalence est alors triviale et

Spr T ⊂ Spp T ∗ = Spp T ,
ce qui n’est possible que si Spr T = ∅ .

Dmonstration de (ii) Pour tout ξ ∈ Ker (T − λ · Id) et η ∈ Ker (T − θ · Id) , on a
θ · (ξ| η)H = (ξ|Tη)H = (T ∗ξ| η)H =

¡
λ · ξ

¯̄
η
¢
H = λ · (ξ| η)H ,

donc (ξ| η)H = 0 . En outre
(Tξ|Tη)H = λ · θ · (ξ| η)H = 0 ,

donc

(ξ| η)T = (ξ| η)H + (Tξ|Tη)H = 0 .
¤
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7.12 Opérateurs discrètement décomposables

DEFINITION Nous dirons qu’un opérateur T dans H est décomposable si T est fermable
et s’il existe une décomposition hilbertienne H = ¢Hk de H et des opérateurs Tk dans Hk tels
que

T =
L
k

Tk ,

où L
k

Tk :
M
k

D (Tk) −→ H :
X
k

ξk 7−→
X
k

Tkξk .

Nous désignerons par Pk l’orthoprojecteur de H sur Hk .

PROPOSITION Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est décomposable.

(ii) Il existe des opérateurs fermables Tk dans Hk tels que

(a) D
¡
Tk
¢
= Pk

¡
D
¡
T
¢¢
= D

¡
T
¢
∩Hk pour tout k .

(b) D
¡
T
¢
= ¢D

¡
Tk
¢
.

(c) Pour tout ξ ∈ D
¡
T
¢
, on a T ξ =

P
k TkPkξ .

(iii) On a PkT ⊂ TPk pour tout k .
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Chapitre 8

DÉCOMPOSITIONS SPECTRALES

Dans tout ce qui suit F est un espace localement convexe,
σ une intégrale de Radon sur un espace topologique séparé Λ

et
H =

R bH dσ une décomposition d’un sous-espace hilbertien dans F † .

Rappelons le lemme 5.12 et le théorème 5.13 :
³
σ, bH´ est une décomposition de H dans

F † si, et seulement si,
°°°bhϕ°°°

¦
∈ L2 (σ) pour tout ϕ ∈ F et ϕ 7−→

°°°bhϕ°°°
2
est une semi-norme de

Mackey sur F .

Version du 6 septembre 2004
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8.1 Les opérateurs de multiplications

LEMME Soient α : Λ −→ K une fonction σ-mesurable et ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

(i) Si α ∈ L∞ (σ) , on a α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

(ii) Pour tout k ∈ N , on a 1{|α|6k} · ζ , 1{|α|6k} · α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

(iii) On a ζ = limk 1{|α|6k} · ζ dans L2
³
σ, bH´ .

(iv) Si kα · ζk2 <∞ , alors α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

Dmonstration de (i) Si α ∈ L∞ (σ) , on a

kα · ζk22 =
Z ∗

kα (λ) · ζ (λ)k2λ dσ (λ) 6 kαk
2
∞ ·
Z ∗

kζ (λ)k2λ dσ (λ) = kαk
2
∞ · kζk

2
2 <∞ .

D’après la remarque 5.12.4, il existe une suite (ζk)k∈N de
¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ telle que ζ = limk ζk

dans L2
³
σ, bH´ ; mais comme

kα · ζk − α · ζk22 6 kαk
2
∞ · kζk − ζk22 −→ 0 ,

il vient

α · ζ = limk α · ζk ∈ L2
³
σ, bH´ ,

puisque α · ζk ∈
¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ .

Dmonstration de (ii) C’est immédiat, puisque 1{|α|6k} , 1{|α|6k} · α ∈ L∞ (σ) .

Dmonstration de (iii) On a Λ =
S
k∈N {|α| 6 k} et°°1{|α|6k} · ζ − ζ

°°
¦ =

°°1{|α|>k} · ζ°°¦ 6 kζk¦ ∈ L2 (σ) .
Puisque 1{|α|>k} · kζk¦ est σ-mesurable, on obtient

limk
°°1{|α|6k} · ζ − ζ

°°2
2
= limk

Z
1{|α|>k} · kζk2¦ dσ = 0

par le théorème de Lebesgue.

Dmonstration de (iv) Si kα · ζk2 <∞ , on obtient°°1{|α|6k} · α · ζ − α · ζ
°°
¦ =

°°1{|α|>k} · α · ζ°°¦ 6 kα · ζk¦ ∈ L2 (σ) ,
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et puisque 1{|α|>k} · |α| · kζk¦ est σ-mesurable, on en déduit

limk
°°1{|α|6k} · α · ζ − α · ζ

°°2
2
= limk

Z
1{|α|>k} · |α|2 · kζk2¦ dσ = 0

par le théorème de Lebesgue. ¤

Grâce à ce lemme nous pouvons introduire les notations suivantes :

DEFINITION 1 Posons

L2α

³
σ, bH´ := nζ ∈ L2 ³σ, bH´ ¯̄̄ kα · ζk2 <∞o

et

Mα : L
2
α

³
σ, bH´ −→ L2

³
σ, bH´ : ζ 7−→ α · ζ .

REMARQUE Rappelons que L∞ (σ) est muni de la norme supérieure essentielle ! On a
donc |α| 6 kαk∞ localement σ-p.p. .

Nous utiliserons comme précédemment (cf. exemple 1.2.6 et 6.10) la notation

hidi := 1 + |id|2 .

THEOREME

(i) Si α : Λ −→ K est une fonction σ-mesurable, l’opérateur Mα est normal et M∗
α = Mα .

En particulier L2α
³
σ, bH´ est un espace de Hilbert pour la norme définie par Mα .

Si A est une partie σ-mesurable sur laquelle α est essentiellement bornée, alors 1A ·
L2
³
σ, bH´ ⊂ L2α ³σ, bH´ .
Les noyaux de L2α

³
σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ et α·L2α ³σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ sont respectivement

Mhαi−1 et M|α|2·hαi−1 .

(ii) Pour tout α ∈ L∞ (σ) l’opérateur Mα est borné dans L2
³
σ, bH´ de norme 6 kαk∞ .

L’application

M : α 7−→Mα : L
∞ (σ) −→ L

³
L2
³
σ, bH´´

est linéaire, involutive, i.e. M∗
α =Mα , multiplicative, i.e. Mα·β =MαMβ pour tout β ∈ L∞ (σ)

et continue de norme 1 .

(iii) Pour toute partie σ-mesurable A ⊂ Λ l’opérateur MA := M1A est l’orthoprojecteur sur

1A · L2
³
σ, bH´ ,M∅ =M0 = 0 et MΛ =M1 = Id .

(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout α ∈ L∞ (σ) , on a kMαk = kαk∞ .
(b) Pour toute partie σ-mesurable A qui n’est pas localement σ-négligeable, on a

1A · L2
³
σ, bH´ 6= {0} .

(c) Toute partie σ-mesurable A telle que 1A · bh = 0 scalairement σ-p.p. est localement
σ-négligeable.
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Dmonstration de (i) Si ζ ∈ 1A ·L2
³
σ, bH´ et α est essentiellement bornée sur A , on

a α · ζ = 1A · α · ζ σ-p.p., donc α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ par le lemme 8.1. L’opérateur Mα est de

domaine dense. En effet, pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ , on a 1{|α|6k} · ζ ∈ L2α ³σ, bH´ par le lemme

(ii) et ζ = limk 1{|α|6k} · ζ par le lemme (iii). Il est fermé car L2α
³
σ, bH´ est un espace de Hilbert

pour la norme en graphe k·kα . En effet si (ζk)k∈N est une suite de Cauchy dans cet espace, on
a ζ := limk ζk et θ := limk α · ζk dans L2

³
σ, bH´ . Mais par la proposition 5.12, il existe une

sous-suite (kl) de N telle que ζ := liml ζkl et θ := liml α · ζkl ponctuellement. On en déduit que
θ = α · ζ , puis que ζ = limk ζk dans L2α

³
σ, bH´ .

Pour calculer le noyau de L2α
³
σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ , soient ζ ∈ L2 ³σ, bH´ et θ ∈ L2α ³σ, bH´ .

On a

(ζ| θ)L2 =
Z ¡

hαi−1 · ζ
¯̄
θ
¢
¦ dσ +

Z ¡
α · hαi−1 · ζ

¯̄
α · θ

¢
¦ dσ =

=
¡
hαi−1 · ζ

¯̄
θ
¢
α
,

car hαi−1 · ζ ∈ L2α
³
σ, bH´ . Ce noyau est donc ζ 7−→ hαi−1 · ζ . Déterminons maintenant celui

de α · L2α
³
σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ . Remarquons tout d’abord que

kα · θk2α·L2α = inf
γ∈L2α,α·γ=α·θ

kγk2α =
°°1{α6=0} · θ°°α = Z hαi · kθk2¦ · 1{α6=0} dσ .

On a alors

(ζ|α · θ)L2 =
Z
hαi ·

¡
α · hαi−1 · ζ

¯̄
θ
¢
¦ · 1{α6=0} dσ =

¡
α · α · hαi−1 · ζ

¯̄
α · θ

¢
α·L2α

,

car α · hαi−1 · ζ ∈ L2α
³
σ, bH´ . Ce noyau est donc ζ 7−→ |α|2 · hαi−1 · ζ .

Nous avons ainsi prouvé que

L2α

³
σ, bH´+ α · L2α

³
σ, bH´ = L2 ³σ, bH´ ,

donc queMα est normal par le lemme 7.7. Ainsi D (M∗
α) = D (Mα) = L

2
α

³
σ, bH´ = L2α ³σ, bH´ ,

et comme pour tout ζ, θ ∈ L2α
³
σ, bH´ , on a

(θ|M∗
αζ) = (α · θ| ζ)L2 = (θ|α · ζ)L2 = (θ|Mαζ) ,

on obtient M∗
α =Mα .

Dmonstration de (ii) Si α ∈ L∞ (σ) , pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ , on a

kMαζk22 =
Z
(α · ζ|α · ζ)¦ dσ 6 kαk

2
∞ ·
Z
(ζ| ζ)¦ dσ = kαk

2
∞ · kζk

2
2 ,

donc kMαk 6 kαk∞ . L’applicationM est évidemment linéaire, involutive et de norme 6 1 . Si
β ∈ L∞ (σ) , alors

Mα·βζ = (α · β) · ζ = α · (β · ζ) =MαMβζ .
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Dmonstration de (iii) Si A est une partie σ-mesurable de Λ , comme

12A = 1A = 1A ,

l’opérateur MA satisfait par (ii) aux relations

M2
A =M12A

=MA =M
∗
A ,

donc est un orthoprojecteur. Son image est 1A · L2
³
σ, bH´ .

Dmonstration de (iv)

(a) ⇒ (b) Si A n’est pas localement σ-négligeable, on a kMAk = k1Ak∞ 6= 0 , donc
MA 6= 0 .
(b) ⇒ (c) Si 1A ·bh = 0 scalairement σ-p.p. , alors 1A ·bh = 0 ponctuellement σ-p.p. par le
théorème 5.12 ou directement en constatant que, pour tout ϕ ∈ F , on a

°°°bhϕ°°°2
¦
=
D
ϕ
¯̄̄bhϕE =

0 σ-p.p. . Ainsi
¯̄̄
1A · bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ = {0} et en utilisant l’exercice 5.12 on obtient

1A · L2
³
σ, bH´ = L2 ³σ, 1A · bH´ = ¯̄̄1A · bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄Λ2 = {0} ;

(b) montre alors que A est localement σ-négligeable.
(c) ⇒ (a) Il nous suffit de prouver que, pour tout λ < kαk∞ , on a λ 6 kMαk . Mais
A := {λ < |α|} n’est pas localement σ-négligeable, donc on n’a pas 1A ·bh = 0 ponctuellement
σ-p.p. . Il existe donc un ϕ ∈ F tel que

n
1A · bhϕ 6= 0o ne soit pas σ-négligeable et il vient°°°1A · bhϕ°°°2

2
6= 0 , ainsi que°°°Mα

³
1A · bhϕ´°°°2

2
=

Z
1A · |α|2 ·

°°°bhϕ°°°2
¦
> λ2 ·

Z
1A ·

°°°bhϕ°°°2
¦
= λ2 ·

°°°1A · bhϕ°°°2
2
,

ce qui finit la démonstration. ¤
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8.2 Les opérateurs de Toeplitz associés à une
décomposition

DEFINITION 1 Soit P l’orthoprojecteur de L2
³
σ, bH´ sur

P :=
µ
Ker

µZ
¦ dσ

¶¶⊥L2
= bh (F )L2 ,

l’espace des représentants de Parseval associé à la décomposition de H (cf. remarque 5.14.1).
Pour toute fonction σ-mesurable α : Λ −→ K , nous poserons

D (α) :=
n
ξ ∈ H

¯̄̄ bξ ∈ L2α ³σ, bH´o ,

et désignerons par Zα l’opérateur dans H défini par

Zα : D (α) −→ H : ξ 7−→
Z

α · bξ dσ .
On a donc le diagramme commutatif suivant :

Zα

H D (α) H

b¦ R
¦ dσ

P P ∩ L2α
³
σ, bH´ L2

³
σ, bH´
Mα

L2α

³
σ, bH´

.

Puisque b¦ est une isométrie deH surP , dont l’application réciproque est R ¦ dσ , l’opérateur
Zα est équivalent à l’opérateur dans P défini par

ζ 7−→ P (α · ζ) : P ∩ L2α
³
σ, bH´ −→ P .

DEFINITION 2 Nous dirons que l’opérateur Zα dans H , ou l’opérateur équivalent dans
P , est un opérateur de Toeplitz .

REMARQUE Puisque P∩L2α
³
σ, bH´ , muni de la norme induite par celle de L2α ³σ, bH´ , est

un espace de Hilbert comme on le vérifie immédiatement, l’opérateur Zα est fermé. La première
question génante est savoir sous quelles conditions il est de domaine dense, i.e. P ∩ L2α

³
σ, bH´
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est dense dans P . Nous n’étudierons pas cette question ici. Par contre si α ∈ L∞ (σ) , on a le
diagramme simplifié suivant :

Zα

H H

b¦ R
¦ dσ

L2
³
σ, bH´ L2

³
σ, bH´

Mα

.

DEFINITION 3 Pour toute partie σ-mesurable A de Λ soit

HA :=

Z
1A · bH dσ

le sous-espace hilbertien de F † de noyau hA :=
R
1A · bhdσ .

L’exercice 5.12 montre que

HA =

Z ³
L2
³
σ, 1A · bH´´ dσ = Z ³

1A · L2
³
σ, bH´´ dσ .

THEOREME

(i) Pour tout α ∈ L∞ (σ) l’opérateur Zα est borné dans H de norme 6 kαk∞ . L’application
Z : α 7−→ Zα : L

∞ (σ) −→ L (H)
est linéaire, involutive, i.e. Z∗α = Zα , positive, i.e. Zα est un opérateur auto-adjoint positif si
α > 0 , et continue de norme 6 1 .
(ii) Pour toute partie σ-mesurable A ⊂ Λ l’opérateur ZA := Z1A est auto-adjoint positif,
Z∅ = Z0 = 0 et ZΛ = Z1 = Id . On a ZA (H) ⊂ HA et les noyaux de ces sous-espaces hilbertiens
sont respectivement Z2A et ZA .

(iii) Soit A une partie σ-mesurable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) 1A · bh = 0 scalairement σ-p.p. .
(b) HA = {0} .
(c) ZA (H) = {0} .

(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) L’application Z
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H

est injective, i.e. bh (F ) est dense dans L2 ³σ, bH´ .
(b) Z est multiplicative, i.e. pour tout α,β ∈ L∞ (σ) , on a Zαβ = ZαZβ .
(c) Pour toute partie σ-mesurable A l’opérateur ZA est un orthoprojecteur, i.e.

Z2A = ZA ou ZA (H) = HA .
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(d) Pour toute partie σ-mesurable A , on a

HA ∩H{A = {0} .

Dans ce cas, ZA est l’orthoprojecteur de H sur HA = ZA (H) . Si les parties σ-mesurables
A,B sont disjointes, on a HA ⊥ HB et H = HA ¢H{A .

Dmonstration de (i) La première partie est évidente par le théorème 8.1, puisque b¦
et
R
¦ dσ sont de norme 6 1 et adjointes l’une de l’autre :

kZαk =
°°°°µZ ¦ dσ

¶
◦Mα ◦ b¦°°°° 6 kMαk 6 kαk∞

et

Z∗α =

µµZ
¦ dσ

¶
◦Mα ◦ b¦¶∗ = µZ ¦ dσ

¶
◦Mα ◦ b¦ = Zα .

La positivité découle du fait que bξ est le représentant de Parseval de ξ , donc que
(ξ |Zαξ ) =

Z
α ·
³bξ ¯̄̄ bξ´ dσ > 0 .

Dmonstration de (ii) Puisque 1A est une fonctions réelle, l’opérateur ZA est auto-
adjoint. On a évidemment Z0 = 0 et

Z1ξ =

Z
1 · bξ dσ = ξ .

Le noyau de ZA (H) est ZAZ∗A = Z2A par l’exemple 5.4.5. Puisque ZA est un opérateur auto-
adjoint positif, c’est le noyau d’un sous-espace hilbertien de H . Dans F † sont noyau est

h†ZAh =

Z
1A · bh dσ = hA

par la proposition 5.5, ce qui finit de montrer que ce sous-espace hilbertien est HA .

Dmonstration de (iii) Pour toute partie σ-mesurable A , on a 1A · bh = 0 scalairement
σ-p.p. si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ F , on a 1A ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE = 0 σ-p.p. par les formules de

polarisation (cf. proposition 1.3), donc à
R
1A ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE dσ = 0 pour tout ϕ ∈ F . Mais cette

relation signifie que
R
1A · bhdσ = 0 . Elle est alors successivement équivalente à HA = {0} ,

puis à ZA = 0 et finalement à ZA (H) = {0} .

Dmonstration de (iv)

(a) ⇒ (b) Si
R
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H est injective, β · bξ est le représentant de Parseval

de Zβξ . Par suite

ZαZβξ =

Z
α ·
³
β · bξ´ dσ = Zαβξ .

(b) ⇒ (c) Si Z est multiplicative, on a Z2A = Z12A = ZA , ce qui par (ii) est équivalent à
ZA (H) = HA . Puisque ZA est auto-adjoint, c’est un orthoprojecteur.
(c) ⇒ (d) Si ξ ∈ HA ∩H{A , on a ξ = ZAξ = Z{Aξ = ZAZ{Aξ , d’où le résultat puisque

ZAZ{A = ZA (Id−ZA) = ZA − Z2A = ZA − ZA = 0 .
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(d) ⇒ (a) Si ζ ∈ L2
³
σ, bH´ et R ζ dσ = 0 , alors pour toute partie σ-mesurable A , on aZ

1A · ζ dσ = −
Z
1{A · ζ dσ ∈ HA ∩H{A = {0} ,

donc
R
1A · ζ dσ = 0 . Pour tout ϕ ∈ F , on a donc

R
1A · hϕ| ζi dσ = 0 quel que soit la partie

σ-mesurable A , donc hϕ| ζi = 0 σ-presque partout (cf. exemple 1.16.1). Par la remarque
5.12.2, on en déduit que ζ = 0 σ-presque partout, ce qui finit de prouver que

R
est injective.

Finalement si ces propriétés sont satisfaites, quel que soient les parties σ-mesurables A,B
disjointes, on obtient HA = ZA (H) ⊥ ZB (H) = HB , puisque Z est multiplicative et donc
ZAZB = ZA∩B = Z∅ = {0} . ¤
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8.3 Les décompositions non-dégénérées et directes

Les hypothèses de mesurabilité étant très faibles, il est facile de construire des exemples
pathologiques. Une manière de les éviter est de supposer que bh est σ-mesurable au sens de
Lusin, mais avec l’inconvénient de gêner le développement de la théorie. Cette mesurabilité est
par contre très utile en pratique.

EXEMPLE Soient A ⊂ [0, 1] et bH : [0, 1] −→ Hilb
¡
K[0,1]

¢
: λ 7−→ K · 1A (λ) · 1{λ} . On abh : [0, 1] −→ Ls

¡
K([0,1]),K[0,1]

¢
= K[0,1]

2

: λ 7−→ 1A (λ) ·
¯̄
1{λ}

® 
1{λ}

¯̄
,

cette application est scalairement λ[0,1]-mesurable etZ bH dλ[0,1] = {0} .
En outre

©
1A · 1{·} = 0

ª
= {A n’est pas nécessairement λ[0,1]-mesurable.

En effet, pour tout ϕ,ψ ∈ K([0,1]) , l’application
λ 7−→


ϕ
¯̄
1{λ}

® 
1{λ}

¯̄
ψ
®
= ϕ (λ) · ψ (λ)

est λ[0,1]-négligeable. ¤

DEFINITION 1 Nous dirons que la décomposition
³
σ, bH´ de H est non-dégénérée si toute

partie σ-mesurable A telle que 1A · bh = 0 scalairement σ-p.p. est localement σ-négligeable.
SCOLIE 1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La décomposition
³
σ, bH´ de H est non-dégénérée.

(ii) Pour tout α ∈ L∞ (σ) , on a kMαk = kαk∞ .

(iii) Pour toute partie σ-mesurable A qui n’est pas localement σ-négligeable, on a HA 6= {0} .
(iv) Pour toute partie σ-mesurable A qui n’est pas localement σ-négligeable, on a ZA (H) 6=
{0} .

C’est immédiat par les théorèmes 8.1.iv et 8.2.iii. ¤

REMARQUE 1 Soit ζ : Λ −→ F † une application scalairement σ-mesurable. Pour que tout
ensemble σ-mesurable A tel que l’on ait 1A ·ζ = 0 scalairement localement σ-p.p. soit localement
σ-négligeable, il faut et il suffit que, pour tout K ∈ K (Λ) tel que 1K ·ζ = 0 scalairement σ-p.p. ,
on ait σ (K) = 0 .

C’est immédiat puisqu’une partie est localement σ-négligeable si, et seulement si, toute
partie compacte qu’elle contient est σ-négligeable. ¤

LEMME Si ζ : Λ −→ F † est une application continue, ou plus généralement σ-mesurable
au sens de Lusin, alors les ensembles {ζ 6= 0} et {ζ = 0} sont σ-mesurable. En outre
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(i) On a ζ = 0 scalairement localement σ-p.p. si, et seulement si, ζ = 0 localement σ-p.p. .

(ii) Pour que tout ensemble σ-mesurable A tel que l’on ait 1A · ζ = 0 scalairement localement
σ-p.p. soit localement σ-négligeable, il faut et il suffit que ζ 6= 0 localement σ-p.p. .

La démonstration de la première partie est analogue à celle faite pour la proposition 15.11
du cours d’Analyse [17]. En effet, pour tout K ∈ K (Λ) , il existe une suite (Lk)k∈N ⊂ K (K)
telle que N := K r

S
k∈N Lk soit σ-négligeable et ζ |Lk soit continue pour tout k ∈ N . On a

alors

{ζ 6= 0} ∩K =

Ã[
k∈N

nbh|Lk 6= 0o
!
∪ eN pour un certain eN ⊂ N ,

donc {ζ 6= 0}∩K est σ-mesurable ; on en déduit que {ζ 6= 0} est σ-mesurable (cf. cours d’Ana-
lyse [17], théorème 15.9.i).

Dmonstration de (i) La condition est évidemment suffisante, car {ζ 6= 0} ⊃ {hϕ| ζi 6= 0}
pour tout ϕ ∈ F . Réciproquement, soit K ∈ K (Λ) tel que K ⊂ {ζ 6= 0} ; avec les notations
ci-dessus, pour tout k ∈ N et tout λ ∈ Lk , il existe ϕ ∈ F tel que hϕ| ζ (λ)i 6= 0 . Par la
compacité de Lk , il existe une suite finie

¡
ϕj
¢
j=1,...,n

⊂ F telle que

Lk ⊂
n[
j=1

©
ϕj
¯̄
ζ
®
6= 0

ª
.

Mais comme chaque ensemble {hϕ| ζ 6= 0i} est localement σ-négligeable, on en déduit que Lk
est σ-négligeable, donc aussi K .

Dmonstration de (ii) La condition est évidemment nécessaire, car 1{ζ=0} · ζ = 0 par-
tout, donc {ζ = 0} est localement σ-négligeable par la remarque, ce qui montre que ζ 6= 0
localement σ-p.p. . Réciproquement si ζ 6= 0 localement σ-p.p. et K ∈ K (Λ) tel que 1K · ζ = 0
scalairement σ-p.p. , on a 1K · ζ = 0 σ-p.p. par (i), donc σ (K) = 0 . ¤

REMARQUE 2 Sans l’hypothèse de mesurabilité (ii) est faux comme le montre l’exemple
ci-dessus. On a {ζ = 0} = ∅ et 1A · ζ = 0 est scalairement σ-négligeable quel que soit la partie
A .

PROBLEME Si bh = bh0 scalairement (localement) σ-p.p. , que peut-on dire de L2 ³σ, bH´ et
L2
³
σ,cH0

´
? Pour ϕ ∈ F , est-ce que bh0ϕ est un champ à valeurs dans bH ? Probablement non

en considérant un cas dégénéré.

DEFINITION 2 Nous dirons que la décomposition
³
σ, bH´ de H est directe si elle est non-

dégénérée et si l’application Z
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H

est injective.

Dans ce cas
R
¦ dσ est unitaire et nous écrirons

H =
Z ¢ bH dσ dans F † .
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SCOLIE 2 Calcul fonctionnel borné
Soit

³
σ, bH´ une décomposition de H non-dégénérée. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(i) La décomposition
³
σ, bH´ de H est directe.

(ii) Z est multiplicative, i.e. pour tout α, β ∈ L∞ (σ) , on a Zαβ = ZαZβ .

(iii) Pour toute partie σ-mesurable A l’opérateur ZA est un orthoprojecteur, i.e.

Z2A = ZA ou ZA (H) = HA .

(iv) Pour toute partie σ-mesurable A , on a

HA ∩H{A = {0} .

Dans ce cas, ZA est l’orthoprojecteur de H sur HA = ZA (H) . Si les parties σ-mesurables
A,B sont disjointes, on a HA ⊥ HB et H = HA ¢H{A .

Nous avons recopier le théorème 8.2.iv. ¤
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8.4 Décompositions unidimensionnelles

Soient

² : λ 7−→ ²λ : Λ −→ F †

une famille scalairement σ-mesurable de vecteurs dans F † et

K · ² : Λ −→ Hilb
¡
F †
¢
: λ 7−→ K · ²λ

avec k²λkλ = 1 pour tout λ ∈ Λ tel que ²λ 6= 0 .
La famille correspondante des noyaux est

|²i h²| : Λ −→ L
¡
F, F †

¢
.

Elle est scalairement σ-mesurable.

REMARQUE Λ2 (σ,K · ²) est l’espace vectoriel des classes (modulo σ-p.p.) de champs de
la forme ζ · ² pour une fonction ζ : Λ −→ K telle que kζk22 =

R
|ζ|2 dσ <∞ et que ζ · h²|ϕi soit

σ-mesurable pour tout ϕ ∈ F .

EXEMPLE Reprenons l’exemple 8.3. Soient A ⊂ [0, 1] et ² : [0, 1] −→ K[0,1] : λ 7−→ 1A (λ) ·
1{λ} . L’ensembleΛ2

¡
σ, 1A ·K · 1{¦}

¢
est formé des classes modulo l’égalité λ[0,1]-p.p. de fonction

ζ quelconques sur [0, 1] telles que ζ = 0 sur {A et
R ∗ |ζ|2 dλ[0,1] . On a ¯̄̄|²i h²| ¡K([0,1])¢ E = {0} ,

donc L2
¡
λ[0,1], 1A ·K · 1{¦}

¢
= {0} , mais

L2
¡
λ[0,1]

¢
· 1A · 1{¦} = 1A · L2

¡
λ[0,1]

¢
⊂ Λ2

¡
σ, 1A ·K · 1{¦}

¢
.

THEOREME La famille de noyaux |²i h²| est scalairement σ-intégrable si, et seulement si,
² est scalairement de carré σ-intégrable, i.e. h²|F i ⊂ L2 (σ) .

Dans ce cas

(i) Pour que
R
K · ² dσ soit un sous-espace hilbertien de F † , il faut et il suffit que

h²| : ϕ 7−→ h²|ϕi : F −→ L2 (σ)

soit continue pour la topologie de Mackey sur F .

(ii) Soit H ,→ F † un sous-espace hilbertien de F † de noyau h . Pour que l’on ait

H =
Z
K · ² dσ ,

il faut et il suffit que

khϕkH = kh²|ϕik2 pour tout ϕ ∈ F .
(iii) On a ¯̄̄

|²i h²| (F )
ED
L∞ (σ)

¯̄̄
⊂ L2 (σ,K · ²) ⊂ L2 (σ) · ² ⊂ Λ2 (σ,K · ²) ,

et les propriétés suivantes sont équivalentes :

Claude Portenier DÉCOMPOSITIONS SPECTRALES 433



8.4 Décompositions unidimensionnelles

(a) La décomposition
R
K · ² dσ est non-dégénérée.

(b) Toute partie σ-mesurable A telle que 1A · ² = 0 scalairement σ-p.p. est localement
σ-négligeable.

(c)
¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
est dense dans L2 (σ) .

(d) On a L2 (σ,K · ²) = L2 (σ) · ² .

(iv) Si ² : Λ −→ F † est continue, plus généralement σ-mesurable au sens de Lusin, alors la
décomposition

R
K · ² dσ est non-dégénérée.

(v) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) La décomposition est directe, i.e. H =
R ¢K · ² dσ .

(b) L’application

ζ 7−→
Z

ζ · ² dσ : L2 (σ) −→ H

est unitaire.
(c) h²|F i est dense dans L2 (σ) .

La première partie n’est qu’une reformulation du lemme 5.12.iv, puisque

|²i h²|ϕ = h²|ϕi · ² ,
donc °°° |²i h²|ϕ°°°

¦
= kh²|ϕi · ²k¦ = |h²|ϕi| ,

en remarquant que ²λ = 0 entraîne évidemment h²λ|ϕi = 0 .

Dmonstration de (i) C’est l’équivalence (ii)⇐⇒(iii) du théorème 5.13.

Dmonstration de (ii) Cela découle du théorème d’unicité 5.3.

Dmonstration de (iii) Pour tout ϕ ∈ F et f ∈ L∞ (σ) , on a¯̄̄
|²i h²|ϕ

ED
f
¯̄̄
= f · h²|ϕi · ² et f · h²|ϕi ∈ L2 (σ) ,

ce qui prouve l’inclusion
¯̄̄
|²i h²| (F )

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
⊂ L2 (σ) · ² ; la remarque montre que L2 (σ) · ² ⊂

Λ2 (σ,K · ²) . Pour montrer que L2 (σ,K · ²) ⊂ L2 (σ) · ² , il nous suffit de prouver que L2 (σ) · ²
est un sous-espace vectoriel complet de Λ2 (σ,K · ²) , puisque L2 (σ,K · ²) est par définition
l’adhérence de

¯̄̄
|²i h²| (F )

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
dans Λ2 (σ,K · ²) . Considérons l’application

Φ : L2 (σ) −→ L2 (σ) · ² ⊂ Λ2 (σ,K · ²) : ζ 7−→ ζ · ² .
On a

kζ · ²k22 =
Z ∗

Λ

kζ (λ) · ² (λ)k2K·²λ dσ (λ) =
Z ∗

Λ

1{²6=0} · |ζ|2 dσ 6 kζk22 ,

ce qui montre que Φ est continue, et

KerΦ =

½
θ ∈ L2 (σ)

¯̄̄̄ Z ∗
1{²6=0} · |θ|2 dσ = 0

¾
.

La norme sur L2 (σ)/KerΦ , qui est un espace de Hilbert, est donnée par

kζ +KerΦk2 = infθ∈ζ+KerΦ kθk22 .
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On a d’une part

kζ +KerΦk2 > infθ∈ζ+KerΦ
Z ∗

Λ

1{²6=0} · |θ|2 dσ >

> infθ∈KerΦ
µZ ∗

Λ

1{²6=0} · |ζ|2 dσ −
Z ∗

Λ

1{²6=0} · |θ − ζ|2 dσ
¶
=

Z ∗

Λ

1{²6=0} · |ζ|2 dσ .

D’autre part pour tout s ∈ S (X) tel que s > 1{²6=0} · |ζ|2 , en posant θs := 1{s>|ζ|2} · ζ , on a

{θs 6= ζ} =
©
s < |ζ|2

ª
⊂ {² = 0} ,

donc θs · ² = ζ · ² , i.e. θs ∈ ζ +KerΦ . Mais comme |θs|2 6 s , on obtient

kζ +KerΦk2 = infθ∈ζ+KerΦ kθk22 6
Z ∗

|θs|2 dσ 6
Z ∗

s dσ .

En prenant l’infimum on obtient finalement

kζ +KerΦk2 =
Z ∗

1{²6=0} · |ζ|2 dσ = kζ · ²k22

et montre que L2 (σ) · ² ≈ L2 (σ)/KerΦ est complet.
Ces inclusions montrent l’équivalence (c)⇐⇒(d).

(a) ⇐⇒ (b) La formule de polarisation montre que 1A · |²i h²| = 0 scalairement σ-p.p. est
équivalent à 1A · ² = 0 scalairement σ-p.p.
(b) ⇒ (c) Si g ∈ L2 (σ) est orthogonal à

¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
, pour tout ϕ ∈ F , on aZ

|g| · |h²|ϕi| · 1{g 6=0} dσ =
Z
g · h²|ϕi · signum g · signum h²|ϕi · 1{g 6=0} dσ = 0 ,

puisque signum g · signum h²|ϕi · 1{g 6=0} ∈ L∞ (σ) , donc 1{g 6=0} · h²|ϕi = 0 σ-p.p. ; (b) montre
alors que {g 6= 0} est localement σ-négligeable, donc σ-négligeable puisque cet ensemble est
σ-modéré. Ceci finit de prouver que g = 0 .
(c) ⇒ (b) Si K est une partie compacte telle que, pour tout ϕ ∈ F , on ait 1K · h²|ϕi = 0
σ-p.p. , alors 1K⊥

¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
, donc σ (K) = 0 .

(c) ⇐⇒ (d) C’est une conséquence des inclusions, car on a¯̄̄
|²i h²| (F )

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
=
h¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄i
· ² .

Dmonstration de (iv) Par hypothèse on a ² 6= 0 partout, donc ² 6= 0 scalairement
localement σ-p.p. par le lemme 8.3.ii.

Dmonstration de (v) C’est immédiat par définition et (iii). ¤

EXEMPLE 1 (Décomposition triviale) Si σ une intégrale de Radon sur un espace loca-
lement compact Λ , alors

L2 (σ) =

Z ¢
K · ελ dσ (λ) dansM (Λ) ,

où ελ désigne l’intégrale de Dirac au point λ ∈ Λ .
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L’application ε : Λ −→ M (Λ) : λ 7−→ ελ est un homéomorphisme sur son image. Les
noyaux de L2 (σ) ,→ L2 (σ) et K · ελ ,→M (X) sont respectivement

ϕ 7−→ ϕ · σ et |ελi hελ| : K (X) −→M (X) ;

en outre, pour tout ϕ ∈ K (Λ) , on a
hε|ϕi = ϕ ,

donc °°° |εi hε|ϕ°°°
¦
= |hε|ϕi| = |ϕ| ,

et par suite °°° |εi hε|ϕ°°°2
2
=

Z
|ϕ|2 dσ = kϕk22 .

Le théorème (ii) montre que (σ,K · ε) est une décomposition de L2 (σ) . Elle est non-dégénérée
par (iv). Comme hε| K (X)i = K (X) est dense dans L2 (σ) , la décomposition est directe par
(v). ¤

EXEMPLE 2 (Transformation de Fourier)

Rappelons (cf. exemple 4.3.4) que nous avons posé

eλ := e
2πi·λ•¦ : Rn −→ C , pour tout λ ∈ Rn ,

et

e¦ : λ 7−→ eλ : Rn −→ S (Rn)0 .
Alors (λn,C · e¦) est une décomposition directe de L2 (Rn) dans S (Rn) , i.e.

L2 (Rn) =
Z ¢

Rn
C · eλ dλ dans S (Rn)0 .

En particulier Z
|eλi heλ| dλ = Id : ϕ 7−→ ϕ : S (Rn) −→ S (Rn)0 .

L’application e¦ est évidemment continue. C’est en fait un homéomorphisme sur son image.
Pour tout ϕ ∈ S (Rn)0 , on a

he¦|ϕi =
Z
e−2πi·¦•x · ϕ (x) dx = Fϕ ,

donc °°° |e¦i he¦|ϕ°°°
¦
= |he¦|ϕi| = |Fϕ| ,

et par suite °°° |e¦i he¦|ϕ°°°
2
=

µZ
|Fϕ|2 dλn

¶ 1
2

= kFϕk2 = kϕk2

par le théorème de Plancherel 4.11. Ceci montre que (λn,C · e¦) est une décomposition non-
dégénérée de L2 (Rn) dans S (Rn)0 . Elle est directe, car

he¦| S (Rn)i = F (S (Rn)) = S (Rn)
est dense dans L2 (Rn) . ¤
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Remarquons que, pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on a bξ = Fξ · e¦ , car

ξ =
−1
FFξ =

Z
Fξ (λ) · eλ dλ

par la proposition 4.10.

EXEMPLE 3 Le théorème de Plancherel-Godement (cf. chapitre 9) est une généralisation
de ces exemples.
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8.5 Calcul fonctionnel mesurable

On considère une décomposition directe

H =
Z ¢ bH dσ dans F † .

Puisque
R
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H est unitaire, donc Zα est unitairement équivalent à Mα ,

en particulier l’image de L2α
³
σ, bH´ est D (α) et

kZαξk2 =
Z
|α|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ pour tout ξ ∈ D (α) ,

toute assertion concernant les opérateurs Zα se prouve donc dans L2
³
σ, bH´ .

REMARQUE Dans la décomposition triviale

L2 (µ) =

Z ¢
K · εx dµ (x) ,→M (X)

on a Z =M !

THEOREME Soient α,β des fonctions σ-mesurables.
Zα est un opérateur normal et Z∗α = Zα .
Si A est une partie σ-mesurable sur laquelle α est essentiellement bornée, alorsHA ⊂ D (α) .
Les noyau de D (α) ,→ H et Zα (D (α)) ,→ H sont respectivement Zhαi−1 et Z|α|2·hαi−1

(i) Pour tout a ∈ C, on a Za·α = a · Zα .

(ii) Si |α| 6 a · |β|+b pour certaines constantes a, b ∈ R+ , alors D (β) est dense dans D (α) ,
et

Zα = Zα|D(β) .

(iii) D (Zα + Zβ) = D (α) ∩D (β) et Zα+β = Zα + Zβ .

(iv) D (ZαZβ) = D (αβ) ∩D (β) et Zαβ = ZαZβ .

(v) Si β ∈ L∞ (σ) , alors
Zα+β = Zα + Zβ et Zαβ = ZαZβ .

(vi) Si (αk)k∈N est une suite de fonctions σ-mesurables telle que

α = limk αk σ-p.p. et |αk| 6 a · |β|+ b pour certains a, b ∈ R+ ,
alors pour tout ξ ∈ D (β) , on a

Zαξ = limk Zαkξ dans H .

En particulier on peut prendre la suite
¡
1{|α|6k} · α

¢
k∈N et on a la formule pour tout ξ ∈ D (α) .
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(vii) Pour que ξ ∈ KerZα , il faut et il suffit quebξ = 0 σ-p.p. sur {α 6= 0} ,

i.e.

KerZα = H{α=0} .

(viii) On a Zα = 0 si, et seulement si, α = 0 σ-p.p. . En particulier si α = β σ-p.p. , alors
Zα = Zβ .

(ix) Pour que Zα soit injectif, il faut et il suffit que l’on ait α 6= 0 σ-p.p. . Dans ce cas Zα est
d’image dense et en définissant

1

α
: Λ −→ K : λ 7−→

⎧⎨⎩
1

α(λ)
α (λ) 6= 0

si
0 α (λ) = 0

,

on a Z−1α = Z 1
α
.

(x) Pour que Zα soit auto-adjoint, il faut et il suffit que α soit réelle σ-p.p. .

(xi) Si α 6 β σ-p.p. , alors Zα 6 Zβ , i.e. (ξ|Zαξ) 6 (ξ|Zβξ) pour tout ξ ∈ D (α)∩D (β) .
(xii) Pour que Zα soit auto-adjoint positif, il faut et il suffit que α > 0 σ-p.p. .

(xiii) Pour tout z ∈ C, on a
Ker (Zα − z · Id) = H{α=z} .

Pour que z ∈ Spp T , il faut et il suffit que σ ({α = z}) > 0 .
(xiv) On a kZαk = kαk∞ . En particulier Zα ∈ L (H) si, et seulement si, α ∈ L∞ (σ) .
(xv) Pour que Zα soit inversible, il faut et il suffit que

σ ({α = 0}) = 0 et
1

α
∈ L∞ (σ) .

(xvi) Pour que z ∈ SpZα, il faut et il suffit que σ∗ ({α ∈ U}) > 0 pour tout voisinage (ouvert)
U de z .

Toute ces assertions découlent à l’aide de manipulations sur des fonctions du théorème 8.1.
La partie initiale de (i).

Dmonstration de (i) C’est immédiat.

Dmonstration de (ii) L’inégalité montre queD (β) ⊂ D (α) , car pour tout η ∈ D (β) ,
on a

kα · bηk2 6 k(a · |β|+ b) · bηk2 6 a · kβ · bηk2 + b · kbηk2 <∞ .

Soit ξ ∈ D (α) et posons Bk := {|β| 6 k} . On a 1Bk · bξ ∈ D (β) , et°°°1Bk · bξ − bξ°°°2
α
=

Z ¡
1 + |α|2

¢
· |1Bk − 1|

2 ·
°°°bξ°°°2

2
dσ

tend vers 0 par le théorème de Lebesgue, puisque
¡
1 + |α|2

¢
·
°°°bξ°°°2

2
∈ L1 (σ) . La formule découle

alors de la proposition 7.2.

Dmonstration de (iii) C’est immédiat par (ii), car |α| , |β| , |α+ β| 6 |α|+ |β|, donc
D (|α|+ |β|) ⊂ D (α) ∩D (β) ⊂ D (α+ β)
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et D (|α|+ |β|) est dense dans D (α+ β) .

Dmonstration de (iv) C’est aussi immédiat par (ii), car |α · β| , |β| 6 |α · β|+ |β| .

Dmonstration de (v) Cela découle du fait que T +S et TS sont fermés, si T est fermé
et S ∈ L (H) (cf. proposition 7.1.iii et lemme 7.3).

Dmonstration de (vi) C’est une conséquence du théorème de Lebesgue, puisque°°°αk · bξ − α · bξ°°°2
2
=

Z
|αk − α|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ

et que

|αk − α|2 ·
°°°bξ°°°2

¦
6 8 ·

¡
a2 |β|2 + b2

¢
·
°°°bξ°°°2

¦
∈ L1 (σ) .

Dmonstration de (vii) Pour que ξ ∈ KerZα , il faut et il suffit que ξ ∈ D (α) et

kZαξk = 0 , donc que α · bξ ∈ L2 ³σ, bH´ et R |α|2 °°°bξ°°°2
¦
dσ = 0 , et par suite que α · bξ = 0 σ-

p.p. .

Dmonstration de (viii) On a Zα = 0 si, et seulement si, H{α=0} = KerZα = H d’après
(vii), ce qui signifie que H{α6=0} = {0} , donc que σ ({α 6= 0}) = 0 puisque la décomposition est
non-dégénérée.

Dmonstration de (ix) Grâce à (vii) Zα est injectif si, et seulement si, H{α=0} = {0} ,
i.e. si α 6= 0 σ-p.p. puisque la décomposition est non-dégénérée. On alors

(ImZα)
⊥ = KerZ∗α = KerZα = KerZα = {0}

par la remarque 7.3.2, ce qui montre que Zα est d’image dense. En outre

ZαZ 1
α
= Z 1

α
Zα = Zα· 1

α
= Z1 = Id

par (viii), et comme la formule (∗) de 8.2 montre que α · L2α
³
σ, bH´ = L21

α

³
σ, bH´ , on obtient

Z−1α = Z 1
α
.

Dmonstration de (x) Cela découle de (viii), puisque Zα = Zα est équivalent à

0 = Zα − Zα = Zα−α .

Dmonstration de (xi) On a évidemment

(ξ|Zαξ) =

Z
α ·
³bξ ¯̄̄ bξ´ dσ 6 Z β ·

³bξ ¯̄̄ bξ´ dσ = (ξ|Zβξ) .

Dmonstration de (xii) Il nous suffit par (xi) de prouver la nécessité. Mais d’après (x)
la fonction α est réelle σ-p.p. et, pour tout ξ ∈ H et k ∈ N , on a

0 6
¡
Z{−k6α<0}ξ

¯̄
ZαZ{−k6α<0}ξ

¢
=

Z
α · 1{−k6α<0} · kξk2 dσ 6 0 ,

donc 1{α<0} ·bξ = 0 σ-p.p. . Ceci montre que H{α<0} = {0} , et par suite que σ ({α < 0}) = 0 ,
puisque la décomposition est non-dégénérée.

Dmonstration de (xiii) En effet Zα − z · Id = Zα−z par (v), donc

Ker (Zα − z · Id) = KerZα−z = H{α=z}
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grâce à (vii). Ainsi z ∈ Spp si, et seulement si,H{α=c} 6= {0} , ce qui signifie que σ∗ ({α = c}) > 0
puisque la décomposition est non-dégénérée.

Dmonstration de (xiv) Tout d’abord on a kZαk 6 kαk∞ par la proposition 8.1. Si
0 6 a < kαk∞ , alors σ∗ ({|α| > a}) > 0 , donc σ∗ ({k > |α| > a}) > 0 pour un certain k ∈ N .
Ainsi pour tout ξ ∈ H{k>|α|>a} 6= {0} , on a bξ = 0 σ-p.p. sur { {k > |α| > a} et il vient

kZαξk2 =
Z
|α|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ >

Z
a2 · 1{k>|α|>a} ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ = a2 · kξk2 6= 0 ;

on en déduit que kZαk > a .

Dmonstration de (xv) La condition de (ii) est suffisante, car 1
α
· α = 1 σ-presque

partout, donc

Z 1
α
Zα ⊂ Z1 = Id = ZαZ 1

α

par la proposition, (iv) et (v). Réciproquement, puisque Zα est injectif, on a

{0} = KerZα = H{α=0} ,

donc σ ({α = 0}) = 0 . Comme α · 1
α
= 1 σ-presque partout, il vient ZαZ 1

α
⊂ Id , donc

Z 1
α
= Z−1α sur D

³
ZαZ 1

α

´
= D (1) ∩D

¡
1
α

¢
= D

¡
1
α

¢
. Puisque Z 1

α
est fermé, on en déduit que

Z 1
α
= Z−1α ∈ L (H) ,

donc que 1
α
∈ L∞ (σ) par (i).

Dmonstration de (xvi) Finalement remarquons que z /∈ SpZα est équivalent à l’inver-
sibilité de Zα− c · Id = Zα−c , donc à σ ({α = z}) = 0 et 1

α−c ∈ L∞ (σ) . Mais ceci signifie qu’il
existe une constante ε > 0 telle que |α− z| > ε σ-p.p. , donc que

σ ({α ∈ B (z, ε)}) = 0 .
¤

EXERCICE Si α est une fonction σ-mesurable > 0 , montrer que
Zα = Z√αZ√α .

Peut-on généraliser ce résultat ? Au lecteur la fantaisie !
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8.6 Le théorème spectral

DEFINITION Soit T un opérateur fermé dans H . Nous dirons qu’une décomposition
directe non-dégénérée

³
σ, bH´ de H dans F † est une diagonalisation de T si

T = Zκ

pour une certaine fonction σ-mesurable κ sur Λ . On dit alors que T est diagonalisable par³
σ, bH,κ´ dans F † .
Nous désignerons par B (C) le plus petit espace vectoriel V ⊂ CC contenant C0 (C) et ayant

la propriété :
Si (fk) est une suite de V convergente ponctuellement vers une fonction f telle que, pour

certains a, b ∈ R+ , on ait |fk| 6 a · |f |+ b pour tout k ∈ N , alors f ∈ V .
On peut montrer que B (C) est l’espace vectoriel des fonctions boréliennes sur C , mais il est

plus important de constater que pour toute fonction σ-mesurable α et toute fonction f ∈ B (C),
la fonction f ◦ α est σ-mesurable.

THEOREME Soit T un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H . Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) T est normal.

(ii) L’algèbre A (T ) est commutative.
(iii) Il existe un espace localement convexe tonnelé F tel que H soit un sous-espace hilbertien
de F † et que T soit diagonalisable dans F †.

Dans ce cas, il existe une unique application f 7−→ f (T ) de B (C) dans l’ensemble des
opérateurs normaux dans H telle que

f (T ) = Zf◦κ : ξ 7−→
Z
f ◦ κ · bξ dσ

quelle que soit la diagonalisation de T .

(i) ⇒ (ii) C’est le corollaire 7.8.

(ii) ⇒ (iii) Puisque A (T ) = A (A,B) est commutative, le théorème 6.10 montre que A (T )
est isomorphe à C (SpA (T )) et que SpA (T ) s’identifie à la fermeture de SpT dans la sphère
de Riemann C ∪ {∞} .

Pour tout ξ ∈ Hr {0} , la forme linéaire
f 7−→ (ξ| f (T ) ξ) : C (SpA (T )) −→ C

est positive, donc définit une intégrale de Radon σξ sur SpA (T ) . L’application
C (suppσξ) −→ H : f 7−→ f (T ) ξ
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est une isométrie :

kf (T ) ξk2 = (ξ |f (T )∗ f (T ) ξ ) =
¡
ξ
¯̄
|f |2 (T ) ξ

¢
=

Z
|f |2 dσξ .

Ceci montre que L2 (σξ) est isomorphe à la fermeture Hξ du sous-espace vectoriel Fξ := A (T ) ξ
dans H , la multiplication par f dans L2 (σξ) correspondant à l’opérateur induit par f (T ) dans
Hξ . On a

L2 (σξ) =

Z ¢
C · ελ dσξ (λ)

dansM (suppσξ) ; comme

Fξ −→ C (suppσξ) : f (T ) ξ 7−→ f

est une bijection, par transposition on obtient une bijection

Φ :M (suppσξ) −→ F †ξ

donc une décomposition directe de Hξ dans F
†
ξ :

Hξ =

Z ¢
C · Φελ dσξ (λ) .

En rappelant que

a := hidi−1 et b := id · hidi−1 ,
on a

a (T ) = (Id+T ∗T )−1 = A et b (T ) = T (Id+T ∗T )−1 = B .

En considérant les restrictions aξ , bξ et κξ de a , b et id à suppσξ r {∞} , prolongée par
0 à l’infini si nécessaire, les opérateurs induit par A , B et T = BA−1 dans Hξ sont alors
respectivement égaux à Zaξ , Zbξ et

ZbξZ 1
aξ

= Z bξ
aξ

= Zidξ ,

car σξ ({∞}) = 0 .
Il suffit alors de constater, par le lemme de Zorn, qu’il existe une famille

¡
ξj
¢
j∈J telle que

H = ¢
j∈J
Hξj ,

et on pose

(Λ,σ) :=
]
j∈J

³
suppσξj ,σξj

´
, F :=

M
j∈J

Fξj , κ := κξj sur suppσξj .

(iii) ⇒ (i) C’est une conséquence évidente du calcul fonctionnel mesurable (théorème 8.5).

Le reste est alors facile. ¤

DEFINITION On dit que f 7−→ f (T ) est le calcul fonctionnel mesurable associé à l’opé-
rateur T . Il nous permet de définir toute une série d’opérateurs à partir de T :

(a) Si P est un polynôme complexe à deux variables, alors en posant f (λ) := P
¡
λ, λ̄

¢
pour

tout λ ∈ C , on a f (T ) = P (T, T ∗) en général, mais dans certains cas il est nécessaire de
prendre la fermeture de P (T, T ∗) . Par exemple si P (X,Y ) = X − Y et T est auto- adjoint,
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on a f ◦ κ = 0 σ-p.p. , donc f (T ) = 0 ; par contre T − T ∗ est nul, mais seulement défini sur
D (T ) !

(b) T
1
2 , si T est auto-adjoint positif.

(c) |T | := (T ∗T )
1
2 , si T est un opérateur fermé quelconque.

(d) T± tels que T = T+ − T− et T± auto-adjoints positifs, si T est auto-adjoint.
(e) eT , sin T , cos T , etc...

(f) lnT , et T z := ez·ln T pour z ∈ C , si T est auto-adjoint positif injectif (i.e. 0 /∈ Spp T ),
et plus généralement si l’on peut définir une branche du logarithme sur SpT .
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8.7 Equations d’évolution

Le calcul fonctionnel nous permet de résoudre certaines équations aux dérivées partielles
dont l’une des variables, en général celle du temps, joue un rôle particulier. Considérons par
exemple une équation du type

∂tζ (t, x) = Lxζ (t, x) .

On l’interprète comme une équation différentielle ordinaire à valeurs vectorielles, en considérant
Lx comme un opérateur dans un certain espace de fonctions ne dépendant que de la variable
x .

C’est l’exemple typique d’une équation d’évolution

∂ζ = Tζ ,

où T est un opérateur dans un espace de Hilbert H .

DEFINITION Si I est un intervalle de R , on dit que ζ : I −→ D (T ) est une solution de
cette équation si ζ est dérivable dans H , i.e. pour tout t ∈ I ,

∂ζ (t) := lims→0
1

s
· [ζ (t+ s)− ζ (t)] existe dans H ,

et si

∂ζ (t) = T ζ (t) pour tout t ∈ I .
Dans ce cas, ζ : J −→ H est continue.

Remarquons qu’une solution ζ est continûment dérivable, i.e. ∂tζ : I −→ H est continue si,
et seulement si Tζ : I −→ H est continue, i.e. ζ : I −→ D (T ) est continue.

On la

PROPOSITION Soit T un opérateur normal dans H diagonalisé par
³
σ, bH,κ´ dans F †.

Etant donné t ∈ I , on a
TetT = Zκ·etκ ;

en particulier ξ ∈ D
¡
TetT

¢
si, et seulement si,

κ · etκ ·
°°°bξ°°° ∈ L2 (σ) .

Si ξ ∈ D
¡
TetT

¢
pour tout t ∈ I , alors

ζ : t 7−→ etT ξ : I −→ D (T )
est une solution continûment dérivable de l’équation d’évolution ∂ζ = T ζ .

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, car pour tout t ∈ R et z ∈ C ,
on a ¯̄

et·z
¯̄
6 e|t·z| 6 e|t| si |z| 6 1 ,

donc ¯̄
et·z
¯̄
6
¯̄
z · et·z

¯̄
+ e|t| ,
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et le théorème 8.5.ii montre que D (κ · et·κ) ⊂ D (et·κ) . La formule en découle également.
Il nous reste à prouver que ζ est continûment dérivable et satisfait à l’équation d’évolution.

Etant donné t ∈ I , soit [a, b] un voisinage de t dans I . Si (εk)k∈N est une suite convergente
vers 0 telle que t+ εk ∈ [a, b] , on a

1

εk
·
£
e(t+εk)·T ξ − et·T ξ

¤
= fk (T ) ξ

en ayant posé

fk :=
1

εk
·
£
e(t+εk)·id − et·id

¤
,

puisque ξ ∈ D
¡
et·T
¢
pour tout t ∈ I . En outre

limk fk (z) = z · et·z ,
et le théorème de la moyenne montre que

|fk (z)| 6 sups∈[a,b] |z · es·z| = sups∈[a,b]
¯̄
z · es·Re z

¯̄
6 |z| ·

¡
ea·Re z + eb·Re z

¢
= |z · ea·z|+

¯̄
z · eb·z

¯̄
.

Ainsi

|fk ◦ κ| 6 |κ · ea·κ|+
¯̄
κ · eb·κ

¯̄
pour tout k ∈ N ;

mais par hypothèse on a £
|κ · ea·κ|+

¯̄
κ · eb·κ

¯̄¤
·
°°°bξ°°°

¦
∈ L2 (σ) ,

et le théorème 8.5.vi nous permet de conclure : ζ est dérivable et

∂ζ (t) = limk fk (T ) ξ = Zκ·et·κξ = Te
t·T ξ .

Finalement

limk κ · e(t+εk)·id = κ · et·id ponctuellement

et ¯̄
κ · e(t+εk)·id

¯̄
6 |κ · ea·κ|+

¯̄
κ · eb·κ

¯̄
pour tout k ∈ N ;

comme ci-dessus on en déduit que

limk Tζ (t+ εk) = limk Te
(t+εk)·T ξ = limk Zκ·e(t+εk)·κξ = Zκ·et·κξ = Te

t·T ξ = Tζ (t) ,

donc que Tζ est continue, et par suite que ζ : I −→ D (T ) est continue. ¤

COROLLAIRE Equation de la chaleur. Supposons que T est un opérateur auto-adjoint
positif de la forme T = S∗S pour un certain opérateur fermé S défini dans H et à valeurs dans
G . Alors pour tout ξ ∈ H , l’équation de la chaleur

∂ζ + Tζ = 0

possède une unique solution ζ : R∗+ −→ D (T ) continûment dérivable satisfaisant à la condition
initiale

limt→0+ ζ (t) = ξ .

On a

ζ (t) = e−t·T ξ pour tout t ∈ I ,
cette solution est indéfiniment dérivable, satisfait à l’équation

∂kζ + T kζ = 0 ,
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ainsi qu’à

1

2
kζ (t)k2H +

Z t

0

kSζ (s)k2G ds =
1

2
kξk2H

pour tout t > 0 .
En outre, si ξ ∈ D (T ) , on a

limt→0+ ∂ζ (t) + T ξ = 0 .

La condition de la proposition appliquée à −T est satisfaite. En effet κ · e−t·κ ∈ L∞ (σ) ,
puisque z 7−→ z · e−t·z atteint son maximum sur R+ en 1

t
et que κ > 0 σ-p.p. par le théorème

8.5.xii. Ceci montre que t 7−→ e−t·T ξ est une solution continûment dérivable. On prouve par
récurrence qu’elle est indéfiniment dérivable et satisfait à l’équation donnée en considérant
−T k . Par ailleurs, si (tk)k∈N est une suite de R∗+ convergente vers 0 , on a

limk exp (−tk · κ) = 1 pontuellement

et

|exp (−tk · κ)| 6 1 σ-p.p. .
Par le théorème 8.5.vi on obtient

limk exp (−tk · T ) ξ = ξ .

Si ξ ∈ D (T ) , on obtient de même la dernière assertion, puisque
limk κ · exp (−tk · κ) = κ ponctuellement

et

|exp (−tk · κ)| 6 |κ| σ-p.p. .
Il nous reste à prouver la formule et l’unicité. Si ζ est une solution continûment dérivable,

on a

∂ kζk2H = ∂ (ζ| ζ)H = (∂ζ| ζ)H + (ζ| ∂ζ)H = −2 (ζ|T ζ)H =

= −2 (Sζ|Sζ)G = −2 kSζk
2
G ,

car D (T ) = D (S∗S) ⊂ D (S) . Il suffit donc d’intégrer entre ε > 0 et t , puis de faire tendre ε
vers 0 :

kζ (t)k2H − kξk
2
H = limε→0+ kζ (t)k2H − kζ (ε)k

2
H = limε→0+

Z t

ε

∂t kζk2H =

= −2 · limε→0+

Z t

ε

kSζk2G = −2 ·
Z t

0

kSζk2G .

D’autre part, par linéarité, on peut supposer que la condition initiale ξ = 0 ; mais alors

0 6 kζ (t)k2H = −2 ·
Z t

0

kSζk2G 6 0 ,

et par suite ζ = 0 . ¤

EXEMPLE Classiquement le problème de la diffusion de la chaleur est modélisé par l’équa-
tion

∂tζ +∆/Dζ = 0 ,
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où ∆/D est l’opérateur de Dirichlet sur un ouvert X de Rn . Il est résolu, grâce au théorème
précédent, car on peut montrer, en utilisant la nucléarité de D (X) , que ∆/D est diagonalisable
dans D (X) . Si X est borné, cette diagonalisation est discrète, i.e.

Sp∆/D = Spp∆/D ,

et H se décompose dans H ! En effet l’injection canonique D (∆/D) ,→ L2 (X) est compacte,
donc aussi le noyau de ce sous- espace hilbertien ; ainsi

1

1 + (Sp∆/D)
2 = Sp

¡
Id+ (∆/D)

2¢−1 r {0}
est discret, et par suite aussi

Sp∆/D =

s
1

Sp
¡
Id+ (∆/D)

2¢−1 r {0} − 1 .
Nous en donnerons dans le numéro suivant une solution explicite pour Rn et R∗+ .
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8.8 La décomposition de Fourier

Rappelons (cf. exemple 5.14.2) que

L2 (Rn) =
Z ¢

C · eλ dλ .

Cette décomposition est évidemment non-dégérée et, pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , le champ Fξ · e¦
est la décomposition de Parseval bξ de ξ . En outre les applications

g 7−→ g · e¦ : L2 (Rn) −→ L2 (Rn,C · e¦)
et

g 7−→
Z
g · e¦ dλn : L2 (Rn) −→ L2 (Rn)

sont unitaires : cf. §5.15.

PROPOSITION Soit ρ ∈ L1loc (Rn) tel que ρ > 0 presque partout.

(i) Si ρ ∈ L1mod (Rn) , alors S (Rn) est dense dans L2 (Rn, ρ) . Si 1
ρ
∈ L1mod (Rn) , alors

L2 (Rn, ρ) ⊂ L1mod (Rn) .
(ii) Pour toute fonction λn-mesurable α : Rn −→ C , l’opérateur de multiplication Mα par α
et α (∇/ ) := Zα sont normaux dans L2 (Rn) et, pour tout ξ ∈ D (α) =

R
L2 (Rn, hαi) · e¦ dλn ,

on a

α (∇/ ) ξ =
Z

α · Fξ · eλ dλn =
−1
F (α · Fξ) ,

i.e.

α (∇/ ) =
−1
FMαF .

(iii) Si α ∈ L2mod (Rn) , alors Mα et Zα sont des opérateurs essentiellement normaux sur

S (Rn) . Pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on a α · Fξ ∈ L1mod (Rn) , l’application y 7−→ ξ (y) ·
µ
−1
Fα

¶
y

est λn-intégrable dans S (Rn)0 et³
α (∇/ )|S(Rn)

´†
ξ =

Z
α (λ) · Fξ (λ) · eλ dλ =

Z
ξ (y) ·

µ
−1
Fα

¶
y

dy .

En particulier

α (∇/ ) =
³
α (∇/ )|S(Rn)

´†
|D(α) .

Dmonstration de (i) L’inclusion S (Rn) ⊂ L2 (Rn, ρ) est claire si ρ ∈ L1mod (Rn) .
D’autre part, si θ est orthogonal à S (Rn) dans L2 (Rn, ρ) , alors

R
ϕ · θ · ρ = 0 pour tout

ϕ ∈ S (Rn) , donc θ = 0 presque partout par la proposition et l’exemple 3 de 1.16. Ceci prouve
que S (Rn) est dense dans L2 (Rn, ρ) . Si maintenant 1

ρ
∈ L1mod (Rn) , pour tout θ ∈ L2 (Rn, ρ) ,
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on a Z |θ|
hidim =

Z
|θ| · ρ 1

2 · ρ−
1
2

hidim 6
µZ

|θ|2 · ρ
¶ 1

2

·
µZ

1

hidi2m
· 1
ρ

¶ 1
2

<∞ .

Dmonstration de (ii) Remarquons tout d’abord que

L2α (Rn,C · e¦) = L2 (Rn, hαi) · e¦ .
Mais comme α · L2 (Rn, hαi) ⊂ L2 (Rn) ⊂Mmod (Rn) , l’exemple 4.10.2 montre queZ

α · Fξ · eλ dλn =
−1
F (α · Fξ) .

Dmonstration de (iii) La première partie est immédiate par (i) et la proposition 7.2.ii.
Pour tout ϕ ∈ S (Rn) et ξ ∈ L2 (Rn) , il vientD

ϕ
¯̄̄
α (∇/ )† ξ

E
= (α (∇/ )ϕ| ξ) =

Z
α · Fϕ · Fξ = hFϕ|α · Fξi =

¿
ϕ

¯̄̄̄
−1
F (α · Fξ)

À
,

donc

α (∇/ )† ξ =
Z

α (λ) · Fξ (λ) · eλ dλ

par l’exemple 4.10.2. Quant à la dernière assertion, on a α · Fϕ ∈ L1 (Rn) et à nouveau par
l’exemple 4.10.2 on peut calculer ponctuellement :

α (∇/ )ϕ (y) =
Z

α (λ) · Fϕ (λ) · eλ (y) dλ =
Z

α (λ) · Fϕ−y (λ) dλ =

=

Z
α (λ) ·


ϕ−y

¯̄
eλ
®
dλ =

¿
ϕ−y

¯̄̄̄Z
α · eλ dλ

À
=

*
ϕ

¯̄̄̄
¯
µ
−1
Fα

¶
y

+
,

en ayant utilisé l’une des formules de la proposition 4.9.
Comme ᾱ (∇/ )ϕ ∈ L2 (Rn) , on en déduit que

y 7−→
*
ϕ

¯̄̄̄
¯ξ (y) ·

µ
−1
Fα

¶
y

+
: Rn −→ C

est intégrable, donc que y 7−→ ξ (y) ·
µ
−1
Fα

¶
y

est scalairement λn-intégrable dans S (Rn)0 , car

D
ϕ
¯̄̄
α (∇/ )† ξ

E
= (α (∇/ )ϕ| ξ) =

Z
α (∇/ )ϕ (y) · ξ (y) dy =

Z
ξ (y) ·

*
ϕ

¯̄̄̄
¯
µ
−1
Fα

¶
y

+
dy .

On a donc

α (∇/ )† ξ =
Z

ξ (y) ·
µ
−1
Fα

¶
y

dy .

Finalement l’application y 7−→ ξ (y) ·
µ
−1
Fα

¶
y

est λn-intégrable dans S (Rn)0 par définition (cf.

proposition 3.12), puisque

L∞ (Rn) · L2 (Rn) ⊂ L2 (Rn) .
¤
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REMARQUE 1 Pour η ∈ H(−∞) (Rn) =
−1
F (L2mod (Rn)) et µ ∈ L2 (Rn) +Mb (Rn) , on peut

définir le produit de convolution par

η ∗ µ :=
Z

ηy dµ (y) .

Remarquons que η ∗ δy = ηy . En outre, si η ∈ L2 (Rn) , on peut montrer que
ηy : x 7−→ η (x− y)

est µ−intégrable pour presque tous les x ∈ Rn , que
R
η (·− y) dµ (y) ∈ L2 (Rn) et que

η ∗ µ =
Z

ξ (·− y) dµ (y) .

Le produit de convolution définit ci-dessus est donc un prolongement du produit de convolution
classique.

Pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on peut donc écrire³
ᾱ (∇/ )|S(Rn)

´†
ξ =

−1
Fα ∗ ξ .

REMARQUE 2 La condition α ∈ L2mod (Rn) est nécessaire pour que S (Rn) ⊂ D (α) .

REMARQUE 3 Un polynôme complexe

P :=
X
α

cα · idα : Rn −→ C

à n variables sur Rn satisfait évidemment à la condition ci-dessus. Posons
L :=

X
α

cα · ∂/α : S (Rn) −→ S (Rn) ,→ L2 (Rn)

et calculons P (∇/ ) :

Pour tout ϕ ∈ S (Rn) , on a

P (∇/ )ϕ =
Z
P (λ) · Fϕ (λ) · eλ dλ =

Z
F (Lϕ) eλ dλ =

−1
F (F (Lϕ)) = Lϕ

par le théorème 4.9 et l’exemple 4.10.2, ce qui montre que

L = P (∇/ )
est un opérateur normal. Par la proposition (iii), pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on obtient

L†ξ =
³
P (∇/ )|S(Rn)

´†
ξ =

Z
P (λ) · Fξ (λ) · eλ dλ =

−1
F
¡
P · Fξ

¢
,

donc

D
¡
L
¢
= D (L∗) =

©
ξ ∈ L2 (Rn)

¯̄
L†ξ ∈ L2 (Rn)

ª
=
©
ξ ∈ L2 (Rn)

¯̄
P · Fξ ∈ L2 (Rn)

ª
.

Pour simplifier les notations on ne fait pas de distinction entre P (∇/ ) et L . On considère
également P (∇/ ) comme un opérateur différentiel dans S (Rn)0 .

Remarquons en outre queZ
λj · eλ dλ =

Z
∂/jeλ dλ = ∂/j

µZ
eλ dλ

¶
= ∂/jδ ,
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et par suite que
−1
FP =

Z
P (λ) eλ dλ =

X
α

cα ·
Z

λα · eλ dλ =
X
α

cα · ∂/αδ = P (∇/ ) δ .

Nous avons donc prouvé le

THEOREME Tout opérateur différentiel à coefficients constants P (∇/ ) =
P

α cα · ∂/α sur
Rn est essentiellement normal sur S (Rn) , et diagonalisable par (λn,C · eλ, P ) dans S (Rn)0 .
Le domaine de définition de sa fermeture est©

ξ ∈ L2 (Rn)
¯̄
P · Fξ ∈ L2 (Rn)

ª
.

Pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on a

P (∇/ ) ξ =
−1
FP ∗ ξ = P (∇/ ) δ ∗ ξ .

EXEMPLE 1 On a
1

4π2
·∆D = ∆/D = |∇/ |2

et son domaine de définition est H(2) (Rn) .

EXEMPLE 2 Revenons maintenant à la résolution explicite de l’équation de la chaleur dans
Rn . Comme dans la démonstration du corollaire 8.7, et en modifiant celle du théorème 8.5.vi,
on montre que pour tout f ∈ L1mod (Rn) , l’application

ζ : t 7−→
Z
e−t·|λ|

2 · f (λ) · eλ dλ : R∗+ −→ D (∆/D)

est indéfiniment dérivable, et l’unique solution continûment dérivable de ∂tζ +∆/Dζ = 0 et de
condition initiale

ξ := limt→0+ ζ (t) =

Z
f (λ) · eλ dλ =

−1
Ff ∈ S (Rn)0 .

On peut même montrer que, pour tout s ∈ R , l’application
Ψs : ξ 7−→ ζ : H(s) (Rn) −→ C(∞)

¡
R∗+,H(∞) (Rn)

¢
est linéaire et continue. En outre C(∞)

¡
R∗+,H(∞) (Rn)

¢
est un espace localement convexe tonnelé

réflexif, donc le dual d’un espace tonnelé.

Calculons la solution Ey , dite élémentaire , de condition initiale

δy =

Z
e−2πi·λ•y · eλ dλ .

On peut le faire ponctuellement. Il vient

Ey (t) (x) =

Z
e−t·|λ|

2 · e−2πi·λ•y · e2πi·λ•x dλ =
Z
e−[t·|λ|

2−2πi·λ•(x−y)] dλ =

= exp

Ã
−π2 · |x− y|2

t

!
·
Z
exp

Ã
−t ·

∙
λ− πi · (x− y)

t

¸2!
dλ =
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= exp

Ã
−π2 · |x− y|2

t

!
·
Z
e−t·|λ|

2

dλ =
³π
t

´n
2 · exp

Ã
−π2 · |x− y|2

t

!
,

en ayant utilisé le théorème de Cauchy. On a donc

Ey (t) (x) = E (t) (x− y)
en ayant posé

E (t) :=
³π
t

´n
2 · exp

Ã
−π2 · |id|2

t

!
∈ S (Rn) .

Mais comme δy =
−1
F (e−2πi·y•¦) ∈ H(−s) (Rn) pour tout s > n

2
, quel que soit ξ ∈ L2 (Rn) ,

on prouve que

ξ =

Z
ξ (y) · δy dy dans H(−s) (Rn) .

Le lemme 3.12.iii montre alors que

ζ = Ψ−sξ =

Z
ξ (y) ·Ψ−sδy dy =

Z
ξ (y) · Ey dy dans C(∞)

¡
R∗+,H(∞) (Rn)

¢
.

En particulier

ζ (t) (x) =
³π
t

´n
2 ·
Z
exp

Ã
−π2 · |x− y|2

t

!
· ξ (y) dy

pour tout t > 0 et x ∈ Rn .
Utilisant le produit de convolution, on aurait aussi pu écrire

ζ (t) =
−1
F e−t·|id|2 ∗ ξ ,

d’où le même résultat puisque
−1
Fe−t·|id|2 = E (t) . L’invariance par translation de ∆/D est évi-

demment fondamentale.

EXEMPLE 3 Considérons la décomposition directe non-dégénérée

L2
¡
R∗+
¢
=

Z ¢

R∗+
C ·
√
2 sin (2πλ·) dλ dans D

¡
R∗+
¢0
.

L’opérateur de Dirichlet ∆/D est aussi diagonalisé par |id|2 . Pour tout y ∈ R∗+ , la solution
élémentaire Ey de l’équation de la chaleur de condition initiale

δy = 4 ·
Z
sin (2πλy) · sin (2πλ·) dλ

est

Ey (x) =
³π
t

´ 1
2 ·
Ã
exp

Ã
−π2 · |x− y|2

t

!
− exp

Ã
−π2 · (x+ y)2

t

!!
.

EXEMPLE 4 Calcul de la résolvente de ∆/D dans Rn .

Puisque ∆/D = |∇/ |2 , le théorème 8.5.xvi montre que
Sp∆/D = R+ .
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Pour tout c ∈ C tel que Re c > 0 , on a −c2 ∈ CrR+ , donc ∆/D + c2 · Id est inversible et¡
∆D + c

2 · Id
¢−1

=
−1
F 1

c2 + |id|2
∗ ,

où
−1
F 1

c2 + |id|2
=

Z
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ .

Si n = 1 , on a immédiatementZ
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ =

π

c
· e−2πc·|id| .

Si n > 2 , pour r ∈ R∗+ , soit σ l’intégrale de Radon superficielle sur la sphère Sn−1r de rayon
r et calculons tout d’abord ponctuellement, ce qui est possible :

Z
eλ (x) dσ = r

n−1 · 2 · π
n−1
2

Γ
¡
n−1
2

¢ · Z π
2

−π
2

e2πi·|x|·r·sinϑ · cosn−2 ϑ dϑ =

= rn−1 · 2 · π
n−1
2

Γ
¡
n−1
2

¢ · Z π
2

−π
2

cos (2π · |x| · r · sinϑ) · cosn−2 ϑ dϑ =

= rn−1 · 2 · π
n−1
2

Γ
¡
n−1
2

¢ · Z 1

−1

¡
1− t2

¢n−3
2 cos (2π · |x| · r · t) dt =

=
2π

|x|
n−2
2

· r n2 · Jn−2
2
(2π · |x| · r) .

Il vient alorsZ
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ = limR→∞

Z R

0

2π

|id|
n−2
2

· r
n
2

c2 + r2
· Jn−2

2
(2π · |id| · r) dr =

=
2π

|id|
n−2
2

· cn−22 ·Kn−2
2
(2π · c · |id|)

dans S (Rn)0 par la formule de Hankel-Nicholson (cf. Abramowitz-Stegun 11.4.44).
Rappelons quelques résultats de la théorie des fonctions de Bessel. Les fonctions de Hankel

d’ordre ν , définies pour Re ν > −1
2
par

H±
ν (r) :=

µ
2

πr

¶1
2

· e
±i(r− νπ

2
−π
4 )

Γ
¡
ν + 1

2

¢ ·
Z ∞

0

tν−
1
2 ·
µ
1± it

2r

¶ν− 1
2

· e−t dt

sur R∗+ , forment un système fondamental de solutions de l’équation différentielle de Bessel :
id2 ·∂2f + id ·∂f +

¡
id2−ν2

¢
· f = 0 .

La fonction de Bessel d’ordre ν est définie par

Jν =
1

2

¡
H+

ν −H−
ν

¢
et on a

Jν (r) =

¡
r
2

¢ν
π
1
2

Γ

µ
ν +

1

2

¶
·
Z 1

−1

¡
1− t2

¢ν− 1
2 · cos (rt) dt .
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La fonction de Macdonald d’ordre ν est définie par

Kν (r) :=
π

2
· eiπ· ν+12 ·H+

ν (ir) =
³ π

2r

´ 1
2 · e

+i(r+π
4 )

Γ
¡
ν + 1

2

¢ · Z ∞

0

tν−
1
2 ·
µ
1 +

t

2r

¶ν− 1
2

· e−t dt .

On a

Kν (r) =

Z ∞

0

cosh (νt) · e−r·cosh t dt = 1

2
·
³r
2

´ν
·
Z ∞

0

t−ν−1 · e−t− r2

4t dt .

Remarquons que les fonctions de Bessel et de Macdonald d’indice demi-entier sont élémen-
taires. En particulier pour n = 3 , on aZ

eλ (x) dσ =
2r

|x| · sin (2π · |x| · r)

et Z
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ =

1

2 |id| · e
−2πc·|id| .

Pour n = 2 , on obtientZ
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ = 2π ·K0 (2πc · |id|) = 2π ·

Z ∞

0

cos (id · sinh t) dt .

EXEMPLE 5 Calculons le propagateur

exp (−it ·∆/D) .

On a

exp (−it ·∆/D) =
−1
Fe−it·|id|2 ∗ ,

et
−1
F e−it·|id|2 =

Z
e−it·|λ|

2 · eλ dλ = lim
ε→0+

Z
e−(2πε+it)·|λ|

2 · eλ dλ .

Ponctuellement il vient Z
e−(2πε+it)·|λ|

2+2πi·λ•x dλ =

= exp

Ã
− π2 · |x|2

2πε+ it

!
·
Z
exp

⎛⎝− ¯̄̄̄¯(2πε+ it) 12 · λ− πix

(2πε+ it)
1
2

¯̄̄̄
¯
2
⎞⎠ dλ =

= exp

Ã
− π2 · |x|2

2πε+ it

!
·
µ

π

2πε+ it

¶n
2

,

grâce au théorème de Cauchy, d’où en passant à la limite

−1
F e−it·|id|2 =

³π
it

´n
2 · exp

Ã
−π2 · |id|2

it

!
.

Le mouvement d’une particule libre en mécanique quantique est décrit par l’hamiltonien

H =
h2

2m
·∆/D
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et l’équation de Schrödinger

i · h
2π

∂ζ = Hζ .

On peut montrer, comme pour l’équation de la chaleur, que la solution est donné par le groupe
à un paramètre d’opérateurs unitaires

t 7−→ exp

µ
−2πi
h
· t ·H

¶
= exp

µ
−iπh
m
· t ·∆/D

¶
=
³ m
iht

´n
2 · exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
∗ .

Si la particule est au temps 0 dans l’état ξ , au temps t elle se trouve dans l’état

exp

µ
−2πi
h
t ·H

¶
ξ =

³ m
iht

´n
2 ·
Z
exp

³
i
πm

ht
· |id−y|2

´
· ξ (y) dy =

=
³ m
iht

´n/2
· exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
·
Z
exp

³
−2πi · m

ht
· id ·y

´
· exp

³
i
πm

ht
· |y|2

´
· ξ (y) dy =

=
³ m
iht

´n
2 · exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
· F
³
exp

h
i
πm

ht
· |id|2 · ξ

i´³m
ht
· id
´
.

On peut alors montrer lorsque t 7−→∞ que

exp

µ
−2πi
h
t ·H

¶
ξ ∼

³ m
iht

´n
2 · exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
· Fξ

³m
ht
· id
´

dans L2 (Rn) ,

donc que la répartition de la position pour des temps assez grand est environ³m
ht

´n
·
¯̄̄
Fξ
³m
ht
· id
´¯̄̄2

.

Remarquons que |Fξ|2 est la répartition de p
h
au temps 0 . Celle de l’impulsion p est donc

donnée par la transformation p 7−→ p
h
, i.e.µ
1

h

¶n
·
¯̄̄̄
Fξ

µ
1

h
· id
¶¯̄̄̄2

.

Une particule classique d’impulsion p partant de 0 en 0 se trouve au temps t en p
m
· t .

Partant statistiquement avec la répartition
¡
1
h

¢n · ¯̄Fξ
¡
1
h
· id
¢¯̄2
, on obtient la répartition de la

position par la transformation x 7−→ mx
t
, i.e.

¡
m
ht

¢n · ¯̄Fξ
¡
m
ht
· id
¢¯̄2

.
Ceci montre que la particule quantique ayant une certaine répartition de l’impulsion au

temps 0 se comporte asymptotiquement comme une particule classique partant statistiquement
de 0 au temps 0 avec la même répartition de l’impulsion.
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8.9 Equation de Schrödinger

REMARQUE 1 A un système quantique on associe un espace de Hilbert H . Les éléments
ξ ∈ H tels que kξk = 1 sont dits les états observables de ce système. Observer un tel système
revient à considérer un opérateur auto-adjoint T dans H , dite une observable . Si T est
diagonalisé par

³
σ, bH,κ´ dans F † , et si l’on observe beaucoup de systèmes préparés dans

l’état ξ ∈ D (T ) , la probabilité d’obtenir une valeur mesurée dans une partie A ⊂ R estZ
κ−1(A)

°°°bξ°°°2
¦
dσ =

Z ³bξ ¯̄̄ 1κ−1(A) · bξ´
¦
dσ =

¡
ξ|Zκ−1(A)ξ

¢
.

Remarquons que Z
Λ

°°°bξ°°°2
¦
dσ = kξk2 = 1 .

La valeur moyenne de toutes les observations possibles est alorsZ
κ ·
°°°bξ°°°2

¦
dσ =

Z ³bξ ¯̄̄κ · bξ´
¦
dσ = (ξ|Tξ) .

On appelle écart (quadratique moyen) le nombre ∆ (T, ξ) défini par

∆ (T, ξ)2 := kTξ − (ξ|Tξ) · ξk2 =
Z
|κ− (ξ|T ξ)|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ ,

qui donne une certaine mesure de la concentration des valeurs mesurées autour de la valeur
moyenne, c’est-à-dire une mesure de l’ incertitude sur la valeur moyenne.

On a ∆ (T, ξ) = 0 si, et seulement si, ξ est un état propre de T de valeur propre (ξ|T ξ) .

En effet ∆ (T, ξ) = 0 si, et seulement si, |κ− (ξ|T ξ)|2 ·
°°°bξ°°°2

¦
= 0 σ-p.p. , ce qui est

équivalent à bξ = 0 σ-p.p. sur la partie {κ 6= (ξ|T ξ)} . Ceci est équivalent à
ξ ∈ H{κ=( ξ|Tξ)} = Ker (T − (ξ|T ξ) · Id)

par le theorème 8.5.xiii. ¤

REMARQUE 2 A tout système quantique est associé l’observable énergie H , dite le ha-
miltonien du système. En général H est un opérateur différentiel auto-adjoint dans L2 (Rn) ,
par exemple

H =
1

2m
· ∂/2 + k

2

2
· id2

pour l’oscillateur harmonique dans L2 (R) , ou

H =
1

2m
·∆/ − e2

|id|
pour l’électron de l’atome d’hydrogène neutre dans L2 (R3) , en ayant choisi des unités telles
que la constante de Planck h soit égale à 1 , i.e. } à 1

2π
.
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Soient donc H un espace de Hilbert et H un opérateur auto-adjoint dans H . L’évolution
du système est décrite par une fonction ζ : R −→ D (H) dérivable dans H et solution de l’
équation de Schrödinger

∂/ζ = −Hζ ,

ou comme la note les physiciens

i} · ζ̇ = Hζ .

PROPOSITION Pour tout ξ ∈ D (H) , l’équation de Schrödinger possède une unique so-
lution telle que ζ (0) = ξ . On a

ζ (s) = Usξ en ayant posé Us := e
−2πis·H ∈ L (H) .

L’application s 7−→ Us : R −→ Ls (H) est une représentation unitaire de R dans H (forte-
ment) continue.

Mettons l’équation sous la forme

∂ζ = −2πi ·Hζ ,

et soit
³
σ, bH,κ´ une diagonalisation de H dans F † ; on peut supposer que la fonction κ est

réelle puisque H est auto-adjoint (théorème 8.5.x). Pour tout s, t ∈ R , on a alors
e−2πit·κ ∈ L∞ (σ) , e−2πi(s+t)·κ = e−2πis·κe−2πit·κ et e−2πit·κ = e−2πi(−t)·κ ,

donc

Ut := e
−2πit·H ∈ L (H) , U0 = Id , Us+t = UsUt et U∗t = U−t

par le calcul fonctionnel borné (scolie 8.3.2), ce qui prouve que s 7−→ Us est une représentation
unitaire. Elle est fortement continue, car

limt→0 e
−2πi(s+t)·κ = e−2πis·κ ponctuellement et

¯̄
e−2πi(s+t)·κ

¯̄
6 1 ,

donc

limt→0 Us+tξ = Usξ pour tout ξ ∈ H
par le théorème 8.5.vi.

Soit alors ξ ∈ D (H) . Puisque l’opérateur −2πi ·H est diagonalisé par
³
σ, bH,−2πi · κ´ et

que

−2πi · κ · e−2πit·κ ·
°°°bξ°°° ∈ L2 (σ) ,

on a ξ ∈ D
¡
−2πi ·He−2πis·H

¢
pour tout s ∈ R , donc que

ζ : s 7−→ Usξ : R −→ D (−2πi ·H) ≡ D (H)
est une solution continûment dérivable telle que ζ (0) = U0ξ = ξ .

Prouvons l’unicité. Par linéarité, il nous suffit de montrer que si ζ est une solution telle que
ζ (0) = 0 , alors ζ = 0 . Mais on a

∂
¡
kζk2

¢
= ∂ (ζ| ζ) = (∂ζ| ζ) + (ζ| ∂ζ) = (−2πi ·Hζ| ζ) + (ζ| 2πi ·Hζ) = 0 ,

ce qui prouve que kζk est une fonction constante égale à kζ (0)k = 0 , donc que ζ = 0 . ¤

REMARQUE 3 Nous dirons que ζ : R −→ H telle que kζk = 1 est stationnaire si, pour
toute observable T de ζ , i.e. telle que ζ (R) ⊂ D (T ) , la valeur moyenne (ζ|Tζ) de T est
constante au cours du temps.
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Pour que ζ soit stationnaire, il faut et il suffit que ζ soit de la forme

ζ = f · ξ pour un ξ ∈ H tel que kξk = 1 et une fonction f : R −→ U .

En effet si ξ ∈ D (T ) , on a
(ζ|Tζ) = (f · ξ|Tf · ξ) = |f |2 · (ξ|T ξ) = (ξ|T ξ) .

Réciproquement, pour tout η ∈ H , l’orthoprojecteur Pη = |η) (η| sur C · η est une observable
de ζ , donc

(ζ|Pηζ) = |(η| ζ)|2 est constant.

Pour tout η⊥ζ (0) , on a
(η| ζ (t)) = (η| ζ (0)) = 0 pour tout t ∈ R ,

donc ζ (t)⊥η , et par suite que ζ (t) ∈ U · ζ (0) . Ainsi ζ (t) = f (t) · ζ (0) pour un certain
f (t) ∈ U . ¤

DEFINITION On dit que ζ : R −→ H est un état stationnaire si ζ est une solution
stationnaire de l’équation de Schrödinger.

COROLLAIRE Les états stationnaires sont exactement ceux de la forme

t 7−→ e−2πiE·t · ξ ,
où ξ est un vecteur propre de H associé à la valeur propre E , i.e.

Hξ = Eξ ;

on dit que c’est l’équation de Schrödinger indépendante du temps.

La suffisance est immédiate, puisque

∂/
¡
e−2πiE·¦ · ξ

¢
= −E · e−2πiE·¦ · ξ = −H

¡
e−2πiE·¦ · ξ

¢
.

Réciproquement, si ζ est un état stationnaire, il est de la forme f · ξ , où ξ ∈ H , kξk = 1 et
f : R −→ U . Mais comme f = (ξ| ζ) , f est continûment dérivable et il vient

∂/f · ξ = ∂/ζ = −Hζ = −f ·Hξ .

En particulier on a

Hξ = −∂/f (0)

f (0)
· ξ ,

ce qui montre que ξ est un vecteur propre de H associée à la valeur propre E := −∂/f(0)
f(0)

; il
vient alors

∂/f · ξ = −f ·Hξ = −f · E · ξ ,
donc ∂/f = −E · f , ce qui montre que f = f (0) · e−2πiE·¦ , d’où le résultat en remplaçant ξ par
f (0) · ξ . ¤

REMARQUE 4 Les états d’un système quantique sont représentés par les éléments d’un
sous-espace vectoriel dense D d’un espace de Hilbert H . Etant donné η ∈ D l’état initial
au temps 0 du système et s ∈ R , soit V (s, η) ∈ D l’état du système au temps t . D’après
l’interprétation probabiliste, si η est observable, alors V (s, η) l’est aussi, i.e.

kV (s, η)k = 1 si kηk = 1 .
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Les phénomènes ondulatoires proviennent du principe de superposition , qui stipule que

Vs : η 7−→ V (s, η) : D −→ D

est un opérateur linéaire. On V0 = Id . L’évolution étant déterministe et réversible , pour tout
s, t ∈ R , il vient

Vs+tη = V (s+ t, η) = V (s, V (t, η)) = VsV (t, η) = VsVtη ,

donc

Vs+t = VsVt .

Ceci montre que chaque Vs est une bijection isométrique de D sur D , donc un opérateur
unitaire ; il est clair qu’il se prolonge en un opérateur unitaire Us dans H et que

s 7−→ Us : R −→ L (H)
est une représentation unitaire de R dans H .

En admettant la continuité de l’évolution du système, i.e. la continuité de

s 7−→ Vsη

pour tout η ∈ D , la représentation s 7−→ Us est fortement continue.

En effet, pour tout ξ ∈ H et ε > 0 , choisissons η ∈ D tel que kη − ξk 6 ε
3
. Il existe alors

δ > 0 tel que l’on ait kVtη − ηk 6 ε
3
si |t| 6 δ . Pour ces t , on obtient alors

kUtξ − ξk 6 kUtξ − Utηk+ kVtη − ηk+ kη − ξk 6 kVtη − ηk+ 2 kη − ξk 6 ε .

¤

Ainsi, les principes fondamentaux de la mécanique quantique entraîne que l’évolution d’un
système quantique est décrite par une représentation fortement continue de R dans un espace
de Hilbert. Nous avons vu dans la proposition précédente que l’équation de Schrödinger induit
une telle représentation. Nous allons maintenant montrer la réciproque.

THEOREME (de Stone) Soit s 7−→ Us : R −→ Ls (H) une représentation unitaire forte-
ment continue. Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint H dans H tel que, pour tout
s ∈ R , on ait

Us = e
−2πis·H .

Plus précisément, le domaine de H est l’ensemble des ξ ∈ H tels que limt→0 1t · (Utξ − ξ) existe,
et on a

Hξ = − 1

2πi
· limt→0

1

t
· (Utξ − ξ) .

Pour tout a ∈ K (R) , le théorème 3.12.ii montre que s 7−→ a (s) · Us est λ-intégrale dans
Ls (Hσ) =

³
|Hi i hH|

´†
. Posons

π (a) :=

Z
a (s) · Us ds dans Ls (Hσ) .

Il est clair que

π : K (R) −→ L (H) : a 7−→ π (a)

est linéaire. On a

π (a∗) =

Z
a (−s) · Us ds =

Z
a (s) · U−s ds =

Z
a (s) · U∗s ds =
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=

Z
(a (s) · Us)∗ ds =

µZ
a (s) · Us ds

¶∗
= π (a)∗

par le lemme 3.12.iii appliqué à ¦∗ : Ls (Hσ) −→ Ls (Hσ) , qui est évidemment continue. Pour
tout b ∈ K (R) , et en évaluant en ξ ∈ H , donc en calculant les intégrales dans Hσ , il vient

π (a ∗ b) ξ =
Z µZ

a (s− t) · b (t) dt
¶
· Usξ ds =

Z
a (s− t) · b (t) · Usξ d (s, t) =

=

Z
a (s) · b (t) · Us+tξ d (s, t) =

Z µZ
a (s) · Us (b (t) · Utξ) dt

¶
ds =

=

Z
a (s) · Us

µZ
b (t) · Utξ dt

¶
ds =

µZ
a (s) · Us ds

¶µZ
b (t) · Utξ dt

¶
= π (a)π (b) ξ ,

en ayant utilisé le théorème de Fubini, la formule de changement de variable, ainsi que le lemme
3.12.iii appliqué à Us .

Nous avons donc prouvé que π est une représentation de K (R) dans H . Par le corollaire
au théorème de Plancherel-Godement nous pouvons considérer un K (R)-module F tel que H
soit isomorphe à un sous-module hilbertien diagonalisable dans F † , i.e. il existe un espace
localement compact Λ , une intégrale de Radon σ et des applications continues

ε : Λ −→ F † et κ : Λ −→ SphK (R)

tels que

H =
Z ¢

C · ε dσ et aξ =

Z
hκ| ai · bξ · ε dσ .

Remarquons qu’il existe une fonction continue κ : Λ −→ R : λ 7−→ κ (λ) tel que

hκ| ai =
Z
e−2πis·κ · a (s) ds .

Posons H := Zκ . C’est un opérateur auto-adjoint et on a e−2πis·H = Ze−2πis·κ . Pour tout
ξ, η ∈ H , il vientZ

a (s) · (η|Usξ) ds = (η| aξ) =
Z ³bη · ε| baξ · ε´

¦
dσ =

Z ³bη · ε| hκ| ai · bξ · ε´
¦
dσ =

=

Z bη ·µZ e−2πis·κ · a (s) ds
¶
· bξ dσ = Z a (s) ·

µZ bη · e−2πis·κ · bξ dσ¶ ds =
=

Z
a (s) ·

µZ bη · e−2πis·κ · bξ dσ¶ ds = Z a (s) ·
¡
η| e−2πis·Hξ

¢
ds .

Par comparaison on obtient

Us = e
−2πis·H .

Etant donné ξ ∈ D (H) , en posant ζ := U¦ξ = e−2πi¦·Hξ , la proposition précédente montre
que ζ est dérivable, donc que

limt→0
1

t
· (Utξ − ξ) = limt→0

1

t
· (ζ (t)− ζ (0)) = ∂ζ (0)
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existe. Réciproquement, définissons un opérateur S sur l’ensemble D (S) des ξ possèdant cette
propriété par

Sξ := − 1

2πi
· limt→0

1

t
· (Utξ − ξ) .

Pour tout ξ, η ∈ D (S) , on obtient

(ξ|Sη) = − 1

2πi
· limt→0

µ
ξ| 1
t
· (Utη − η)

¶
= − 1

2πi
· limt→0

µ
1

t
· (U∗t ξ − ξ)

¯̄̄̄
η

¶
=

=
1

2πi
· limt→0

µ
1

−t · (U−tξ − ξ)

¯̄̄̄
η

¶
= (Sξ| η) .

Ainsi S est un opérateur symétrique, D (S) ⊃ D (H) et

Hξ = −∂/ζ (0) = − 1

2πi
· limt→0

1

t
· (Utξ − ξ) = Sξ ,

montrant que S est un prolongement de H . On en déduit que

H ⊂ S ⊂ S∗ ⊂ H∗ = H ,

et par suite H = S , ainsi que D (H) = D (S) . ¤
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8.10 Opérateurs bornés décomposables

REMARQUE 1 SoientH ,→ F † et G ,→ G† . Tout opérateur T ∈ L (H,G) est univoquement
déterminé par Th = g†Th ∈ L

¡
F,G†

¢
.

DEFINITION 1 Soient H =
R ¢ bH dσ ,→ F † et G =

R ¢ bG dσ ,→ G† . Si, pour tout λ ∈ Λ ,

on se donne bT (λ) ∈ L³ bH (λ) , bG (λ)´ , nous dirons que bT est un champ d’opérateurs et nous
écrirons bT ∈ L³ bH, bG´ . Pour tout champ ζ à valeurs dans bH , on définit un champ à valeurs

dans bG en posant
bT ζ (λ) :=

⎧⎨⎩
bT (λ) ζ (λ) si ζ (λ) ∈ bH (λ)

0 sinon
.

Nous dirons que bT est scalairement σ-mesurable sibTbh : Λ −→ L
¡
F,G†

¢
est scalairement σ-mesurable. Nous dirons que bT est borné si°°°bT°°°

∞
:= supλ∈Λ

°°°bT (λ)°°° <∞ .

REMARQUE 2 Dans ce qui suit nous allons utiliser les relations d’équivalence de l’égalité σ-
p.p. , pour celle-ci nous ne faisons pas de distinction entre la classe d’un élément et cet élément,
et de l’égalité scalaire σ-p.p. . Pour cette dernière la dépendance de l’ensemble négligeable des
éléments-test fait évidemment problème, mais pas toujours comme nous le verrons ci-dessous
grâce aux résultats de 5.12.

THEOREME Si bT est scalairement σ-mesurable et borné, alorsbT : ζ 7−→ bT ζ 7−→ h bTζi : L2 ³σ, bH´ −→ Λ2
³
σ, bG´ −→ L2

³
σ, bG´

définit un opérateur continu de norme 6
°°°bT°°°

∞
, dont l’adjoint

bT † : L2 ³σ, bG´ −→ L2
³
σ, bH´

est définie par le champ scalairement σ-mesurable et borné définit parbT † (λ) := bT (λ)† ∈ L³bG (λ) , bH (λ)´ .
L’opérateur Z bT dσ : H −→ G : ξ 7−→

Z bTbξ dσ = Z hbTbξi dσ
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est continu de norme 6
°°°bT°°°

∞
et on aµZ bT dσ¶† = Z bT † dσ .

Pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ , on a°°°hbT ζi°°°2

2
6
°°°bTζ°°°2

2
=

Z ∗ °°°bTζ°°°2
¦
dσ 6

°°°bT°°°
∞
· kζk22 .

Mais comme il existe une suite (ζk)k∈N ⊂
¯̄̄bh (F )EDKL2 (σ)¯̄̄ telle que ζ = limk ζk dans

L2
³
σ, bH´ et ponctuellement σ-p.p. par la proposition 5.12, et que bT ζk est scalairement σ-

mesurable par hypothése et linéarité, on voit que bT ζ ∈ Λ2
³
σ, bG´ et le théorème 5.12 nous

permet de considérer la classe
h bT ζi de bT ζ modulo l’égalité scalaire σ-p.p. . Ceci prouve la

première partie. Soit donc bT † : L2 ³σ, bG´ −→ L2
³
σ, bH´

l’adjointe de l’application linéaire bT . Pour tout θ ∈ L2 ³σ, bG´ , on aZ ³
ζ| bT †θ´

¦
dσ =

³
ζ| bT †θ´

L2
=
³hbTζi¯̄̄ θ´

L2
=

=

Z ³ bT (λ) ζ (λ)¯̄̄ θ (λ)´
λ
dσ (λ) =

Z ³
ζ| bT (λ)† θ (λ)´

λ
dσ (λ)

par le corollaire 5.12. Mais pour tout ϕ ∈ F et f ∈ KL∞ (σ) , on en déduitZ
f ·
³bhϕ¯̄̄ bT †θ´

¦
dσ =

Z ³
f · bhϕ¯̄̄ bT †θ´

¦
dσ =

Z
f ·
³bhϕ¯̄̄ bT (λ)† θ (λ)´

λ
dσ (λ) ,

donc D
ϕ| bT (·)† θ (·)E = Dϕ| bT †θE σ-p.p. .

Ceci montre que le champ bT (·)† θ (·) est scalairement σ-mesurable, puisque bT †θ ∈ L2 ³σ, bH´ . Le
champ d’opérateurs bT (·)† est donc scalairement σ-mesurable et borné, car °°°bT (·)†°°° = °°°bT (·)°°° ,
et les égalités ci-dessus montrent que³

ζ| bT †θ´
L2
=

Z ³
ζ| bT (λ)† θ (λ)´

λ
dσ (λ) =

Z ³
ζ|
hbT (·)† θi´

¦
dσ ,

donc qu’il représente bT † . La dernière partie est immédiate puisque les décompositions sont
directes. ¤

PROBLEME Sous quelles conditions a-t-on
°°°bT°°° = °°°bT°°°

∞
?

DEFINITION 2 On dit qu’un opérateur de la forme
R bT dσ est décomposable .
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8.11 Opérateurs fermés décomposables.

LEMME Si bD est une famille scalairement σ-mesurable de sous-espaces hilbertiens bD (λ) 6bH (λ) , alors bD est σ-intégrable dans F † et définit une décomposition directe du sous-espace
hilbertien

D :=
Z ¢ bD dσ 6 H .

Si chaque bD (λ) est dense dans bH (λ) , alors D est dense dans H .

L’intégrabilité découle de l’équivalence (ii)⇔(iii) du théorème 5.13 car°°°bdϕ°°°2
2
=

Z ∗ D
ϕ| bdϕE dσ 6 Z ∗ D

ϕ|bhϕE dσ = °°°bhϕ°°°2
2

pour tout ϕ ∈ F .

La décomposition est directe car la restriction de
R
: L2

³
σ, bH´ −→ F † à L2

³
σ, bD´ ,→

L2
³
σ, bH´ est évidemment encore injective. Cette dernière inclusion montre également que

les représentants de Parseval d’un élément de D dans les décompositions
³
σ, bD´ et ³σ, bH´

sont identiques. En particulier, pour tout ϕ ∈ F , on a cdϕ = bdϕ .
Pour la seconde partie soit ξ ∈ H tel que ξ ⊥ D . Pour tout ϕ ∈ F et f ∈ L∞ (σ) , on a

alors

0 =
¡
f · dϕ

¯̄
ξ
¢
=

Z
f ·
³cdϕ¯̄̄ bξ´ dσ = Z f ·

³ bdϕ¯̄̄ bξ´
¦
dσ =

Z
f ·
D
ϕ|bξE dσ ,

donc
D
ϕ|bξE = 0 σ-p.p. . Ceci montre que bξ = 0 scalairement σ-p.p. et par suite σ-p.p. par le

théorème 5.12. On en déduit évidemment que ξ = 0 . ¤

DEFINITION 1 Pour tout λ ∈ Λ , soit bT (λ) un opérateur fermé de domaine bD (λ) dense
dans bH (λ) à valeurs dans bG (λ) . Nous dirons que bT est un champ d’opérateurs fermés et qu’il
est scalairement σ-mesurable , si bD et le champ d’opérateurs bT ∈ L³ bD, bG´ sont scalairement
σ-mesurables.

PROPOSITION Si bT est un un champ scalairement σ-mesurable d’opérateurs fermés, alors
T :=

R bT dσ est un opérateur fermé de domaine dense dans H à valeurs dans G et D (T ) =R bD dσ .
Par le théorème 7.1, il suffit de vérifier que le produit scalaire de

R bD dσ est le produit
scalaire en graphe. Mais pour tout η ∈

R bD dσ =: D , on a
kηk2D = kbηk22, bD = Z kbηk2¦, bD dσ = Z µ

kbηk2¦, bH + °°°bTbη°°°2¦,bG
¶
dσ =
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= kbηk22, bH + °°°bTbη°°°2
2,bG = kηk2H + kTηk2G = kTηk2D(T ) .

¤

DEFINITION 2 Un opérateur de la forme T =
R bT dσ est dit décomposable et bT est dite

une décomposition de T .

THEOREME Si bT ∈ L³ bD, bG´ est une décomposition de T , alors le champ d’opérateursbT ∗ ∈ L³ bD∗, bH´ défini par
bD∗ (λ) := D ³bT (λ)∗´ ,→ bG (λ) et bT ∗ (λ) := bT (λ)∗

est l’adjoint de l’opérateur bT dans L2 ³σ, bH´ à valeurs dans L2 ³σ, bG´ et est une décomposition
de l’adjoint T ∗ de T .

D’après le théorème (i) et la remarque de 7.4, le noyau de bD∗ (λ) ,→ bG (λ) estbD∗ (λ) = Id−bT (λ) bT (λ)† .
Mais comme bD∗ = Id−bT bT † est un opérateur dans L2 ³σ, bG´ par le théorème 8.8, on en déduit
que bD∗ est une famille scalairement σ-mesurable de sous-espaces hilbertiens deG† . Mais commebD∗ (λ) 6 bG (λ) le lemme montre qu’elle est σ-intégrable dans G† .

On a bD bT ∗ ³Id−bT bT †´ = bT † ³Id−bT bT †´ = ³Id−bT † bT´ bT † = bD bD† bT †
par la proposition 5.1, doncbT ∗ ³Id−bT bT †´ = bD† bT † : L2 ³σ, bG´ −→ L2

³
σ, bD´ −→ L2

³
σ, bH´ ,

ce qui montre que bT ∗ est un champ d’opérateurs σ-mesurable.D
ψ|
h
Id−bT (·) bT (·)†i bgψE = kbgψk22,bG − °°°bT (·)† bgψ°°°2

2, bH
Pour montrer que cT ∗ est scalairement σ-mesurable, il nous suffit de voir que, pour tout

ϕ ∈ F et ψ ∈ G , la fonctionD
ϕ| bT ∗ ³Id−bT bT †´bgψE = ³bhϕ¯̄̄ cT ∗ ³Id−bT bT †´ gψ´

¦, bH =
³ bTbhϕ¯̄̄ ³Id−bT bT †´ gψ´

¦,bG
est σ-mesurable. Mais cela présuppose que bhϕ ∈ bD , ce qui revient à supposer que les semi-
dualités

D bD (λ)¯̄̄ bD (λ)†E sont bien plongées par rapport à bH (λ) .
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9.1 Modules sur une algèbre localement convexe involutive

9.1 Modules sur une algèbre localement convexe
involutive

DEFINITION 1 Soit A une algèbre. Nous dirons qu’une semi-norme p sur A est sous-
multiplicative si, pour tout a, b ∈ A , on a

p (ab) 6 p (a) · p (b) .

Nous dirons que c’est une algèbre localement convexe si A est munie d’une topologie localement
convexe séparée telle que la multiplication

(a, b) 7−→ ab : A×A −→ A

soit séparément continue.
Nous dirons que A est involutive , si A est en outre munie d’une involution continue notée

¦∗ : A −→ A : a 7−→ a∗ .

REMARQUE 1 La multiplication d’une algèbre, muni d’une topologie localement convexe
engendrée par une famille de semi-normes sous-multiplicatives, est globalement continue. La
réciproque est probablement fausse.

Soit p une semi-norme sur A telle qu’il existe c ∈ R+ satisfaisant à

p (ab) 6 c · p (a) · p (b) pour tout a, b ∈ A .

Alors c · p est sous-multiplicative !

EXEMPLE 1 Une algèbre normée involutive, en particulier une algèbre stellaire, est évidem-
ment une algèbre localement convexe involutive.

EXEMPLE 2 Soit X un espace complètement régulier. Alors Cb (X) , muni de la norme
k·k∞ , et C (X) , muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de X , sont
des algèbres localement convexes involutives pour la multiplication ponctuelle et l’involution
f 7−→ f . La norme k·k∞ et les semi-normes k·k∞,K pour K ∈ K (X) étant sous-multiplicatives,
les multiplications de Cb (X) et C (X) sont globalement continues.

EXEMPLE 3 Soit X un espace localement compact. Alors K (X) , muni de sa topologie
localement convexe finale (cf. exemple 2.10.2), est une algèbre localement convexe involutive
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pour la multiplication ponctuelle et l’involution f 7−→ f . La multiplication dans K (X) est
globalement continue.

En effet l’injection canonique

K (X)×K (X) ,→ C0 (X)×K (X)

et la multiplication

C0 (X)×K (X) −→ K (X) : (f,ψ) 7−→ f · ψ
sont continues. Si l’on veut utiliser les semi-normes de K (X) décrite dans l’exemple 2.10.2, il
suffit d’écrire les inégalités suivantes. Etant donné

ϕ,ψ ∈ K (X) et (ψK)K∈K(X) ∈
M

K∈K(X)

K (X,K) tels que ψ =
X

K∈K(X)

ψK ,

on a⎛⎝ ^
K∈K(X)

cK · k·k∞K

⎞⎠ (ϕ · ψ) 6 X
K∈K(X)

cK · kϕ · ψKk∞K 6 kϕk∞ ·
X

K∈K(X)

cK · kψKk∞,K ,

donc ⎛⎝ ^
K∈K(X)

cK · k·k∞K

⎞⎠ (ϕ · ψ) 6 kϕk∞ ·
⎛⎝ ^
K∈K(X)

cK · k·k∞K

⎞⎠ (ψ) .
¤

EXEMPLE 4 Soit G un groupe topologique (localement compact) opérant continûment à
gauche et respectivement à droite sur un espace topologique X . Nous écrirons

G×X −→ X : (s, x) 7−→ s · x et respectivement G×X −→ X : (s, x) 7−→ x · s
et on a

s · (t · x) = (st) · x et (x · s) · t = x · (st) .
Pour toute fonction f : X −→ K on définit s ·f et f ·s par transport de structure, i.e. telles

que

(s · f) (s · x) = f (x) et (f · s) (x · s) = f (x) ,
donc telles que

(s · f) (x) = f
¡
s−1 · x

¢
et (f · s) (x) = f

¡
x · s−1

¢
;

on vérifie que G opère convenablement sur KX . De même si µ est une intégrale de Radon sur
X on pose Z

f d (s · µ) =
Z
s−1 · f dµ =

Z
f (sx) dµ (x)

et Z
f d (µ · s) =

Z
f · s−1 dµ =

Z
f (xs) dµ (x) .

Les applications

γ (s) : x 7−→ s · x et (attention) δ (s) : x 7−→ x · s−1
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sont des homéomorphismes de X tels que

γ (st) = γ (s) γ (t) et δ (st) = δ (s) δ (t)

puisque

(st) · x = s · (t · x) et x · (st)−1 = x ·
¡
t−1s−1

¢
=
¡
x · t−1

¢
· s−1 ,

donc

γ, δ : G −→ Homéom (X)

sont des homomorphismes de groupes. Il en est évidemment de même de

γ, δ : G −→ Bij
¡
KX
¢

et γ, δ : G −→ Bij (M (X))

en posant

[γ (s) f ] (x) = (s · f) (x) = f
¡
s−1 · x

¢
et [δ (s) f ] (x) =

¡
f · s−1

¢
(x) = f (x · s) ,

ainsi que Z
f d (γ (s)µ) =

Z
f (st) dµ (t) =

Z
f (t) dµ

¡
s−1t

¢
et Z

f d (δ (s)µ) (t) =

Z
f
¡
ts−1

¢
dµ (t) =

Z
f (t) dµ (ts) .

Si m est une intégrale de Haar à gauche sur G , i.e. s ·m = m pour tout s ∈ G , le module
∆ : G −→ R∗+ est défini, pour tout s ∈ G , par

δ (s)m = ∆ (s) ·m , i.e. m · s = ∆ (s)−1 ·m .

C’est un homomorphisme. On aZ
f (ts) dm (t) =

Z
f d (m · s) = ∆ (s)−1 ·

Z
f dm

et on peut montrer que
∨
m = ∆−1 ·m ;

on dit que c’est l’intégrale de Haar à droite associée à m .
On munit L1 (m) d’une structure d’algèbre de Banach involutive en considérant le produit

de convolution

(a ∗ b) (s) :=
Z
a (t) · b

¡
t−1s

¢
dm (t) =

Z
a (st) · b

¡
t−1
¢
dm (t) =

=

Z
a
¡
t−1
¢
· b (ts) d ∨m (t) =

Z
a
¡
st−1

¢
· b (t) d ∨m (t) ,

qui est définit m-p.p. grâce au théorème de Tonneli, et l’involution

a∗ := (∆ · a)∨ : s 7−→ ∆ (s)−1 · a (s−1) .
En munissant K (G) de la convolution et de l’involution induite, on obtient une algèbre

localement convexe involutive, dont la multiplication n’est pas globalement continue en général.

EXERCICE Montrer que le produit de convolution dans K (R) n’est pas continu (globale-
ment).
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REMARQUE 2 Si A est une algèbre et V un espace vectoriel sur K , rappelons que la
donnée d’une structure de A-module (à gauche) compatible sur V , i.e. d’une action

(a, v) 7−→ av : A× V −→ V

de A dans V telle que, pour tout a, b ∈ A , v, w ∈ V et α ∈ K , on ait
a (v + α · w) = av + α · aw , (a+ α · b) v = av + α · bv et (ab) v = a (bv) ,

est équivalente à la donnée d’une représentation de A dans V , i.e. d’un morphisme

π : A −→ L (V )

de l’algèbre A dans celle des endomorphismes de V , en définissant

π (a) : V −→ V : v 7−→ av , i.e. π (a) v := av .

Dans ce cas on dit que V est un A-module (à gauche) algébrique . Si W est sous-espace
vectoriel de V , on dit queW est un sous-module de V siW est A-invariant , i.e. si AW ⊂W .

Si V et W sont des A-modules et T : V −→ W une application linéaire, on dit que T est
A-linéaire si, pour tout v ∈ V et a ∈ A , on a

T (av) = aTv .

En désignant par π et eπ les représentations correspondantes de A dans V et W , cela signifie
que

Tπ (a) = eπ (a)T .
On dit que T est un opérateur d’entrelacement . Nous désignerons par LA (V,W ) l’ensemble de
ces opérateurs. C’est un espace vectoriel.

DEFINITION 2 SoientA une algèbre localement convexe et F un espace localement convexe
séparé. Nous dirons que F est un A-module (à gauche topologique) si F est muni d’une structure
de A-module (à gauche) algébrique telle que l’action

A× F −→ F : (a,ϕ) 7−→ aϕ

soit séparément continue. Cela signifie que, pour tout a ∈ A , l’application linéaire
π (a) : F −→ F : ϕ 7−→ aϕ

est continue et que

π : A −→ Ls (F )
est continue. On dit que c’est une représentation (simplement) continue de A dans F .

Si l’action est seulement continue en la seconde variable, on dit que π : A −→ L (F ) est
une représentation dans (l’espace localement convexe) F .

Nous dirons qu’un A-module F , ou une représentation dans F , est non-dégénéré si AF
est total dans F .

REMARQUE 3 On peut supposer que A et F sont muni de leur topologie de Mackey. En
effet si A est une algèbre localement convexe, il en est de même de Aτ , et si F est unA-module,
alors Fτ est un Aτ -module.

Cela découle du théorème 3.11.ii. ¤

Dans tout ce qui suit, et sauf mention expresse du contraire,
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A est une algèbre localement convexe involutive
et

F un A-module (à gauche topologique).

PROPOSITION Soit F un A-module normé. Pour que l’action de A dans F soit globale-
ment continue, il faut et il suffit que la représentation π soit normiquement continue, i.e. que
a 7−→ kπ (a)k soit une semi-norme continue sur A .

La condition est nécessaire, car si p est une semi-norme continue sur A telle que
kaϕk 6 p (a) · kϕk pour tout a ∈ A et ϕ ∈ F

(proposition 2.4), on a

kπ (a)k = supkϕk61 kaϕk 6 p (a) .
La réciproque est évidente puisque kaϕk 6 kπ (a)k · kϕk . ¤

EXEMPLE 5 La multiplication de A définit une structure de A-module sur tout idéal de
A .

EXEMPLE 6 Soit F un A-module. Pour tout a ∈ A et µ ∈ F † , on définit aµ par
hb| aµi := ha∗b|µi pour tout b ∈ A .

Alors aµ ∈ F † et
A× F † −→ F † : (a, µ) 7−→ aµ

est une structure de A-module sur F † .

On vérifie immédiatement que F † est un A-module algébrique. Par exemple, pour tout
a, b, c ∈ A , on a

hc| (ab)µi = h(ab)∗ c|µi = hb∗ (a∗c)|µi = ha∗c| bµi = hc| a (bµ)i ,
donc (ab)µ = a (bµ) . C’est un A-module, car pour tout b ∈ A , il est clair que

(a, µ) 7−→ hb| aµi = ha∗b|µi
est séparément continue. ¤

EXEMPLE 7 Si F etG sont desA-modules, on définit également une structure deA-module
sur Ls (F,G) en posant

(aT )ϕ := a (Tϕ) pour tout a ∈ A , T ∈ Ls (F,G) et ϕ ∈ F .
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9.2 Représentations dans un sous-espace hilbertien

DEFINITION 1 Soit H un espace de Hilbert muni d’une structure de A-module à gauche
algébrique. On dit que H est involutif , si pour tout ξ, η ∈ H et a ∈ A , on a

(aξ| η) = (ξ| a∗η) .

Cela signifie que π (a∗) est un adjoint de π (a) , donc π (a) est un opérateur borné par le
théorème de Hellinger-Toeplitz 3.17. Ainsi

π : A −→ L (H) : a 7−→ π (a)

est un morphisme d’algèbre involutive. On dit que c’est une représentation (involutive) de l’al-
gèbre involutive A dans l’espace de Hilbert H . Nous dirons simplement représentation , sauf
mention expresse du contraire. Remarquons que cette représentation n’est pas nécessairement
continue, i.e. H n’est pas nécessairement un A-module (topologique).

DEFINITION 2 Nous dirons qu’un espace de Hilbert H est un A-module de Hilbert si H
est un A-module à gauche algébrique involutif dont l’action est globalement continue.

Par la proposition 9.1 cela signifie que la représentation π est normiquement continue.

EXEMPLE Si A est une sous-algèbre involutive de L (H) , alors l’identité est une représen-
tation de A dans H . Si A est munie de la norme induite par L (H) , cette représentation est
évidemment normiquement continue, donc H est un A-module de Hilbert.

PROPOSITION Soit π une représentation de l’algèbre involutive A dans l’espace de Hilbert
H .

(i) Si K = C et A est une algèbre de Banach complexe involutive unifère, alors π est de
norme 6 1 , i.e. l’action de A dans H est globalement continue ; plus précisément on a

kaξk 6 kak · kξk pour tout a ∈ A et ξ ∈ H .

(ii) Si A est muni de sa topologie de Mackey, alors H est A-module si, et seulement si,
l’application

a 7−→ aξ : A −→ H
est faiblement continue.

La première partie découle du théorème 6.7, la seconde du théorème 3.11.ii. ¤

THEOREME Soit H ,→ F † un sous-espace hilbertien.

(i) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) H est A-invariant.
(b) Pour tout a ∈ A , il existe une constante ca ∈ R+ telle que

hϕ| ah (a∗ϕ)i 6 ca · khϕk2 .
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Dans ce cas on a π (A) ⊂ L (H) et
kπ (a)k2 = supϕ∈F,hϕ|hϕi61 hϕ| ah (a∗ϕ)i

est la plus petite des constante ca . En outre

(ii) H est involutif si, et seulement si, h : F −→ H ou h : F −→ F † est A-linéaire.
(iii) H est un A-module si, et seulement si, pour tout ξ ∈ H , la semi-norme a 7−→ kaξkH est
continue, respectivement faiblement continue si A est munie de sa topologie de Mackey.

(a) Cette condition est automatiquement vérifée si l’algèbre A est tonnelée, et l’action
est même globalement continue.

Dmonstration de (i) Remarquons tout d’abord que, pour tout ϕ ∈ F et a ∈ A , on
a la formule

hϕ| ah (a∗ϕ)i = ha∗ϕ|h (a∗ϕ)i = kh (a∗ϕ)k2 . (∗)

(a) ⇒ (b) Montrons pour commencer que π (a) est un opérateur borné dans H . Il nous
suffit de montrer, pour tout a ∈ A , que ξ 7−→ kaξk est une semi-norme continue sur H . Par
la proposition 5.3.ii on a

kaξk = supϕ∈F,hϕ|hϕi61 |hϕ| aξi| ; (∗∗)
puisque F † est un A-module et que H ,→ F † est continue, ξ 7−→ |hϕ| aξi| est une semi-norme
continue sur H , d’où le résultat par le scolie 2.13. Utilisant (∗) , il vient alors

kh (a∗ϕ)k2 = hϕ| ah (a∗ϕ)i = |(hϕ| ah (a∗ϕ))| 6

6 khϕk · kah (a∗ϕ)k 6 khϕk · kπ (a)k · kh (a∗ϕ)k ,
donc

kh (a∗ϕ)k 6 khϕk · kπ (a)k .
Il suffit donc de poser

ca := supϕ∈F,hϕ|hϕi61 hϕ| ah (a∗ϕ)i 6 kπ (a)k2 .
(b) ⇒ (a) Pour tout a ∈ A , ξ ∈ H et ϕ ∈ F , on a

|hϕ| aξi|2 = |(h (a∗ϕ)| ξ)|2 6 kh (a∗ϕ)k2 · kξk2 =

= hϕ| ah (a∗ϕ)i · kξk2 6 ca · kξk2 · khϕk2

en vertu de (∗) ; on obtient alors
supϕ∈F,hϕ|hϕi61 |hϕ| aξi|2 6 ca · kξk2 <∞ ,

ce qui montre que aξ ∈ H par la proposition 5.3.ii. On a en outre

kπ (a)k2 = supkξk61 kaξk2 = supkξk61 supϕ∈F,hϕ|hϕi61 |hϕ| aξi|2 6 ca ,
ce qui finit de prouver la formule.

Dmonstration de (i) Remarquons que h : F −→ H est A-linéaire si, et seulement si,
il en est de même de h†h , puisque h† : H ,→ F † est A-linéaire, H étant muni de la structure
induite par celle de F † , et injective.
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(a) Pour tout ϕ ∈ F , η ∈ H et a ∈ A , on a
(h (aϕ)| η) = haϕ| ηi = hϕ| a∗ηi = (hϕ| a∗η) .

On en déduit que h (aϕ) = ahϕ si H est involutif, i.e. h est A-linéaire. Réciproquement, on
obtient

(ahϕ| η) = (hϕ| a∗η) ,
d’où le résultat par la continuité de π (a) , puisque h (F ) est dense dans H .

Dmonstration de (ii) La caractérisation de H comme sous-module de F † est triviale.
Si A est tonnelée, on peut conclure, en vertu de (∗∗) , à l’aide du scolie 2.13, car a 7−→ |hϕ| aξi|
est une semi-norme continue sur A , puisque F † est un A-module. Comme

kπ (a)k = supξ∈H,kξk61 kaξk ,
on voit de même que a 7−→ kπ (a)k est une semi-norme continue sur A . L’action de A dans H
est donc globalement continue par la proposition 9.1. ¤

DEFINITION 3 Soit H ,→ F † un sous-espace hilbertien. Nous dirons que H est un sous-
module hilbertien de F † , si H est A-invariant, involutif et un A-module à action globalement
continue.

On remarquera que la représentation dans un sous-module hilbertien est par hypothèse
normiquement continue (proposition 9.1).

COROLLAIRE Pour qu’un sous-espace hilbertien H ,→ F † de noyau h soit un sous-module
hilbertien, il faut et il suffit que h soit A-linéaire et qu’il existe une semi-norme continue p sur
A telle que

hϕ| ah (a∗ϕ)i 6 p (a)2 · hϕ|hϕi pour tout a ∈ A et ϕ ∈ F .
Dans ce cas on a kπ (a)k 6 p (a) .
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9.3 Intégration de sous-modules hilbertiens
unidimensionnels

Nous supposerons que A est commutative.

DEFINITION 1 Etant donné µ ∈ F † r {0} , on dit que µ est un A-vecteur propre , ou un
vecteur propre simultané pour l’action de A , si pour tout a ∈ A , il existe χa ∈ K tel que

aµ = χa · µ ,
et si aµ 6= 0 pour un certain a ∈ A .

Cela signifie que le sous-espace hilbertien K · µ ,→ F † est un A-module algébrique non-
dégénéré. On vérifie immédiatement que

a 7−→ χa : A −→ K
est une forme linéaire multiplicative 6= 0 . Par exemple, pour tout a, b ∈ A , on a

χab · µ = (ab)µ = a (χb · µ) = χb · (χa · µ) = (χa · χb) · µ .
Si χ désigne la forme semi-linéaire correspondante a 7−→ χa , on a

χa = hχ| ai
et χ est un caractère 6= 0 de A (cf. définition 6.4.1). Il est continu. En effet il existe ϕ ∈ F tel
que hϕ|µi = 1 , donc

hχ| ai = hχ| ai · hϕ|µi = hϕ| hχ| ai · µi = hϕ| aµi ,
et a 7−→ aµ : A −→ F † est continue, puisque F est un A-module.

On en déduit que l’action de A dans K · µ est globalement continue, car
A×K · µ −→ K · µ : (a, ξ) 7−→ aξ = hχ| ai · ξ

est évidemment continue.
Nous avons donc prouvé la première partie du

LEMME Si µ ∈ F † un A-vecteur propre, alors il existe un (unique) caractère continu χ ∈
A† r {0} tel que

aµ = hχ| ai · µ pour tout a ∈ A ,

et K · µ est un A-module à action globalement continue.
Pour que K ·µ ,→ F † soit un sous-module hilbertien, il faut et il suffit que χ soit hermitien.

Pour tout a ∈ A et ξ, η ∈ K · µ , on a d’une part
(aξ| η) = (hχ| ai · ξ| η) = hχ| ai · (ξ| η)

et d’autre part

(ξ| a∗η) = (ξ| hχ| a∗i · η) = hχ| a∗i · (ξ| η) ,
d’où le résultat. ¤
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Ceci nous conduit à la

DEFINITION 2 On dit que χ est le caractère propre de µ . Nous désignerons par SphA
l’ensemble des caractères hermitiens continus 6= 0 de A et nous le munirons de la topologie
faible induite par A† .

COROLLAIRE Si χ ∈ SphA , alors K · χ ,→ A† est un sous-module hilbertien de A† .
Soient Λ un espace topologique séparé,

² : Λ −→ F † : λ 7−→ ²λ et κ : Λ −→ SphA ,→ A† : λ 7−→ κλ

des applications telles que chaque ²λ soit un A-vecteur propre de caractère propre κλ et σ une
intégrale de Radon positive sur Λ .

(i) Si ² est continue, il en est de même de κ .
(ii) Si ² est scalairement σ-mesurable et 6= 0 scalairement localement σ-p.p. , alors κ est
scalairement σ-mesurable.

Pour tout a, b ∈ A , on a
hb| aχi = ha∗b|χi = ha∗|χi · hb|χi = hχ| ai · hb|χi ,

ce qui montre que χ est un A-vecteur propre.

Dmonstration de (i) Il suffit d’utiliser la formule

hκ| ai · hϕ| ²i = hϕ| a²i = ha∗ϕ| ²i ,
puisque pour tout λ ∈ Λ , il existe ϕ ∈ F tel que hϕ| ²λi 6= 0 , donc hϕ| ²i 6= 0 dans un voisinage
ouvert de λ .

Dmonstration de (ii) Pour tout ϕ ∈ F , on a

hκ| ai = ha∗ϕ| ²i
hϕ| ²i sur {hϕ| ²i 6= 0} ,

donc hκ| ai est σ-mesurable sur cet ensemble. Peut-on conclure ? ¤
Pour tout a ∈ A , la transformée de Gelfand

Ga : SphA −→ K : λ 7−→ hλ| ai
est une fonction continue et la transformation de Gelfand

G : A −→ C (SphA) : a 7−→ Ga
est un morphisme d’algèbre involutive.

L’involutivité provient du fait que l’on ne considère que des caractères hermitiens :

Ga∗ (λ) = hλ| a∗i = hλ| ai = Ga (λ) .
Rappelons, si A est une algèbre de Banach complexe unifère et commutative, que tout

caractère est continu, i.e. SpA ⊂ A† (corollaire 6.4) et, si A est une algèbre stellaire unifère
et commutative, que tout caractère est hermitien, i.e. SpA = SphA (théorème de Gelfand-
Neumark 6.6).

PROPOSITION G (A) est une sous-algèbre involutive de C (SphA) séparant fortement les
points de SphA et, pour tout compact K de SphA , il existe une suite finie (aj)j=1,...,n ⊂ A
telle que

Pn
j=1


²| a∗jaj

®
> 0 sur K .
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Soit Λ ⊂ SphA . Si Λ ∪ {0} est une partie compacte de A† , alors G (A)|Λ est dense dans

C0 (Λ) et
¯̄̄
G (A)|Λ

¯̄̄2
est dense dans C0+ (Λ) . Si σ est une intégrale de Radon positive sur Λ ,

alors G (AA)|Λ , donc aussi G (A)|Λ , sont denses dans L2 (σ) .

Il est clair que G (A) est une sous-algèbre involutive de C (SphA) . Si λ1,λ2 ∈ SphA et
λ1 6= λ2 , alors λ1 et λ2 sont linéairement indépendants. En effet si λ2 = α · λ1 , en choisissant
a ∈ A tel que ha|λ2i 6= 0 , il vient

α2 · ha|λ1i2 = ha|λ2i2 =

a2
¯̄
λ2
®
= α ·


a2
¯̄
λ1
®
= α · hα|λ1i2 6= 0 ,

donc α = 1 , i.e. λ1 = λ2 , ce qui est absurde. La forme linéaire τ sur K · λ1 +K · λ2 telle que
τ (λ1) = 1 et τ (λ2) = 0 est évidemment continue pour la topologie induite par A† (cf. théorème
2.7), donc se prolonge par le théorème de Hahn-Banach 3.6 en une forme linéaire continue ha|
sur A† pour un a ∈ A (cf. théorème 3.7). Ceci montre que G (A) sépare fortement les points de
SphA .

Si K est une partie compacte de SphA , pour tout λ ∈ K , il existe aλ ∈ A tel que
Gaλ (λ) 6= 0 . On a donc

hG (a∗λaλ)i = |Gaλ|
2 > 0 sur un voisinage ouvert de λ .

Par la compacité de K , il existe une suite finie (aj)j=1,...,n ⊂ A telle
nX
j=1

G
¡
a∗jaj

¢
=

nX
j=1

|Gaj|2 > 0 sur K .

Si Λ ∪ {0} est compacte, alors Λ est localement compact et G (A)|Λ ⊂ C0 (Λ) , d’où la
première assertion de densité par le théorème de Stone-Weierstraß. Si maintenant f ∈ C0+ (Λ) ,
il existe une suite (ak)k∈N ⊂ A telle que

√
f = limk Gak|Λ dans C0 (Λ) . On a alors

f =
¯̄̄p
f
¯̄̄2
= limk |Gak|2 ,

ce qui prouve la deuxième assertion de densité. Finalement, puisqueK (Λ) est dense dans L2 (σ) ,
il nous suffit de montrer que tout élément f ∈ K (Λ) peut être approximé par des éléments de
G (AA)|Λ dans L2 (σ) . Mais comme supp f est compact, il existe par ce qui précède un a ∈ A
tel que Ga > 0 sur supp f , puis g ∈ K (Λ) tel que f = g · Ga . Par la densité de G (A)|Λ dans
C0 (Λ) , pour tout δ > 0 , il existe b ∈ A tel que kGb− gk∞ 6 δ

kGak2
, et on a

kf − G (ba)k2 = k[g − Gb] · Gak2 6 kg − Gbk∞ · kGak2 6 δ .

¤

THEOREME Soient Λ un espace topologique séparé, σ une intégrale de Radon positive sur
Λ ,

² : Λ −→ F † et κ : Λ −→ SphA ,→ A†

des applications scalairement σ-mesurables telles que chaque ²λ soit un A-vecteur propre de
caractère κλ .

Pour que |²i h²| soit scalairement σ-intégrable et définisse un sous-espace hilbertien

H :=
Z
K · ² dσ ,→ F † ,
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il faut et il suffit que h²|F i ⊂ L2 (σ) et que
h²| : ϕ 7−→ h²|ϕi : F −→ L2 (σ)

soit continue pour la topologie de Mackey sur F .
Dans ce cas

(i) Le noyau h =
R
|²i h²| dσ est A-linéaire.

(ii) Pour que H soit A-invariant, il faut et il suffit que hκ|Ai ⊂ L∞ (σ) . Dans ce cas

(a) H est involutif,

π (a) = Zhκ|ai et kπ (a)k = khκ| aik∞,σ pour tout a ∈ A .

(b) H est non-dégénéré si, et seulement si, h²| AAi est total dans h²| Ai , comme sous-
espace de L2 (σ) .
(c) Pour que H soit un sous-module hilbertien, il faut et il suffit que h²| : A −→ L∞ (σ)
soit continue. Ceci est toujours le cas si l’algèbre A est tonnelée.

La première partie découle du théorème 5.15.i sur les décompositions unidimensionnelles.

Dmonstration de (i) Le noyau est A-linéaire, car pour tout ϕ,ψ ∈ F et a ∈ A , on a

hϕ|h (aψ)i =
Z
hϕ| ²i · h²| aψi dσ =

Z
hϕ| ²i · hκ| ai · h²|ψi dσ =

=

Z
hϕ| a²i · h²|ψi dσ =

Z
ha∗ϕ| ²i · h²|ψi dσ = ha∗ϕ|hψi = hϕ| ahψi .

Dmonstration de (ii) Nous allons utiliser le théorème 9.2 pour montrer que H est
A-invariant. Pour tout ϕ ∈ F et a ∈ A , on a

hϕ| ah (a∗ϕ)i =
Z
ha∗ϕ| ²i · h²| a∗ϕi dσ =

Z
hκ| ai · hϕ| ²i · hκ| ai · h²|ϕi dσ =

=

Z
|hκ| ai|2 · hϕ| ²i · h²|ϕi dσ 6 khκ| aik2∞,σ ·

Z
hϕ| ²i · h²|ϕi dσ = khκ| aik2∞,σ · hϕ|hϕi ,

donc

kπ (a)k2 = supϕ∈F,hϕ|hϕi61 hϕ| ah (a∗ϕ)i 6 khκ| aik∞,σ <∞ .

Montrons l’autre inégalité. Pour tout ϕ ∈ F et δ ∈ R∗+ , on a

kπ (a)k2 · hϕ|hϕi
1
k >

³°°π ¡ak¢°°2 · hϕ|hϕi´ 1
k >

D
ϕ| (aa∗)k hϕ

E 1
k

=

=

µZ
|hκ| ai|2k · |h²|ϕi|2 dσ

¶ 1
k

> δ
2
k ·
µZ

{h ²|ϕi>δ}
|hκ| ai|2k dσ

¶ 1
k

et, en passant à la limite

kπ (a)k2 > limk
µZ

{h ²|ϕi>δ}
|hκ| ai|2k dσ

¶ 1
k

= khκ| aik2∞,σ,{h ²|ϕi>δ}

(exercice ; on remarquera que l’intégrale 1{h ²|ϕi>δ} · σ est bornée, puisque {h²|ϕi > δ} est σ-
intégrable par la proposition AN.20.9). Cette inégalité est trivialement vraie si hϕ|hϕi = 0 .
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Par sécurité, on peut remarquer que

hϕ|hϕi =
Z
|h²|ϕi|2 dσ > δ2 · σ ({h²|ϕi > δ}) !

Finalement il vient

khκ| aik∞,σ = supK∈K(Λ) khκ| aik∞,σ,K 6 kπ (a)k
(exercice ; la fonction hκ| ai est σ-modérée, puisque elle est de carré σ-intégrable).
(a) H est involutif, puisque son noyau est A-linéaire. il vient alors

hb| aξi = ha∗b| ξi = (h (a∗b)| ξ) =
Z ³

h²| a∗bi · ²
¯̄̄
ξ̂
´
¦
dσ =

=

Z
h²| bi · h²| ai ·

³
²| ξ̂
´
¦
dσ =

Z ³
h²| bi · ²

¯̄̄
h²| ai · ξ̂

´
¦
dσ =

¿
b

¯̄̄̄Z
h²| ai · ξ̂ dσ

À
,

donc π (a) = Zh ²|ai . L’égalité des normes a été prouvée ci-dessus.
(b) Pour tout a, b ∈ A , la A-linéarité de h montre que Ah (A) = h (AA) = h²|AAi · ² . MaisZ

¦ · ² dσ : h²| Ai −→ H

est unitaire, d’où le résultat puisque h (A) est dense dans H .
(c) C’est conséquence de la proposition 9.1 et du théorème 9.2.ii.b.

REMARQUE Pour tout a, b, c ∈ A , on a

(ha|π (c)hb) = ha| chbi =
Z
h²| ci · h²| ai · h²| bi dσ ,

ce qui montre que l’intégrale bornée h²| ai · h²| bi · σ est déterminée par des produits scalaires.

EXERCICE Etudier le cas K (X) , où X est un espace localement compact.

Soient Λ une partie de SphA , munie de la topologie induite, et
² : Λ ,→ A† : λ 7−→ λ ;

cette application est continue ; c’est même un homéomorphisme par définition. Remarquons
que

Ga|Λ = h²| ai
est continue. Il en est de même de l’application

|²i h²| : λ 7−→ |λi hλ| : Λ −→ Ls
¡
A,A†

¢
,

puisque pour tout a, b ∈ A , la fonction
ha| ²i · h²| bi =

¡
Ga · Gb

¢
|Λ : λ 7−→ ha|λi · hλ| bi

est continue.
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9.4 Le théorème de Plancherel-Godement

Nous supposerons que K = C et que A est commutative.

THEOREME (d’existence) Soit H un sous-module hilbertien non-dégénéré de A† . Alors
il existe une partie fermée SpH de SphA , appelée le spectre de H , et une intégrale de Radon
positive σH sur SpH telles que

(i) SpH ∪ {0} est une partie compacte de A† et 0 ∈ SpH si, et seulement si, Id /∈ π (A) .
(ii) En notant ² : SpH −→ A† : λ 7−→ λ , on a

H =
Z ¢

K · ² dσH .

(iii) Pour tout a ∈ A , on a π (a) = Zh ²|ai et π (A) = ZC0(SpH) .
(iv) suppσH = SpH .

Dmonstration de (i) Soit AH l’algèbre stellaire unifère engendrée par π (A) dans
L (H) . Comme π (A) +C · Id est une sous-algèbre involutive unifère de L (H) , on a

AH = π (A) +C · Id .
Elle est commutative et par le théorème de Gelfand-Neumark 6.6

G : AH −→ C (SpAH)
est un isomorphisme d’algèbre stellaire unifère. Considérons π : A −→ AH , qui est un mor-
phisme d’algèbre involutive. Il est continu, puisque π est normiquement continue par hypothèse,
donc

π† : A†H −→ A† : ν 7−→ ν ◦ π
est faiblement continue.

Calculons Kerπ† . Etant donné ν ∈ Kerπ† , i.e ν ∈ A†H tel que ν ◦ π = 0 , on a ν = 0 sur
π (A) , donc π (A) ⊂ Ker ν . On a ν 6= 0 si, et seulement si, Id /∈ Ker ν . Dans ce cas

AH = Ker ν ⊕C · Id ⊃ π (A)⊕ C · Id ⊃ π (A) +C · Id = AH ,
puisque π (A) ⊕ C · Id est fermé dans AH par le corollaire 2.8, donc Ker ν = π (A) . Ainsi si
Ker π† 6= {0} , i.e. Id /∈ π (A) , il existe une unique forme semi-linéaire continue χ∞ sur AH
s’annulant sur π (A) et prenant la valeur 1 sur Id ; c’est un caractère et Kerπ† = C · χ∞ .

Désignons par

Φ : C (SpAH) G
−1
−→ AH ,→ L (H)

l’intégrale spectrale associée à AH et considérons, pour tout ξ, η ∈ H , la forme linéaire

mξ,η : f 7−→ (ξ|Φ (f) η) : C (SpAH) −→ C .
Elle est continue, puisque

kmξ,ηk 6 supf∈C(SpAH),kfk∞61 kξk · kΦ (f)k · kηk = kξk · kηk .
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C’est donc une intégrale de Radon (complexe) et, pour tout T ∈ AH , on a mξ,Tη = GT ·mξ,η .
En effet T = ΦGT etZ

f dmξ,Tη = (ξ|Φ (f)Φ (GT ) η) = (ξ|Φ (f · GT ) η) =
Z
f · GT dmξ,η .

Nous allons maintenant montrer, si Id /∈ π (A) , que l’on a
mξ,η ({χ∞}) = 0 et χ∞ ∈ SpAH r {χ∞} .

La forme sesquilinéaire

(ξ, η) 7−→ mξ,η ({χ∞}) : H×H −→ C
est continue, car

|mξ,η ({χ∞})| 6 |mξ,η| ({χ∞}) 6 |mξ,η| (SpAH) = kmξ,ηk 6 kξk · kηk .
Il existe donc un opérateur P ∈ L (H) tel que mξ,η ({χ∞}) = (ξ|Pη) et, pour tout a ∈ A , on
obtient

(ξ|Paη) =
Z
1{χ∞} dmξ,π(a)η =

Z
1{χ∞} · Gπ (a) dmξ,η = 0 pour tout ξ, η ∈ H ,

puisque Gπ (a) (χ∞) = hπ (a)|χ∞i = 0 . Ainsi Paη = 0 , et comme H est non-dégénéré, i.e. AH
est total dans H , on en déduit que P = 0 , ce qui prouve la première assertion. Démontrons
la seconde par l’absurde. Si χ∞ /∈ SpAH r {χ∞} , l’ensemble {χ∞} est ouvert et fermé, donc
1χ∞ ∈ C (SpAH) et Φ

¡
1χ∞

¢
6= 0 . Mais

(ξ|Pη) =
Z
1χ∞ dmξ,η =

¡
ξ|Φ

¡
1χ∞

¢
η
¢

pour tout ξ, η ∈ H ,

donc Φ
¡
1χ∞

¢
= P = 0 , ce qui est contradictoire.

Posons Sp0AH := SpAH rKerπ† ; on a

G
³
π (A)

´
|Sp0AH

= C0 (Sp0AH)

et π†|SpAH est injective, donc un homéomorphisme sur son image, puisque SpAH est compact.
Nous pouvons maintenant définir

SpH := π† (Sp0AH) = π† (SpAH)r {0} .
Alors SpH ⊂ SphA , puisque tout caractère de AH est hermitien, et SpH = π† (SpAH) ⊂
SpH ∪ {0} . On a évidemment 0 ∈ SpH si, et seulement si, Id /∈ π (A) . Ceci finit de prouver
(i).

Dmonstration de (ii) Pour tout a ∈ A et χ ∈ SpAH , on a
π†χ

¯̄
a
®
= hχ|π (a)i = Gπ (a) (χ) ,

donc

h²| ai ◦ π†|Sp0AH = Gπ (a) .
En outre

Ψ : f 7−→ Φ
¡
f ◦ π†|Sp0AH

¢
: C
¡
SpH

¢
−→ AH

est un isomorphisme d’algèbre stellaire unifère tel que Ψ (C0 (SpH)) = π (A) .
La remarque 9.3 montre comment nous devons procéder pour construire σH . Pour tout

a, b ∈ A , soit
σa,b := π†|Sp0AH

¡
mha,hb|Sp0AH

¢
;
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quel que soit f ∈ C
¡
SpH

¢
, on a

ha|Ψ (f)hbi =
¡
ha|Φ

¡
f ◦ π†|SpAH

¢
hb
¢
=

Z
SpAH

f ◦ π†|SpAH dmha,hb =

=

Z
Sp0AH

f ◦ π†|Sp0AH dmha,hb =

Z
f dσa,b . (∗)

En outre σa,a est positive, car pour tout f ∈ C0+ (SpH) , on aZ
f dσa,a =

³
ha
¯̄̄
Ψ
³
f
1
2 · f 1

2

´
ha
´
=
³
Ψ
³
f
1
2

´
a
¯̄̄
Ψ
³
f
1
2

´
a
´
> 0 .

Il nous faut maintenant construire σH ∈M (SpH) de telle manière que
σa,b = h²| ai · h²| bi · σH .

Pour tout ρ ∈ K (SpH) , on aurait
ρ · σa,b = h²| ai · h²| bi · ρ · σH ,

ce qui nous conduit tout d’abord à construire σρ ∈Mb (SpH) tel que

ρ · σa,b = h²| ai · h²| bi · σρ ,

puisque l’intégrale σH est la forme linéaire

σH : ρ 7−→
Z

ρ dσH =

Z
1 dσρ .

Soit J l’ensemble des ρ ∈ C0 (SpH) telles qu’il existe σρ ∈Mb (SpH) satisfaisant à

ρ · σa,b = h²| ai · h²| bi · σρ pour tout a, b ∈ A .

(a) σρ est univoquement déterminée.
En effet, pour tout a ∈ A , on aZ

h²| a∗ai dσρ =

Z
h²| ai · h²| ai dσρ =

Z
ρ dσa,a .

Notre assertion en découle car |h²| Ai|2 est dense dans C0+ (SpH) par la proposition 9.3 et
C0+ (SpH) engendre l’espace vectoriel C0 (SpH) .
(b) J est un sous-espace vectoriel, l’application ρ 7−→ σρ : J −→Mb (SpH) est linéaire et,
pour tout ρ ∈ J tel que ρ > 0 , on a σρ > 0 .

La linéarité est immédiate en utilisant l’unicité démontrée en (a). Soient maintenant ρ ∈ J
tel que ρ > 0 et f ∈ C0+ (SpH) . Il nous suffit de montrer que

R
f dσρ > 0 . Mais |h²| Ai|2 est

dense dans C0+ (SpH) par la proposition 9.3 ; il existe donc une suite (aj)j=1,...,n ⊂ A telle que

f = limk |h²| aki|2 = limk h²| aki h²| aki , doncZ
f dσρ = limk

Z
h²| aki · h²| aki dσρ = limk

Z
ρ dσak,ak > 0 .

(c) J est un idéal de C0 (SpH) et
σκρ = κ · σρ pour tout κ ∈ C0 (SpH) et ρ ∈ J .

En effet, pour tout a, b ∈ A , on a κ · σρ ∈Mb (SpH) et

(κρ) · σa,b = κ ·
³
h²| ai · h²| bi · σρ

´
= h²| ai · h²| bi · (κ · σρ) .
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(d) Pour tout u, v ∈ A , on a h²|ui · h²| vi ∈ J et
σh ²|ui·h ²|vi = σu,v .

Cela revient à montrer que, pour tout a, b ∈ A , on a
h²|ui · h²| vi · σa,b = h²| ai · h²| bi · σu,v .

Mais pour tout c ∈ A , il vientZ
h²| ci · h²|ui · h²| vi dσa,b = ha| (cu∗v)hbi = hu| (ca∗b)hvi =

Z
h²| ci · h²| ai · h²| bi dσu,v ,

par la commutativité de A et la A-linéarité de h , d’où le résultat compte tenu du fait que
h²|Ai est dense dans C0 (SpH) .
(e) On a K (SpH) ⊂ J .

Soit f ∈ K (SpH) . Par la proposition 9.3, il existe une suite finie (aj)j=1,...,n ⊂ A telle
que

ρ :=
nX
j=1

h²| aji h²| aji > 0 sur supp f

et ρ ∈ J par (d). Il existe alors g ∈ K (SpH) tel que f = g · ρ , donc f ∈ J par (c).
Nous pouvons maintenant conclure la démonstration. La forme linéaire

σH : K (SpH) −→ K : ρ 7−→
Z
1 dσρ

est une intégrale de Radon positive sur SpH par (e) et (b). Pour tout κ ∈ K (SpH) , on aZ
κ · ρ dσH =

Z
1 dσκ·ρ =

Z
κ dσρ ,

donc

σρ = ρ · σH pour tout ρ ∈ K (SpH) ,
ainsi que

σa,b = σh ²|ai·h ²|bi = h²| ai · h²| bi · σH pour tout a, b ∈ A .

L’intégrale σa,b étant bornée, on a h²| ai · h²| bi ∈ L1 (σH) , donc h²| Ai ⊂ L2 (σH) .
Utilisant (∗) avec f = 1 , on obtient

ha|hbi =
Z
dσa,b =

Z
h²| ai · h²| bi dσH =

Z
ha| ²i · h²| bi dσH =

¿
a

¯̄̄̄µZ
|²i h²| dσH

¶
b

À
;

on a donc h =
R
|²i h²| dσH , i.e. H =

R
K · ² dσH . En vertu des théorèmes 9.3.iii et 5.15, iv et

v, la décomposition est directe. Ceci finit de prouver (ii).

Dmonstration de (iii) La première formule de (iii) découle du théorème 9.3.ii.a. A
nouveau grâce à (∗) , pour tout f ∈ C0 (SpH) et a, b ∈ A , il vient

ha|Ψ (f)hbi =
Z
f dσa,b =

Z
ha| ²i · f · h²| bi dσH =

¿
a|
Z
f · h²| bi · ² dσH

À
= ha|Zfhbi ,

donc Ψ (f) = Zf , et par suite π (A) = ZC0(SpH) .

Dmonstration de (iv) Pour tout f ∈ C0 (SpH) tel que f = 0 sur suppσH , on a

0 =

Z
f · h²| ai · h²| bi dσH =

Z
f dσa,b = (ha|Ψ (f)hb) pour tout a, b ∈ A ,
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donc Ψ (f) = 0 , et par suite f = 0 ; ceci montre que SpHr suppσH = ∅ .
Le théorème d’existence est complètement démontré. ¤

THEOREME (d’unicité) Soient Λ ⊂ SphA et σ une intégrale de Radon sur Λ telles que
H :=

R
K · ² dσ soit un sous-module hilbertien non-dégénéré de A† . Alors suppσ est une partie

dense de SpH , l’image de σ| suppσ dans SpH est égale à σH et la décomposition est directe.

Puisque, pour tout a ∈ A , les fonctions h²| ai sont continues, on a
kh²| aik∞,suppσ = kh²| aik∞,σ = kπ (a)k

grâce au théorème 9.3.ii.a. Pour tout λ ∈ suppσ , il est alors clair que le caractère λ s’annule
sur Ker π , donc définit un caractère eλ de π (A) . L’égalité montre également que eλ est continu,
donc se prolonge (univoquement) par continuité en un caractère χ tout d’abord à π (A) , puis
à AH . Par construction on a λ = π†χ , ce qui prouve l’inclusion suppσ ⊂ SpH .

Pour tout a, b, c ∈ A , on aZ
suppσ

h²| ci · h²| ai · h²| bi dσ = ha| chbi =
Z
SpH

h²| ci · h²| ai · h²| bi dσH ,

ce qui montre que l’image de l’intégrale bornée h²| ai · h²| bi · σ dans SpH coïncide avec h²| ai ·
h²| bi · σH , puisque h²| Ai est dense dans C0 (SpH) . Pour tout f ∈ K (SpH) , soient ρ =Pn

j=1 h²| aji h²| aji et g ∈ K (SpH) tels que f = g · ρ comme dans (e) ci-dessus. On obtient
alorsZ

suppσ

f dσ =
nX
j=1

Z
suppσ

g · h²| aji h²| aji dσ =
nX
j=1

Z
SpH

g · h²| aji h²| aji dσH =
Z
SpH

f dσH ,

ce qui prouve la deuxième assertion. La densité de suppσ dans SpH est alors évidente, puisque
suppσH = SpH . Finalement, on vérifie immédiatement que H =

R ¢ K · ² dσ , puisque H =R ¢K · ² dσH . ¤
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9.5 Sous-modules hilbertiens cycliques

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une forme semi-linéaire µ sur A est positive si ha∗a|µi > 0
pour tout a ∈ A . Nous désignerons par A†+ l’ensemble des formes semi-linéaires continues et
positives.

On vérifie immédiatement que A†+ est un cône convexe fermé dans A† . Il est saillant si, et
seulement si, l’ensemble des a∗a pour a ∈ A est total dans A .

PROPOSITION Soit µ ∈ A† . Alors
¦µ : a 7−→ aµ : A −→ A†

est un noyau A-linéaire.

(i) Pour que ¦µ soit positive, il faut et il suffit que µ ∈ A†+ .

(ii) ¦µ définit un sous-espace hilbertien de A† si, et seulement si, a 7−→ ha∗a|µi
1
2 est une

semi-norme continue pour la topologie de Mackey sur A .
Dans ce cas nous désignerons par Hµ le sous-espace hilbertien de A† de noyau ¦µ et on a

(iii) Pour que Hµ soit un sous-module hilbertien, il faut et il suffit qu’il existe une semi-norme
continue p sur A telle que, pour tout a, b ∈ A , on ait

hb| aa∗bµi 6 p (a)2 · hb| bµi .

C’est immédiat, la dernière partie n’étant qu’une reformulation du corollaire 9.2. ¤

DEFINITION 2 Nous dirons qu’un sous-module hilbertien de la forme Hµ est cyclique .

On dit souvent que le sous-module hilbertien Hµ a été obtenu par la construction de
Gelfand-Neumark-Segal.

EXEMPLE SoitH unA-module de Hilbert. Nous supposerons qu’il existe un vecteur ζ ∈ H
totalisateur (ou cyclique ) pour l’action de A , c’est-à-dire tel que Aζ soit dense dans H .
L’application linéaire continue

¦ζ : A −→ H : a 7−→ aζ

est donc d’image dense et, en considérant la semi-dualité (H|H) , on obtient un plongement
continu

(¦ζ)† : H ,→ A† .
La forme semi-linéaire continue sur A

µζ := (¦ζ)† ζ : b 7−→
D
b| (¦ζ)† ζ

E
= (bζ| ζ)H

est positive, car

(b∗bζ| ζ)H = (bζ| bζ)H > 0 .
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Pour tout a, b ∈ A , on obtient alorsD
b| (¦ζ)† (¦ζ) a

E
= (bζ| aζ)H = (a∗bζ| ζ)H =


a∗b|µζ

®
=

b| aµζ

®
.

Le noyau du sous-espace hilbertien (¦ζ)† (H) ,→ A† est donc ¦µζ , i.e. (¦ζ)† (H) = Hµζ =: Hζ .

En outre (¦ζ)† est un opérateur d’entrelacement, i.e. est A-linéaire ; en effet pour tout a, b ∈ A
et η ∈ H , on aD
b| (¦ζ)† (aη)

E
= (bζ| aη)H = (a∗bζ| η)H = ((¦ζ) (a∗b)| η)H =

D
a∗b| (¦ζ)† η

E
=
D
b| a (¦ζ)† η

E
.

Nous avons donc montré que Hζ est un sous-module hilbertien de A† et que (¦ζ)† est un
isomorphisme du A-module de Hilbert H sur Hζ , transformant le vecteur totalisateur ζ en µζ .
En d’autres termes

THEOREME Tout A-module de Hilbert à vecteur totalisateur ζ est isomorphe à un sous-
module hilbertien de A† .

Si K = C et l’algèbre A est commutative, on peut évidemment appliquer le théorème de
Plancherel-Godement à Hζ . Remarquons que dans ce cas l’intégrale de Radon positive σHζ

peut être définie directement. Théorème de Bochner-Godement.

DEFINITION 3 Soient H un A-module de Hilbert et G ,→ H un sous-espace hilbertien. Si
AG est total dans H , nous dirons que G est totalisateur dans H .

Nous désignerons par L/
¡
G,F †

¢
l’espace vectoriel des applications semi-linéaires continues

de G dans F † . On obtient une semi-dualité

F ⊗G| L/

¡
G,F †

¢®
en posant

hϕ⊗ γ|T i := hϕ|Tγi .
Remarquons que L/

¡
K, F †

¢
≈ F † par T 7−→ T1 car F ⊗K ≈ F .

L’applicationA×G −→ H : (a, γ) 7−→ aγ est bilinéaire continue, donc séparément continue ;
elle définit donc une application linéaire continue

Ψ : A⊗i G −→ H : a⊗ γ 7−→ aγ

d’image dense. On obtient donc un plongement continu

Ψ† : H ,→ L/
¡
G,A†

¢
.

Pour tout γ ∈ G , l’application semi-linéaire continue
Tγ := Ψ†γ : G −→ A†

est définie par

hb|Tγθi = hb⊗ θ|Tγi =

b⊗ θ|Ψ†γ

®
= (bθ| γ)H pour tout b ∈ A et θ ∈ G .

On peut aussi définir les coefficients µθ,γ de la représentation par
b|µθ,γ

®
:= (bθ| γ)H .

Pour tout a ∈ A et γ ∈ G , on a alors
b⊗ θ|Ψ†Ψ (a⊗ γ)

®
= (bθ| aγ)H = (a∗bθ| γ)H = ha∗b|Tγθi = hb| a (Tγθ)i = hb| (aTγ) θi ,

ce qui montre que le noyau de Ψ† (H) ,→ L/
¡
G,A†

¢
est donné par

a⊗ γ 7−→ aTγ .
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9.6 Démonstration du théorème spectral

9.6 Démonstration du théorème spectral

Nous allons montrer le théorème spectral 8.4. Soit T un opérateur fermé dans un espace de
Hilbert H .

(i)⇒ (ii) . Laissée au lecteur.
(ii) ⇒ (iii) . L’algèbre stellaire A (T ) satisfait aux hypothèses du paragraphe 6.10. Il

existe donc une homéomorphisme θ de SpA (T ) sur une partie Λ de C telle que Λ ∪ {∞} soit
compacte. On a∞ ∈ Λ si, et seulement s’il existe χ ∈ SpA (T ) tel que hA|χi = 0 , c’est-à-dire
si Id n’appartient pas à l’algèbre stellaire A (A,B) engendrée par A et B . On a également un
isomorphisme d’algèbres stellaire

Φ : C0 (Λ) −→ A (A,B) .

En fait θ induit un homéomorphisme de SphA (A,B) sur Λ !
Supposons maintenant que H possède un vecteur totalisateur pour l’action de A (A,B) .

Le théorème 9.5 montre que H est isomorphe à un sous-module hilbertien de A (A,B)† auquel
on peut appliquer le théorème de Plancherel-Godement 9.5. Soient donc ² : Λ −→ A (A,B)† :
λ 7−→ ² ◦ θ−1 (λ) , σ := θ (σH) et

H =
Z ¢

C · ² dσ ,→ A (A,B)† .

On a alors

A = Z1/(1+|id|2) et B = Zid /(1+|id|2) ,

donc A−1 = Z1+|id|2 par le théorème 8.3.(ix) , puis

Zid = Zid /(1+|id|2)Z1+|id|2 = BA
−1 = T

en vertu des théorème 8.3.(iv) et 7.9.(iii) . Puisque

suppσ = θ (suppσH) = θ (SpH) = θ (SphA (A,B)) = Λ ,

le théorème 8.3.(xvi) montre que SpT = Λ .
Considérons maintenant le cas général. Par le principe de maximalité de Hausdorff, il existe

une famille
¡
ζj
¢
j∈J de H telle que

H = ¢
j∈J
Aζj .

Le sous-espace vectoriel fermé

G := ¢
j∈J
C · ζj @ H

est totalisateur, car le sous-espace vectoriel fermé engendré par AG contient évidemment Aζj ,
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Démonstration du théorème spectral 9.6

donc aussi Aζj , et par suite H . On a le diagramme commutatif suivant :

Aζj ,→ H
Ψ†¡

¦ζj
¢† ↓ &

Hζj ,→ A† ,→ L/
¡
G,A†

¢
µ 7−→ ζj ◦ µ

.

En effet, pour tout a, b ∈ A et γ ∈ G , on a
b⊗ γ|Ψ†aζj

®
=
¡
bγ| aζj

¢
=
X
k∈J

(ζk| γ) ·
¡
bζk| aζj

¢
=
¡
γ| ζj

¢
·
¡
bζj
¯̄
aζj
¢
=

=
¡
γ| ζj

¢
·
D
a∗b
¯̄̄
µζj

E
=
D
b⊗ θ| ζj ⊗ aµζj

E
=
D
b⊗ θ| ζj ⊗

¡
¦ζj
¢†
aζj

E
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9.7 Critères d’auto-adjonction

9.7 Critères d’auto-adjonction

Nous allons donner dans ce paragraphe des critères pour qu’un opérateur symétrique soit
essentiellement auto-adjoint et prouver que certains hamiltoniens sont de ce type.
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Appendice 1

TOPOLOGIE

Nous avons rassemblé dans ce chapitre les notions topologiques, dont nous avons besoin
dans ce cours. Certaines des démonstrations sont mots à mots les mêmes que celles faites dans
le cadre des espaces métriques (cf. cours d’Analyse [17], chapitre 10).

Version du 2 février 2004
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1.1 Ensembles ouverts et fermés

1.1 Ensembles ouverts et fermés

DEFINITION 1 Soit X un ensemble. On dit qu’une partie T de P (X) est une topologie si
l’on a

(a) Si G ⊂ T , alors
S
O∈GO ∈ T .

(b) Si F est une partie finie de T , alors
T

O∈F O ∈ T .

On dit que (X,T) est un espace topologique.Une partie O ⊂ X est dite ouverte si O ∈ T .
Une partie F ⊂ X est dite fermée si {A := X r A est ouverte. A la place de (X,T) on écrit
souvent simplement X .

PROPOSITION Soient X un espace métrique, d sa métrique, x ∈ X , ε > 0 ,

Bε (x) := {y ∈ X | d (x, y) 6 ε} et Dε(x) := {y ∈ X | d (x, y) < ε} .

En posant

T(X,d) := {O ⊂ X | ∀x ∈ O ∃ε > 0 tel que Bε (x) ⊂ O}

on définit une topologie sur X .

Cela a été démontré dans la proposition 10.12, cours d’Analyse [17]. Ainsi à tout espace
métrique est associé un espace topologique.

DEFINITION 2 On dit qu’un espace topologique est métrisable si sa topologie peut être
définie par une métrique.

EXEMPLE 1 SoitX un espace topologique, T sa topologie et Y une partie deX . En posant

TY := {O ∩ Y | O ∈ T}

on définit une topologie sur Y , dite la topologie induite .
Si X est un espace métrique et T sa topologie, alors TY est le topologie qui provient de la

métrique induite par X sur Y (cf. cours d’Analyse [17], exercice 10.12).

DEFINITION 3 Pour tout A ⊂ X , on définit l’intérieur A◦ de A par

A◦ :=
[

O ouvert, ⊂A
O .
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Ensembles ouverts et fermés 1.1

On dit que x ∈ A est un point intérieur de A s’il existe une partie ouverte O telle que x ∈ O ⊂
A . Si x est un point intérieur de A , on dit que A est un voisinage de x . En posant

A :=
\

F fermé, ⊃A
F

on définit la fermeture de A .
Une partie A est dite dense si A = X .

L’ensemble A◦ est la plus grande partie ouverte contenue dans A . L’ensemble des points
intérieurs de A est égal à A◦ . L’ensemble A est la plus petite partie fermée contenant A .

EXEMPLE 2 Soient X un espace métrique, x ∈ X et ε > 0 . L’ensemble Bε (x) , respective-
ment Dε (x) , est un voisinage fermé respectivement ouvert de x . On dit que la boule fermée,
respectivement ouverte, de centre x et rayon ε . On a

Dε (x) ⊂ Bε (x) et Dε (x) ⊂ Bε (x)
◦ .

Ces inclusions sont en général stricte.

PROPOSITION Soient A,B des parties d’un espace topologique X . Alors

(i) A ouverte ⇐⇒ A◦ = A .

(ii) A fermée ⇐⇒ A = A .

(iii) A◦ ∩B◦ = (A ∩B)◦ .
(iv) A ∪B = A ∪B .

(v) A◦ ∪B◦ ⊂ (A ∪B)◦ .
(vi) A ∩B ⊂ A ∩B .

(vii) X rA◦ = X rA .
(viii) X rA = (X rA)◦ .

Cf. cours d’Analyse [17], exercice 10.16.
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1.2 Continuité

1.2 Continuité

DEFINITION Soient X,Y des espaces topologiques. Une application f : X −→ Y est dite
continue en x ∈ X si, pour toute partie ouverte O de Y telle que f (x) ∈ O , il existe une partie
ouverte U de X telle que x ∈ U et f (U) ⊂ O .

L’application f est dite continue si elle est continue en tout point de X .

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques et f : X −→ Y . Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) f est continue.

(ii)
−1
f (O) est ouverte pour toute partie ouverte O de Y .

(iii)
−1
f (F ) est fermée pour toute partie fermée F de Y .

(iv) f
¡
A
¢
⊂ f (A) pour toute partie A ⊂ X .

Cf. cours d’Analyse [17], proposition 10.16. Seule l’équivalence avec (iv) n’a pas été démon-
trée.

(iii) ⇒ (iv) Pour toute partie A ⊂ X , la partie
−1
f
³
f (A)

´
est fermée et

−1
f
³
f (A)

´
⊃

−1
f (f (A)) ⊃ A . On en déduit que

−1
f
³
f (A)

´
⊃ A et par suite que f

¡
A
¢
⊂ f

µ
−1
f
³
f (A)

´¶
⊂

f (A) .

(iv) ⇒ (iii) Soit F une partie fermée de Y . En posant A :=
−1
f (F ) , on a f

¡
A
¢
⊂ f (A) ⊂

F = F , donc A ⊂
−1
f (F ) = A ⊂ A , ce qui montre que A =

−1
f (F ) est fermée. ¤

EXEMPLE Soient X un espace topologique et Y une partie de X munie de la topologie
induite. L’injection canonique Y ,→ X est alors continue.

COROLLAIRE Si les applications f : X −→ Y et g : Y −→ Z sont continues, alors
l’application

h = g ◦ f : X f−→ Y
g−→ Z

l’est aussi.

Cette assertion n’a pas été démontrée topologiquement (cf. cours d’Analyse [17], théorème
7.3). La démonstration est immédiate en utilisant (ii).
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Convergence 1.3

1.3 Convergence

DEFINITION 1 Une suite (xk)k∈N de X est dite convergente si, pour toute partie ouverte
U telle que x ∈ U , il existe un N ∈ N tel que l’on ait

xk ∈ U pour tout k > N .

EXEMPLE 1 Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (xk)k∈N de X est alors convergente
vers x pour T(X,d) si, et seulement si, elle converge vers x par rapport à la métrique d .

PROPOSITION Soient X,Y des espaces topolgiques. Alors

(i) Si une fonction f : X −→ Y est continue en x ∈ X et si une suite (xk)k∈N converge vers
x , alors la suite (f (xk))k∈N converge vers f (x) .

(ii) Soient A ⊂ X et x ∈ X . S’il existe une suite (xk)k∈N ⊂ A , qui converge vers x , alors
x ∈ A .

Rappelons que la réciproque de ces assertions est valable dans le cas suivant :

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques et supposons que X est métrisable.

(i) Soit x ∈ X . Une application f : X −→ Y est continue en x si, et seulement si, pour
toute suite (xk)k∈N convergente vers x , la suite (f (xk))k∈N est convergente vers f (x) .

(ii) Etant donné A ⊂ X et x ∈ X , on a x ∈ A si, et seulement si, il existe une suite
(xk)k∈N ⊂ A convergente vers x .

REMARQUE 1 En toute généralité on ne peut pas caractériser la continuité et la fermeture
à l’aide des suites. Il faut introduire une généralisation de la notion de suite : les filtres.

DEFINITION 2 Soit X un ensemble. On dit qu’une famille non-vide B ⊂ P (X) est une
base de filtre si

(a) ∅ /∈ B .

(b) Pour tout A,B ∈ B , il existe C ∈ B tel que C ⊂ A ∩B .
On dit que F ⊂ P (X) est un filtre si c’est une base de filtre et si en plus

(c) Pour tout A ∈ F et A ⊂ B ⊂ X , on a B ∈ F .

Soient B,C des bases de filtre. On dit que B est plus fine que C si, pour tout C ∈ C , il
existe B ∈ B telle que B ⊂ C .

Si F est un filtre alors, pour tout A,B ∈ F , on a A∩B ∈ F . Une base de filtre B engendre
un filtre eB := {A ⊂ X | il existe B ∈ B tel que B ⊂ A} .
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1.3 Convergence

Si C est une autre base de filtre, alors B est plus fine que C si, et seulement si, eB ⊃ eC .
EXEMPLE 2 Si (xk)k∈N est une suite de X , alors l’ensemble des parties de la forme
{xl | l > k} est une base de filtre sur X .

EXEMPLE 3 Si f : X −→ Y est une application et B une base de filtre sur X , alors
f (B) := {f (A) | A ∈ B} est une base de filtre sur Y .

En particulier si X est une partie de Y et en considérant l’injection canonique, on voit que
toute base de filtre sur X est une base de filtre sur Y .

EXEMPLE 4 SiX est un espace topologique et x ∈ X , alors l’ensembleV (x) des voisinages
de x est un filtre.

DEFINITION 3 Soit X un espace topologique. On dit qu’une base de filtreB converge vers
x ∈ X , si pour tout voisinage V de X , il existe A ∈ B tel que A ⊂ V , i.e. si B est plus fine
que V (x) . On écrit alors

x = limB = limy∈B y .

Si Y est un autre espace topologique et f : X −→ Y une application, on dit que y ∈ Y est
une valeur limite de f suivant B si f (B) converge vers y et on écrit

y = lim f (B) = limx∈B f (x) = limB f .

REMARQUE 2 Pour qu’une base de filtre converge, il faut et il suffit que le filtre engendré
converge.

Le théorème ci-dessus est alors valable en toute généralité.

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques.

(i) Soit x ∈ X . Une application f : X −→ Y est continue en x si, et seulement si, pour tout
filtre F qui converge vers x , la base de filtre f (F) converge vers f (x) .

(ii) Etant donné A ⊂ X et x ∈ X , on a x ∈ A si, et seulement si, il existe un filtre sur A
qui converge vers x dans X .
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1.4 Espaces topologiques séparés

DEFINITION Un espace topologique X est dit séparé si, pour tout x, y ∈ X tels que
x 6= y , il existe des partie ouverte O,U telles que x ∈ O , y ∈ U et O ∩ U = ∅ .

En particulier, dans un espace séparé toute partie ne contenant qu’un point est fermée.

EXEMPLE Tout espace métrique est séparé.

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques séparés et A une partie dense de X .

(i) Si f, g : X −→ Y sont des applications continues telles que f|A = g|A , alors f = g .

(ii) Si f : X −→ Y est une application continue d’image dense, alors f (A) est dense dans
Y .

Dmonstration de (i) Il suffit de montrer que {f = g} est fermée et contient A .

Dmonstration de (ii) Utilisant le théorème 10.2, on a

f (A) ⊃ f
¡
A
¢
= f (X) ,

donc

f (A) ⊃ f (X) = Y .
¤
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1.5 Parties et espaces compacts

1.5 Parties et espaces compacts

DEFINITION 1 Soit X un espace topologique séparé. Une partie K ⊂ X est dite compacte
si, pour tout recouvrement ouvert de K possède un sous-recouvrement fini. Si X est compact,
on dit que X est un espace compact .

On désigne par K (X) l’ensemble des parties compactes de X .

EXEMPLE 1 Si X est un espace métrique, alors K ⊂ X est compact si, et seulement si,
toute suite de K contient une sous-suite convergente.

Cf. cours d’Analyse [17], théorème 10.17.

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques séparés.

(i) Si f : X −→ Y est une application continue et K ⊂ X est compacte, alors f(K) est
compact.

(ii) Une partie compacte est fermée.

(iii) Une partie fermée contenue dans une partie compacte est compacte.

Dmonstration de (i) Cf. cours d’Analyse [17], théorème 10.19.

Dmonstration de (ii) La démonstration du cours d’Analyse [17], Corollaire 10.17 uti-
lise les suites. Voici une démonstration topologique. Soit x ∈ X rK . Puisque X est séparé,
pour tout y ∈ K , il existe des voisinages ouverts Uy de y et Vy de x tels que Uy ∩ Vy = ∅ . La
famille (Uy)y∈K est évidemment un recouvrement ouvert de K ; il existe donc une partie finie
F ⊂ K telle que (Uy)y∈F soit encore un recouvrement de K . On en déduit que V :=

T
y∈F Vy

est un voisinage de x qui ne coupe pas
S
y∈E Uy , donc aussi K . Ceci montre que X rK offen

ist.

Dmonstration de (iii) Soient A une partie fermée de X et K une partie compacte la
contenant. CommeXrA est ouvert, il suffit de constater qu’une familleR est un recouvrement
ouvert de A si, et seulement si, U ∪ {X rA} est un recouvrement ouvert de K . ¤

COROLLAIRE Pour qu’une partie K ⊂ X soit compacte, il faut et il suffit que que K
muni de la topologie induite soit un espace compact.

Cf. cours d’Analyse [17], exercice 10.17.4.

EXEMPLE 2 Soit X un espace topologique séparé. L’ensemble { (K (X)) des parties de la
forme X rK , où K ∈ K (X) est une base de filtre sur X .

Utilisant la notion de filtre on peut donner une caractérisation utile des espaces compacts.
Mais tout d’abord
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Parties et espaces compacts 1.5

DEFINITION 2 On dit qu’un filtre U est un ultrafiltre s’il est maximal, i.e. si tout filtre F
plus fin que U , i.e. F ⊃ U , est égal à F .

REMARQUE Par le principe de maximalité de Hausdorff, tout filtre est contenu dans un
ultrafiltre.

THEOREME

(i) Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X soit compact.
(b) Pour toute famille B d’ensembles fermés telle que

T
B∈BB = ∅ , il existe une

sous-famille finie de B dont l’intersection est vide.
(c) Pour toute base de filtre B formées d’ensembles fermés, on a

T
B∈BB 6= ∅ .

(d) Tout ultrafiltre sur X est convergent.

(ii) Tychonoff Si (Xj)j∈J est une famille d’espaces compacts, alors
Q
j∈J Xj est compact.

Dmonstration de (i)

(a) ⇐⇒ (b) Il suffit de passer aux complémentaires.
(b) ⇐⇒ (c) C’est la contraposition.
(c) ⇒ (d) Soit U un ultrafiltre. La famille des adhérences A pour A ∈ U est une base de
filtre satisfaisant à (c). Soit donc x ∈

T
A∈UA . Pour tout voisinage V de x , on a V ∩A 6= ∅

pour tout A ∈ U , donc V ∈ U par la maximalité de U . Ceci montre que U converge vers x .
(d) ⇒ (c) Par la remarque, il existe un ultrafiltre U plus fin que B . Cet ultrafiltre
converge donc vers un x ∈ X . Soit B ∈ B . On a B ∈ U et, pour tout voisinage V de x , on a
aussi V ∈ U , donc B∩V ∈ U , ce qui montre que B∩V 6= ∅ . On en déduit que x ∈ B = B ,
ce qui montre que

T
B∈BB 6= ∅ .

Dmonstration de (ii) Si U est un ultrafiltre sur
Q
j∈J Xj , alors prj (U) est une base

de filtre et elle engendre un ultrafiltre sur Xj . Par hypothèse chaque prj (U) converge, donc
aussi U . ¤
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Appendice 2

LES POLYNOMES ORTHOGONAUX

CLASSIQUES

de

JACOBI

LAGUERRE

et

HERMITE

Version du 2 février 2004
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2.1 Relations de récurrence

2.1 Relations de récurrence

DEFINITION Soit X ⊂ R et µ une intégrales de Radon telle que, pour tout k ∈ N , on aitZ
|id|k dµ <∞ .

On dit que (pk)k∈N est un système de polynômes orthogonaux par rapport à µ si, pour tout
k ∈ N , on a

(a) pk ∈ Pk , le sous-espace vectoriel des polynômes de degré 6 k ,
(b) pk+1⊥Pk .

Soit J un intervalle ouvert de R et ρ : J −→ R∗+ . On dit que ρ est un poids siZ
|id|k · ρ dλJ <∞

pour tout k ∈ N .

Nous utiliserons, pour tout z ∈ C , la notation z! := Γ (z + 1) et rappelons la définition du
coefficient binomial généraliséµ

z

k

¶
=

kY
l=1

z − l + 1
l

pour tout k ∈ N .

THEOREME Il existe une relation de récurrence de la forme

id ·pk = ak · pk+1 + bk · pk + ck · pk−1 ,
en ayant posé p−1 = 0 . En outre si p0 = g0 · 1 , eg0 = 0 et

pk ∈ gk · idk+egk · idk−1+Pk−2 pour tout k ∈ N∗ ,
on a gk 6= 0 et

ak =
gk
gk+1

, bk =
egk
gk
− ggk+1
gk+1

, ck =
kpkk2,µ
kpk−1k2,µ

· ak−1 .

pour tout k ∈ N .
Si le système est orthonormé, alors

ck = ak−1 .
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Polynômes orthogonaux classiques 2.2

2.2 Polynômes orthogonaux classiques

Les polynômes classiques orthogonaux sont caractérisés par le

THEOREME Soient ρ : J −→ R∗+ un poids et (pk)k∈N un système de polynômes orthogo-
naux associé à ρ . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (pk)k∈N est équivalent, i.e. après une transformation affine et une renormalisation, à un
système classique de polynômes.

(ii) Formule de Rodrigues
Le poids ρ est indéfiniment dérivable, il existe un polynôme p > 0 sur J sans racine

multiple tel que p = 0 sur ∂J et une suite (dk)k∈N ⊂ R∗+ tels que

pk =
1

dk · ρ
· ∂k

¡
ρ · pk

¢
pour tout k ∈ N .

(iii) Equation différentielle de type hypergéométrique
Le poids ρ est continûment dérivable, il existe un polynôme p > 0 sur J de degré 6 2 sans

racine multiple tel que p = 0 sur ∂J et une suite (λk)k∈N ⊂ R tels que, pour tout k ∈ N , on ait

Lpk := −
1

ρ
· ∂ (ρ · p · ∂pk) = λk · pk

ou bien

p · ∂2pk + q · ∂pk + λk · pk = 0 ,
où

q :=
∂ (ρ · p)

ρ
.

Dans ce cas q est un polynôme de degré 1 ,

λk = −k ·
∙
∂q +

k − 1
2

· ∂2p
¸

et les constantes sont données dans la table qui suit :

Jacobi J (α,β)k Laguerre L(α)k Hermite Hk

J ]−1, 1[ ]0,∞[ ]−∞,∞[

ρ (1− id)α · (1 + id)β
α, β > −1

idα ·e− id
α > −1 e− id

2
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2.2 Polynômes orthogonaux classiques

Jacobi J (α,β)k Laguerre L(α)k Hermite Hk

Norma-

lisation
J
(α,β)
k (1) =

¡
α+k
k

¢
L
(α)
k (0) =

¡
α+k
k

¢
Hk ∈ 2k · idk+Pk−1

gk
1
2k
·
µ
α+ β + 2k

k

¶
(−1)k

k!
2k

kpkk22,ρ
2α+β+1 · (α+ k)! · (β + k)!

(α+ β + 2k + 1) · k! · (α+ β + k)!

(α+ k)!

k!

√
π · 2k · k!

ak
2 (k + 1) (α+ β + k + 1)

(α+ β + 2k + 1) (α+ β + 2k + 2)
− (k + 1) 1

2

ck
2 (α+ k) (β + k)

(α+ β + 2k) (α+ β + 2k + 1)
− (α+ k) k

egk − (β − α)

2k · (k − 1)! ·
(α+ β + 2k − 1)!
(α+ β + k)!

(−1)k−1 · (α+ k)
(k − 1)! 0

bk
β2 − α2

(α+ β + 2k) (α+ β + 2k + 2)
α+ 2k + 1 0

p 1− id2 id 1

dk (−1)k · 2k · k! k! (−1)k

λk k · (α+ β + k + 1) k 2k

q β − α− (α+ β + 2) · id α+ 1− id −2 · id
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Polynômes de Jacobi spéciaux 2.3

2.3 Polynômes de Jacobi spéciaux

Legendre : Pk = J
(0,0)
k .

Tchebycheff :
1e espèce Tk =

1¡− 1
2
+k

k

¢ · J(− 1
2
,−1

2)
k .

2e espèce Uk =
k + 1¡ 1
2
+k

k

¢ · J( 12 , 12)k .

Gegenbauer ou ultrasphériques :

G
(γ)
k =

¡
2γ+k−1

k

¢¡
γ− 1

2
+k

k

¢ · J(γ−1
2
,γ− 1

2)
k pour 0 6= γ > −1

2
.

et

G
(0)
k = limγ→0

1

γ
·G(γ)k .

Les valeurs des différentes constantes sont données dans la table suivante :

Pk Tk Uk G
(γ)
k

ρ 1
¡
1− id2

¢− 1
2

¡
1− id2

¢ 1
2

¡
1− id2

¢γ−1
2

Norma-

lisation

en 1
1 1 k + 1

¡
2γ+k−1

k

¢
γ 6= 0

si
1 si k = 0
2
k

sinon γ = 0

kpkk2,ρ 2
2k+1

π k = 0
si

π
2

k > 0

π

2

π21−2γΓ(2γ+k)
(γ+k)·k!·Γ(γ)2 γ 6= 0

si
2 si k = 0
2π
k2

sinon γ = 0

ak
k+1
2k+1

1

2

1

2
k+1
2(γ+k)

ck
k

2k+1

1

2

1

2
2γ+k−1
2(γ+k)
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2.3 Polynômes de Jacobi spéciaux

Pk Tk Uk G
(γ)
k

bk 0 0 0 0

dk (−1)k 2k · k! (−1)k·2k·Γ(k+ 1
2)√

π

(−1)k·2k+1·Γ(k+ 1
2)

(k+1)·√π

(−1)k·2k·k!·Γ(2γ)Γ(γ+k+1
2)

Γ(2γ+k)Γ(γ+ 1
2)

λk k · (k + 1) k2 k (k + 2) k (2γ + k)
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Fonctions génératrices 2.4

2.4 Fonctions génératrices

Il est souvent utile de connaître la fonction génératrice associée à un système de polynômes
orthogonaux (pk)k∈N et une suite (ρk)k∈N convenable, que l’on introduit pour renormaliser les
polynômes. Elle est définie par

Φ (x, z) :=
∞X
k=0

ρk · pk (x) · zk

pour tout x ∈ J et |z| < R . En utilisant la théorie des fonctions on peut montrer que l’on a

ρk Φ (x, z) R

Jacobi J (α,β)k
2−(α+β)

(1−z+
√
1−2xz+z2)

−α·(1+z+
√
1−2xz+z2)

−β
√
1−2xz+z2 1

Laguerre L(α)k 1
exz/(z−1)

(1− z)a+1
1

Hermite Hk
1

k!
e2xz−z

2 ∞

Legendre Pk 1
1√

1− 2xz + z2
1

Tchebycheff Tk 1
(1− xz)

1− 2xz + z2 1

Tchebycheff Uk 1
1

1− 2xz + z2 1

Gegenbauer G(γ)k 1

1

(1− 2xz + z2)γ γ 6= 0
si

− ln (1− 2xz + z2) γ = 0

1

Claude Portenier LES POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES 507



2.5 Polynômes de Jacobi

2.5 Polynômes de Jacobi

J (k,α,β, x) =
(1− x)−α · (1 + x)−β

(−1)k · 2k · k!
·Dxk

³
(1− x)α · (1 + x)β ·

¡
1− x2

¢k´
J (0,α,β, x) = 1

J (1,α,β, x) =
1

2
(α+ β + 2)x+

1

2
(α− β)

J (2,α, β, x) =

=
1

8
(α+ β + 4) (α+ β + 3)x2 +

1

4
(α+ β + 3) (α− β) x+

1

8
(α− β)2 − 1

8
(α+ β)− 1

2

J (3,α, β, x) =

=
1

48
(α+ β + 6) (α+ β + 5) (α+ β + 4)x3 +

1

16
(α+ β + 5) (α+ β + 4) (α− β)x2

+
1

16
(α+ β + 4)

¡
(α− β)2 − (α+ β)− 6

¢
x+

1

48
(α− β)

¡
(α− β)2 − 3 (α+ β)− 16

¢
J (4,α, β, x) =

=
1

384
(α+ β + 8) (α+ β + 7) (α+ β + 6) (α+ β + 5)x4

+
1

96
(α+ β + 7) (α+ β + 6) (α+ β + 5) (α− β)x3

+
1

64
(α+ β + 6) (α+ β + 5)

¡
(α− β)2 − (α+ β)− 8

¢
x2

+
1

96
(α+ β + 5) (α− β)

¡
(α− β)2 − 3 (α+ β)− 22

¢
x

+
1

384
(α− β)4 − 1

64
(α+ β) (α− β)2 − 37

384
(α− β)2 + 6αβ +

7

64
(α+ β) +

3

8
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Polynômes de Laguerre 2.6

2.6 Polynômes de Laguerre

L (k,α, x) =
x−α · ex
k!

·Dxk
¡
xα · e−x · xk

¢
L (0,α, x) = 1

L (1,α, x) = −x+ α+ 1

L (2,α, x) =
1

2
x2 − (α+ 2)x+ 1

2
(α+ 2) (α+ 1)

L (3,α, x) = −1
6
x3 +

1

2
(α+ 3)x2 − 1

2
(α+ 3) (α+ 2)x+

1

6
(α+ 3) (α+ 2) (α+ 1)

L (4,α, x) =

=
1

24
x4 − 1

6
(α+ 4) x3 +

1

4
(α+ 4) (α+ 3) x2

−1
6
(α+ 4) (α+ 3) (α+ 2) x+

1

24
(α+ 4) (α+ 3) (α+ 2) (α+ 1)

L (5,α, x) =

= − 1

120
x5 +

1

24
(α+ 5)x4 − 1

12
(α+ 5) (α+ 4)x3 +

1

12
(α+ 5) (α+ 4) (α+ 3)x2

− 1
24
(α+ 5) (α+ 4) (α+ 3) (α+ 2) x+

1

120
(α+ 5) (α+ 4) (α+ 3) (α+ 2) (α+ 1)

L (6,α, x) =

=
1

720
x6 − 1

120
(α+ 6)x5 +

1

48
(α+ 6) (α+ 5)x4 − 1

36
(α+ 5) (α+ 4) (α+ 6) x3

+
1

48
(α+ 5) (α+ 4) (α+ 3) (α+ 6)x2 − 1

120
(α+ 5) (α+ 4) (α+ 3) (α+ 2) (α+ 6)x

+
1

720
(α+ 6) (α+ 5) (α+ 4) (α+ 3) (α+ 2) (α+ 1)
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2.7 Polynômes de Hermite

2.7 Polynômes de Hermite

H (k, x) = (−1)k · ex2 ·Dxk
³
e−x

2
´

H (0, x) = 1

H (1, x) = 2x

H (2, x) = 4x2 − 2

H (3, x) = 8x3 − 12x

H (4, x) = 16x4 − 48x2 + 12

H (5, x) = 32x5 − 160x3 + 120x

H (6, x) = 64x6 − 480x4 + 720x2 − 120

H (7, x) = 128x7 − 1344x5 + 3360x3 − 1680x

H (8, x) = 256x8 − 3584x6 + 13440x4 − 13440x2 + 1680

H (9, x) = 512x9 − 9216x7 + 48384x5 − 80640x3 + 30240x

H (10, x) = 1024x10 − 23040x8 + 161280x6 − 403200x4 + 302400x2 − 30240

H (11, x) =

= 2048x11 − 56320x9 + 506880x7 − 1774080x5 + 2217600x3 − 665280x
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Polynômes de Hermite 2.7

H (12, x) =

= 4096x12 − 135168x10 + 1520640x8 − 7096320x6 + 13305600x4 − 7983360x2 + 665280

H (13, x) =

= 8192x13 − 319488x11 + 4392960x9 − 26357760x7 + 69189120x5 − 69189120x3 + 17297280x

H (14, x) =

= 16384x14 − 745472x12 + 12300288x10 − 92252160x8

+322882560x6 − 484323840x4 + 242161920x2 − 17297280

H (15, x) =

= 32768x15 − 1720320x13 + 33546240x11 − 307507200x9

+1383782400x7 − 2905943040x5 + 2421619200x3 − 518918400x

H (16, x) =

= 65536x16 − 3932160x14 + 89456640x12 − 984023040x10 + 5535129600x8

−15498362880x6 + 19372953600x4 − 8302694400x2 + 518918400

H (17, x) =

= 131072x17 − 8912896x15 + 233963520x13 − 3041525760x11 + 20910489600x9

−75277762560x7 + 131736084480x5 − 94097203200x3 + 17643225600x

H (18, x) =

= 262144x18 − 20054016x16 + 601620480x14 − 9124577280x12 + 75277762560x10

−338749931520x8 + 790416506880x6 − 846874828800x4 + 317578060800x2 − 17643225600

H (19, x) =

= 524288x19 − 44826624x17 + 1524105216x15 − 26671841280x13 + 260050452480x11

−1430277488640x9+4290832465920x7−6436248698880x5+4022655436800x3−670442572800x
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2.7 Polynômes de Hermite

H (20, x) =

= 1048576x20 − 99614720x18 + 3810263040x16 − 76205260800x14 + 866834841600x12

−5721109954560x10 + 21454162329600x8 − 42908324659200x6 + 40226554368000x4

−13408851456000x2 + 670442572800
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Polynômes de Legendre 2.8

2.8 Polynômes de Legendre

P (k, x) =
1

(−1)k · 2k · k!
·Dxk

³¡
1− x2

¢k´
P (0, x) = 1

P (1, x) = x

P (2, x) =
3

2
x2 − 1

2

P (3, x) =
5

2
x3 − 3

2
x

P (4, x) =
35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8

P (5, x) =
63

8
x5 − 35

4
x3 +

15

8
x

P (6, x) =
231

16
x6 − 315

16
x4 +

105

16
x2 − 5

16

P (7, x) =
429

16
x7 − 693

16
x5 +

315

16
x3 − 35

16
x

P (8, x) =
6435

128
x8 − 3003

32
x6 +

3465

64
x4 − 315

32
x2 +

35

128

P (9, x) =
12155

128
x9 − 6435

32
x7 +

9009

64
x5 − 1155

32
x3 +

315

128
x

P (10, x) =
46189

256
x10 − 109395

256
x8 +

45045

128
x6 − 15015

128
x4 +

3465

256
x2 − 63

256

P (11, x) =
88179

256
x11 − 230945

256
x9 +

109395

128
x7 − 45045

128
x5 +

15015

256
x3 − 693

256
x
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2.8 Polynômes de Legendre

P (12, x) =

=
676039

1024
x12 − 969969

512
x10 +

2078505

1024
x8 − 255255

256
x6 +

225225

1024
x4 − 9009

512
x2 +

231

1024

P (13, x) =

=
1300075

1024
x13 − 2028117

512
x11 +

4849845

1024
x9 − 692835

256
x7 +

765765

1024
x5 − 45045

512
x3 +

3003

1024
x

P (14, x) =

=
5014575

2048
x14 − 16900975

2048
x12 +

22309287

2048
x10 − 14549535

2048
x8

+
4849845

2048
x6 − 765765

2048
x4 +

45045

2048
x2 − 429

2048

P (15, x) =

=
9694845

2048
x15 − 35102025

2048
x13 +

50702925

2048
x11 − 37182145

2048
x9

+
14549535

2048
x7 − 2909907

2048
x5 +

255255

2048
x3 − 6435

2048
x

P (16, x) =

=
300540195

32768
x16 − 145422675

4096
x14 +

456326325

8192
x12 − 185910725

4096
x10 +

334639305

16384
x8

−20369349
4096

x6 +
4849845

8192
x4 − 109395

4096
x2 +

6435

32768

P (17, x) =

=
583401555

32768
x17 − 300540195

4096
x15 +

1017958725

8192
x13 − 456326325

4096
x11 +

929553625

16384
x9

−66927861
4096

x7 +
20369349

8192
x5 − 692835

4096
x3 +

109395

32768
x

P (18, x) =

=
2268783825

65536
x18 − 9917826435

65536
x16 +

4508102925

16384
x14 − 4411154475

16384
x12 +

5019589575

32768
x10

−1673196525
32768

x8 +
156165009

16384
x6 − 14549535

16384
x4 +

2078505

65536
x2 − 12155

65536
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Polynômes de Legendre 2.8

P (19, x) =

=
4418157975

65536
x19 − 20419054425

65536
x17 +

9917826435

16384
x15 − 10518906825

16384
x13 +

13233463425

32768
x11

−5019589575
32768

x9 +
557732175

16384
x7 − 66927861

16384
x5 +

14549535

65536
x3 − 230945

65536
x

P (20, x) =

=
34461632205

262144
x20− 83945001525

131072
x18+

347123925225

262144
x16− 49589132175

32768
x14+

136745788725

131072
x12

−29113619535
65536

x10 +
15058768725

131072
x8 − 557732175

32768
x6 +

334639305

262144
x4 − 4849845

131072
x2 +

46189

262144
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2.9 Polynômes de Tchebycheff

2.9 Polynômes de Tchebycheff

1e espèce

T (k, x) =

µ
−1
2
+ k

k

¶−1
· J
µ
k,−1

2
,−1
2
, x

¶

T (1, x) = 1

T (1, x) = x

T (2, x) = 2x2 − 1

T (3, x) = 4x3 − 3x

T (4, x) = 8x4 − 8x2 + 1

T (5, x) = 16x5 − 20x3 + 5x

T (6, x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1

T (7, x) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x

T (8, x) = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1

T (9, x) = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x

T (10, x) = 512x10 − 1280x8 + 1120x6 − 400x4 + 50x2 − 1

T (11, x) = 1024x11 − 2816x9 + 2816x7 − 1232x5 + 220x3 − 11x

T (12, x) = 2048x12 − 6144x10 + 6912x8 − 3584x6 + 840x4 − 72x2 + 1
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Polynômes de Tchebycheff 2.9

T (13, x) = 4096x13 − 13 312x11 + 16 640x9 − 9984x7 + 2912x5 − 364x3 + 13x

T (14, x) =

= 8192x14 − 28 672x12 + 39 424x10 − 26 880x8 + 9408x6 − 1568x4 + 98x2 − 1

T (15, x) =

= 16 384x15 − 61 440x13 + 92 160x11 − 70 400x9 + 28 800x7 − 6048x5 + 560x3 − 15x

T (16, x) =

= 32 768x16 − 131 072x14 + 212 992x12 − 180 224x10 + 84 480x8

−21 504x6 + 2688x4 − 128x2 + 1

T (17, x) =

65 536x17 − 278 528x15 + 487 424x13 − 452 608x11 + 239 360x9

−71 808x7 + 11 424x5 − 816x3 + 17x

2e espèce

U (k, x) = (k + 1) ·
µ
1
2
+ k

k

¶−1
· J
µ
k,
1

2
,
1

2
, x

¶

U (0, x) = 1

U (1, x) = 2x

U (2, x) = 4x2 − 1

U (3, x) = 8x3 − 4x

U (4, x) = 16x4 − 12x2 + 1

U (5, x) = 32x5 − 32x3 + 6x
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2.9 Polynômes de Tchebycheff

U (6, x) = 64x6 − 80x4 + 24x2 − 1

U (7, x) = 128x7 − 192x5 + 80x3 − 8x

U (8, x) = 256x8 − 448x6 + 240x4 − 40x2 + 1

U (9, x) = 512x9 − 1024x7 + 672x5 − 160x3 + 10x

U (10, x) = 1024x10 − 2304x8 + 1792x6 − 560x4 + 60x2 − 1

U (11, x) = 2048x11 − 5120x9 + 4608x7 − 1792x5 + 280x3 − 12x

U (12, x) = 4096x12 − 11 264x10 + 11 520x8 − 5376x6 + 1120x4 − 84x2 + 1

U (13, x) = 8192x13 − 24 576x11 + 28 160x9 − 15 360x7 + 4032x5 − 448x3 + 14x

U (14, x) =

16 384x14 − 53 248x12 + 67 584x10 − 42 240x8 + 13 440x6 − 2016x4 + 112x2 − 1

U (15, x) =

= 32 768x15 − 114 688x13 + 159 744x11 − 112 640x9 + 42 240x7 − 8064x5 + 672x3 − 16x

U (16, x) =

= 65 536x16 − 245 760x14 + 372 736x12 − 292 864x10 + 126 720x8

−29 568x6 + 3360x4 − 144x2 + 1

U (17, x) =

= 131 072x17 − 524 288x15 + 860 160x13 − 745 472x11 + 366 080x9

−101 376x7 + 14 784x5 − 960x3 + 18x
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Polynômes de Gegenbauer ou ultrasphériques 2.10

2.10 Polynômes de Gegenbauer ou ultrasphériques

G (k, γ, x) =
Γ (2γ + k) · Γ

¡
γ + 1

2

¢
Γ (2γ) · Γ

¡
γ + k + 1

2

¢ · J µk, γ − 1
2
, γ − 1

2
, x

¶
G (0, γ, x) = 1

G (1, γ, x) = 2γx

G (2, γ, x) = 2γ (γ + 1)x2 − γ

G (3, γ, x) =
4

3
γ (γ + 1) (γ + 2)x3 − 2γ (γ + 1)x

G (4, γ, x) =
2

3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3)x4 − 2γ (γ + 1) (γ + 2)x2 + 2 (γ + 1) γ

G (5, γ, x) =

=
4

15
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4)x5

−4
3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3)x3 + γ (γ + 1) (γ + 2)x

G (6, γ, x) =

=
4

45
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4) (γ + 5)x6

−2
3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4)x4

+γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3)x2 − 1
6
γ (γ + 1) (γ + 2)
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2.10 Polynômes de Gegenbauer ou ultrasphériques

G (7, γ, x) =

=
8

315
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4) (γ + 5) (γ + 6)x7

− 4
15

γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4) (γ + 5)x5

+
2

3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4)x3

−1
3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3)x

G (8, γ, x) =

=
2

315
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4) (γ + 5) (γ + 6) (γ + 7)x8

− 4
45

γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4) (γ + 5) (γ + 6)x6

+
1

3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4) (γ + 5)x4

−1
3
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3) (γ + 4)x2

+
1

24
γ (γ + 1) (γ + 2) (γ + 3)

Cas γ = 0 :

F (k, x) = limγ→0
1

γ
·
Γ (2γ + k) · Γ

¡
γ + 1

2

¢
Γ (2γ) · Γ

¡
γ + k + 1

2

¢ · J µk, γ − 1
2
, γ − 1

2
, x

¶

F (0, x) = 1

F (1, x) = 2x

F (2, x) = 2x2 − 1

F (3, x) =
8

3
x3 − 2x

F (4, x) = 4x4 − 4x2 + 1
2

F (5, x) =
32

5
x5 − 8x3 + 2x
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F (6, x) =
32

3
x6 − 16x4 + 6x2 − 1

3

F (7, x) =
128

7
x7 − 32x5 + 16x3 − 2x

F (8, x) = 32x8 − 64x6 + 40x4 − 8x2 + 1
4
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Chapitre 10

ESPACES LOCALEMENT

CONVEXES ORDONNÉS

Le corps de base est K = R ou C .

Version du 11 juin 2001
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10.1 Espaces vectoriels ordonnés

Soit F un espace vectoriel.

DEFINITION 1 Si F est muni d’un préordre noté 6 , nous dirons que F est un espace
vectoriel préordonné si ce préordre est compatible avec la structure d’espace vectoriel, i.e. si
pour tout ϕ,ψ, θ ∈ F et α ∈ R+ , on a

ϕ 6 ψ =⇒ ϕ+ θ 6 ψ + θ et α · ϕ 6 α · ψ .

LEMME

(i) Si F est préordonné, alors F+ := {ϕ ∈ F | ϕ > 0} est un cône convexe, i.e. pour tout
ϕ,ψ ∈ F et α ∈ R+ , on a ϕ+ ψ,α · ϕ ∈ F+ , et ϕ 6 ψ est équivalent à ψ − ϕ ∈ F+ .
(ii) Réciproquement si F+ est un cône convexe, alors la relation ψ − ϕ ∈ F+ , notée ϕ 6 ψ ,
définit une structure d’espace vectoriel préordonné sur F , et l’ensemble des éléments positifs
de F est F+ .

(iii) Pour qu’un espace vectoriel préordonné F soit ordonné, il faut et il suffit que que F+ soit
saillant , i.e. que F+ ∩ (−F+) = {0} .

C’est immédiat.

EXEMPLE K est ordonné par le cône R+ .

DEFINITION 2 Soient F et G des espaces vectoriels munis chacun d’un préordre et T :
F −→ G une application (semi-)linéaire. Nous dirons que T est positive si, pour tout ϕ ∈ F+ ,
on a Tϕ ∈ G+ , i.e. si pour tout ϕ,ψ ∈ F tels que ϕ 6 ψ , on a Tϕ 6 ψ .

Une forme semi-linéaire µ sur F est donc positive si, pour tout ϕ ∈ F+ , on a hϕ|µi > 0 ,
i.e. si pour tout ϕ,ψ ∈ F tels que ϕ 6 ψ , on a hϕ|µi 6 hψ|µi .

Si F et G sont localement convexes, nous désignerons par L+ (F,G) l’ensemble des applica-
tions linéaires continues positives de F dans G et par F †+ l’ensemble des formes semi-linéaires
continues sur F et positives.

Il serait préférable de dire que T (ou µ ) est croissante !

PROPOSITION Soient F et G des espaces localement convexes munis chacun d’un pré-
ordre.

524 ESPACES ORDONNÉS Claude Portenier



Espaces vectoriels ordonnés 10.1

(i) Si G+ est fermé dans G , alors L+ (F,G) est fermé dans Ls (F,G) .
En particulier F †+ est fermé dans F

† .

En effet, pour tout ϕ ∈ F , l’application
εϕ : Ls (F,G) −→ G : T 7−→ Tϕ

est continue et

L+ (F,G) =
\

ϕ∈F+

−1
εϕ (G+) .

¤
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10.2 Complexification et formes linéaires

Soit F un espace localement convexe complexe muni d’un préordre.

PROPOSITION Soit E un sous-espace vectoriel réel de F .

(i) Soit µ une forme semi-linéaire sur F . Pour qu’il existe des formes semi-linéaires ν, ρ sur
F , qui sont réelles sur E et telles que µ = ν + i · ρ , il faut et il suffit que

hE ∩ i ·E|µi = {0} .
On a

ν : E ⊕ i · E −→ C : ϕ+ i · ψ −→ Re hϕ|µi− i · Re hψ|µi
et

ρ : E ⊕ i · E −→ C : ϕ+ i · ψ −→ Im hϕ|µi− i · Im hψ|µi .
(ii) Soit F un espace localement convexe séparé. Pour que toute forme semi-linéaire continue
µ sur F se décompose sous la forme µ = ν+ i ·ρ pour certaines formes semi-linéaires continues
ν, ρ réelles sur E , il faut et il suffit que pour la topologie faible de F on ait

linCE = E
top
⊕ i · E .

Cette décomposition est unique si, et seulement si,

F = E ⊕top i · E .

Dmonstration de (i) La condition est nécessaire, car si ϕ ∈ E ∩ i ·E , il existe ψ ∈ E
tel que ϕ = i · ψ , donc

hϕ| νi = hi · ψ| νi = −i · hψ| νi ∈ R ∩ i ·R = {0} ,
ainsi que hϕ| ρi = 0 . Mais alors

hϕ|µi = hϕ| νi+ i · hϕ| ρi = 0 .
Réciproquement la fonction

ν : E + i · E −→ C : ϕ+ i · ψ 7−→ Re hϕ|µi− i · Re hψ|µi
est bien définie, car si ϕ+ i · ψ = 0 , on a ϕ,ψ ∈ E ∩ i ·E , donc hϕ|µi = hψ|µi = 0 . Elle est
évidemment additive et, pour tout α ∈ C , il vient

hα · (ϕ+ i · ψ)| νi = hReα · ϕ− Imα · ψ + i · (Imα · ϕ+Reα · ψ)| νi =

= Re hReα · ϕ− Imα · ψ|µi− i · Re hImα · ϕ+Reα · ψ|µi =

= α ·Re hϕ|µi− i · α · Re hψ|µi = α · h(ϕ+ i · ψ)| νi .
Elle est donc semi-linéaire et il suffit de considérer un prolongement semi-linéaire ν à F et de
poser ρ := −i · (µ− ν) , puisque

hϕ+ i · ψ| ρi = −i · [hϕ+ i · ψ|µi− (Re hϕ|µi− i ·Re hψ|µi)] =

526 ESPACES ORDONNÉS Claude Portenier



Complexification et formes linéaires 10.2

= −i · [i · Im hϕ|µi− i · i · Im hψ|µi] = Im hϕ|µi− i · Im hψ|µi .

Dmonstration de (ii) La condition E ∩ i · E = {0} est nécessaire par le théorème de
Hahn-Banach 3.6. D’autre part, la topologie de F étant définie par les formes semi-linéaires
continues qui sont réelles sur E , on en déduit que les applications

ϕ+ i · ψ 7−→ ϕ , ϕ+ i · ψ 7−→ ψ : linCE −→ E

sont continues, puisque il en est de même de

ϕ+ i · ψ 7−→ ϕ 7−→ hϕ| νi = Re hϕ+ i · ψ| νi .
On en déduit que

linCE −→ E ×E : ϕ+ i · ψ 7−→ (ϕ,ψ)

est continue, donc linCE est isomorphe à E ×E , puisque l’addition
(ϕ,ψ) 7−→ ϕ+ i · ψ : E ×E −→ linCE

est évidemment continue. Ainsi linCE = E
top
⊕ i ·E par l’exemple 2.10.5.

Réciproquement en reprenant la construction algébrique ci-dessus, il suffit de constater
que la forme semi-linéaire ν est continue sur linCE et qu’elle possède par Hahn-Banach un
prolongement continu à F .

La dernière partie est immédiate. ¤

REMARQUE 1 Rappelons qu’une forme C-semi-linéaire µ est univoquement déterminée
par sa partie réelle (cf. remarque 3.6.2). On a

hϕ|µi = Re hϕ|µi+ i ·Re hiϕ|µi . (∗)

COROLLAIRE

(i) Une forme semi-linéaire µ sur F est positive si, et seulement si,

Re hF+ + i · (F+ − F+)|µi ⊂ R+ .
(ii) Soit µ une forme semi-linéaire sur F . Pour qu’il existe des formes semi-linéaires positives
ν, ρ sur F telles que µ = ν + i · ρ , il faut et il suffit que

h(F+ − F+) ∩ i · (F+ − F+)|µi = {0}
et que

Re hF+ − i · F+|µi ⊂ R+ .

Dmonstration de (i) En effet la formule (∗) montre que hϕ|µi > 0 est équivalent à
Re hϕ|µi > 0 et Re hiϕ|µi = 0 .

Dmonstration de (ii) La seconde condition est nécessaire et suffisante pour la positi-
vité, car pour tout ϕ,ψ ∈ F+ , on a

Re hϕ− i · ψ|µi = Re hϕ|µi+ Im hψ|µi = hϕ| νi+ hψ| ρi
et

hϕ| νi = Re hϕ|µi et hψ| ρi = Im hψ|µi = Re h−i · ψ|µi .
¤
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REMARQUE 2 H.H. Schäfer définit dans son livre 2 la positivité d’une forme (semi-)linéaire
complexe par la positivité de Re h·|µi . Ceci lui permet de ramener immédiatement le cas
complexe au cas réel grâce à la formule (∗) . Que signifie cette positivité ? Dans le cas d’un
espace ordonné complexifié ordonné par le cône F+ − i · F+ le corollaire (ii) caractérise cette
notion.

2 H.H. Schäfer, Topological vector spaces, MacMillan, New York, 1966.
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10.3 Décomposition en formes linéaires positives

Soit F un espace localement convexe muni d’un préordre.

THEOREME On suppose qu’il existe une famille de semi-normes croissantes sur F+ défi-
nissant la topologie de F .

(i) Si F est séparé, alors F est ordonné.

(ii) On a

F † = linK F
†
+ ;

plus précisément toute forme semi-linéaire continue s’écrit sous la forme

µ =
X
ε2=1

ε · µε si K = R et µ =
X
ε4=1

ε · µε si K = C ,

chaque µε étant une forme semi-linéaire continue positive.

Dmonstration de (i) En effet pour tout ϕ ∈ F+ ∩ (−F+) , on a ϕ,−ϕ > 0 , i.e.
0 6 ϕ 6 0 , donc 0 6 p (ϕ) 6 0 pour toute semi-norme continue p croissante sur F+ , donc
ϕ = 0 par la proposition 2.5.

Dmonstration de (ii) Grâce à la proposition 10.2.ii, on ramène le cas complexe au cas
réel en remplaçant F par F+ − F+ . Il nous suffit donc de montrer que toute forme linéaire µ
continue sur F est la différence de deux formes linéaires continues positives.

Puisque µ est continue, il existe une semi-norme p continue sur F et croissante sur F+ telle
|µ| 6 p . On a donc µ 6 p et nous allons prouver qu’il existe une forme linéaire ν positives telle
que ν 6 p et ν − µ soit positive, i.e.

ν 6 p , ν 6 0 sur − F+ , ν 6 µ sur − F+ .
Le résultat en découle puisque µ = ν − (ν − µ) , |ν| 6 p et |ν − µ| 6 2p . D’après le principe
d’Orlicz 3.6, il nous suffit de montrer que la fonctionnelle définie, pour tout ϕ ∈ F , par

q (ϕ) := infϕ1∈F,ϕ2,ϕ3∈F+,ϕ=ϕ1−ϕ2−ϕ3 [p (ϕ1)− 0− µ (ϕ3)]
est finie. On a évidemment q (ϕ) 6 p (ϕ) <∞ et comme 0 6 ϕ3 6 ϕ2 + ϕ3 = ϕ1 − ϕ , il vient

µ (ϕ3) 6 p (ϕ3) 6 p (ϕ2 + ϕ3) = p (ϕ1 − ϕ) 6 p (ϕ1) + p (−ϕ) ,
donc

−p (−ϕ) 6 p (ϕ1)− µ (ϕ3)
et par suite

−∞ < −p (−ϕ) 6 q (ϕ)
¤
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DEFINITION Nous dirons que F est un espace localement convexe ordonné si F est séparé,
s’il existe une famille de semi-normes croissantes sur F+ définissant la topologie de F et si F+
est fermé.

Ainsi

COROLLAIRE Si F est un espace localement convexe ordonné, alors F † = linK F
†
+ .

En outre Fσ est un espace localement convexe ordonné si, et seulement si, F † = linK F
†
+ .

Pour la seconde assertion il suffit de constater que

|h ·|µi| 6
X
ε

|h ·|µεi|

et que le membre de droite est une semi-norme continue sur Fσ et croissante sur F+ . ¤

REMARQUE On peut écrire tout z ∈ C de manière unique sous la forme
z =

X
ε4=1

ε · zε et zε ∈ R+ .

On a z±1 = (Re z)
± et z±i = (Im z)

± et zε 6 |z| .
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10.4 Prolongement d’une forme linéaire positive

DEFINITION 1 Si p : F −→ eR est une fonctionnelle sous-linéaire, on pose
p6 := p ∧∞{(−F+) .

LEMME Pour tout ϕ ∈ F , on a
p6 (ϕ) = infψ∈F,ψ>ϕ p (ψ)

et p6 est la, plus grande fonction croissante sur F qui soit plus petite que p .

Par définition on a

p6 (ϕ) = infψ∈F,θ∈−F+,ϕ=ψ+θ [p (ψ) + 0] = infψ∈F,ψ>ϕ p (ψ)

et si f : F −→ R est croissante et telle que f 6 p , on a immédiatement f 6 p6 . ¤

THEOREME Soient K = R , F un espace vectoriel, p une fonctionnelle sous-linéaire sur
F , E un sous-espace vectoriel de F , τ une forme linéaire sur E et considérons la fonction sur
F définie par

q (ϕ) := infϕ,ψ∈F,²∈E,ϕ6ψ+² [p (ψ) + τ (²)] ∈ R .

(i) q est croissante et on a q (0) = 0 si, et seulement si, τ 6 p6 sur E .
(ii) Soit µ une forme linéaire. Pour que µ soit 6 p , positive et prolonge τ , il faut et il suffit
que µ 6 q .
(iii) On a q < ∞ sur F si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ F , il existe ψ ∈ F et ² ∈ E tels
que ϕ 6 ψ + ² et p (ψ) <∞ .

Dans ce cas, il existe une forme linéaire positive µ 6 p qui prolonge τ , si, et seulement
si, τ 6 p6 sur E .

Dmonstration de (i) Il est clair que q est croissante. D’autre part q (0) = 0 est équi-
valent à p (ψ) + τ (²) > 0 , pour tout ψ ∈ F et ² ∈ E tels que 0 6 ψ+ ² , donc à τ (²) 6 p (ψ) ,
pour tout ψ ∈ F et ² ∈ E tels que ² 6 ψ . Finalement cette condition est équivalente à τ 6 p6
sur E .

Dmonstration de (ii) Cela découle du théorème 2.1.i, car notre problème s’écrit sous
la forme

µ 6 p , µ 6 0 sur − F+ et µ 6 τ sur E ,

et la fonctionnelle correspondante est

infϕ,ψ∈F,θ∈F+,²∈E,ϕ=ψ−θ+² [p (ψ) + 0 + τ (²)] = infϕ,ψ∈F,²∈E,ϕ6ψ+² [p (ψ) + τ (²)] = q (ϕ) .

Dmonstration de (iii) La première partie est immédiate. La condition de la seconde
partie est nécessaire par (i), car 0 = µ (0) 6 q (0) entraîne q (0) = 0 . Réciproquement on a
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q (0) = 0 et comme q < ∞ sur F , on vérifie immédiatement que q est sous-linéaire à valeurs
dans −eR . Pour tout ϕ ∈ F , on a alors

0 = q (0) = q (ϕ− ϕ) 6 q (ϕ) + q (−ϕ) ,
donc

−∞ < −q (−ϕ) 6 q (ϕ) ,
ce qui montre que q est une forme sous-linéaire. Par le principe d’Orlicz 3.6, il existe une forme
linéaire µ 6 p qui prolonge τ . ¤

COROLLAIRE Si E est cofinal dans F , i.e. si pour tout ϕ ∈ F il existe ² ∈ E tel que
ϕ 6 ² , alors toute forme linéaire positive τ sur E , pour l’ordre induit par E ∩ F+ sur E ,
possède un prolongement linéaire positif sur F .

En posant p := ∞{(Fr{0}) , on a p6 = ∞{(−F+) . La cofinalité montre que q < ∞ sur F ,
tandis que l’hypothèse sur τ entraîne τ 6 p6 sur E . ¤
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10.5 Espaces de Fréchet ordonnés

LEMME Si p est une semi-norme sur F , alors la fonction définie sur F parep (ϕ) := ^
u∈U∩K

¡
p|u·F+

¢∞
= inf

(ϕu)∈F
(U∩K)
+ ,ϕ=

P
u∈U∩K u·ϕu

X
u∈U∩K

p (ϕu)

est une semi-norme sur linK F+ telle que p 6 ep et p = ep sur (U ∩K) · F+ .
On a

{ep 6 1} = cs ({p 6 1} ∩ F+) .
Pour tout ϕ ∈ F et (ϕu) ∈ F

(U∩K)
+ tels que ϕ =

P
u∈U∩K u · ϕu , on a

p (ϕ) 6
X
u∈U∩K

p (u · ϕu) =
X
u∈U∩K

p (ϕu)

d’où l’on tire p (ϕ) 6 ep (ϕ) . Finalement par la proposition 3.10.vi, on obtient
{ep 6 1} = coÃ [

u∈U∩K

©¡
p|u·F+

¢∞ 6 1ª! =
= co

Ã [
u∈U∩K

u · ({p 6 1} ∩ F+)
!
= cs ({p 6 1} ∩ F+) .

¤

REMARQUE 1 Soit K = C et admettons que linR F+ ∩ i · linR F+ = {0} . Pour tout ϕ ∈
linR F+ , on a ep (ϕ) = infψ,θ∈F+,ϕ=ψ−θ [p (ψ) + p (θ)] .

Pour toute famille (ϕu) ∈ FU+ telle que ϕ =
P

u∈U u ·ϕu ∈ linR F+ , on a
P

u∈U Imu ·ϕu = 0
grâce à l’hypothèse, donc

ϕ =
X
u∈U

Reu · ϕu =
X
u∈U

(Reu)+ · ϕu −
X
u∈U

(Reu)− · ϕu

et

p

ÃX
u∈U

(Reu)+ · ϕu

!
+ p

ÃX
u∈U

(Reu)− · ϕu

!
6
X
u∈U

(Reu)+ · p (ϕu) +
X
u∈U

(Reu)− · p (ϕu) =

=
X
u∈U

|Reu| · p (ϕu) 6
X
u∈U

p (ϕu) .

On a doncep (ϕ) 6 infψ,θ∈F+,ϕ=ψ−θ [p (ψ) + p (θ)] 6 inf(ϕu)∈FU+,ϕ=Pu∈U u·ϕu

X
u∈U

p (ϕu) = ep (ϕ) .
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Si ϕ = ψ + i · θ =
P

u∈U u · ϕu , on a

ψ =
X
u∈U

Reu · ϕu et θ =
X
u∈U

Imu · ϕu ,

donc

cos t · ψ + sin t · θ =
X
u∈U

(cos t · Reu+ sin t · Imu) · ϕu =

=
X
u∈U

Re
¡
e−it · u

¢
· ϕu ,

et par suite ep (cos t · ψ + sin t · θ) 6X
u∈U

ep ¡Re ¡e−it · u¢ · ϕu¢ 6
6
X
u∈U

ep (ϕu) =X
u∈U

p (ϕu) .

Ainsi

supt∈R ep (cos t · ψ + sin t · θ) 6 ep (ϕ) 6 ep (ψ) + ep (θ) .
EXEMPLE 1 Soient K = R et p : R2 −→ R+ une semi-norme telle que

p (x, y) = x+ y pour tout x, y > 0 ,
par exemple p (x, y) = |x+ y| . On a alorsep (x, y) = |x|+ |y| .

En effetep (x, y) = infs,t,u,v>0,x=s−u,y=t−v [p (s, t) + p (u, v)] = infs,t,u,v>0,x=s−u,y=t−v [s+ t+ u+ v] =
= infs,t,u,v>0,x=s−u,y=t−v [x+ y + 2 (u+ v)] = x+ y + 2 (x− + y−) = |x|+ |y| .

¤

EXEMPLE 2 Soient K = C et p : C −→ R+ une semi-norme. On a alorsep (z) = p (|z|) = p (1) · |z| .
C’est immédiat puisque z = sgn (z) · |z| . ¤

THEOREME Nous supposerons lorsque K = C que

linC F+ = (F+ − F+)
top
⊕ i · (F+ − F+) .

Si la topologie de F est définie par une suite (pk)k∈N de semi-normes, i.e. F est métrisable, et
si F+ est séquentiellement complet, alors linK F+ est complet pour la topologie T(fpk) définie par
les semi-normes ( epk)k∈N correspondantes.

Nous pouvons supposer que K = R , que (pk) est croissante et soit (ϕl) une suite de Cauchy
dans F+−F+ . Il nous suffit de montrer qu’il existe une sous-suite convergente dans F+−F+ .
Puisque, pour tout k ∈ N , on a limp,q→∞ epk ¡ϕp − ϕq

¢
= 0 , il existe par récurrence une suite
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strictement croissante α de N telle epk ¡ϕp − ϕα(k)

¢
< 1

2k
pour tout p > α (k) . On peut donc en

extrayant au besoin une sous-suite admettre que epk ¡ϕk+1 − ϕk
¢
< 1

2k
.

Il existe donc ψk, θk ∈ F+ tels que ϕk+1 − ϕk = ψk − θk et

pk (ψk) + pk (θk) 6
1

2k−1
.

Mais
∞X
l=k

pk (ψl) 6
∞X
l=k

pl (ψl) 6
∞X
l=k

1

2l−1
<∞ ,

ce qui montre que la série
P

l ψl est absolument convergente. Il en est de même de
P

l θl . Par
le critère de Weierstraß (cf. théorème 2.5.ii), adapté au cas d’un cône convexe séquentiellement
complet, les séries

P
l ψl et

P
l θl sont convergentes dans F+ pour T(pk) . Mais comme epk = pk

sur F+ , elles convergent aussi pour T(fpk) . On en déduit que la suite (ϕk)k∈N est convergente,
puisque

ϕk = ϕ0 +
k−1X
l=0

¡
ϕl+1 − ϕl

¢
=

k−1X
l=0

ψl −
k−1X
l=0

θl .

¤

REMARQUE 2 Dans le cas complexe, sans l’hypothèse, on pourrait espérer que l’argument
suivant conduise au but. Pour tout k ∈ N , il existe une suite à support fini

¡
ψku
¢
∈ FU+ telle

que ϕk+1 − ϕk =
P

u∈U u · ψku et X
u∈U

pk
¡
ψku
¢
6 1

2k
.

On a X
u∈U

∞X
l=k

pk
¡
ψlu
¢
6

∞X
l=k

X
u∈U

pl
¡
ψlu
¢
6

∞X
l=k

1

2l
<∞ ,

donc toutes les séries
P∞

l=0 ψ
l
u sont convergentes dans F+ . En outre

P
u∈U u ·

¡P∞
l= ψlu

¢
est

absolument convergente. Mais elle n’est pas en général convergente comme le montre l’exemple
suivant.

Dans l’espace de Hilbert H := `2C (N) , on pose

H+ := co

Ã[
k∈N
[R+ · (e2k + k · e2k+1) + iR+ · e2k+1]

!
.

Ce cône convexe est saillant et fermé, donc complet. On a alors

H+ −H+ = ¢
k∈N
[R · (e2k + k · e2k+1)¢ iR · e2k+1]

dans l’espace de Hilbert réel `2C (N) muni du produit scalaire Re ( ·| ·) , ainsi que
linCH+ = ¢

k∈N
C · (e2k + k · e2k+1) + ¢

k∈N
C · e2k+1 6= `2C (N) ,

mais dense dans `2C (N) , puisque
e2k = (e2k + k · e2k+1)− k · e2k+1 ∈ linCH+ .

La suite
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COROLLAIRE Si F est un espace de Fréchet définit par la suite de semi-normes (pk)k∈N
et F+ un cône convexe fermé tel que

F = F+ − F+ si K = R et F = (F+ − F+)
top
⊕ i · (F+ − F+) si K = C ,

alors la suite ( epk)k∈N définit aussi la topologie de F .
Si F est un espace de Banach, il existe c ∈ R+ tel que

kϕk 6gkϕk 6 c · kϕk pour tout ϕ ∈ F .
En outre, pour tout µ ∈ F † , on a

kµk+ := supϕ∈F+,kϕk61 |hϕ|µi| 6 kµk 6 c · kµk+ .

En effet

Id : F(fpk) −→ F(pk)

est continue puisque pk 6 epk , d’où la première partie par le théorème d’isomorphie de Banach
3.14.

Pour la seconde, étant donné ϕ ∈ F tel que kϕk 6 1 , on a gkϕk 6 c · kϕk 6 c et, pour tout
ε > 0 , il existe (ψu) ∈ FU∩K+ telle que ϕ =

P
u∈U∩K u · ψu et

P
u∈U∩K kψuk 6 c+ ε . On a alors

|hϕ|µi| 6
X
u∈U∩K

|hψu|µi| 6
Ã X
u∈U∩K

kψuk
!
· kµk+ 6 (c+ ε) · kµk+ ,

donc kµk 6 (c+ ε) · kµk+ , ce qui finit de prouver notre assertion. ¤
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10.6 Continuité des applications linéaires positives

THEOREME Soit F est un espace de Fréchet et F+ un cône convexe fermé tel que

F = F+ − F+ si K = R et F = (F+ − F+)
top
⊕ i · (F+ − F+) si K = C .

Alors toute forme linéaire positive sur F est continue.

Nous pouvons supposer que K = R . Si (pk)k∈N est une suite croissante de semi-normes
définissant la topologie de F , par le corollaire 10.5 il en est de même de la suite croissante
de semi-normes ( epk)k∈N . Si µ est une forme linéaire positive qui n’est pas continue, pour tout
k ∈ N , on a |h ·|µi|  2k · epk . Il existe donc ϕk ∈ F tel que epk (ϕk) < 1

2k
et |hϕk|µi| > 1 , puis

ψk, θk ∈ F+ tels que ϕk = ψk − θk et pk (ψk) + pk (θk) 6 1
2k
. Comme µ est positive et

|hψk|µi− hθk|µi| > 1 ,
on a hψk|µi > 1

2
ou hθk|µi > 1

2
. Il existe donc une suite (γk)k∈N ⊂ F+ telle que hγk|µi > 1

2
et

pk (γk) 6 1
2k
. La série

P
l∈N γl est absolument convergente puisque, pour tout k ∈ N , on a

∞X
l=k

pk (γl) 6
∞X
l=k

pl (γl) 6
∞X
l=k

1

2l
<∞ .

Elle est donc convergente par le critère de Weierstraß et en posant γ =
P

l∈N γl , il vient

∞ > hγ|µi >
*

kX
l=0

γl

¯̄̄̄
¯µ
+
> k + 1

2
,

ce qui est absurde. ¤

COROLLAIRE Si G est un espace localement convexe ordonné, alors toute application
linéaire positive de F dans G est continue.

Si F et G sont des espaces de Banach, alors L+ (F,G) est faiblement complet.

Soit T : F −→ G une application linéaire positive. Par le corollaire 10.3 on a G† = linKG
†
+

et pour tout ν ∈ G†+ , la forme linéaire hT | νi sur F est positive, donc continue. Ceci montre
que T est faiblement continue continue, donc continue puisque F est tonnelé, donc muni de sa
topologie de Mackey (cf. théorème 3.11, i et ii).

L’espace L (F,G)σ est un sous-espace de L (F,G)
†~ , donc muni de la topologie induite

par σ
³
L (F,G)†~ ,L (F,G)†

´
et L (F,G)†~ est complet pour cette topologie. Il suffit alors de

remarquer que

L+ (F,G) = L+ (F,G) =
\

ϕ∈F,ν∈G†+

{T ∈ L (F,G) | hTϕ| νi > 0} ,

car G+ =
³
G†+

´◦
, puis que la forme linéaire

T 7−→ hTϕ| νi : L (F,G) −→ K
est continue. ¤
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10.7 Séries entières

THEOREME Soient F un espace localement convexe séquentiellement complet,
P∞

l=0 ϕl · zl
une série entière à valeur dans F dont le rayon de convergence est R et, pour tout µ ∈ F † ,
désignons par Rµ le rayon de convergence de la série

P∞
l=0 hµ |ϕl i · zl , . Alors

(i) La série
P∞

l=0 ϕl · zl converge absolument pour tout z ∈ C tel que |z| < R et on a la
formule d’Hadamard

R =
1

lim supk kϕkk
1
k

.

Elle converge dans F normalement, donc uniformément, sur tout disque fermé B (0, ρ) tel que
ρ < R .

(ii) On a

R = infµ∈F † Rµ .

Dmonstration de (i) Cela se démontre comme dans le cas classique.

Dmonstration de (ii) Il est clair que, pour tout µ ∈ F † , on a R 6 Rµ . Soit donc
z ∈ C tel que |z| < infµ∈F † Rµ . Choisissons r ∈ R+ tel que |z| < r < infµ∈F † Rµ . Puisque la
série

P∞
l=0 hµ |ϕl i · rl converge absolument, la suite

¡
hµ |ϕl i · rl

¢
l∈N converge vers 0 , donc est

bornée. Cela signifie que la suite
¡
ϕl · rl

¢
l∈N est faiblement bornée, donc bornée dans F . Si p

est une semi-norme continue sur F , on a donc supl∈N p
¡
ϕl · rl

¢
<∞ et on obtient

∞X
l=0

p
¡
ϕl · zl

¢
=

∞X
l=0

p
¡
ϕl · rl

¢
·
µ
|z|
r

¶l
<∞

puisque |z|
r
< 1 . Ceci montre que la série est normalement convergente, donc convergente par

le critère de Weierstraß. Ainsi |z| 6 R , donc infµ∈F † Rµ 6 R . ¤
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10.8 Complétion et compacité

PROPOSITION Soient F un espace localement convexe et P une famille de semi-normes
s.c.i. sur F définissant une topologie plus fine que celle de F . Pour qu’un filtre F sur F converge
dans FP , il faut et il suffit qu’il soit un filtre de Cauchy pour FP et qu’il converge dans F .

En particulier si C est une partie complète dans F , alors C est complète dans FP .

Puisque FP −→ F est continue, la condition est nécessaire. Réciproquement soit ϕ = limF
dans F . Etant donné p ∈ P et ε > 0 , il existe A ∈ F tel que p (A−A) 6 ε . Pour tout
ψ ∈ A , on a donc p (ψ −A) 6 ε , et comme ϕ appartient à l’adhérence de A dans F et que
{p (ψ − ¦) 6 ε} est fermé dans F , on obtient p (ψ − ϕ) 6 ε , i.e. p (A− ϕ) 6 ε . Ceci finit de
prouver que ϕ = limF dans FP .

Si F est un filtre de Cauchy sur C pour FP , c’est un filtre de Cauchy dans F , qui converge
dans C . Il converge donc dans FP par ce qui précède. ¤

REMARQUE 1 Les topologies localement convexes auxquelles on peut appliquer ce résultat
sont exactement celles qui sont plus fines que celle de F et moins fine que β

¡
F, F †

¢
.

REMARQUE En particulier si F est quasi-complet, alors F l’est aussi pour τ
¡
F, F †

¢
et

β
¡
F,F †

¢
.

LEMME Soient

F
¯̄
F †
®
une semi-dualité séparante et A ⊂ F . On munit F d’une topolgie

localement convexe entre σ
¡
F, F †

¢
et β

¡
F,F †

¢
.

(i) Si toute suite infinie de A a une valeur d’adhérence, alors A est précompacte.

(ii) Pour que A soit relativement compacte, il faut et il suffit que que A soit précompacte et
relativement compacte dans Fσ .

THEOREME Soient F espace localement convexe séparé et A une partie de F . Nous
supposons que cs (A) est complète pour τ

¡
F, F †

¢
.

(i) Eberlein Pour que A soit relativement compacte, il faut et il suffit que que toute suite
infinie de A ait une valeur d’adhérence.

(ii) Krein Si A est relativement compacte, alors cs (A) est compacte.

REMARQUE 2 Le théorème est applicable lorsque F est quasi-complet pour τ
¡
F,F †

¢
.

En effet, dans les deux cas A est nécessairement précompacte, donc bornée, par le lemme ;
cs (A) est donc bornée, et par suite complète pour τ

¡
F, F †

¢
. ¤

COROLLAIRE (Šmulian) Si F est limite inductive stricte d’une suite d’espace de Fréchet
et A une partie de F , alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) A est relativement compacte dans Fσ .

(ii) Toute suite infinie de points de A a une valeur d’adhérence dans Fσ .

(iii) De toute suite infinie de points de A , on peut extraire une sous-suite qui converge dans
Fσ .

540 ESPACES ORDONNÉS Claude Portenier



Fonctions holomorphes vectorielles 10.9

10.9 Fonctions holomorphes vectorielles

PROPOSITION Soient F un espace localement convexe quasi-complet pour la topologie de
Mackey τ

¡
F, F †

¢
, X un espace compact, m une intégrale de Radon sur X et ζ : X −→ F une

application faiblement continue. Alors ζ est m-intégrable dans F .
Si p est une semi-norme de Mackey sur F , on a

p

µZ
ζ dm

¶
6 m (X) · kp ◦ ζk∞ .

En particulier si (ζk)k∈N est une suite d’applications faiblement continues de X dans Fτ qui
converge uniformément vers ζ , i.e. pour toute semi-norme de Mackey p sur F , on a

limk kp ◦ (ζk − ζ)k∞ = 0 ,
alors

limk

Z
ζk dm =

Z
ζ dm .

La première partie a été démontrée dans la remarque 3.12.3. Elle utilise le théorème de
Krein 3. Si ζ : X −→ Fτ est continue, la démonstration est simple. Puisque ζ (X) est compacte
dans Fτ , elle est précompacte, donc aussi cs [ζ (X)] . Mais cette partie est fermée bornée, donc
complète par hypothèse et par suite compacte pour la topologie de Mackey, donc faiblement
compacte !

Par le corollaire 3.6.ii, on a

p

µZ
ζ dm

¶
= supµ∈F †,||µi|6p

¯̄̄̄¿Z
ζ dm

¯̄̄̄
µ

À¯̄̄̄
6 supµ∈F †,||µi|6p

Z
|hζ|µi| dm 6

6 m (X) · supµ∈F †,||µi|6p,x∈X |hζ|µi| = m (X) · supx∈X p (ζ (x)) = m (X) · kp ◦ ζk∞ .

¤

LEMME Pour tout r ∈ R∗+ , z ∈ C tels que |z| < r et k ∈ Z , on aZ 1

0

(r · e2πi·t)k+1

r · e2πi·t − z dt = 1R+ (k) ·
³z
r

´k
.

En effetZ 1

0

(r · e2πi·t)k+1

r · e2πi·t − z dt =
Z 1

0

(r · e2πi·t)k

1− z
r
· e−2πi·t dt =

Z 1

0

∞X
l=0

¡
r · e2πi·t

¢k · ³z
r
· e−2πi·t

´l
=

= rk ·
∞X
l=0

³z
r

´l
·
Z 1

0

e2πi(k−l)·t dt = rk ·
∞X
l=0

³z
r

´l
· δl,k = 1[0,∞[ (k) · zk .

¤

3 N. Bourbaki, EVT IV, §5, n◦5, théorème 3.
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THEOREME Soient F un espace localement convexe complexe quasi-complet pour la topo-
logie de Mackey τ

¡
F,F †

¢
, Z un ouvert de C , f : Z −→ F et, pour tout µ ∈ F †

hµ| fi : Z −→ C : z 7−→ hµ |f (z)i .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est holomorphe à valeurs dans Fτ , i.e. pour tout z ∈ Z ,

∂f (z) := limC∗3h→0
1

h
· [f (z + h)− f (z)]

existe dans Fτ .

(ii) f est faiblement holomorphe, i.e. hµ| fi est holomorphe pour tout µ ∈ F † .
(iii) f est faiblement analytique, i.e. hµ| fi est analytique pour tout µ ∈ F † .
(iv) Formule de Cauchy f est faiblement continue et, pour tout disque fermé B de rayon
r contenu dans Z , la fonction w 7−→ f(w)

w−z : ∂B −→ F intégrable dans F et on a

f (z) =
1

2πi

Z
∂B

f (w)

w − z dw .

(v) f est analytique, i.e. f est développable en une série entière convergente dans Fτ au
voisinage de chaque point z ∈ Z .

Dans ce cas, pour tout z ∈ Z , on a
hµ |∂f (z)i = ∂ hµ| fi (z) ,

f est indéfiniment dérivable, pour tout l ∈ N , la fonction f

(¦−z)l : ∂B −→ F est intégrable dans
F et on a

f (z) =
∞X
l=0

"
1

2πi

Z
∂B

f (w)

(w − c)l+1
dw

#
· (z − c)l ,

ainsi que

∂lf (c) =
l!

2πi

Z
∂B

f (w)

(w − c)l+1
dw .

En outre la série entière
P∞

l=0
∂lf(c)
l!
· (z − c)l est convergente dans le plus grand disque ouvert

D de centre c contenu dans Z .

(i) ⇒ (ii) Puisque µ ∈ F † est continue sur F , on a

hµ |∂f (z)i = limC∗3h→0
1

h
· [hµ| f (z + h)i− hµ |f (z)i] = ∂ hµ| fi (z) .

(ii) ⇒ (iii) Soient B un disque fermé de rayon r , de centre c , contenu dans Z et z ∈ B◦ .
Le bord ∂B est paramétré par

t 7−→ c+ r · e2πi·t : [0, 1] −→ C .
Pour s, t ∈ [0, 1] , on a¯̄

z + s ·
£
r · e2πi·t − z

¤¯̄
=
¯̄
(1− s) · z + s · r · e2πi·t

¯̄
6 (1− s) · |z|+ s · r 6 r

et posons

g (s) :=

Z 1

0

hµ |f (z + s · [r · e2πi·t − z])− f (z)i
c+ r · e2πi·t − z · r · e2πi·t dt .
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On peut montrer (Goursat) que g est dérivable de dérivée ∂g = 0 ; g est donc constante. Mais
comme g (0) = 0 , on obtient g (1) = 0 , et par suite

hµ |f (z)i =
Z 1

0

hµ |f (z)i
c+ r · e2πi·t − z · r · e

2πi·t dt =

=

Z 1

0

hµ |f (z + [c+ r · e2πi·t − z])i
c+ r · e2πi·t − z · r · e2πi·t dt = 1

2πi

Z
∂B

hµ |f (w)i
w − z dw ,

puisque
R 1
0

r·e2πi·t
r·e2πi·t−(z−c) dt = 1 par le second lemme.

Finalement, on a obtient

hµ |f (z)i = 1

2πi

Z
∂B

hµ |f (w)i
(w − c)

¡
1− z−c

w−c
¢ dw =

=
1

2πi

Z
∂B

"
hµ |f (w)i
w − c ·

∞X
l=0

µ
z − c
w − c

¶l#
dw =

∞X
l=0

"
1

2πi

Z
∂B

hµ |f (w)i
(w − c)l+1

dw

#
· (z − c)l ,

car
¯̄
z−c
w−c
¯̄
= |z−c|

r
< 1 pour tout w ∈ ∂B .

(iii) ⇒ (iv) Si f est faiblement analytique, la fonction w 7−→ f(w)
w−z : ∂B −→ F est faible-

ment continue, donc intégrable dans F par le premier lemme. D’autre part on a

hµ |f (w)i =
∞X
l=0

aµl · (w − c)
l ,

et il vient ¿
µ

¯̄̄̄
1

2πi

Z
∂B

f (w)

w − z dw
À
=

1

2πi

Z
∂B

hµ |f (w)i
w − z dw =

=
1

2πi

Z
∂B

1

w − z

Ã ∞X
l=0

aµl · (w − c)
l

!
dw =

∞X
l=0

aµl ·
1

2πi

Z
∂B

(w − c)l

w − z dw =

=
∞X
l=0

aµl · (z − c)
l = hµ |f (z)i ,

puisque

1

2πi

Z
∂B

(w − c)l

w − z dw =

Z 1

0

(r · e2πi·t)l+1

r · e2πi·t − (z − c) dt = (z − c)
l

par le second lemme. Nous avons donc montré que

f (z) =
1

2πi

Z
∂B

f (w)

w − z dw .

(iv) ⇒ (v) Si c est le centre de B , on a évidemment

f (z) =
1

2πi

Z
∂B

f (w)

(w − c)
¡
1− z−c

w−c
¢ dw =

=
1

2πi

Z
∂B

" ∞X
l=0

f (w)

w − c ·
µ
z − c
w − c

¶l#
dw =

∞X
l=0

"
1

2πi

Z
∂B

f (w)

(w − c)l+1
dw

#
· (z − c)l ,
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car la série
P∞

l=0
f
¦−c ·

¡
z−c
¦−c
¢l
converge dans Fτ normalement, donc uniformément sur ∂B . En

effet
¯̄
z−c
w−c
¯̄
= |z−c|

r
< 1 pour tout w ∈ ∂B et la partie f (∂B) est faiblement compacte, donc

faiblement bornée et par suite bornée pour la topologie de Mackey. On a donc kp ◦ fk∞,∂B <∞
et °°°°°p ◦

Ã
f

¦− c ·
µ
z − c
¦− c

¶l!°°°°°
∞,∂B

= kp ◦ fk∞,∂B ·
|z − c|l

rl+1
.

(v) ⇒ (i) Il suffit de recopier la démonstration classique. ¤
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10.1 Dérivées d’ordre supérieures

REMARQUE Les systèmes de semi-normes (pK,k)k∈N,K∈K(X) , (pk)k∈N et
¡
pK,k|D(X,K)

¢
k∈N ,

que nous avons introduits dans les exemples 5 et 6 de 2.1, 5 et 6 de 2.3 et 3 de 2.10, ne sont pas
très pratiques lorsqu’il est nécessaire d’utiliser la formule de dérivation des fonctions composées.
Nous allons construire d’autres systèmes de semi-normes équivalents.

Soient X un ouvert de Rn et f : X −→ Rm une fonction k-fois (totalement) dérivable (cf.
cours d’Analyse [17], 11.5). On a

Df : X −→ L (Rn,Rm) et D2f : X −→ L (Rn,L (Rn,Rm)) .

Comme en 3.13, on voit facilement que L (Rn,L (Rn,Rm)) est isomorphe à l’espace vectoriel
des applications bilinéaires L2 (Rn ×Rn,Rm) définies sur Rn×Rn et à valeurs dans Rm . Pour
tout v1, v2 ∈ Rn , on a

D2f (x) (v1, v2) =
£
D2f (x) v1

¤
v2 =

³
(∂l2∂l1f (x))l1=1,...,n v1

´
l2=1,...,n

v2 =

=
nX

l2=1

Ã
nX

l1=1

∂l2∂l1f (x) · v1,l1

!
· v2,l2 ;

l’application bilinéaire D2f (x) est donc représentée par la matrice ligne formée de vecteurs
ligne ³

(∂l2∂l1f (x))l1=1,...,n

´
l2=1,...,n

.

Plus généralement

Dkf : X −→ Lk
³
[Rn]k ,Rm

´
est à valeurs dans l’espace vectoriel des applications k-linéaires et on a

Dkf (x) (v1, . . . , vk) =
nX

lk=1

Ã
. . .

Ã
nX

l1=1

∂lk . . . ∂l1f (x) · v1,l1

!
· . . .

!
· vk,lk .

Rappelons que Dkf (x) est une application k-linéaire symétrique (cf. Dieudonné 4, 8.12.14).
En se rappelant le critère de continuité pour une application bilinéaire (cf. proposition 2.4),

il est naturel d’introduire la norme d’une application k-linéaire s ∈ Lk
³
[Rn]k ,Rm

´
par

ksk := supv1,...,vk∈Rn,|v1|,...,|vk|61 |s (v1, . . . , vk)| .

4J. Dieudonné, Foundations of modern Analysis, Academic Press, 1960.
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Pour tout α ∈ Nn , on a alors

∂αf (x) = ∂α1
1 . . . ∂

αn
n f (x) = D

|α|1f (x)

⎛⎝en, . . . , en| {z }
αn-fois

, . . . , e1, . . . , e1| {z }
α1-fois

⎞⎠ ,

donc

|∂αf (x)| 6
°°D|α|1f (x)

°° .
D’autre part°°Dkf (x)

°° 6 nX
lk=1

Ã
. . .

Ã
nX

l1=1

|∂lk . . . ∂l1f (x)|
!
. . .

!
6 kn ·maxα∈Nn,|α|1=k |∂

αf (x)| .

Ceci nous montre que l’on peut remplacer les semi-normes pK,k et pk par

rK,k (ϕ) := maxj=0,...,k
°°Djf

°°
∞,K pour tout ϕ ∈ C(∞) (X)

et

rk (ϕ) := maxj=0,...,k

°°°hidikDjf
°°°
∞

pour tout ϕ ∈ S (Rn) .

La formule de dérivation d’un produit n’est pas simple : Considérons tout d’abord f, g :
X −→ R . On a évidemment

D (f · g) = Df · g + f ·Dg = (∂l1f · g)l1=1,...,n + (f · ∂l1g)l1=1,...,n .
Mais

D (Df · g) =
³
(∂l2∂l1f · g)l1=1,...,n

´
l2=1,...,n

+
³
(∂l1f · ∂l2g)l1=1,...,n

´
l2=1,...,n

=

= D2f · g +Df ·Dg ,
la multiplication de vecteurs lignes étant définie par

v · w = (v · wl2)l2=1,...,n =
³
(vl1)l1=1,...,n · wl2

´
l2=1,...,n

,

et

D (f ·Dg) =
³
(∂l2f · ∂l1g)l1=1,...,n

´
l2=1,...,n

+
³
(f · ∂l2∂l1g)l1=1,...,n

´
l2=1,...,n

=

= Dg ·Df + f ·D2g .

Ceci montre qu’il est préférable de considérer l’espace vectoriel des vecteurs ligne comme un
espace vectoriel à droite et d’écrire

D (f · g) = Df · g +Dg · f .
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11.1 Idéaux réguliers et adversibilité

11.1 Idéaux réguliers et adversibilité

DEFINITION 1 Soit A une algèbre. Pour tout a ∈ A nous poserons

La : A −→ A : x 7−→ ax et Ra : A −→ A : x 7−→ xa .

Si I est un idéal à droite de A , on dit que u ∈ A est une unité à gauche modulo I si
ua−a ∈ I pour tout a ∈ A . On dit que I est régulier s’il existe une unité à gauche modulo I .

On vérifie immédiatement que, pour tout a, b ∈ A , on a La, Ra ∈ L (A) , Lab = LaLb et
Rab = RbRa .

THEOREME

(i) Soit I un idéal à droite. Si u est une unité à gauche modulo I , alors u /∈ I si, et seulement
si, I 6=A .

(ii) Tout idéal à droite régulier J est contenu dans un idéal à droite régulier maximal I . Si u
est une unité à gauche de J , alors u est aussi une unité à gauche de I .

(iii) Si A est commutative et I est un idéal, alors I est régulier maximal si, et seulement si,
A/I est un corps.
(iv) Pour tout a ∈ A et z ∈ K , l’ensemble (La − z · Id) (A) est un idéal à droite. Si z ∈ K∗ ,
alors 1

z
a est une unité à gauche de cet idéal.

Dmonstration de (i) Si u ∈ I , pour tout a ∈ A , on a ua ∈ I , donc a ∈ I .

Dmonstration de (ii) Cela découle du principe de maximalité de Hausdorff et de (i).

Dmonstration de (iii) C’est bien connu.

Dmonstration de (iv) Pour tout b, c ∈ A , on a

(La − z · Id) (b) c = (ab− z · b) c = a (bc)− z · (bc) = (La − z · Id) (bc)

et ∙
1

z
a

¸
b− b = 1

z
(ab− z · b) ∈ (La − z · Id) (A) .

DEFINITION 2 On introduit l’opération binéaire | dans A par

a | b := a+ b− ab .

On vérifie immédiatement que | est associative et que 0 est l’élément neutre.
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DEFINITION 3 On dit que b ∈ A est un adverse à droite, respectivement à gauche, de
a ∈ A si a | b = 0 , respectivement b | a = 0 , i.e. si a est inversible à droite, respectivement à
gauche pour l’opération | . On dit que a est adversible si a possède un adverse à gauche et à
droite. On le note a| . Soit ADV (A) l’ensemble des éléments adversible de A .

On a 0 ∈ ADV (A) .

REMARQUE 1 Si b est un adverse à droite de a et c un adverse à gauche de a , alors b = c .

En effet

b = 0 | b = (c | a) | b = c | (a | b) = c | 0 = c .
¤

LEMME Soit a, u ∈ A .

(i) La est inversible dans L (A) , i.e.bijective, si, et seulement si, il existe une unité à gauche
e ∈ A et a est inversible, i.e. il existe a−1 ∈ A tel que aa−1 = a−1a = e . Dans ce cas on a

−1
La = La−1 , e =

−1
Laa et a−1 =

−1
La

µ
−1
Laa

¶
.

(ii) Si z ∈ K∗ , alors La−z · Id est inversible dans L (A) si, et seulement si, 1za est adversible.
Dans ce cas

¡
1
z
a
¢|
= (La − z · Id)−1 a et, pour tout b ∈ A , on a

(La − z · Id)−1 b =
µ
1

z
a

¶|
| 1
z
(a− b) .

(iii) Si A est unifère et si z ∈ K∗ , alors a − z · e est inversible si, et seulement si, 1
z
a est

adversible. Dans cas
¡
1
z
a
¢|
= z · (a− z · e)−1 + e = (a− z · e)−1 a = a (a− z · e)−1 .

(iv) Si A est une algèbre normée unifère et a est inversible, alors ρ (a) > 0 .

Dmonstration de (i) Supposons tout d’abord que La est inversible, donc que l’équa-
tion ax = b possède une unique solution pour tout b ∈ A . Il existe donc e ∈ A tel que ae = a ;
on a e =

−1
Laa . Pour tout x ∈ A , soit b := ax . Mais comme

a (ex) = (ae)x = ax = b ,

l’unicité montre que ex = x . Il existe d’autre part a−1 ∈ A tel que aa−1 = e ; on a a−1 =
−1
La

µ
−1
Laa

¶
. Il vient alors

a
¡
a−1a

¢
=
¡
aa−1

¢
a = ea = a ,

et comme ae = a , l’unicité entraîne a−1a = e .
Réciproquement si ax = b , on obtient x = a−1ax = a−1b , ce qui prouve l’unicité. D’autre

part x = a−1b est une solution puisque ax = aa−1b = b .

Dmonstration de (ii) L’équation ax−z ·x = b est équivalente à 1
z
a|x = 1

z
a+x− 1

z
ax =

1
z
(a− b) , donc La − z · Id est inversible dans L (A) si, et seulement si, l’équation∙

1

z
a

¸
| x = 1

z
(a− b) (∗)
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possède une unique solution pour tout b ∈ A . On déduit de (∗) , en prenant b = a , que 1
z
a est

adversible à droite ; soit c = (La − z · Id)−1 a cet adverse à droite. On a alors
1

z
a |

µ
c |
∙
1

z
a

¸¶
=

µ∙
1

z
a

¸
| c
¶
|
∙
1

z
a

¸
= 0 |

∙
1

z
a

¸
=
1

z
a ,

donc c |
£
1
z
a
¤
= 0 , puisque (∗) , en prenant b = 0 , a 0 comme unique solution. Ceci finit de

prouver que 1
z
a est adversible.

Réciproquement si 1
z
a est adversible d’adverse

£
1
z
a
¤|
, alors (∗) possède une unique solution

x =

∙
1

z
a

¸|
| 1
z
(a− b) .

Dmonstration de (iii) Pour b ∈ A , les équations (a− z · e) b = e et b (a− z · e) = e
sont respectivement équivalentes à

0 = zb+ e− ab = 1

z
a+ zb+ e− 1

z
a (zb+ e) =

1

z
a | (zb+ e)

et

0 = zb+ e− ba = 1

z
a+ zb+ e− (zb+ e) 1

z
a = (zb+ e) | 1

z
a .

Pour la formule il suffit d’écrire

z · (a− z · e)−1 + e = (a− z · e)−1 z · e+ (a− z · e)−1 (a− z · e) = (a− z · e)−1 a
et

z · (a− z · e)−1 + e = (a− z · e)−1 z · e+ (a− z · e) (a− z · e)−1 = (a− z · e)−1 a .

Dmonstration de (iv) Si b est l’inverse de a , alors e = ab = ba , donc e = akbk pour
tout k ∈ N∗ . On a donc

kek
1
k 6

°°ak°° 1
k
°°bk°° 1

k 6
°°ak°° 1

k kbk
et par suite

1 = infk∈N∗ kek
1
k 6 infk∈N∗

°°ak°° 1
k kbk = ρ (a) · kbk .

REMARQUE 2 Pour tout a ∈ A et z ∈ K∗ , l’inversibilité de La − z · Id est équivalente à
celle de Ra − z · Id . Par contre celle de La ne l’est pas avec celle de Ra !
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11.2 Spectre et résolvente

THEOREME On suppose que A est une algèbre de Banach et soit a ∈ A .

(i) L’opération | est continue sur A×A .

(ii) Si ρ (a) < 1 , alors a est adversible et a| = −
P∞

l=1 a
l .

(iii) 1
z
a est adversible pour tout z ∈ K tel que |z| > ρ (a) .

(iv) ADV (A) est ouvert et
ADV (A) −→ ADV (A) : a 7−→ a|

est continue. En particulier si A possède une unité, alors G (A) est ouvert et
G (A) −→ G (A) : a 7−→ a−1

est continue.

Dmonstration de (i) C’est évident, puisque

| = add−mult .

Dmonstration de (ii) En effet

a |
Ã
−

∞X
l=1

al

!
=

Ã
−

∞X
l=1

al

!
| a = a−

∞X
l=1

al +
∞X
l=1

al+1 = 0 .

Dmonstration de (iii) Il suffit de constater que ρ
¡
1
z
a
¢
< 1 .

Dmonstration de (iv) Si b ∈ ADV (A) , pour tout a ∈ A , on a
a = b | [a− b− b| (a− b)] ,

car

b | [a− b− b| (a− b)] = b+ a− b− b| (a− b)− b [a− b− b| (a− b)] =

= a− (b+ b| − bb|) (a− b) = a− b | b| (a− b) = a ,
puisque b | b| = 0 . Mais

ka− b− b| (a− b)k 6 ka− bk+ kb|k ka− bk 6 (1 + kb|k) ka− bk ,
donc a−b−b| (a− b) est adversible si ka− bk < 1

1+kb| k . On en déduit que ces a sont adversibles
et que

a| = {b | [a− b− b| (a− b)]}| = [a− b− b| (a− b)]| | b| .

Ainsi D
³
b, 1
1+kb| k

´
⊂ ADV (A) , ce qui finit de prouver que ADV (A) est ouvert. En outre

a| − b| = [a− b− b| (a− b)]| | b| − b| =

=

Ã
−

∞X
l=1

[a− b− b| (a− b)]l
!
| b| − b| =
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= −
∞X
l=1

[a− b− b| (a− b)]l +
Ã ∞X
l=1

[a− b− b| (a− b)]l
!
b| ,

donc

ka| − b|k 6
Ã ∞X
l=1

k[a− b− b| (a− b)]kl
!
(1 + kb|k) 6

6 (1 + kb|k)
Ã ∞X
l=1

[(1 + kb|k) ka− bk]l
!
=

(1 + kb|k)2 ka− bk
1− (1 + kb|k) ka− bk ,

ce qui prouve la continuité de a 7−→ a| .
Si maintenant A possède une unité e , on a

G (A) = ADV (A)− e
et a−1 = a| − e . ¤

DEFINITION 1 Soit a ∈ A . On dit que z ∈ K est une valeur régulière de a (par rapport
à A ) si La − z · Id et Ra − z · Id sont inversible dans L (A) . On dit que λ ∈ K est une valeur
spectrale de a (par rapport à A ) si La − λ · Id ou Ra − λ · Id n’est pas inversible dans L (A) .
On désigne par Sp a (ou SpA a ) l’ensemble des valeurs spectrales de a et on dit que c’est le
spectre de a (dans A ).

On définit la résolvente R (a, ·) : Kr Sp a −→ A par

R (a, z) :=

µ
1

z
a

¶|
si z ∈ K∗

et, si 0 /∈ Sp a ,
R (a, 0) := e .

Si 0 /∈ Sp a , alors A possède une unité e etµ
1

z
a

¶|
= (a− z · e)−1 a = a (a− z · e)−1 .

PROPOSITION Soit A une algèbre de Banach.

(i) Soient a ∈ A et λ ∈ K . On a λ ∈ Sp a si, et seulement si,
λ = 0

et

A n’a pas unité ou bien a n’est pas inversible,

ou bien

λ 6= 0 et
1

λ
a n’est pas adversible.

(ii) R (a, ·) est continue et, pour tout z tel que |z| > ρ (a) , on a

R (a, z) = −
∞X
l=1

al · z−l .
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En posant R (a,∞) := 0 , on définit un prolongement continu de R (a, ·) sur le compactifié
d’Alexandroff (Kr Sp a) ∪ {∞} .
(iii) Soit K = C . Il existe λ ∈ Sp a tel que |λ| = ρ (a) .

(iv) Soit K = C . Si A est un corps, alors A = C · e ≈ C .
(v) Soit u ∈ A . Si A est commutative, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) u est non-adversible.
(b) u est une unité modulo un idéal 6= A .
(c) u est une unité modulo un idéal maximal.
(d) Il existe un caractère χ tel que hu|χi = 1 .

Dmonstration de (i) C’est immédiat par ce qui précède.

Dmonstration de (ii) La continuité de R (a, ·) sur Kr (Sp a ∪ {0}) découle du théo-
rème (iv). Si 0 /∈ Sp a , nous savons que A possède une unité e et

¡
1
z
a
¢|
= (a− z · e)−1 a

converge vers e .
Pour la dernière partie, il suffit de constater que ρ

¡
1
z
a
¢
< 1 .

Dmonstration de (iii) Nous pouvons supposer que ρ (a) > 0 , car si 0 /∈ Sp a , on a
ρ (a) > 0 , par le lemme (iv). Nous allons montrer qu’il existe λ ∈ C tel que 1

λ
a ne soit pas

adversible et que |λ| = ρ (a) . Si tel n’est pas le cas, pour tout z ∈ C tel que |z| > ρ (a) ,
l’élément 1

z
a est adversible. En faisant le changement de variable w = 1

z
, l’application

w 7−→ (wa)| : B

µ
0,

1

ρ (a)

¶
−→ C

est continue, donc uniformément continue. Ainsi pour tout ε > 0 , il existe δ > 0 tel que

|v − w| 6 δ =⇒ k(va)| − (wa)|k 6 ε .

Si P et Q sont des polynômes sans terme constant, on a

P |Q := P +Q− PQ = P (1−Q) +Q = 1− (1− P ) (1−Q) ,
donc

1− P |Q = (1− P ) (1−Q) .
Par récurrence on obtient immédiatement

n|
j=1
Pj = 1−

nY
j=1

(1− Pj) .

En effet

1− n+1|
j=1
Pj =

µ
1− n|

j=1
Pj

¶
(1− Pn+1) =

nY
j=1

(1− Pj) (1− Pn+1) =
n+1Y
j=1

(1− Pj) ,

En outre, pour tout a ∈ A , on a

(P |Q) (a) = P (a) |Q (a) .
Pour tout n ∈ N∗ , considérons les racines n-ièmes de l’unité (uj)j=0,...,n−1 et posons wj :=
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uj · w . Considérons les polynômes wj ·X . On obtient

n−1|
j=0
wj · a =

"
1−

n−1Y
j=0

(1− wj ·X)
#
(a) = [1− (1− wn ·Xn)] (a) =

= wn · an ,
ce qui montre que wn · an est adversible, puisqu’il en est de même de w · a . Pour tout l ∈
{0, . . . , n− 1} , il vient également

n−1|
j=0,j 6=l

wj · a =
"
1−

n−1Y
j=0,j 6=l

(1− wj ·X)
#
(a) =

∙
1− 1− w

n ·Xn

1− wl ·X

¸
(a) =

= −
"
n−1X
j=1

(wl ·X)j
#
(a) = −

n−1X
j=1

(wl · a)j ,

donc
n−1X
l=0

µ
n−1|

j=0,j 6=l
wj · a

¶
= −

n−1X
l=0

Ã
n−1X
j=1

(ul · w · a)j
!
= −

n−1X
j=1

Ã
n−1X
l=0

ujl

!
· (w · a)j = 0 .

Mais comme wn · an = (wl · a) |
µ

n−1|
j=0,j 6=l

wj · a
¶
, on voit que l’adverse de wl · a est

(wl · a)| =
µ

n−1|
j=0,j 6=l

wj · a
¶
| (wn · an)| ,

donc
n−1X
l=0

(wl · a)| =
n−1X
l=0

∙µ
n−1|

j=0,j 6=l
wj · a

¶
| (wn · an)|

¸
=

=
n−1X
l=0

∙µ
n−1|

j=0,j 6=l
wj · a

¶
+ (wn · an)| −

µ
n−1|

j=0,j 6=l
wj · a

¶
(wn · an)|

¸
=

= n · (wn · an)| .

Pour tout w ∈
h

1
ρ(a)
− δ, 1

ρ(a)

h
, on a 0 <

¯̄̄
wl − ul · 1

ρ(a)

¯̄̄
6 δ , donc°°°°(wl · a)| −µul · 1

ρ (a)
· a
¶|°°°° 6 ε

et par suite°°°°(wn · an)| −µ 1

ρ (a)n
· an
¶|°°°° =

°°°°°1n ·
n−1X
l=0

∙
(wl · a)| −

µ
ul ·

1

ρ (a)
· a
¶|¸°°°°° 6

6 1

n
·
n−1X
l=0

°°°°(wl · a)| −µul · 1

ρ (a)
· a
¶|°°°° 6 ε .

Mais comme w < 1
ρ(a)

signifie que limk
°°wk · ak°° 1

k < 1 , la série
P

k w
k ·ak est convergente, donc

limk w
k·ak = 0 . On en déduit (théorème iv) que limk

¡
wk · ak

¢|
= 0 , donc que

°°°³ 1
ρ(a)n

· an
´|°°° 6
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2ε pour n assez grand. Ceci montre que limn
³

1
ρ(a)n

· an
´|
= 0 et par suite limn 1

ρ(a)n
· an = 0 .

Mais ceci est impossible, puisque

infn

°°°° 1

ρ (a)n
· an
°°°° 1
n

=
1

ρ (a)
· infn kank

1
n = 1 .

Dmonstration de (iv) Soit a ∈ Ar {0} . Il existe λ ∈ Sp a , donc tel que a− λ · e ne
soit pas inversible. On a donc a = λ · e .

Dmonstration de (v)

(a) ⇒ (b) L’ensemble J := {ub− b | b ∈ A} est un idéal contenu dans tout idéal pour
lequel u est une unité. Il suffit alors de remarquer que u /∈ J , puisque

0 6= u | b = u+ b− ub pour tout b ∈ A .
(b) ⇒ (c) C’est évident par le théorème (i).
(c) ⇒ (d) Soit I un idéal maximal ne contenant pas u . Par le théorème (i) et le théorème
de Mazur

χ : A −→ A/I −→ C
est un caractère tel que hu|i = 1 .
(d) ⇒ (a) Si u était adversible, on aurait 0 = u+ u| − uu| , donc

0 = hu|χi+ hu||χi− hu|χi · hu||χi = 1 ,
ce qui est absurde !
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12.0

1 Soit µ, ν des intégrales de Radon sur Rn . Nous désignerons par µν la partie ν-absolument
continue et par µs la partie ν-singulière de µ . La décomposition de Lebesgue est donc

µ = µν + µs .

Par le théorème de Radon-Nikodym, il existe ρ ∈ L1loc (ν) tel que µν = ρ · ν . On a

ρ > 0 µν-presque partout.

D’après Federer, Geometric measure theory, 2.9.7 et 2.9.15, si Br (x) désigne la boule fermée
de centre x et de rayon r > 0 , on a la

PROPOSITION On a

ρ = limr→0+
µ (Br (·))
ν (Br (·))

ν-presque partout

et

limr→0+
µ (Br (·))
ν (Br (·))

=∞ µs-presque partout.

En particulier

limr→0+
µ (Br (·))
ν (Br (·))

existe dans R+ et est > 0 µ-presque partout.

2 Soit H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur normal (non- nécessairement
borné) dans H . On peut montrer que si F est un sous-espace localement convexe de H (i.e.
l’injection canonique est continue), tonnelé, nucléaire et dense, alors T est diagonalisable dans
F † .

Ceci signifie tout d’abord qu’il existe une décomposition directe de H dans F † , i.e. une
intégrale de Radon µ sur C et une application µ-intégrable (au sens de Pettis) bH de C dans
Hilb

¡
F †
¢
, l’ensemble des sous-espaces hilbertiens de F † , tels que H =

R ¢ bH dµ . Si L2 ³µ, bH´
désigne l’ensemble des champs de carré µ-intégrables, alors

L2
³
µ, bH´ −→ H : ζ 7−→

Z
ζ dµ

est une bijection. Si bξ est l’unique champ de L2 ³µ, bH´ tel que ξ = R bξdµ , alors on a
Tξ =

Z
id ·bξ dµ pour tout ξ ∈ H .

On a SpT = suppµ et l’intégrale spectrale de T est donnée par

Mαξ =

Z
α · bξ dµ pour tout α ∈ C0 (C) (ou L∞ (µ) ) et ξ ∈ H .
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Malheureusement µ et bH ne sont pas connus. Notre but est de donner un procèder permet-
tant de les calculer, du moins théoriquement. L’idée est, pour certaines intégrales de Radon ν
bien connues, de déterminer la partie ν-absolument continue Hν :=

R bHν dν , en ayant avec les
notations de 1 posé bHν := ρ · bH .

Au niveau des noyaux des sous-espaces hilbertiens, pour tout ϕ ∈ F , on aD
ϕ
¯̄̄bhϕE · µ = Dϕ ¯̄̄bhνϕE · ν + Dϕ ¯̄̄bhϕE · µs .

Comment peut-on calculer
D
ϕ
¯̄̄bhνϕE , ne connaissant que T ?

Considérons les fonctions de C0 (C)

θλ,ε :=
1

|·− λ|2 + ε2
et Θλ,ε :=

1

cλ,ε
· θλ,ε

pour certaines constantes cλ,ε ∼
R
|z|61 θλ,ε (z) dν (z) lorsque ε→ 0+ .

Nous montrerons que l’on aD
ϕ
¯̄̄bhν (λ)ϕE = limε→0

Z
Θλ,ε ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE dµ pour ν-presque tous les λ ∈ C , (∗)

et que

limε→0

Z
Θλ,ε ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE dµ =∞ pour

D
ϕ
¯̄̄bhϕE · µs-presque tout les λ ∈ C . (∗∗)

Mais Z
Θλ,ε ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE dµ = 1

cλ,ε
·
D
ϕ
¯̄̄£
ε2 + (T − λ)∗ (T − λ)

¤−1
ϕ
E

et, si T est auto-adjoint,Z
Θλ,ε ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE dµ = 1

2iε · cλ,ε
·

ϕ
¯̄£
(T − λ− iε)−1 − (T − λ+ iε)−1

¤
ϕ
®
.

Ceci permet de calculer bhν grâce à la première formule (∗), la seconde (∗∗) donnant certaines
informations sur µs .

Remarquons, par exemple, que l’on peut prendre

cλ,ε =

⎧⎨⎩
1
ε2

ν = ελ
π
ε

si ν = λR
2π · ln 1

ε
ν = λC

.

3 Soit J un intervalle de R , α, β des fonctions croissantes sur J et µα, µβ les intégrales de
Stieltjes correspondantes. Pour tout a, b ∈ J , on a

µα ([a, b]) = α (b+)− α (a−) ,
avec la convention α (a−) := α (a) si a est l’extrémité inférieure de J et α (b+) := α (b) si b est
l’extrémité supérieure de J .

PROPOSITION On a la formule d’intégration par partieZ
[a,b]

α (s+) dµβ (s) +

Z
[a,b]

β (t−) dµα (t) = α (b+)β (b+)− α (a−)β (a−) =: αβ|[a,b] .
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En effet le théorème de Fubini montre queZ
[a,b]

µZ
[a,s]

dµα (t)

¶
dµβ (s) =

Z
[a,b]

µZ
[t,b]

dµβ (s)

¶
dµα (t) .

Mais le membre de gauche est égal àZ
[a,b]

[α (s+)− α (a−)] dµβ (s) =
Z
[a,b]

α (s+) dµβ (s)− α (a−) · [β (b+)− β (a−)] ,

tandis que le membre de droite l’est àZ
[a,b]

[β (b+)− β (t−)] dµα (t) = β (b+) · [α (b+)− α (a−)]−
Z
[a,b]

β (t−) dµα (t) ,

d’où le résultat. ¤

4 THEOREME
Soient ν, µ des intégrales de Radon sur R+ et (Θk) une suite de fonctions continues positives
décroissantes sur R+ telles que

(a) limk
R
[0,1]

Θk dν = 1 et Θk ∈ L1 (µ) pour tout k .
(b) limk

R
]t,1]

Θk dν = limk
R
]t,∞[Θk dµ = 0 pour tout t ∈ ]0, 1] .

Si 0 ∈ supp ν , i.e. ν ([0, r]) > 0 pour tout r > 0 assez petit, et si

c := limr→0+
µ ([0, r])

ν ([0, r])
existe dans R+ ,

alors

limk

Z
Θk dµ = c .

Désignons par µk l’intégrale de Stieltjes (positive) associée à −Θk ; elle est diffuse. Soit α,β
les fonctions de répartition de µ et 1[0,1] · ν respectivement, définies par

α (s) := µ ([0, s]) et β (s) := 1[0,1] · ν ([0, s])
pour tout s ∈ R∗+ et α (0) = β (0) := 0 ; elles sont continues à droite sur R∗+ .

Si c ∈ R+ , pour tout t ∈ ]0, 1] , on a alorsZ
[0,t]

Θk dµ− c ·
Z
[0,t]

Θk dν = Θk · (α− c · β) |[0,t] +
Z
]0,t]

(α− c · β) (s) dµk (s) .

En posant

c (t) := sups∈]0,t]

¯̄̄̄
α (s)

β (s)
− c
¯̄̄̄
,

on a limt→0+ c (t) = 0 et il vient¯̄̄̄Z
[0,t]

Θk dµ− c ·
Z
[0,t]

Θk dν

¯̄̄̄
6 c (t) ·

∙
Θk (t) · β (t) +

Z
]0,t]

β (s) dµk (s)

¸
=

= c (t) ·
∙
Θk (t) · β (t)−Θk · β|[0,t] +

Z
[0,t]

Θk (s) dν (s)

¸
6 c (t) ·

Z
[0,1]

Θk dν .
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Finalement,¯̄̄̄Z
Θk dµ− c

¯̄̄̄
6 c (t) ·

Z
[0,1]

Θk dν +

Z
]t,∞[

Θk dµ+ c ·
Z
]t,1]

Θk dν + c ·
¯̄̄̄Z
[0,1]

Θk dν − 1
¯̄̄̄
,

donc

lim supk

¯̄̄̄Z
Θk dµ− c

¯̄̄̄
6 c (t) pour tout t ∈ ]0, 1] ,

ce qui prouve notre assertion dans ce cas.
Si c =∞ , il existe t ∈ ]0, 1] tel que µ([0,r])

ν([0,r])
> 1 , i.e. β(r) 6 α(r) , pour tout r ∈ ]0, t] , doncZ

[0,t]

Θk dµ = Θk · α|[0,t] +
Z
]0,t]

α dµk > Θk · β|[0,t] +
Z
]0,t]

β dµk =

=

Z
[0,t]

Θk dν =

Z
[0,1]

Θk dν −
Z
]t,1]

Θk dν >
1

2

pour tout k assez grand. Ceci prouve que infk
R
Θk dµ > 0 . Il suffit alors de remplacer Θk par

ΘkR
Θk dµ

et d’appliquer ce qui précède à µ et 1[0,1] · ν . On obtient alors

limk
1R

Θk dµ
·
Z
[0,1]

Θk dν = 0 ,

donc
R
Θkdµ =∞ . ¤

PROPOSITION Soit (θk) une suite croissante de fonctions continues positives décrois-
santes sur R+ et θ := sup θk telle que

(i) θ est finie sur R∗+ et µ-intégrable à l’infini.
(ii) θ /∈ L1(1[0,1] · ν) .

Alors

Θk :=
θk
ck

satisfait aux hypothèses du théorème si ck ∼
R
[0,1]

θk dν .

Il est clair que (a) est satisfaite, par la continuité des θk et (i), puisque

limk

Z
[0,1]

Θk dν = limk
1

ck
·
Z
[0,1]

θk dν = 1 .

Comme

Θk(t) 6
θ (t)

ck
,

et

supk ck = supk

Z
[0,1]

θk dν =

Z ∗

[0,1]

θ dν =∞

par (ii) et l’hypothèse, on obtient (b) grâce à (i). ¤

COROLLAIRE Soit θ une fonction continue positive décroissante sur R∗+ telle que

(i) θ est µ-intégrable à l’infini.
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(ii) θ /∈ L1(1[0,1] · ν) .

Alors

θk :=
1

1
θ
+ εk

satisfait aux hypothèses de la proposition, si (εk) est une suite décroissante convergente vers 0
de R∗+ .

En effet θ ne peut être bornée au voisinage de 0 , donc 1
θ
se prolonge continûment par

0 en 0 . Il n’est alors pas difficile de vérifier que la suite (θk) satisfait aux hypothèses de la
proposition, puisque supk θk = θ . ¤

EXEMPLE La fonction 1
idn
satisfait aux hypothèses si µ est bornée et ν = idn−1 ·λ .

5 Nous désignerons, pour tout x ∈ Rn , par B (x) la boule fermée de centre x et de rayon
1 .

THEOREME Soit θ une fonction continue positive décroissante sur R∗+ telle que

θ /∈ L1(1[0,1] · idn−1 ·λ) ,
et ν une intégrale de Radon sur Rn . Alors

θ(|·− x|2) /∈ L1(1B(x) · ν) pour ν-presque tous les x ∈ Rn .

Pour tout x ∈ Rn , soit νx l’image dans R+ par |·− x|2 de 1B(x) · ν ; c’est une intégrale
bornée. Remarquons que l’image eν de 1B(x) ·λn par cette application est idn−1 ·λ à une constante
multiplicative près. D’après l’exemple du numéro précédent, on peut appliquer le théorème à eν
et νx . Mais d’après la proposition 1, pour ν-presque tout les x ∈ Rn ,

limr→0+
ν (Br (x))

λn (Br (x))
= limr→0+

νx ([0, r])eν ([0, r])
existe et est > 0 , donc aussi

limk

Z
Θk dνx = limk

1

ck
·
Z

θk dνx

e ayant posé ck :=
R
θk deν . Mais comme limk ck = supk

R
[0,1]

θk dν =
R ∗
[0,1]

θ dν = ∞ , on en
déduit que Z ∗

B(x)

θ(|·− x|2) dν =
Z ∗

θ dνx = limk

Z
θk dνx =∞ ,

ce qu’il fallait démontrer. ¤

EXEMPLE Pour toute intégrale de Radon ν sur Rn on a
1

|·− x|n2
/∈ L1(1B(x) · µ) pour ν-presque tous les x ∈ Rn .

6 Nous pouvons maintenant formuler le théorème principal, sachant que l’hypothèse est
satisfaite dans le cas de l’exemple précédent !

564 EXPOSÉ ERLANGEN, 10 décembre 1991 Claude Portenier



12.0

THEOREME Soient ν, µ des intégrales de Radon sur Rn , (θk) une suite croissante de
fonctions continues positives décroissantes sur R+ et θ := supk θk telles que

(i) θ est finie sur R∗+ et θ(|·|2) est µ-intégrable à l’infini.
(ii) θ(|·− x|2) /∈ L1(1B(x) · ν) pour ν-presque tous les x ∈ Rn .

Alors la densité ρ de la partie ν-absolument continue de µ est donnée par

ρ (x) = limk
1

cx,k
·
Z

θk(|·− x|2) dµ pour ν-presque tous les x ∈ Rn

si cx,k ∼
R
θk(|·− x|2) dν lorsque k →∞ .

En outre

limk
1

cx,k
·
Z

θk(|·− x|2) dµ =∞ pour µs-presque tous les x ∈ Rn .

Pour tout x ∈ Rn , on peut appliquer le théorème 4, grâce à la proposition 4, aux images
νx et µx de ν et µ par |·− x|2 , en tenant compte de la proposition 1. ¤
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13.1 La topologie stricte

13.1 La topologie stricte

Soit X un espace topologique complètement régulier. Nous désignerons par Cb (X) l’espace
de Banach des fonctions continues bornées sur X muni de la norme uniforme.

Rappelons que Cb (X) est canoniquement isomorphe à C (βX) , où βX est le spectre (com-
pact) de l’algèbre stellaire unifère Cb (X) . On dit que c’est le compactifié de Stone-Čech de
X . Par le théorème de représentation de Riesz, son dual est l’espaceM (βX) des intégrales de
Radon sur βX . Nous allons dans ce qui suit éviter de considérer ce compactifié.

Etant donné κ : X −→ R∗+ , pour toute fonction f sur X , on pose

kfkκ := inf {α ∈ R+ | |f | 6 α · κ} ∈ R+ .

On a

kfkκ =
°°°°fκ
°°°°
∞
,

en posant z
∞ = 0 pour tout z ∈ C . En outre kfkκ 6 1 si, et seulement si, |f | 6 κ .

La fonctionnelle k·kκ : CX −→ R+ est évidemment positivement homogène et sous-additive.
D’autre part, pour que

κ = sup
©
ϕ ∈ Cb (X)

¯̄
|ϕ| 6 κ

ª
,

il faut et il suffit que κ soit s.c.i. .

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une fonction κ : X −→ R∗+ tend vers l’infini à l’infini si elle
est 6=∞ et si, pour tout M ∈ R+ , la partie {κ 6M} est contenue dans une partie compacte
de X .

REMARQUE 1 Si une telle fonction κ est s.c.i., elle atteint son minimum et

k·kκ 6
1

minκ (X)
· k·k∞ ,

donc k·kκ est une semi-norme continue sur Cb (X) .

En effet, il existeM ∈ R+ tel que {κ 6M} soit un compact non-vide et sur lequel κ atteint
son minimum. L’inégalité est alors évidente, donc k·kκ est finie sur Cb (X) . ¤

DEFINITION 2 Nous désignerons par Cbs (X) l’espace Cb (X) muni de la topologie stricte ,
définie par l’ensemble des semi-normes k·kκ , où κ parcourt l’ensemble des fonctions s.c.i. qui
tendent vers l’infini à l’infini.
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REMARQUE 2 Si f est une fonction positive non-bornée sur X , il existe une suite (xk)k∈N
de X telle que f (xk) > 0 pour tout k ∈ N et limk f (xk) =∞ . Définissons κ par

κ (xk) := f (xk)
1
2 pour tout k ∈ N

et

κ (y) :=∞ si y 6= xk pour tout k ∈ N .
C’est évidemment une fonction s.c.i. tendant vers l’infini à l’infini et kfkκ =∞ . Ceci montre
que

Cb (X) est l’ensemble des fonctions continues f sur X telles que kfkκ < ∞ pour toute les
fonctions s.c.i. tendant vers l’infini à l’infini.

REMARQUE 3 Pour tout compact K de X définissons κK par

κK (x) = 1 si x ∈ K et κK (x) =∞ si x /∈ K .

C’est évidemment une fonction s.c.i. tendant vers l’infini à l’infini et, pour toute fonction f sur
X , on a

kfkκK = supx∈K |f (x)| =: kfk∞,K .

Lorsque K parcourt les compacts de X , les fonctionnelles k·kκK sont des semi-normes sur
C (X) définissant la topologie de la convergence compacte. On désigne par Cc (X) cet espace
localement convexe.

Pour tout x ∈ X posons κx := κ{x} . On a donc

κx (x) := 1 et κ (y) :=∞ pour tout y ∈ X r {x} .
L’ensemble de ces semi-normes k·kκx , pour x ∈ X , définit la topologie de la convergence
ponctuelle.

REMARQUE 4 La semi-norme associée à la fonction constante 1 , qui ne tend vers l’infini
à l’infini que si X est compact, est celle de la convergence uniforme.

PROPOSITION La norme uniforme k·k∞ est s.c.i. sur Cbs (X) . En particulier Cbs (X) est
tonnelé si, et seulement si, X est compact.

On a

k·k∞ = supx∈X k·kκx ,
ce qui montre que la norme uniforme est bien s.c.i.

Si Cbs (X) est tonnelé, alors k·k∞ est continue et il existe une fonction s.c.i. κ tendant vers
l’infini à l’infini telle que k·k∞ 6 k·kκ . On en déduit que κ 6 1 , donc que X = {κ 6 1} est
compact. La réciproque est évidente, puisque dans le cas compact la topologie stricte est celle
de la convergence uniforme. ¤
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13.2 L’espace des intégrales de Radon bornées

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une partie A de Cb (X)∗ est uniformément bornée si
supµ∈A kµk <∞ ,

où évidemment

kµk := sup
©
hϕ|µi

¯̄
ϕ ∈ Cb (X) et kϕk∞ 6 1

ª
= |µ| (1) .

Nous dirons que A est uniformément tendue si, pour tout ε > 0 , il existe un compact K de X
tel que l’on ait

(T ) |hϕ|µi| 6 ε pour tout µ ∈ A et tout ϕ ∈ Cb (X) tel que |ϕ| 6 1 et ϕ = 0 sur K .

REMARQUE 1 Pour que A soit uniformément tendue, il faut et il suffit que |A| le soit. Si
A ⊂ Cb (X)∗+ , on peut se restreindre dans la condition (T ) aux ϕ ∈ Cb (X) tels que 0 6 ϕ 6 1 .

En effet, pour tout ϕ ∈ Cb (X) et µ ∈ A , on a¯̄
ϕ
¯̄
|µ|
®¯̄
6

|ϕ|
¯̄
|µ|
®
= supψ∈Cb(X),|ψ|6|ϕ| |hψ |µi|

et

|hϕ |µi| 6

|ϕ|
¯̄
|µ|
®
.

¤

LEMME Pour qu’une partie A de Cb (X)∗ soit équicontinue pour la topologie stricte, il faut
et il suffit que A soit uniformément bornée et uniformément tendue.

L’équicontinuité de A signifie qu’il existe une fonction κ s.c.i. tendant vers l’infini à l’infini
telle que, pour tout ϕ ∈ Cb (X) , on ait

supµ∈A |hϕ |µi| 6 kϕkκ .
Mais comme

kϕkκ 6
1

minκ (X)
· kϕk∞ ,

on en déduit que A est uniformément bornée. Montrons que A est uniformément tendue. Etant
donné ε > 0 , soit K :=

©
κ 6 1

ε

ª
. Pour tout ϕ ∈ Cb (X) tel que |ϕ| 6 1 et ϕ = 0 sur K , on a

|ϕ| 6 ε · κ , et par suite
|hϕ |µi| 6 kϕkκ 6 ε pour tout µ ∈ A .

Réciproquement si A est uniformément bornée par C et uniformément tendue, on peut
construire par récurrence une suite croissante (Kl)l∈N de compacts de X telle que l’on ait
K0 = ∅ et que Kl satisfasse à la condition (T ) pour C

2l
et |A| . On définit alors

κ :=
∞X
l=0

1{Kl
.
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Pour tout M ∈ R+ , on a {κ 6M} = KbMc , donc κ est s.c.i. et tend vers l’infini à l’infini. Si
ϕ ∈ Cb (X) satisfait à kϕkκ 6 1 , i.e. à |ϕ| 6 κ , en posant k := bkϕk∞c+ 1 et

ϕl := min (|ϕ| , l)−min (|ϕ| , l − 1) pour l = 1, . . . , k ,

on a

0 6 ϕl 6 1 , ϕl = 0 sur Kl−1 et |ϕ| =
kX
l=1

ϕl .

Il vient alors

|hϕ |µi| 6

|ϕ|
¯̄
|µ|
®
6

kX
l=1


ϕl
¯̄
|µ|
®
6

kX
l=1

C

2l
6 C

quel que soit µ ∈ A , ce qui finit de prouver que A est équicontinue. ¤
Ce lemme montre en particulier que le dual de Cbs (X) est formé des formes linéaires bornées

et tendues, donc s’identifie à l’aide du théorème de représentation de Riesz à l’espaceMb (X)
des intégrales de Radon bornées sur X . Ce sont aussi les intégrales de Radon sur βX portées
par X .

La condition de tension (T ) s’exprime alors sous la forme

|µ|
¡
{K
¢
6 ε pour tout µ ∈ A .

DEFINITION 2 Nous désignerons par Mb
e (X) ce dual muni de la topologie faible, par

rapport à Cb (X) ! On dit que c’est la topologie étroite .

Elle est induite par la topologie faible, dite vague, de M(βX) en dualité avec C(βX) '
Cb (X) .
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13.3 Le théorème général de Stone-Kakutani

DEFINITION 1 Soit F un espace vectoriel réticulé muni d’une topologie localement con-
vexe. Nous dirons que c’est un espace localement convexe réticulé s’il existe une famille P de
semi-normes sur F définissant la topologie de F telle que tout p ∈ P soit croissante sur F+ et
que

p (|ϕ|) = p (ϕ) pour tout ϕ ∈ F .

PROPOSITION Soient X un ensemble ayant au moins deux points, G un sous-espace
vectoriel de RX . Si G est coréticulé ou une sous-algèbre, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Pour tout x, y ∈ X et α, β ∈ R+ tels que (α, x) 6= (β, y) et α+ β > 0 , il existe un γ ∈ G
tel que

α · γ (x) 6= β · γ (y) .
(ii) Pour tout x, y ∈ X tels que x 6= y , il existe θ,ϑ ∈ G tel que θ (x) · ϑ (y) 6= θ (y) · ϑ (x) .
(iii) Pour tout x, y ∈ X tels que x 6= y , il existe γ ∈ G tel que γ (x) 6= 0 et γ (y) = 0 .
(iv) Pour tout x, y ∈ X tels que x 6= y et tout α,β ∈ R , il existe un γ ∈ G tel que γ (x) = α
und γ (y) = β .

(i) ⇒ (ii) Pour α = 1 et β = 0 dans (i), il existe γ ∈ G mit γ (x) 6= 0 . Posons θ := |γ| ∈ G
respectivement θ := γ2 . En prenant maintenant α = θ (y) et β = θ (x) , il existe ϑ ∈ G tel que

θ (x) · ϑ (y) 6= θ (y) · ϑ (x) .
(ii) ⇒ (iii) Il suffit de considérer

γ :=
1

θ (x) · ϑ (y)− θ (y) · ϑ (x) · (ϑ (y) · θ − θ (y) · ϑ) .

(iii) ⇒ (iv) D’après (iii) il existe θ,ϑ ∈ G tels que θ (x) = ϑ (y) = 1 und θ (y) = ϑ (x) = 0 .Il
suffit de poser γ := α · θ + β · ϑ .
(iv) ⇒ (i) Si x = y , on a α 6= β . Mais comme X contient au moins deux points il existe
γ ∈ G tel que γ (x) 6= 0 . Si x 6= y , nous pouvons supposer que α 6= 0 . Il suffit alors de choisir
γ ∈ G tel que γ (x) = 1 et γ (y) = 0 .

DEFINITION 2 Si la propriété (i) de la proposition est satisfaite, donc toutes lorsque X a
au moins deux points, nous dirons que G est linéairement séparant .

Nous dirons que G est séparante si, pour tout x, y ∈ X tels que x 6= y , il existe γ ∈ G tel
que γ (x) 6= γ (y) .

REMARQUE 1 Supposons que 1 ∈ G . Pour que G soit linéairement séparante, il faut et il
suffit que G soit séparante.
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C’est immédiat en considérant (ii). ¤

THEOREME Soient X un espace complètement régulier et F un espace localement convexe
séparé coréticulé de fonctions continues réelles sur X tel que toute intégrale de Dirac sur X
soit continue, S− (X) ⊂ Fφ et toute forme linéaire continue µ soit tendue, i.e. pour tout ϕ ∈ F
et tout ε > 0 , il existe K ∈ K (X) tel que

ψ ∈ F , |ψ| 6 |ϕ| et ψ = 0 sur K =⇒ |hψ, µi| 6 ε .

Pour qu’un sous-espace vectoriel coréticulé G de F soit dense, il faut et il suffit qu’il soit
linéairement séparant.

REMARQUE 2 Le fait que µ soit tendue signifie que µ est représentable par une intégrale
de Radon (réelle) que nous noterons encore par µ . Cela découle du théorème de représentation
4.2 de Anger-Portenier 5.

La condition est nécessaire. Si la propriété (i) de la proposition est fausse, pour tout γ ∈ G ,
on a

hγ,α · εxi = α · γ (x) = β · γ (y) = hγ, β · εyi ,
donc α · εx = β · εy par la continuité des intégrales de Dirac et la densité de G .

Si x = y , en choisissant χ ∈ F tel que χ > 1{x} , on a hχ, εxi = χ (x) = 1 et on en déduit

α = hχ,α · εxi = hχ, β · εxi = β ,

ce qui est absurde. Si x 6= y , on a α,β > 0 et il existe χ ∈ F tel que χ > 1{x} et χ (y) < α
β
,

donc

hχ,α · εxi > α > β · χ (y) = hχ, β · εyi ,
ce qui est aussi absurde.

Si X n’a qu’un point, l’hypothèse de séparation montre qu’il existe γ ∈ G tel que γ 6= 0 ,
donc G = F , puisque dimF = 1 .

Si X contient au moins deux points nous allons prouver que G est faiblement dense dans
F . Soient donc µ une forme linéaire continue sur F qui s’annule sur G et ϕ ∈ F . Puisque F
est réticulé, nous pouvons supposer que ϕ ∈ F+ et il nous suffit de montrer que hϕ, µi = 0 .

Etant donné ε > 0 , il existe K ∈ K (X) tel queZ
{K

ϕ d |µ| 6 ε

5
.

Pour tout x ∈ K , il existe χx ∈ G+ tel que χx (x) > ϕ (x) . Par compacité et la max-stabilité
de G , il existe γ ∈ G+ tel que χ > ϕ sur K . Soit alors L ∈ K (X) tel que K ⊂ L etZ

{L
χ d |µ| 6 ε

5
.

Pour tout x ∈ L , il existe γx ∈ G+ tel que γx (x) = ϕ (x) et, pour tout y ∈ L , y 6= x ,
il existe γy ∈ G+ tel que γy (x) = ϕ (x) et γy (y) = ϕ (y) par (iv). Grâce à la continuité des
γy − ϕ et

¡
γy − ϕ

¢
(y) = 0 pour y ∈ L , la compacité de L et la min-stabilité de G , il existe

un θx ∈ G+ tel que θx (x) = ϕ (x) , θx 6 ϕ+ ε
5|µ|(L) sur L . De même grâce à la continuité des

5 B. Anger, C. Portenier, Radon integrals and Riesz representation, Measure Theory, Oberwolfach 1990, Suppl. Rend.
Cir. Mat. Palermo, 28 (1992), p.269-300.
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θx−ϕ et (θx − ϕ) (x) = 0 , la compacité de L et la max-stabilité de G , il existe un θ ∈ G+ tel
que

ϕ− ε

5 |µ| (L) 6 θ 6 ϕ+
ε

5 |µ| (L) sur L .

On a alors min (θ,χ) ∈ G+ ,

ϕ− ε

5 |µ| (L) 6 min (θ,χ) 6 ϕ+
ε

5 |µ| (L) sur K ,

et Z
{L
min (θ,χ) d |µ| 6

Z
{L

χ d |µ| 6 ε

5
.

Finalement, puisque
R
min (θ,χ) dµ = 0 , on obtient¯̄̄̄Z

ϕ dµ

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z
(ϕ−min (θ,χ)) dµ

¯̄̄̄
6

6
Z
K

|ϕ−min (θ,χ)| d |µ|+
Z
{K
|ϕ| d |µ|+

Z
{K∩L

θ d |µ|+
Z
{L

χ d |µ| 6

6
Z
K

ε

5 |µ| (L) d |µ|+
ε

5
+

Z
{K∩L

µ
ϕ+

ε

5 |µ| (L)

¶
d |µ|+ ε

5
6 ε .

Ceci finit de prouver que
R
ϕ dµ = 0 . ¤
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13.4 Le théorème général de Stone-Weierstraß

PROPOSITION Il existe une suite croissante de polynômes (Pn) sans terme constant sur
[0, 1] telle que

√
· = supn Pn .

La convergence est uniforme.

On la définit par récurrence en posant P0 := 0 et

Pn+1 (x) := Pn (x) +
1

2

£
x− P 2n (x)

¤
.

Montrons tout d’abord que Pn (x) 6
√
x pour tout x ∈ [0, 1] . C’est évident pour n = 0 et le

pas de récurrence découle de
√
x− Pn+1 (x) =

√
x− Pn (x)−

1

2

£
x− P 2n (x)

¤
=

=
£√
x− Pn (x)

¤ ∙
1− 1

2
(
√
x+ Pn (x))

¸
> 0 .

On en déduit la croissance de (Pn) :

Pn+1 (x)− Pn (x) =
1

2
(
√
x− Pn (x))(

√
x+ Pn (x)) > 0 .

La suite (Pn) converge donc ponctuellement et en passant à la limite il vient

limn Pn (x) = limn Pn+1 (x) = limn Pn (x) +
1

2

£
x− limn P 2n (x)

¤
,

donc limn P 2n (x) = x , i.e. supn Pn (x) =
√
x . La convergence uniforme découle donc du

théorème de Dini. ¤

THEOREME Soient X un espace complètement régulier et F un espace localement convexe
séparée coréticulé de fonctions continues bornées réelles sur X telle que toute intégrale de Dirac
soit continue, S− (X) ⊂ Fφ et toute forme linéaire continue µ soit tendue, i.e. pour tout ϕ ∈ F
et tout ε > 0 , il existe K ∈ K (X) tel que

ψ ∈ F , |ψ| 6 |ϕ| et ψ = 0 sur K =⇒ |hψ, µi| 6 ε .

Pour qu’une sous-algèbre G de fonctions contenue dans F soit dense, il faut et il suffit que
G soit linéairement séparante.

La démonstration de la nécessité est identique à celle du thèorème de Stone-Kakutani.
Pour la suffisance nous allons montrer que G est un sous-espace vectoriel coréticulé, ce qui
nous ramène au théorème de Stone-Kakutani. Il nous suffit, pour tout γ ∈ G de prouver que
|γ| =

p
γ2 ∈ G . Par homogénéité nous pouvons supposer que 0 6 γ2 6 1 . On a alors

|γ| = limn Pn ◦ γ2 ∈ G
pour la topologie faible grâce au théorème de Lebesgue. ¤
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COROLLAIRE (Cas complexe) Pour qu’une sous-algèbre involutive G de fonctions conte-
nue dans le complexifié FC de F soit dense, il faut et il suffit que G soit linéairement séparante.

C’est immédiat en séparant partie réelle et partie imaginaire. ¤

REMARQUE Le théorème de Stone-Weierstraß n’est pas valable dans le cas non-borné
comme le montre l’exemple suivant. Cet exemple montre aussi qu’il n’y a pas unicité pour le
problème des moments de Stieltjes 6, p. 105, ou Widder 7, Ch. III, §8, p. 125-126.

En faisant le changement de variable t = u4 , pour tout n ∈ N , on obtientZ ∞

0

tn · sin t 14 · e−t
1
4 dt = 4

Z ∞

0

u4n+3 · sinu · e−u du = 4 Im
Z ∞

0

u4n+3 · e(i−1)·u du = 0 ,

car Z ∞

0

u4n+3 · e(i−1)·u du =
∙
u4n+3 · e

(i−1)·u

i− 1

¸∞
0

−
Z ∞

0

(4n+ 3)u4n+2 · e
(i−1)·u

i− 1 du =

= . . . =
(4n+ 3)!

(i− 1)4n+3
·
Z ∞

0

e(i−1)·u du =
(4n+ 3)!

(i− 1)4n+4
·
£
e(i−1)·u

¤∞
0
= −(4n+ 3)!

24n+4
· (1 + i)4n+4 =

= (−1)n · (4n+ 3)!
4n+1

,

en remarquant que (1 + i)4 = −4 .
Soit alors F l’espace vectoriel coréticulé des fonctions continues ϕ sur R+ telles que

limt→∞ ϕ (t) · e−t = 0 ,
muni de la norme

kϕkeid :=
°°° ϕ

eid

°°°
∞
.

On peut montrer que F satisfait aux hypothèses du théorème de Stone-Kakutani. L’algèbre
des polynômes P (R+) sur R+ est contenue dans F et est évidemment linéairement séparante,
mais elle n’est pas dense car l’intégrale de Radon réelle sin

³
id

1
4

´
· e− id

1
4 ·λR+ définit une forme

linéaire continue sur F qui s’annule sur P (R+) .
Pour la non-unicité du problème de Stieltjes, il suffit de considérer les intégrales de Radon

positives

sin+

³
id

1
4

´
· e− id

1
4 · λR+ et sin−

³
id

1
4

´
· e− id

1
4 · λR+ ,

évidemment différentes, qui ont les mêmes moments.

6 T.J. Stieltjes, Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. 8 (1894), p. 1-122.
7 D.V. Widder, The Laplace transform, Princeton University Press, Princeton, 1946.
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13.5 Diffusions et opérateurs

Dans tout ce qui suit et sauf mention expresse du contraire, X et Y seront des espaces
topologiques complètement réguliers.

PROPOSITION Il y a correspondance biunivoque entre les applications

m : Y −→Mb (X) : y 7−→ my

et les opérateurs continus

m : Cbs (X) −→ CY : ϕ 7−→ mϕ

par

hϕ |my i = hmϕ| eyi = mϕ (y) pour tout ϕ ∈ Cb (X) et y ∈ Y .

(i) Pour que l’on ait m (Y ) ⊂Mb
+ (X) , il faut et il suffit que l’opérateur m : Cb (X) −→ CY

soit positif, i.e. que m(Cb+ (X)) ⊂ RY+ .
(ii) Pour que m : Y −→Mb

e (X) soit continue, il faut et il suffit que pour tout ϕ ∈ Cb (X) la
fonction mϕ soit continue.

Dans ce cas, l’opérateur m : Cb (X) −→ Cc (Y ) est continu et, pour tout compact L de Y ,
la partie m (L) est uniformément bornée.

En outre, cet opérateur est strictement continu si, et seulement si, pour tout compact L
de Y , la partie m (L) est uniformément tendue.

(iii) Pour que m (Y ) soit étroitement bornée, il faut et il suffit que pour tout ϕ ∈ Cb (X) la
fonction mϕ soit bornée.

Dans ce cas, l’opérateur m : Cb (X) −→ `∞ (Y ) est continu de norme

kmk = supy∈Y kmyk ;
en particulier m (Y ) est uniformément bornée.

En outre cet opérateur est strictement continu si, et seulement si, m (Y ) est uniformément
tendue.

La première partie, (i) et les premières assertions de (ii) et (iii) découlent immédiatement
des définitions.

Pour la deuxième assertion de (ii), on remarque tout d’abord que ϕ 7−→ |hϕ,myi| est, pour
tout y ∈ Y , une semi-norme continue sur Cb (X) . Si L est une partie compacte de Y , alors

ϕ 7−→ kmϕk∞,L = supy∈L |hϕ |my i| <∞
est aussi une semi-norme continue sur Cb (X) , puisque cet espace est tonnelé. Ainsi

supy∈L kmyk = supϕ∈Cb(X),kϕk∞61 supy∈L |hϕ |my i| <∞ .

La deuxième assertion de (iii) se démontrent de la même manière en remplaçant L par Y .
Finalement, la troisième assertion de (ii) découle du lemme, puisque la continuité pour la

topologie stricte de la semi-norme

ϕ 7−→ kmϕk∞,L = supy∈L |hϕ |my i|
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signifie que m (L) est équicontinue. Il en est de même de la troisième assertion de (iii). ¤

COROLLAIRE Une application m : Y −→Mb
e (X) est continue, bornée et à valeurs dans

Mb
+ (X) si, et seulement si, m est un opérateur continu et positif de Cb (X) dans Cb (Y ) .

Dans ce cas, m (Y ) est uniformément bornée et, pour que m : Cbs (X) −→ Cbs (Y ) soit
continu, il faut et il suffit que m (L) soit uniformément tendue pour tout compact L de Y .

Il nous suffit de montrer l’équivalence finale. La nécessité est immédiate par (ii), puisque
l’injection canonique Cbs (Y ) ,→ Cc (Y ) est continue.

Réciproquement, soit θ une fonction s.c.i. et tendant vers l’infini à l’infini sur Y . Nous
devons montrer qu’il existe une fonction κ s.c.i. et tendant vers l’infini à l’infini sur X telle que,
pour tout ϕ ∈ Cb (X) , on ait

supy∈Y
|hϕ |my i|
θ (y)

= kmϕkθ 6 kϕkκ .

Mais ceci signifie que m
θ
(Y ) est équicontinue. Il nous suffit donc de montrer que cette partie est

uniformément tendue, puisqu’elle est uniformément bornée, θ ayant un minimum strictement
positif. Soit ε > 0 donné. Posons L :=

n
θ > kmk

ε

o
. Comme m (L) est uniformément tendue,

il existe un compact K de X satisfaisant à la propriété (T ) pour ε · min θ (Y ) . Pour tout
ϕ ∈ Cb (X) tel que |ϕ| 6 1 et ϕ = 0 sur K , on obtient alors¯̄̄̄¿

ϕ

¯̄̄̄
my

θ (y)

À¯̄̄̄
6 1

θ (y)
· ε ·min θ (Y ) 6 ε si y ∈ L

et ¯̄̄̄¿
ϕ

¯̄̄̄
my

θ (y)

À¯̄̄̄
6 kmyk

θ (y)
6 ε si y /∈ L .

¤
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13.6 Diffusions convenables

DEFINITION Si m : Y −→Mb (X) est telle que m soit un opérateur continu et positif de
Cbs (X) dans Cbs (Y ) , nous dirons que c’est une diffusion convenable de Y dans X .

PROPOSITION Soit m est une diffusion convenable de Y dans X . Pour toute intégrale
de Radon bornée ν sur Y , la forme semi-linéaire

νm : ϕ 7−→
Z
hϕ |my i dν (y) : Cb (X) −→ C

est une intégrale de Radon bornée sur X . Si ν est positive, on aZ ∗

s dνm =

Z ∗ µZ ∗

s dmy

¶
dν (y) pour tout s ∈ SK (X) .

On a νm = m†ν . En effet m : Cbs (X) −→ Cbs (Y ) est continu, donc l’adjointe m† est une
application linéaire deMb (Y ) dansMb (X) et, pour tout ϕ ∈ Cb (X) , on a

ϕ|m†ν
®
= hmϕ| νi =

Z
mϕ (y) dν (y) =

Z
hϕ |my i dν (y) .

La dernière assertion découle alors de la propriété de Bourbaki, car on a

s = sup
©
ϕ ∈ Cb (X)

¯̄
ϕ 6 s

ª
et y 7−→

R
ϕ dmy = hϕ |my i est une fonction continue sur Y . ¤

REMARQUE 1 Pour tout y ∈ Y , on a εym = my .

REMARQUE 2 La proposition montre que (my)y∈Y est une désintégration de νm par rap-
port à ν . Nous pouvons donc appliquer les résultats du cours d’Analyse [17], §6, sans aucun
problèmes puisque les intégrales de Radon que nous considérons sont bornées, et par suite
modérées.
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13.7 Prolongement d’une diffusion convenable

On peut également prolonger l’opérateur m aux fonctions inférieurement bornées f sur X
en posant

mf :=

Z ∗

f dm¦ : Y −→ eR .
Il est positivement homogène, sous-additif et permute avec les enveloppes supérieures dénom-
brables (propriété de Daniell).

DEFINITION Nous désignerons par Bb (X) le sous-espace vectoriel fermé de `∞ (X) des
fonctions boréliennes bornées.

PROPOSITION Soit m une diffusion convenable de Y dans X . Alors m se prolonge en
un opérateur continu

m : Bb (X) −→ Bb (Y ) : f 7−→ mf :=

Z
f dm¦ .

On a tout d’abord°°°°Z f dm¦

°°°° 6 supy∈X kfk∞ · kmyk = kmk · kfk∞ ,

donc m est un opérateur continu de Bb (X) dans `∞ (Y ) . Comme Bb (Y ) est un sous-espace
vectoriel fermé de `∞ (Y ) , l’ensemble F des f ∈ BbR (X) tels que mf ∈ Bb (Y ) est un sous-
espace vectoriel fermé de BbR (X) et on a Fσ = F par la propriété de Daniell. Il nous suffit de
montrer que F = BbR (X) .

Soit s une fonction s.c.i. positive bornée. Puisque s = supϕ∈C0(X),ϕ6s ϕ , par la propriété de
Bourbaki, la fonctionZ

s dm¦ = supϕ∈C0(X),ϕ6s

Z
ϕ dm¦ = supϕ∈C0(X),ϕ6smϕ

est s.c.i., puisquemϕ est continue. On a donc s ∈ F . L’ensemble des fonctions s.c.i. positives et
bornées étant stable pour la multiplication (ponctuelle), le théorème suivant permet de conclure.

¤

THEOREME Soient

(i) F un espace vectoriel de fonctions réelles contenant les constantes et tel que

Fσ ∩F↓ = F ,

(ii) S un sous-cône convexe min-stable de F tel que

min(s, 1) ∈ F pour tout s ∈ S ,
(iii) A la tribu engendrée par S .

Alors

M (A) ∩ F↓ ⊂ F .
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Par le lemme de Zorn, il existe un sous-cône convexe min-stable eS de F , qui soit maximal
et contenant S .

[ ?]
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13.8 Cas localement compact

Nous supposerons maintenant que X est un espace localement compact. L’espace des in-
tégrales de RadonM (X) et le sous-espaceMb (X) de celles qui sont bornées sont considérés
comme le dual de K (X) et C0 (X) respectivement. La topologie faible par rapport à K (X) sur
M (X) sera dite vague , pour la distinguer de celle par rapport à C0 (X) surMb (X) .

PROPOSITION Il y a correspondance biunivoque entre les applications m : Y −→M (X)
et les opérateurs continus m : K (X) −→ CY par

hϕ |my i = mϕ (y) pour tout ϕ ∈ K (X) et y ∈ Y .

(i) Pour que l’on ait m (Y ) ⊂M+ (X) , il faut et il suffit que l’opérateur m : K (X) −→ CY
soit positif, i.e. que m(K+ (X)) ⊂ RY+ .
(ii) Pour que m : Y −→Mσ (X) soit continue, il faut et il suffit que pour tout ϕ ∈ K (X) la
fonction mϕ soit continue.

Dans ce cas, m : K (X) −→ Cc (Y ) est un opérateur continu.
(iii) Pour que m (Y ) soit vaguement bornée, il faut et il suffit que pour tout ϕ ∈ K (X) la
fonction mϕ soit bornée.

Dans ce cas, m : K (X) −→ `∞ (Y ) est un opérateur continu et m (Y ) est fortement
bornée dansM (X) .

La démonstration est analogue à celle de la proposition 1.3, à part la dernière assertion. Si
B est une partie bornée de K (X) et ρB la semi-norme correspondante surM (X) , alors

supy∈Y ρB (my) = supy∈Y supϕ∈B |hϕ |my i| =

= supϕ∈B supy∈Y |mϕ (y)| = supϕ∈B kmϕk∞ <∞ ,

puisque ϕ 7−→ kmϕk∞ est une semi-norme continue sur K (X) , ce qui montre que m (Y ) est
fortement bornée. ¤

DEFINITION Nous dirons qu’une application continue m : Y −→Mσ (X) à valeurs dans
M+ (X) est une diffusion (continue) de Y dans X .

PROBLEME Comment peut-on généraliser cette situation au cas complètement régulier ?
Faut-il sortir des espaces vectoriels et considérer des conoïdes localement convexes ?
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13.9 Diffusions convenables dans le cas localement
compact

LEMME Soit m : Y −→M (X) . On a m (Y ) ⊂Mb (X) si, et seulement si, m : K (X) −→
CY est continu en munissant K (X) de la norme uniforme k·k∞ .

Dans ce cas l’unique prolongement continu de m à C0 (X) , encore noté m est donné par

hϕ |my i = mϕ (y) pour tout ϕ ∈ C0 (X) et y ∈ Y .

Rappelons tout d’abord qu’une intégrale de Radon µ appartient àMb (X) si, et seulement
si, on a

supϕ∈K(X),kϕk∞61 |hϕ|µi| = |µ| (1) <∞ .

Comme la continuité de m pour k·k∞ signifie que, pour tout y ∈ Y , on a
supϕ∈K(X),kϕk∞61 |hϕ |my i| = supϕ∈K(X),kϕk∞61 |mϕ (y) | <∞ ,

le résultat en découle. ¤
Ceci montre que l’opérateur m : C0 (X) −→ CY est la restriction de celui que nous avons

considéré en 1.3 : m : Cb (X) −→ CY . Cet opérateur est un prolongement particulier, défini
par intégration !

Si m (Y ) ⊂Mb
+ (X) , alors

mf = supϕ∈C0(X),ϕ6f mϕ pour tout f ∈ SC0 (X) .

PROPOSITION Soit m : Y −→Mb (X) .

(i) Pour que m : Y −→ Mb
σ (X) soit continue, il faut et il suffit que la fonction mϕ soit

continue pour tout ϕ ∈ C0 (X) .
Dans ce cas, m : C0 (X) −→ Cc (Y ) est un opérateur continu.

(ii) Pour que m : Y −→ Mb
e (X) soit continue, i.e. que la fonction mϕ soit continue pour

tout ϕ ∈ Cb (X) , il faut et il suffit que m : Y −→Mb
σ (X) soit continue et que m1 soit une

fonction continue.
Dans ce cas, pour tout compact L de Y , la partie m (L) est uniformément tendue. En

particulier m : Cbs (X) −→ Cc (Y ) est continu.
(iii) Pour que m (Y ) soit uniformément bornée, il faut et il suffit que m (Y ) soit faiblement
bornée, i.e. que la fonction mϕ soit bornée pour tout ϕ ∈ C0 (X) .

La première assertion de (i) découle immédiatement des définitions. La seconde se démontre
comme dans la proposition 1.3.

La condition de (ii) est évidemment nécessaire par (i). Réciproquement, la formule ci-dessus
montre que mϕ est s.c.i. pour tout ϕ ∈ Cb+ (X) . Il en est de même si ϕ ∈ Cb (X) , car mϕ =
m (ϕ+ kϕk∞ · 1)−kϕk∞ ·m1 . Finalement, puisquemϕ = −m (−ϕ) est s.c.s., mϕ est continue.
Montrons quem (L) est uniformément tendue pour tout compact L de Y . Remarquons, puisque
X est localement compact, que (K◦)K∈K(X) est une famille filtrante croissante d’ouverts de
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13.9 Diffusions convenables dans le cas localement compact

réunion X . Par la propriété de Bourbaki on obtient

m1 (y) =

Z
supK∈K(X) 1K◦dmy = supK∈K(X)m1K◦ (y) pour tout y ∈ Y ,

et

m1K◦ =

Z
supϕ∈C0+(X),ϕ61K◦ ϕ dm¦ = supϕ∈C0+(X),ϕ61K◦ mϕ

est une fonction s.c.i. sur Y . Le théorème de Dini montre alors que la famille filtrante croissante
(m1K◦)K∈K(X) converge uniformément sur L vers m1 . Etant donné ε > 0 , il existe donc un
compact K de X tel que

my

¡
{K
¢
= m1 (y)−m1K (y) 6 m1 (y)−m1K◦ (y) 6 ε pour tout y ∈ L ,

ce qui montre que m (L) est uniformément tendue.
La condition de (iii) est trivialement nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. La semi-

norme

ϕ 7−→ kmϕk∞ = supy∈Y |hϕ |my i|
est continue sur C0 (X) , puisque cet espace est tonnelé. Ainsim : C0 (X) −→ `∞ (Y ) est continu
de norme

M := supϕ∈C0(X),kϕk∞61 supy∈Y |hϕ |my i| .
Mais alors

supy∈Y kmyk = supy∈Y |my| (1) = supy∈Y supϕ∈C0+(X),ϕ61 |hϕ ||my|i| =

= supy∈Y supϕ∈C0(X),kϕk∞61 |hϕ |my i| =M <∞ .

¤

COROLLAIRE Pour que m : Y −→Mb (X) soit une diffusion convenable de Y dans X ,
il faut et il suffit que m : Y −→ Mb

σ (X) soit continue bornée et que m1 soit une fonction
continue.

C’est immédiat par le corollaire 1.3. ¤

THEOREME Soit m une diffusion uniformément bornée. Pour que mϕ ∈ C0 (Y ) quel que
soit ϕ ∈ C0 (X) , il faut et il suffit que, pour toute partie compacte K de Y et tout ε >
0 ,l0ensemble

{y ∈ Y | my (K) > ε}
soit compact.
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14.1 Théorie

14.1 Théorie

Soit A une algèbre stellaire.

LEMME Pour qu’une matrice de M2 (A) soit hermitienne, il faut et il suffit qu’elle soit de
la forme µ

a b∗

b d

¶
et que

a = a∗ et d = d∗ . (∗)

C’est immédiat puisque µ
a c
b d

¶H
=

µ
a∗ b∗

c∗ d∗

¶
.

¤

DEFINITION On dit qu’une matrice A ∈M2 (A) est un orthoprojecteur si les relations A
est hermitienne et A2 = A .

PROPOSITION Soient a, b, d ∈ A tels que a = a∗ et d = d∗ .

(i) Pour que
µ
a b∗

b d

¶
soit un orthoprojecteur, il faut et il suffit que

a = a2 + b∗b , (∗∗)

b = ba+ db (∗ ∗ ∗)

et

d = bb∗ + d2 . (∗ ∗ ∗∗)

(ii) Soit t ∈ A et posons a := (e+ t∗t)−1 . On a a ∈ G (A) etµ
a at∗

ta tat∗

¶
est un orthoprojecteur dans M2 (A) .
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Théorie 14.1

Dmonstration de (i) En effetµ
a b∗

b d

¶µ
a b∗

b d

¶
=

µ
a2 + b∗b ab∗ + b∗d
ba+ db bb∗ + d2

¶
.

Dmonstration de (ii) On a donc

a := (e+ t∗t)−1 , b := ta et d := tat∗ .

Il est clair que a ∈ G (A) et que la condition (∗) est satisfaite. Il en est de même des autres
conditions car

a2 + b∗b = a2 + at∗ta = a (e+ t∗t) a = a ,

ba+ db = ta2 + tat∗ta = ta (e+ t∗t) a = b

et

bb∗ + d2 = taat∗ + tat∗tat∗ = ta (e+ t∗t) at∗ = tat∗ = d .

¤

PROBLEME Décrire tous les orthoprojecteur de M2 (A) . En particulier, quelles sont les
solutions de (∗∗) ? ³

a− e
2

´2
=
e

4
− b∗b

REMARQUE 1 Soient a, b ∈ A tels que
a∗ = a = a2 + b∗b .

Puisque b∗b > 0 , il vient a > a2 > 0 , donc 0 6 a 6 e par le calcul fonctionnel. Etant donné
un tel a on a a − a2 > 0 . Pour tout u ∈ A tel que u∗u = e , b := u (a− a2)

1
2 = ua

1
2 (e− a)

1
2

est une solution. Est-ce que toute solution est de cette forme pour un u ∈ A†† ?
Peut-on résoudre (∗ ∗ ∗) , i.e.

dua
1
2 (e− a)

1
2 = b (e− a) = ua 12 (e− a)

3
2 ?

Peut-on en déduire

du = u (e− a) ,
donc

duu∗ = u (e− a)u∗ ?
Remarquons que uu∗ est un orthoprojecteur de A .

Si b ∈ G (A) , alors
d := e− bab−1

est solution de (∗ ∗ ∗) et
bb∗ + d2 = bb∗ +

¡
e− bab−1

¢2
= bb∗ + e− 2bab−1 + ba2b−1 =

= bb∗ + e+ b
¡
a2 − a

¢
b−1 − bab−1 = e− bab−1 = d ,

donc aussi de (∗ ∗ ∗∗) .
bb∗ + d2 =
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14.1 Théorie

REMARQUE 2 Si a ∈ G (A) , posons
t := ba−1 ∈ A .

Grâce à (∗) et (∗∗) , on obtient
e+ t∗t = e+ a−1b∗ba−1 = e+ a−1 (e− a) aa−1 = a−1 ,

donc

a = (e+ t∗t)−1

et

b = ta = t (e+ t∗t)−1 .

Remarquons maintenant que

b− ba = b
¡
a−1 − e

¢
a = bt∗t (e+ t∗t)−1 = bt∗b = ba−1b∗b ,

ce qui montre que (∗ ∗ ∗) est équivalent à
db = ba−1b∗b ,

donc à ¡
d− ba−1b∗

¢
b = 0 .

Si b ∈ G (A) , on obtient
d = ba−1b∗ = tat∗ .

Puisque t ∈ G (A) , il vient en outre

b = t (e+ t∗t)−1 t∗ =
£
(t∗)−1 (e+ t∗t) t−1

¤−1
=
£
e+ (t∗)−1 t−1

¤−1
.

REMARQUE 3 Soient a, b ∈ A tels que
a∗ = a = a2 + b∗b

et t ∈ A une solution de
ta = b ;

alors

a (e+ t∗t) a = a2 + b∗b = a

et, en posant d := tat∗ , on obtient

ba+ db = ta2 + tat∗ta = ta (e+ t∗t) a = ta = b

et

bb∗ + d2 = taat∗ + tat∗tat∗ = ta (e+ t∗t) at∗ = tat∗ = d .

Que peut-on en tirer ?

REMARQUE Pour la réciproque : (∗ ∗ ∗) entraîne grâce à (∗∗)
db = b− ba = ta− ta2 = tb∗b ,

donc

(d− tb∗) b = 0 .
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14.2 Exemples

Soit A :=M2 (C) .

EXEMPLE 1

T =

µ
0 0
0 0

¶
L’algèbre A (T ) est commutative, mais C n’est pas inversible.⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
2

=

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
EXEMPLE 2

T =

µ
1 0
0 1

¶
L’algèbre A (T ) est commutative⎛⎜⎜⎝

1
2
0 1

2
0

0 1
2
0 1

2
1
2
0 1

2
0

0 1
2
0 1

2

⎞⎟⎟⎠
EXEMPLE 3

T =

µ
1 1
1 1

¶
L’algèbre A (T ) est commutative⎛⎜⎜⎝

3
5
−2
5

1
5

1
5

−2
5

3
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2
5

2
5

1
5

1
5

2
5

2
5

⎞⎟⎟⎠
2

=

⎛⎜⎜⎝
3
5
−2
5

1
5

1
5

−2
5

3
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2
5

2
5

1
5

1
5

2
5

2
5

⎞⎟⎟⎠
EXEMPLE 4

T =

µ
1 1
0 1

¶
T n’est pas normale, mais B l’est.⎛⎜⎜⎝

3
5
−1
5

2
5
−1
5

−1
5

2
5

1
5

2
5

2
5

1
5

3
5

1
5

−1
5

2
5

1
5

2
5

⎞⎟⎟⎠
2

=

⎛⎜⎜⎝
3
5
−1
5

2
5
−1
5

−1
5

2
5

1
5

2
5

2
5

1
5

3
5

1
5

−1
5

2
5

1
5

2
5

⎞⎟⎟⎠
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EXEMPLE 5

T =

µ
1 1
0 2

¶
T et B ne sont pas normales.⎛⎜⎜⎝

6
11

− 1
11

5
11
− 2
11

− 1
11

2
11

1
11

4
11

5
11

1
11

6
11

2
11

− 2
11

4
11

2
11

8
11

⎞⎟⎟⎠
2

=

⎛⎜⎜⎝
6
11

− 1
11

5
11
− 2
11

− 1
11

2
11

1
11

4
11

5
11

1
11

6
11

2
11

− 2
11

4
11

2
11

8
11

⎞⎟⎟⎠
EXEMPLE 6

T =

µ
1 0
0 0

¶
Toutes les matrices sont normales, mais C n’est pas inversible.⎛⎜⎜⎝

1
2
0 1

2
0

0 1 0 0
1
2
0 1

2
0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
2

=

⎛⎜⎜⎝
1
2
0 1

2
0

0 1 0 0
1
2
0 1

2
0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
EXEMPLE 7⎛⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
2

=

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
A et C ne sont pas inversibles.
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14.3 Calculs

Soit

Id =

µ
1 0
0 1

¶

T =

µ
1 1
1 1

¶
Est-ce que T est une matrice normale ?

THT − TTH = 0

A =
¡
Id+THT

¢−1
=

1

Id+THT

B = T
¡
Id+THT

¢−1
=

T

Id+THT

Est-ce que B commute avec A ?

AB −BA = 0
Est-ce que B est une matrice normale ?

BHB −BBH = 0

C = T
¡
Id+THT

¢−1
TH =

T

Id+THT
TH

µ
3
5
−2
5

−2
5

3
5

¶µ
1
5

1
5

1
5

1
5

¶
, concatenate :

µ
3
5
−2
5

1
5

1
5

−2
5

3
5

1
5

1
5

¶H
=

⎛⎜⎜⎝
3
5
−2
5

−2
5

3
5

1
5

1
5

1
5

1
5

⎞⎟⎟⎠
µ

1
5

1
5

1
5

1
5

¶µ
2
5

2
5

2
5

2
5

¶
, concatenate :

µ
1
5

1
5

2
5

2
5

1
5

1
5

2
5

2
5

¶H
=

⎛⎜⎜⎝
1
5

1
5

1
5

1
5

2
5

2
5

2
5

2
5

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

3
5
−2
5

−2
5

3
5

1
5

1
5

1
5

1
5

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

1
5

1
5

1
5

1
5

2
5

2
5

2
5

2
5

⎞⎟⎟⎠, concatenate :
⎛⎜⎜⎝

3
5
−2
5

1
5

1
5

−2
5

3
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2
5

2
5

1
5

1
5

2
5

2
5

⎞⎟⎟⎠

Claude Portenier ORTHOPROJECTEURS 591



14.4 Transposition

14.4 Transposition

DEFINITION On définit la matrice transposée de
µ
a b
c d

¶
∈M2 (A) par

t
µ
a b
c d

¶
:=

µ
a c
b d

¶
.

EXEMPLE 1 On a Sp
t
µ
a b
c d

¶
6= Sp

µ
a b
c d

¶
.

Par exemple dans M2 (M2 (C)) , le polynôme caractéristique de⎛⎜⎜⎝
1 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
est (X − 1)4 , tandis que celui de ⎛⎜⎜⎝

1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
est X4 − 4X3 + 6X2 − 5X + 2 , dont les racines sont 2, 1, 1

2
− 1

2
i
√
3, 1

2
+ 1

2
i
√
3 .

PROPOSITION Soient a, b, c ∈ A tels que a = a∗ et c = c∗ . Pour que
µ
a b∗

b c

¶
et

t
µ
a b∗

b c

¶
=

µ
a b
b∗ c

¶
soit des orthoprojecteurs, il faut et il suffit que b soit normale et que

a = a2 + b∗b ,

b = ba+ cb

et

c = bb∗ + c2 .

C’est immédiat par la proposition ci-dessus. ¤

EXEMPLE 2 Le polynôme caractéristique et les valeurs propres de

1

5

⎛⎜⎜⎝
3 −1 2 −1
−1 2 1 2
2 1 3 1
−1 2 1 2

⎞⎟⎟⎠
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sont X4 − 2X3 +X2 et 1, 1, 0, 0 , tandis que ceux de

1

5

⎛⎜⎜⎝
3 −1 2 1
−1 2 −1 2
2 −1 3 1
1 2 1 2

⎞⎟⎟⎠
sont X4 − 2X3 +X2 − 16

625
et 4

5
, 1
5
, 1
2
+ 1

10

√
41, 1

2
− 1

10

√
41 .

Claude Portenier ORTHOPROJECTEURS 593





Chapitre 15

ALGÈBRE DES FONCTIONS

RÉGLÉES

Version du 15 septembre 2001

Claude Portenier ANALYSE FONCTIONNELLE 595



15.0

DEFINITION Soit J un intervalle de R . Nous dirons que la fermeture uniforme de l’algèbre
des fonctions en escaliers et à support compact sur J est l’ algèbre des fonctions réglées sur J
et nous la désignerons par R (J) .

PROBLEME Quel est son spectre ?

Rappelons que la topologie gauche, respectivement droite de J , est engendrée par les
intervalles semi-ouverts à gauche, respectivement à droite. Si O est un ouvert pour l’une de ces
topologies nous désignerons par O◦ sont intérieur dans J .

THEOREME Le spectre SpR (J) contient la réunion J ×{g}∪ J ∪ J ×{d} de trois copies
disjointes de J munie de la topologie formée des ensembles de la forme

Og × {g} ∪O◦g ∪O ∪O◦d ∪Od × {d} ,
où Og et Od sont des ouverts de J pour la topologie gauche, respectivement droite, et O une
partie quelconque de J .

Rappelons que R (J) est formé des fonctions s’annulant à l’infini et ayant des limites à
gauche et à droite. Pour tout t ∈ J , soient

εg,t : f 7−→ lims→t− f (s) ,

εt : f 7−→ f (t)

et

εd,t : f 7−→ lims→t+ f (s) .

On vérifie immédiatement que ces applications sont injectives et d’images disjointes deux à
deux. D’autre part un voisinage typique de εg,t est de la forme

V = {χ ∈ SpR (J) | |hfj|χ− εg,ti| 6 ε pour j = 1, . . . , n} .
Mais puisque chaque fj possède un limite à gauche, il existe δ > 0 tel que

fj (]t− δ, t[) ⊂ {|fj − fj (t)| 6 ε} ,
donc ε (]t− δ, t[) ⊂ V , mais aussi εg (]t− δ, t]) ⊂ V .
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16.1 Anti-dualité.

16.1 Anti-dualité.

Compatibilité. hE|E†i et hG|G†i sont dites compatibles s’il existe hF |F †i et des injections
canoniques E† ,→ F † et G† ,→ F †?

Les anti-dualités hF |F †i et hH|H†i sont liées par la formule
hϕ|Ψ†ξiF = hΨϕ|ξiH pour tout ϕ ∈ F et ξ ∈ H† .

Si Ψ est d’image dense, alors Ψ† est injective et, en identifiant H† avec Ψ†(H†) , i.e. en
considérant Ψ† comme une injection canonique, le noyau de H† ,→ F † est

RΨ : F −→ H† .

On a évidemment

hϕ|ξiF = hΨϕ|ξiH = (RΨϕ|ξ)H† pour tout ϕ ∈ F et ξ ∈ H† .

Si en plus Ψ est une injection canonique, on l’omettra aussi et on a

hϕ|ξiF = hϕ|ξiH pour tout ϕ ∈ F et ξ ∈ H† .

On dit alors que les anti-dualités hF |F †i et hH|H†i sont compatibles par rapport à l’injection
canonique (continue) F ,→ H . Mais attention, H ne possède pas nécessairement de plongement
canonique dans F † (cf. 2.5).

598 CHAMPS D’OPÉRATEURS Claude Portenier



Intégration vectorielle. 16.2

16.2 Intégration vectorielle.

Dans ce qui suit soit Λ un espace topologique séparé et σ une intégrale de Radon sur Λ .

Soit G un espace localement convexe tonnelé et κ : Λ −→ L(G,F †σ) une application. Pour
tout ψ ∈ G on définit

κψ : λ 7−→ κ(λ)ψ : Λ −→ F † .

REMARQUE 1 Pour que κ soit scalairement σ-intégrable, respectivement σ-mesurable, il
faut et il suffit que, pour tout ψ ∈ G , l’application κψ soit scalairement σ-intégrable, respecti-
vement σ-mesurable, i.e. que pour tout ϕ ∈ F et ψ ∈ G , on ait hϕ|κψi ∈ L1(σ) , respectivement
que hϕ|κψi soit σ-mesurable.

REMARQUE 2 Si κ est scalairement σ-intégrable, alors κ est absolument σ-intégrable dans
L(G,F †σ) si, et seulement si

(ϕ,ψ) 7−→
Z
|hϕ|κψi|dσ

est séparément une semi-norme continue sur F respectivement G .

C’est immédiat par le théorème 5.4.(ii) et la définition de la topologie sur F oni G , montrant
que κ est absolument σ-intégrable dans L(G,F †σ) si, et seulement si, l’application

(ϕ,ψ) 7−→ hϕ|κψi : F ×G −→ L1(σ)

est séparément continue. ¤
Plus précisément on a la

PROPOSITION Pour que κ soit absolument σ-intégrable dans L(G,F †σ) , il faut et il suffit
que, pour tout ψ ∈ G , l’application κψ soit absolument σ-intégrable dans F † et que, pour tout
f ∈ L∞(σ) , l’application

ψ 7−→
Z
f · κψ dσ : G −→ F †σ

soit (faiblement) continue.

D’après la remarque 1, nous pouvons supposer que κψ est scalairement σ-intégrable pour
tout ψ ∈ G . Il suffit alors de constater que la condition de continuité de la remarque 2 signifie
d’une part que, pour tout ψ ∈ G , la fonction

ϕ 7−→
Z
|hϕ|κψi|dσ

est une semi-norme continue sur F , donc que κψ est absolument σ-intégrable dans F † , et
d’autre part que

ψ 7−→
Z
|hϕ|κψi|dσ = sup|f |∞61|

Z
hϕ|κψif dσ| = sup|f |∞61|hϕ|

Z
f · κψ dσi|

Claude Portenier CHAMPS D’OPÉRATEURS 599



16.2 Intégration vectorielle.

est une semi-norme continue sur F , d’où le résultat puisque F est tonnelé. ¤
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16.3 INTEGRATION VECTORIELLE

1.2 PROPOSITION. Si f : X −→ R est µ-mesurable et finie µ-presque partout, alors
l’ensemble des parties compactes K telles que f|K soit bornée est µ-dense.

Soit K une partie compacte et ε > 0 . On a

K =

Ã[
n∈N
{|f | 6 n} ∩K

!
∪N ,

où N est une partie µ-négligeable. Il existe donc n ∈ N tel que µ(K r {|f | 6 n}) 6 ε
2
, puis

une partie compacte Kε ⊂ {|f | 6 n} ∩K telle que

µ({|f | 6 n} ∩K rKε) 6
ε

2
.

On a alors µ(K rKε) 6 ε et f|Kε est bornée. ¤
DEFINITION. Nous dirons qu’une application ζ : X −→ F †σ est Lusin µ-bornée si

l’ensemble des parties compactes, sur lesquelles ζ (faiblement) bornée, est µ-dense.
THEOREME. Si ζ est scalairement µ-intégrable et Lusin µ-bornée, alors ζ est absolument

µ-intégrable dans F †.
Si K est une partie compacte sur laquelle ζ est bornée, on a

K

Z
|hϕ|ζi|dµ 6 µ(K) · supx∈K |hϕ|ζ(x)i|

et

ϕ 7−→ supx∈K|hϕ|ζ(x)i|
est une semi-norme continue, puisque F est tonnelé. Il en est donc de même de

ϕ 7−→
Z
|hϕ|ζi|dµ = supKK

Z
|hϕ|ζi|dµ ,

K parcourant l’ensemble µ-dense des parties compactes sur lesquelles ζ est bornée. ¤
REMARQUE.On dit que ζ est Lusin µ-mesurable si l’ensemble des parties compactes, sur

lesquelles ζ est (faiblement) continue, est µ-dense. Dans ce cas, ζ est scalairement µ-négligeable
si, et seulement si, ζ est µ-négligeable.

C’est immédiat, puisque l’on peut se restreindre aux parties compactes contenues dans le
support de µ . ¤

1.3 THEOREME DE LEBESGUE. Soit (ζk) une suite de L1(µ, F †) convergente µ-
presque partout vers ζ dans F †σ . Si, pour tout ϕ ∈ F, il existe une fonction µ-intégrable gϕ telle
que, pour tout k on ait |hϕ|ζki| 6 gϕ, alors ζ est absolument µ-intégrable dans F † et on aZ

ζ dµ = lim
Z

ζkdµ dans F †σ .

Par le théorème de Lebesgue classique il est clair que ζ est scalairement µ-intégrable et,
pour tout ϕ ∈ F , on aZ

|hϕ|ζi|dµ 6
Z •

supk|hϕ|ζki|dµ = supk

Z
maxl=0,..,k|hϕ|ζ li|dµ 6

Z
gϕdµ <∞ .
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Comme Z
maxl=0,..,k|hϕ|ζ li|dµ 6

kX
l=0

Z
|hϕ|ζ li|dµ ,

et puisque le membre de droite est une semi-norme continue, il en est de même du membre de
gauche. F étant tonnelé, on en déduit alors que

ϕ 7−→
Z
supk|hϕ|ζki|dµ

est une semi-norme continue, donc aussi

ϕ 7−→
Z
|hϕ|ζi|dµ .

Ceci finit de prouver que ζ est absolument µ-intégrable dans F † . ¤
1.4 REMARQUES. Soit G un espace localement convexe tonnelé et κ : X −→ L(G,F †σ)

une application. Pour tout ψ ∈ G on définit

κψ : x 7−→ κ(x)ψ : X −→ F † .

(1) Pour que κ soit scalairement µ-intégrable, respectivement µ-mesurable, il faut et il suffit que,
pour tout ψ ∈ G , l’application κψ soit scalairement µ-intégrable, respectivement µ-mesurable,
i.e. que pour tout ϕ ∈ F et ψ ∈ G , on ait hϕ|κψi ∈ L1(µ) , respectivement que hϕ|κψi soit
µ-mesurable.

(2) Si κ est scalairement µ-intégrable, alors κ est absolument µ-intégrable dans L(G,F †σ),
si et seulement si

(ϕ,ψ) 7−→
Z
|hϕ|κψi|dµ

est séparément une semi-norme continue sur F respectivement G.
C’est immédiat par le théorème 1.1.(ii) et la définition de la topologie sur F oni G , montrant

que κ est absolument µ-intégrable dans L(G,F †σ) si, et seulement si, l’application

(ϕ,ψ) 7−→ hϕ|κψi : F ×G −→ L1(µ)

est séparément continue.¤
Plus précisément on a la
PROPOSITION. Pour que κ soit absolument µ-intégrable dans L(G,F †σ), il faut et il

suffit que, pour tout ψ ∈ G,l’application κψ soit absolument µ-intégrable dans F † et que, pour
tout f ∈ L∞(µ),l’application

ψ 7−→
Z
f · κψ dµ : G −→ F †σ

soit (faiblement) continue.
D’après la remarque 1, nous pouvons supposer que κψ est scalairement µ-intégrable pour

tout ψ ∈ G . Il suffit alors de constater que la condition de continuité de la remarque 2 signifie
d’une part que, pour tout ψ ∈ G , la fonction

ϕ 7−→
Z
|hϕ|κψi|dµ

est une semi-norme continue sur F , donc que κψ est absolument µ-intégrable dans F † , et
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d’autre part que

ψ 7−→
Z
|hϕ|κψi|dµ = sup|f |∞61|

Z
hϕ|κψif dµ| = sup|f |∞61|hϕ|

Z
f · κψ dµi|

est une semi-norme continue sur F , d’où le résultat puisque F est tonnelé.¤
Soient bh : X −→ L+

¡
F, F †

¢
et bH : X −→ Hilb

¡
F †
¢
l’application correspondante par le

théorème de Schwartz.
DEFINITION 2. Soit G un espace localement convexe tonnelé. On dit qu’une applicationbα : X −→ L(G,F †)

est un champ d’opérateurs (à valeurs dans bH) si l’on a bα(x) ∈ L(G, bH(x)) pour µ-presque tous
les x ∈ X . On définit bα†bα : x 7−→ bα(x)†bα(x) : X −→ L+(G,G†) .

On sait que bα (x)† bα (x) est le noyau de l’image bα (x)† ³ bH (x)´ ,→ G†. On désigne parbα† ³ bH´ l’application correspondante dans Hilb(G†) .
Remarquons que bh est un champ d’opérateurs à valeurs dans bH . On a bh†bh = bh , puisquebh(x)† est l’injection canonique de bH (x) dans F † .
REMARQUE.
(1) Pour que bα†bα soit scalairement µ-mesurable, il faut et il suffit que, pour tout ψ ∈ G ,

la fonction kbαψk soit µ-mesurable.
C’est évident, car hϕ|bα†bαψi = (bαϕ|bαψ) s’exprime à l’aide de fonctions du type kbαψk grâce

à l’identité polaire. ¤
PROPOSITION. Pour que bα†bα soit absolument µ-intégrable dans L(G,G†), il faut et il

suffit que , pour tout ψ ∈ G, on ait kbαψk ∈ L2(µ) et que ψ 7−→ kbαψk2 soit une semi-norme
continue sur G.

En effet si bα†bα est absolument µ-intégrable dans L ¡G,G†¢ , alors
x 7−→ kbαψk2(x) = (bα(x)ψ|bα(x)ψ)x = hψ|bα(x)†bα(x)ψi

est µ-intégrable, et

ψ 7−→ kbαψk2 = µZ kbαψk2dµ¶1
2

=

µZ
hψ|bα†bαψidµ¶1

2

= hψ|
µZ bα†bαdµ¶ψi 12

est une semi-norme continue sur G , puisque
R bα†bαdµ est un noyau positif.

Réciproquement, bα†bα est scalairement µ-mesurable par la remarque ci-dessus. D’autre part,
pour tout ϕ,ψ ∈ G on a

|hϕ|bα†bαψi| = |(bαϕ|bαψ)| 6 kbαϕk · kbαψk ,
donc Z •

|hϕ|bα†bαψi|dµ 6 kbαϕk2kbαψk2 ,
d’où le résultat par la remarque 1.4.2. ¤

NOTATION. Dans ce cas
R bα†bα dµ est le noyau d’un sous-espace hilbertien que nous

noterons
R bα† ³ bH´ dµ .

COROLLAIRE. Pour que bh : X −→ L+(F,F †) soit absolument µ-intégrable dans
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L(F,F †), il faut et il suffit que, pour tout ϕ ∈ F, on ait kbhϕk ∈ L2(µ) et que
ϕ 7−→ kbhϕk2

soit une semi-norme continue sur F.
Dans ce cas, tout ζ ∈ Λ2(µ, bH) est absolument µ-intégrable dans F † etZ

: ζ 7−→
Z

ζ dµ : Λ2(µ, bH) −→ F †σ

est continue.
Pour la seconde partie il suffit de constater que, pour tout ϕ ∈ F , on aZ •

|hϕ|ζi|dµ 6
Z •

|(bhϕ|ζ)|dµ 6 kbhϕk2kζk2 ,
d’où le résultat. ¤

REMARQUE.
(2) Dans ce cas, pour tout ϕ ∈ F , on a bhϕ ∈ Λ2(µ, bH) et, pour tout champ ζ ∈ Λ2(µ, bH)

la fonction hϕ|ζi = (bhϕ|ζ) est µ-intégrable ! Ainsi, Ker R est l’ensemble de ces champs tels
que, pour tout ϕ ∈ F , on ait Z

(bhϕ|ζ)dµ = 0 ,
i.e. l’orthogonal de h(F ) dans Λ2(µ, bH) . Mais attention, Λ2(µ, bH) n’est pas un espace de Hilbert.
Seul ces produits scalaires particuliers ont un sens.

Ceci nous conduit à poser la
1.6 DEFINITION. Soit bh : X −→ L+(F,F †) une application absolument µ-intégrable

dans L(F, F †) . Considèrons bh(F ) on L∞(µ) comme un sous-espace vectoriel de Λ2(µ, bH) grâce
à l’application injective déduite de l’application sesquilinéaire à droite

(bhϕ, f) 7−→ f̄ · bhϕ .
On désigne alors par L2(µ, bH) la fermeture de bh(F ) on L∞(µ) dans Λ2(µ, bH) .

THEOREME. L2(µ, bH) est un espace de Hilbert. Plus précisément, pour tout ζ, θ ∈
L2(µ, bH), les fonctions

kζk : x 7−→ kζ(x)kx et (ζ|θ) : x 7−→ (ζ(x)|θ(x))x
sont µ-mesurables et le produit scalaire est donné par

(ζ|θ)L2 =
Z
(ζ|θ)dµ.

C’est immédiat par le théorème 1.5, puisque pour tout ϕ ∈ F , le champ bhϕ est tel que
kbhϕk2 = (bhϕ|bhϕ) = hϕ|bhϕi soit µ-mesurable et que

kbhϕk22 = Z kbhϕk2dµ = Z (bhϕ|bhϕ)dµ.¤
COROLLAIRE. Si bα est un champ d’opérateurs tel que

ψ 7−→ bαψ : G −→ L2(µ, bH)
soit continue, alors bα†bα est absolument µ-intégrable dans L(G,G†). En outre, pour tout champ
ζ ∈ L2(µ, bH) , l’application bα†ζ est un champ à valeurs dans bα†( bH), qui est absolument µ-
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intégrable dans G†, Z bα† : ζ 7−→ Z bα†ζ dµ : L2(µ, bH) −→ G†σ

est continue, et on a Z bα†(L2(µ, bH)) = Z bα†( bH)dµ.
La première partie découle immédiatement de la proposition 1.5. Quant à la seconde, on aZ •

|hψ|bα†ζi|dµ = Z •
|(bαψ|ζ)|dµ 6 kbαψk2kζk2 <∞

et ψ 7−→ kbαψk2 est une semi-norme continue sur G . D’autre part
([

Z bα†]†ψ|ζ)L2 = hψ|Z bα†ζ dµi = Z (bαψ|ζ)dµ = (bαψ|ζ)L2 ,
ce qui montre que le noyau de

R bα†(L2(µ, bH)) ,→ G† est

ψ 7−→
Z bα†bαψ dµ , i.e. Z bα†bαdµ ,

d’où le résultat. ¤
Nous allons maintenant expliciter le thérème de l’image dans cette situation. Tout d’abord

le noyau de H :=
R bHdµ est h := R bhdµ et

H =
Z
(L2(µ, bH) ,

ce qui signifie que tout élément ξ ∈ H est de la forme
R
ζ dµ pour un ζ ∈ L2(µ, bH) . On dit

que ζ est une décomposition de ξ . D’autre part Ker
R
est l’ensemble des ζ ∈ L2(µ, bH) tels

que (bhϕ|ζ)L2 = 0 pour tout ϕ ∈ F , donc
(Ker

Z
)⊥L

2(µ, bH) =L2(µ, bH) .
Remarquer la différence entre

L2(µ, bH) et L2(µ, bH) =Λ2(µ, bH) .
La décomposition de Parseval ξ̂ de ξ ∈ H est l’unique décomposition ζ de ξ adhérente àbh(F ) . C’est aussi l’unique décomposition telle que kξk2H = R kζk2dµ .
Nous dirons que bH est une décomposition de H , et qu’elle est directe si R : L2(µ, bH) −→ H

est injective, i.e. si bh(F ) est dense dans L2(µ, bH) .
Pour tout ϕ ∈ F , la décomposition de Parseval de hϕ ∈ H est bhϕ ∈ L2(µ, bH) , puisque

khϕk2H = hϕ|hϕi =
Z
hϕ|bhϕidµ = Z kbhϕk2dµ .

Comme tout ξ ∈ H est limite d’une suite (hϕk) , puisque h(F ) est dense dans H , on a
ξ̂ = limbhϕk , ce qui permet en principe de calculer ξ̂!

REMARQUE. L’application continueZ bα† : ζ 7−→ Z bα†ζ dµ : L2(µ, bH) −→ G†σ
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induit une application linéaire continue

ξ 7−→
Z bα†ξ̂dµ : H = Z bHdµ −→ G =

Z bα†( bH)dµ ,
puisque

|hψ|
Z bα†ξ̂dµi| = |Z (bαψ|ξ̂)dµ| = |(bαψ|ξ̂)L2 | 6 kbαψk2kξ̂k2 6 kbαψk2kξkH ,

donc

k
Z bα†ξ̂dµkG 6 sup

hψ|gψi61
kbαψk2 · kξkH ,

en désignant par g le noyau de G . Sa norme est donc plus petite que
sup

hψ|gψi61
kbαψk2 .
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16.4 Familles sommables de sous-espaces hilbertiens

Nous retrouverons cet exemple sous une forme plus générale dans le cadre de l’intégration
de sous-espaces hilbertiens au §4.

DEFINITION Nous dirons qu’une famille (Hj)j∈J de sous-espaces hilbertiens est sommable
si la famille (hj)j∈J des noyaux correspondants est sommable dans Ls

¡
F, F †σ

¢
. Cela signifie que,

pour tout ϕ,ψ ∈ F , la famille (hϕ |hjψ i)j∈J est sommable dans C , i.e. toute série formée des
termes non-nuls est commutativement ou absolument convergente, et la forme sesquilinéaire

(ϕ,ψ) 7−→
X
j∈J
hϕ |hjψ i

est séparement continue, i.e. définit une application linéaire continue h : F −→ F †σ .

DEFINITION Si h :=
P

j∈J hj , nous écrironsH :=
P

j∈J Hj pour le sous-espace hilbertien
correspondant.

PROPOSITION Soit (Hj)j∈J une famille de sous-espaces hilbertiens de F
†. Pour que

(Hj)j∈J soit sommable, il faut et il suffit que, pour tout ϕ ∈ F, on ait
³
khjϕkHj

´
j∈J
∈ `2 (J) .

Dans ce cas, pour tout ψ ∈ F , la famille (hjψ)j∈J est sommable dans F †σ . Cela signifie que,
pour tout ϕ ∈ F, la famille (hϕ |hjψ i)j∈J est sommable dans C et que

ϕ 7−→
X
j∈J
hϕ |hjψ i

est une forme anti-linéaire continue sur F.

Dans ce cas,
P

j∈J hj ∈ L+(F,F †) ,
P

j∈J khjϕk
2
Hj
=
D
ϕ
¯̄̄³P

j∈J hj
´
ϕ
E
pour tout ϕ ∈ F ,

et

ϕ 7−→
ÃX
j∈J
khjϕk2Hj

! 1
2

,

ainsi que les fonctions partielles de

(ϕ,ψ) 7−→
X
j∈J
|hϕ |hjψ i|

sont des semi-norme continue sur F.

Il est clair, par la proposition 5.9, que (i) entraîne (ii). Si (ii) est satisfait, l’application
h : ϕ 7−→

R bhϕ dσ : F −→ F † est linéaire, hermitienne et positive, puisque pour tout ϕ,ψ ∈ F ,
on a

hψ|hϕi =
¿
ψ

¯̄̄̄Z bhϕ dσÀ = Z D
ψ
¯̄̄bhϕE dσ = Z Dbhξ ¯̄̄ϕE dσ = hhψ|ϕi .
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D’après 5.1, nous avons h ∈ L(F, F †) et h =
R bh dσ , donc (iii).

Si bh est σ-intégrable dans L(F, F †) , alors°°°bhϕ°°°2 = ³bhϕ¯̄̄ bhϕ´ = Dϕ ¯̄̄bhϕE ∈ L1(σ) ,
donc bhϕ est un champ. En outre

ϕ 7−→
°°°bhϕ°°°

2
=

µZ °°°bhϕ°°°2 dσ¶1
2

=

µZ D
ϕ
¯̄̄bhϕE dσ¶1

2

=

¿
ϕ

¯̄̄̄µZ bhϕ dσ¶ϕ

À 1
2

est une semi-norme continue sur F d’après le théorème de Schwartz 5.3, puisque
R bhdσ est

évidemment un noyau positif :

hϕ|hϕi =
¿
ϕ

¯̄̄̄Z bhϕ dσÀ = Z D
ϕ
¯̄̄bhϕE dσ > 0 .

Ceci finit de prouver (iv).

Finalement (iv) implique (i), car pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a
D
ϕ
¯̄̄bhψE = ³bhϕ¯̄̄ bhψ´ et la

décomposition polaire montre que bh est scalairement σ-mesurable. En outre,¯̄̄D
ϕ
¯̄̄bhψE¯̄̄ = ¯̄̄³bhϕ¯̄̄ bhψ´¯̄̄ 6 °°°bhϕ°°° · °°°bhψ°°° ∈ L1(σ) .
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16.5 Topologie sur Hilb
¡
F †
¢

DEFINITION Nous munirons Hilb
¡
F †
¢
de la topologie provenant de Ls

¡
F,F †

¢
par l’ap-

plication de Schwartz H 7−→ h . Un filtre sur Hilb(F †) converge vers le sous-espace hilbertien
H si le filtre G correspondant sur Ls(F,F †) converge vers h , i.e. si pour tout ϕ,ψ ∈ F , on a

hϕ|hψi = limg∈G hϕ| gψi .

PROPOSITION Pour que G converge vers h , il faut et il suffit que, pour tout ϕ ∈ F , on
ait

khϕkH = limg∈G kgϕkG .

C’est immédiat par la décomposition polaire. ¤
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17.1 Orthogonalité.

17.1 Orthogonalité.

DEFINITION On dit qu’une partie A de F est totale dans F , si le sous-espace vectoriel
engendré par A est dense dans F , i.e. si le sous-espace vectoriel fermé engendré par A est égal
à F .

Pour toute partie A ⊂ F , respectivement B ⊂ F †, on pose
A⊥ :=

©
µ ∈ F † | hA|µi = {0}

ª
, resp. B⊥ := {ϕ ∈ F | hϕ|Bi = {0}} .

THEOREME Soient A et B sont des parties de F et F † respectivement. Alors

(i) A⊥ est un sous-espace vectoriel fermé de F † et B⊥ un sous-espace vectoriel fermé de F
et Fσ .

(ii) A⊥⊥ :=
¡
A⊥
¢⊥
est le sous-espace vectoriel fermé, de F comme de Fσ , engendré par A .

(iii) A⊥⊥⊥ :=
¡
A⊥⊥

¢⊥
= A⊥ .

La première partie est immédiate grâce aux formules

A⊥ =
\
ϕ∈A

hϕ|−1 (0) et B⊥ =
\
µ∈B

|µi−1 (0) ,

puisque hϕ| , resp. |µi , est continue sur F † , resp. F et Fσ .
On a évidemment A ⊂ A⊥⊥ . Si H désigne le sous-espace vectoriel fermé engendré par A ,

on a H ⊂ A⊥⊥ , puisque A⊥⊥ est un sous-espace vectoriel fermé. Pour prouver l’autre inclusion,
considérons ϕ ∈ F rH . On a [ϕ] ∈ F/Hr {0} ; comme F/H est séparé (théorème 1.8), par le
théorème de Hahn-Banach 2.6, il existe µ̃ ∈ (F/H)† tel que h [ϕ]| µ̃i 6= 0 . La forme semi-linéaire

µ : F
π−→ F/H

µ̃−→ K
est continue, et on a

hA|µi ⊂ hH|µi = h [H]| µ̃i = {h0| µ̃i} = {0} et hϕ|µi = h [ϕ]| µ̃i 6= 0 .
Ceci montre que µ̃ ∈ A⊥ , donc que ϕ /∈ A⊥⊥ . Nous avons donc prouvé que A⊥⊥ est le sous-
espace vectoriel fermé de F engendré par A . Comme A⊥⊥ est faiblement fermé par (i), et que
la topologie faible est moins fine que celle de F (corollaire 2.5), A⊥⊥ est aussi le sous-espace
vectoriel fermé de Fσ engendré par A .

Finalement, on a A⊥ ⊂
¡
A⊥
¢⊥⊥

= A⊥⊥⊥ par (ii), mais aussi A ⊂ A⊥⊥ , donc A⊥⊥⊥ =¡
A⊥⊥

¢⊥ ⊂ A⊥ . ¤
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17.2 Fonctionnelles sous-linéaires s.c.i..

Il est utile de comparer le lemme qui suit avec la proposition 1.2 et la remarque 1.2.7.

LEMME Soit p : F −→ eR une fonctionnelle sous-linéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) p est s.c.i. en 0 .

(ii) Il existe une boule de centre 0 sur laquelle p est minorée.

(iii) Il existe une semi-norme continue q tel que p > −q .

(i)⇒(ii) : Si p est s.c.i. en 0 , il existe un voisinage V de 0 tel que p (V ) ⊂ ]−1,∞] , d’où
le résultat.

(ii)⇒(iii) : Soient q une semi-norme continue telle que p soit minorée par −M sur Bq (0, 1)

et ϕ ∈ F . Si q (ϕ) > 0 , alors ϕ
q(ϕ)
∈ Bq (0, 1) , donc p

³
ϕ
q(ϕ)

´
> −M et par suite p (ϕ) >

−M · q (ϕ) . Si q (ϕ) = 0 , pour tout α ∈ R+ , on a q (α · ϕ) = 0 , donc α · ϕ ∈ Bq (0, 1) et par
suite α · p (ϕ) = p (α · ϕ) > −M . On en déduit que p (ϕ) > −M

α
pour tout α ∈ R+ , ce qui

prouve que p (ϕ) > 0 = −M · q (ϕ) .
(iii)⇒(i) : Il suffit de constater que, pour tout ε > 0 , on a

p (Bq (0, ε)) ⊂ ]−ε,∞] .
¤

THEOREME Soit F un espace localement convexe réel. Pour toute fonctionnelle sous-
linéaire s.c.i. p : F −→ eR , on a

p = sup {µ ∈ F 0 | µ 6 p} .

Il nous suffit de montrer, pour tout ψ ∈ F et γ ∈ R tels que γ < p (ψ) , qu’il existe µ ∈ F 0
tel que µ 6 p et µ (ψ) > γ . En définissant

q : R+ · (−ψ) −→ R : −α · ψ 7−→ −α · γ ,
cela revient à construire une forme linéaire µ telle que µ 6 p , µ 6 q̃ et µ 6 r pour une semi-
norme continue r convenable. Grâce au corollaire 2.6, il nous reste donc à prouver l’existence
d’une semi-norme continue r telle que p ∧ q̃ ∧ r soit une forme sous-linéaire.

Puisque p est s.c.i. en 0 , il existe par le lemme une semi-norme continue r1 telle que
p > −r1 . Comme

ϕ 7−→ p (ϕ+ ψ)− γ : F −→ R

est aussi s.c.i. en 0 et que p (ψ)− γ > 0 , il existe une semi-norme continue r2 telle que

p (ϕ+ ψ)− γ > 0 pour tout ϕ ∈ F tel que r2 (ϕ) 6 1 .
Etant donné ϕ ∈ F , si 0 6 α 6 r2 (ϕ) , on a

r1 (α · ψ) 6 r1 (ψ) · r2 (ϕ) ,
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donc

r1 (ϕ+ α · ψ) 6 r1 (ϕ) + r1 (ψ) · r2 (ϕ) ,
et par suite

p (ϕ+ α · ψ)− α · γ > −r1 (ϕ+ α · ψ)− γ · r2 (ϕ) > −
£
r1 (ϕ) +

¡
r1 (ψ) + γ+

¢
· r2 (ϕ)

¤
.

Si α > r2 (ϕ) , on a

r2

µ
1

α
· ϕ
¶
=
1

α
· r2 (ϕ) 6 1 ,

donc

p (ϕ+ α · ψ)− α · γ = α ·
∙
p

µ
1

α
· ϕ+ ψ

¶
− γ

¸
> 0 .

Nous avons donc prouvé que, pour tout ϕ ∈ F et tout α > 0 , on a
p (ϕ+ α · ψ)− α · γ > −r (ϕ)

en ayant défini la semi-norme continue

r := r1 +
£
r1 (ψ) + γ+

¤
· r2 .

Ceci montre que p ∧ q̃ > −r , puisque
p ∧ q̃ (ϕ) = inf

α∈R+
p (ϕ+ α · ψ)− α · γ > −r (ϕ) .

On en déduit que p ∧ q̃ ∧ r > −∞ sur F , car pour tout ϕ,ϕ1,ϕ2 ∈ F tels que ϕ1 + ϕ2 = ϕ ,
on a

p ∧ q̃ (ϕ1) + r (ϕ2) > −r (ϕ1) + r (−ϕ2) > −r (ϕ) > −∞ .

Par le lemme 2.6.(iii) p∧ q̃ ∧ ř est une fonctionnelle sous-linéaire. C’est une forme sous-linéaire
car p ∧ q̃ ∧ r 6 r . ¤
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17.3 Perturbations.

Soient T et S des opérateurs fermés tels que D (T ) = D (S) . On a alors D (T ) ' D (S) et
le produit scalaire de D (S) est continu sur D (T ) . Il existe donc U ∈ L (D (T )) tel que

(ξ| η)D(S) = (ξ|Uη)D(T ) pour tout ξ, η ∈ D (T ) .

LEMME Soit T un opérateur fermé symétrique dans H . Si z ∈ C et Im z 6= 0 , alors
T − z · Id est injectif et Im (T − z · Id) est un sous-espace vectoriel fermé de H .

Soient x, y ∈ R et y 6= 0 tels que z = x+ i · y . Pour tout ξ ∈ D (T ) , on a
k(T − z · Id) ξk2 = kT ξ − x · ξk2 − (Tξ − x · ξ| iy · ξ)− (iy · ξ|Tξ − x · ξ) + ky · ξk2 =

= kT ξ − x · ξk2 + ky · ξk2 .
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17.4 Représentations dans un sous-espace hilbertien.

LEMME Soient H un sous-espace hilbertien de noyau h ∈ LA+
¡
F, F †

¢
, a ∈ A et ϕ ∈ F .

Alors

kahϕk2 6 hϕ|hϕi
Pk
l=1

1

2l ·
D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1

2k pour tout k ∈ N .

On a

kahϕk2 = (h (aϕ)| ahϕ) = haϕ| ahϕi = hϕ| a∗ahϕi ,
ce qui prouve la formule pour k = 0 . Pour tout k ∈ N , il vient alorsD

ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E
6 hϕ|hϕi

1
2 ·
D
(a∗a)2

k

ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1
2
= hϕ|hϕi

1
2 ·
D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k+1

hϕ
E 1
2
,

d’où notre assertion par récurrence. ¤

COROLLAIRE On a

kahϕk2 6 hϕ|hϕi · lim infk
D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1

2k .

C’est immédiat puisque
∞X
l=1

1

2l
= 1 .

¤

THEOREME Si h : F −→ F † est A-linéaire, alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) H est A-invariant.
(ii) Il existe une semi-norme sous-multiplicative p sur A telle que

|hϕ| aξi| 6 p (a) · kξk · hϕ|hϕi
1
2 pour tout a ∈ A , ξ ∈ H et ϕ ∈ F .

(iii) Il existe une semi-norme sous-multiplicative p sur A telle que

|hϕ| ahϕi| 6 p (a) · hϕ|hϕi pour tout a ∈ A et ϕ ∈ F .
(iv) Pour tout a ∈ A , on a

supϕ∈F lim infk
D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1

2k

<∞ .

Dans ce cas

kπ (a)k2 = supϕ∈F lim infk
D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1

2k .

Démonstration. L’implication (i)⇒(ii) découle du théorème 9.2.(i), puisque a 7−→ kπ (a)k
est une semi-norme sous-multiplicative, et (ii)⇒(iii) est triviale. Grâce à (iii), pour tout a ∈ A
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et ϕ ∈ F , on a D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E
6 p

³
(a∗a)2

k
´
· hϕ|hϕi 6 hϕ|hϕi · p (a∗a)2k ,

donc D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1

2k 6 hϕ|hϕi
1

2k · p (a∗a) <∞ ,

d’où l’on déduit (iv), ainsi que

Pour terminer la boucle, il nous suffit de montrer que, pour tout a ∈ A et ξ ∈ H , on a
a∗ξ ∈ H . Mais en utilisant le corollaire on obtient

|hϕ| a∗ξi|2 = |(ahϕ| ξ)|2 6 kahϕk2 ·kξk2 6
µ
supϕ∈F lim infk

D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1

2k

¶
·kξk2 ·hϕ|hϕi ,

d’où le résultat par la proposition 5.3.(ii).
Finalement on a

kπ (a∗)k2 6 supϕ∈F lim infk
D
ϕ
¯̄̄
(a∗a)2

k

hϕ
E 1

2k 6 kπ (a∗a)k
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17.5 p-normes.

PROPOSITION Soient µ une intégrale de Radon sur X et f une fonction µ-mesurable.

(i) Si f est µ-modérée, on a

kfk∞,µ = supK∈K(X) kfk∞,µ,K .

(ii) Si µ est bornée, alors

kfk∞,µ = limp kfkp .

Démonstration de (i). L’inégalité > est triviale. Soit alors M ∈ R+ tel que M < kfk∞,µ .
L’ensemble {|f | > M} n’est donc pas µ-négligeable ; mais comme il est µ-mesurable et µ-
modéré, il existe K ∈ K (X) tel que K ⊂ {|f | > M} et µ (K) > 0 (cf. corollaire AN.20.14). On
a donc kfk∞,µ,K >M . ¤

Démonstration de (ii). On a évidemment

kfkp =
µZ ∗

|f |p dµ
¶ 1

p

6 kfk∞,µ · µ (X)
1
p ,

donc

lim supp kfkp 6 kfk∞,µ .
Etant donné M ∈ R+ tel queM < kfk∞,µ , puisque µ est modérée, il existe K ∈ K (X) tel que
K ⊂ {|f | > M} et µ (K) > 0 . On obtient alors

kfkp >
µZ ∗

1K · |f |p dµ
¶ 1

p

>M · µ (K)
1
p ,

donc

lim infp kfkp >M ,

et par suite

lim infp kfkp > kfk∞,µ > lim supp kfkp .
¤
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17.6 L’adjoint d’un opérateur

PROPOSITION Soit γ ∈ G . Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe ξ ∈ H tel que l’on ait

(Tθ| γ)G =
¡
θ|T †γ

¢
D(T ) = (θ| ξ)H pour tout θ ∈ D (T ) .

(ii) La forme semi-linéaire

θ 7−→ (Tθ| γ)G : D (T ) −→ K
est continue pour la topologie induite par H .

(iii) T †γ ∈ DT (H) .

Dans ce cas on peut prendre ξ = D−1T T
†γ , D−1T étant l’application de Parseval associée à

l’image DT (H) .

Démonstration de (i)⇒(ii). Il suffit d’appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Démonstration de (ii)⇒(iii). Remarquons qu’il existe par (iii) une constante c ∈ R+ telle

que ¯̄̄¡
θ|T †γ

¢
D(T )

¯̄̄
=
¯̄
(Tθ| γ)G

¯̄
6 c · (θ| θ)

1
2
H = c · (θ|DTθ)

1
2

D(T ) pour tout θ ∈ D (T ) ;

la proposition 5.3.(ii) montre alors que T †γ ∈ DT (H) , puisque le noyau de DT (H) ,→ D (T )
est DT |D(T ) par l’exemple 5.4.7.

Démonstration de (iii)⇒(i). Pour tout θ ∈ D (T ) , on a
(Tθ| γ)G =

¡
θ|T †γ

¢
D(T ) =

¡
θ|D−1T T †γ

¢
H ,

d’où le résultat et la formule. ¤

DEFINITION On désigne par T ∗ l’opérateur dans G à valeurs dans H défini sur

D (T ∗) =
¡
T †
¢−1

(DT (H)) =
©
γ ∈ G | T †γ ∈ DT (H)

ª
par

T ∗γ := D−1T T
†γ .

On dit que T ∗ est l’adjoint de T .

Remarquons que nous n’avons pas supposé que T est de domaine dense.

THEOREME T ∗ est un opérateur fermé. En outre on a

(i)

G = D (T ∗) + T (D (T )) et T ∗DT∗ = D
−1
T DTD

†
TT

† ,

où D−1T DT est l’orthoprojecteur sur (KerDT )
⊥ .

(ii)

H = D (T ) + T ∗ (D (T ∗))
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et

T ∗ (D (T ∗)) = H ∩ T † (G) .

Considérons une suite de Cauchy (γk)k∈N dans D (T ∗) , donc telle que (γk)k∈N et (T ∗γk)k∈N
soient des suites de Cauchy dans G etH respectivement. Si γ := limk γk ∈ G et ξ := limk T ∗γk ∈
H et comme les applications

T † : G −→ F † et H ,→ F †

sont continues, on a T †γ = limk T
†γk et ξ = limk T

†γk dans F
† , donc T †γ = ξ ∈ H . Ceci

montre que γ ∈ D (T ∗) et que (γk)k∈N converge dans D (T ∗) vers γ .

Dmonstration de (i) Le noyau de T (D (T )) ,→ G est TT † par le théorème 5.4. Il nous
suffit donc de montrer, par la proposition 5.7, que celui de D(T ∗) ,→ G est IdG −TT † , donc
que pour tout γ ∈ G et ϑ ∈ D (T ∗) , on a¡

IdG −TT †
¢
γ ∈ D (T ∗)

et

(γ|ϑ)G =
¡¡
IdG −TT †

¢
γ
¯̄
ϑ
¢
D(T ∗) .

Mais

T †
¡
IdG −TT †

¢
=
¡
IdD(T )−T †T

¢
T † = DTD

†
TT

† (∗)
par la proposition 7.1.(iii) ; on a donc

T †
¡
IdG −TT †

¢
γ = DTD

†
TT

†γ ∈ DT (H) ,
ce qui prouve l’appartenance. En outre

T ∗
¡
γ − TT †γ

¢
= D−1T DTD

†
TT

†γ ;

on a alors ¡¡
IdG −TT †

¢
γ
¯̄
ϑ
¢
D(T∗) =

¡
γ − TT †γ

¯̄
ϑ
¢
G +

³
D−1T DTD

†
TT

†γ
¯̄̄
T ∗ϑ

´
H
=

= (γ|ϑ)G −

T †γ

¯̄
T †ϑ

®
D(T ) +


T †γ

¯̄
DTD

−1
T DTT

∗ϑ
®
D(T ) = (γ|ϑ)G .

La seconde formule est alors immédiate par (∗) .
Le noyau de DTT ∗ (D (T ∗)) = T † (D (T ∗)) ,→ D (T ) est

T †
¡
IdG −TT †

¢
T = DTD

†
TT

†T

par la formule (∗) , tandis que ceux de DT (D (T )) ,→ D (T ) etDT (H) ,→ D (T ) sont
³
DTD

†
T

´2
et DTD

†
T par l’exemple 5.4.7. Mais comme³

DTD
†
T

´2
+DTD

†
TT

†T = DTD
†
T

³
DTD

†
T + T

†T
´
= DTD

†
T

la proposition 5.7 montre que

DT (D (T )) + T † (D (T ∗)) = DT (H) .

Dmonstration de (i) Pour calculer le noyau de

H ∩ bT † (G) = H ∩ T † (G) ,→ H+ T † (G) = D (T )†β
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— cf. proposition 7.3.(i) — nous allons utiliser la proposition 5.9, mais attention en considérant la

semi-dualité
D
D (T )†β

¯̄̄
D (T )†β

E
. Les noyaux deH , bT † (G) etH∩bT † (G) sont alors respectivementbh†bh−1Q , bT † bT−1Q et bh†bh−1Q bT † bT−1Q , d’où le résultat.
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18.1 Chemins

18.1 Chemins

Z est un ouvert de C .

Pour la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables complexes nous citerons le
livre de J. Dieudonné 8.

LEMME Soit I un intervalle ouvert de R . Une fonction f : I −→ C est (localement)
lipschitzienne si, et seulement si, il existe une fonction g ∈ L∞loc (I,C) telle que

f = f (τ) +

Z ¦

τ

g .

La classe de la fonction g est univoquement déterminée. On dit que c’est la dérivée de f et
on la note f 0 .

DEFINITION 1 Si I est un intervalle ouvert de R , τ ∈ I et γ : I −→ Z est une application
(localement) lipschitzienne, on dit que γ = (γ, I, τ) est un chemin dans Z si γ est non-constant
dans chaque intervalle ouvert non-vide de I .

S’il faut préciser nous écrirons Iγ et τγ .
Nous dirons que γ est un lacet dans Z si les limites limt→sup Iγ γ (t) et limt→inf Iγ γ (t) existent

dans Z et sont égales.
Nous dirons que deux chemins γ et δ sont équivalents s’il existe un isomorphisme lipschitzien

croissant α : Iγ −→ Iδ tel que α (τγ) = τ δ et γ = δ ◦ α .

REMARQUE 1 En pratique il est utile de pouvoir paramétriser les chemins à l’aide d’in-
tervalles ouverts quelconques. Si les limites limt→sup Iγ γ (t) et limt→inf Iγ γ (t) existent dans Z ,
nous prolongerons γ à I ∪ {sup Iγ, inf Iγ} . En théorie nous pouvons supposer que cet intervalle
est R et que τγ = 0 .

DEFINITION 2 On désigne par CH (Z) l’ensemble des chemins lipschitziens dans Z définis
sur R muni des semi-normes

γ 7−→ kγk∞,K + kγ0k∞,K ,

où K ∈ K (R) .

C’est un espace de Fréchet.

8 J. Dieudonné, Grunzüge der Analysis, Bd. 1, Kap. IX, ?.
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REMARQUE 2 On peut se restreindre si l’on veut aux chemins continûment dérivables
par morceaux, mais ce sous-espace n’est pas fermé dans CH (Z) . Il est préférable de prendre
l’ensemble des chemins qui sont primitives de fonction réglées (cf. 8.7.2 et 7.6).

EXEMPLE 1 Si γ est un chemin, alors

γ◦ : −Iγ −→ Z : t 7−→ γ (−t)
et τγ◦ := −τγ est un chemin, dit opposé à γ .

EXEMPLE 2 Si γ, δ sont des chemins dans Z tels que les limites

limt→sup Iγ γ (t) et limt→inf Iδ δ (t)

existent dans Z et sont égales, il existe un chemin noté γ ∨ δ dans Z tel que à équivalence près
on ait

sup Iγ = inf Iδ ,

Iγ∨δ = Iγ ∪ {sup Iγ} ∪ Iδ ,

τγ∨δ = τγ

et

γ = (γ ∨ δ)|Iγ et δ = (γ ∨ δ)|Iδ .

Claude Portenier FONCTIONS HOLOMORPHES 625



18.2 Fonctions holomorphes multivalentes

18.2 Fonctions holomorphes multivalentes

Z,W sont des ouverts de C .

Si Z est connexe, il existe un ouvert simplement connexe maximal eZ ⊂ Z et un tel ouvert
est dense dans Z . Dans chaque cas nous choisirons un tel ouvert.

DEFINITION 1 On posefCH (Z) := nγ ∈ CH (Z) | γ (τγ) ∈ eZo .

On dit qu’une application continue F : fCH (Z) −→ CH (C) est une fonction holomorphe
multivalente dans Z si

(a) Pour tout γ ∈ fCH (Z) , on a
IF (γ) = Iγ et τF (γ) = τγ .

(b) Pour tout γ ∈ fCH (Z) et tout t ∈ Iγ , il existe un intervalle ouvert J dans Iγ contenant t
et tel que l’on ait

F (γ) (s) = f (γ (s)) pour tout s ∈ J ,
où f est une fonction holomorphe définie dans un ouvert U de Z contenant γ (J) .

(c) Il existe une fonction holomorphe eF : eZ −→ C
telle pour tout γ ∈ fCH (Z) on ait F (γ) (τγ) = eF (γ (τγ)) . On dit que eF est la branche principale
de F .

Nous désignerons par O (Z) l’ensemble des fonctions holomorphes et par eO (Z) l’ensemble
des fonctions holomorphes multivalentes dans Z .

REMARQUE 1 Dans (b) la fonction holomorphe f est univoquement déterminée. En par-
ticulier F (γ) = eF ◦ γ au voisinage de τγ .

Cela découle de 9.4.3 puisque γ (J) est infini. ¤

PROPOSITION (i) Si f ∈ O (Z) , alors
γ 7−→ f ◦ γ : fCH (Z) −→ CH (C)

est une fonction holomorphe multivalente (mieux univalente).

(ii) Soient V un ouvert de Cn et h : V −→ C une fonction holomorphe de plusieurs variables
complexe, g :W −→ Z une fonction holomorphe telle que g

³fW´ ⊂ eZ , et (Fj)j=1,...,n ⊂ eO (Z)
une suite de fonctions holomorphes multivalentes telle que

(Fj (γ))j=1,...,n (Iγ) ⊂ V pour tout γ ∈ fCH (Z) .
626 FONCTIONS HOLOMORPHES Claude Portenier



Fonctions holomorphes multivalentes 18.2

Alors

δ 7−→ h ◦ (Fj (g ◦ δ))j=1,...,n : fCH (W ) −→ CH (C)

est une fonction holomorphe multivalente.
En particulier pour tout F,G ∈ eO (Z) , on a F +G,F ·G ∈ eO (Z) .

Dmonstration de (i) C’est immédiat.

Dmonstration de (ii) Pour tout δ ∈ fCH (W ) , on a g ◦ δ ∈ fCH (Z) car g ◦ δ (τ δ) ∈ eZ
et

(Fj (g ◦ δ))j=1,...,n (τ δ) = (Fj (g (δ (τ δ))))j=1,...,n =
³fFj´

j=1,...,n
◦ g (δ (τ δ)) ,

donc

h ◦ (Fj (g ◦ δ))j=1,...,n (τ δ) = h ◦
³fFj´

j=1,...,n
◦ g (δ (τ δ)) .

Pour la dernière assertion il suffit de constater que les application

+ : C×C −→ C et · : C×C −→ C
sont holomorphes. ¤

LEMME Soient F ∈ eO (Z) et γ, δ ∈ fCH (Z) des chemins équivalents. Pour que F (γ) · γ0 ∈
L1 (Iγ) , il faut et il suffit que F (δ) · δ0 ∈ L1 (Iδ) . Dans ce casZ

Iγ

F (γ) · γ0 =
Z
Iδ

F (δ) · δ0

En effet si α : Iγ −→ Iδ est un isomorphisme lipschitzien tel que γ = δ◦α , on a γ0 = δ0◦α·α0
et l’image de α0 · λIγ par α est λIδ , d’où le résultat (cf. AN, § 22.6).

DEFINITION 2 Soient F ∈ eO (Z) et γ ∈ fCH (Z) . Si F (γ) · γ0 ∈ L1 (Iγ) , on écrit F ∈
L1 (γ) , on définit l’ intégrale de F le long de γ parZ

γ

F :=

Z
Iγ

F (γ) · γ0 .

Si t ∈ Iγ , nous utiliserons la notation suivante :Z t

γ

F :=

Z t

τ

F (γ) · γ0 .

THEOREME (i) Pour tout F ∈ eO (Z) , il existe une unique fonction holomorphe mul-
tivalente F 0 ∈ eO (Z) telle que l’on ait

F (γ)0 = F 0 (γ) · γ0 pour tout γ ∈ fCH (Z) .
On a

F (γ) (t) = F (γ) (τ) +

Z t

γ

F 0 .

(ii) Pour tout F,G ∈ eO (Z) , on a
(F +G)0 = F 0 +G0 et (F ·G)0 = F 0 ·G+ F ·G0 .
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Si γ ∈ fCH (Z) et F 0 ·G,F ·G0 ∈ L1 (γ) , alors
limt→sup Iγ F ·G (γ) (t) et limt→inf Iγ F ·G (γ) (t)

existent et on aZ
γ

(F 0 ·G+ F ·G0) = limt→sup Iγ F ·G (γ) (t)− limt→inf Iγ F ·G (γ) (t) =: F ·G|γ .

(iii) Pour tout F ∈ eO (Z) telle que F ³fCH (Z)´ ⊂ fCH (W ) et G ∈ eO (W ) , on a
(G ◦ F )0 = G0 ◦ F · F 0 .

(iv) Tout F ∈ eO (Z) possède une primitive G , i.e. G ∈ eO (Z) est telle que G0 = F . Si eG
désigne une fonction holomorphe primitive de eF dans eZ , alors

G (γ) (t) = eG (γ (τγ)) + Z t

γ

F .

(v) Pour tout lacet γ ∈ fCH (Z) homotope au lacet constant ayant les mêmes extrémités et
tout F ∈ eO (Z) ∩ L1 (γ) , alors Z

γ

F = 0 .

Dmonstration de (i) Avec les notation de la définition 2.1.(b) on peut définir

F 0 (γ) (s) := f 0 (γ (s)) pour tout s ∈ J .
En effet si J1 et J2 sont de tels intervalles et J1 ∩ J2 6= ∅ , pour tout s ∈ J1 ∩ J2 , on a

f1 (γ (s)) = F (γ) (s) = f2 (γ (s)) ,

donc f1 = f2 dans U1 ∩ U2 et par suite
f 01 (γ (s)) = f

0
2 (γ (s)) .

On a alors

F 0 (γ) · γ0 = f 0 ◦ γ · γ0 = (f ◦ γ)0 = F (γ)0 .
Montrons que F 0 est une fonction holomorphe multivalente. Les conditions (a) et (b) sont

évidemment satisfaites. D’autre part la remarque 2.1 montre que

F 0 (γ) (τγ) = eF 0 (γ (τγ)) ,
ce qui prouve (c).
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19.1 Polynômes classiques exceptionnels

19.1 Polynômes classiques exceptionnels

Nous sommes donc ramenés à discuter l’équation différentielle

p · ∂2f + q · ∂f + λk · f = 0 .

Soit q = s · id+t .
Le théorème 1.13 ne discute pas les cas suivants :

(1) p = 0

(a) Si s = 0 et t 6= 0 , il vient pk = e−
λk
t
·id .

(b) Si s 6= 0 , on se ramène à l’équation différentielle id ·∂f + λk · f = 0 , dont les solutions
normées sont id−λk . On obtient donc le système de polynômes

¡
idk
¢
k∈N et λk = −k ; mais

deux monômes de puissance paire (ou impaire) ne peuvent être orthogonaux.

(2) p possède une racine double.
A l’aide d’une transformation affine on se ramène au cas p = id2 , donc à l’équation

différentielle

id2 ·∂2f + (s · id+t) · ∂f + λk · f = 0 ,

d’où l’on tire

[k (k − 1) + s · k + λk] · idk ∈ Pk−1 ,

et par suite λk = −k (k + s− 1) . Choisissons ρ tel que

∂ρ

ρ
· p+ ∂p =

∂ (ρ · p)
ρ

= q = s · id+t ,

donc tel que

∂ρ

ρ
=
s · id+t− 2 · id

id2
=
s− 2
id

+
t

id2
.

On peut prendre

ρ = ids−2 ·e− t
id .

Ce n’est pas un poids !
Puisque

∂ (ρ · p)
ρ

= s · id+t ∈ P1 ,

la remarque 2 ci-dessus montre qu’en définissant (pk)k∈N par la formule de Rodrigues, on ob-
tient un système de polynômes. Ces polynômes satisfont à l’équation différentielle grâce à la
démonstration (ii)⇒(iii).
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(a) Si t = 0 , on a

pk =
1

dk
· id2−s ·∂k

¡
ids−2+2k

¢
= idk

en prenant dk := (s− 2 + 2k) · · · (s− 2 + k + 1) . Mais l’équation différentielle
id2 ·∂2f + s · id ·∂f − k (k + s− 1) · f = 0

possède encore d’autres solutions. En faisant l’Ansatz f = g · idk , on en déduit l’équation
différentielle

id ·∂2g + (2k + s) · ∂g = 0
ayant comme solution particulière

∂g = − (2k + s− 1) · id−(2k+s) , puis g = id−(2k+s−1) .

Ainsi idk+ck · id1−s−k est une autre solutions ∈ Pk si, et seulement si, ck 6= 0 , 0 6 m :=
−1− k − s < k . et m ∈ N . On a donc s ∈ Z et k ∈ N doit satisfaire aux inégalités

−1− s
2

< k 6 −1− s .

En particulier s 6 −2 . Par exemple si s = −2 , le seul k possible est 1 et comme autre
solution on a id+c1 .

(b) Si t 6= 0 , on obtient à un système de polynômes qui n’a semble-t-il pas été spécialement
étudié, par manque de propriétés intéressantes probablement (essai de discussion dans le
paragraphe qui suit).
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19.2 L’équa-diff associée aux polynômes classiques
exceptionnels

REMARQUE 1 Dans la situation de la proposition nous pouvons admettre que J est le plus
grand intervalle sur lequel p > 0 . Puisque deg p 6 2 , le seul cas que nous n’avons pas discuté
dans le théorème 1.13 est celui où, après une transformation affine convenable, on a J = ]0,∞[
et p = id2 . Si q = s · id+t , on peut prendre

ρ =
e−t

id2
· exp

µZ ¦

1

s · id+t
id2

¶
= ids−2 ·e− t

id .

Remarquons que ρ n’est pas un poids !
La formule de Rodrigues fournit un système de polynômes (pk)k∈N satisfaisant à une équa-

tion différentielle de type hypergéométrique où

λk = −k · (s+ k − 1) .
Elle s’écrit

id2−s ·e t
id · ∂

³
ids ·e− t

id · ∂h
´
+ λk · h = 0 (∗)

ou bien

id2 ·∂2h+ [s · id+t] · ∂h+ λk · h = 0 .

Cas t = 0 On a

pk =
1

dk
· id2−s ·∂k

¡
ids−2+2k

¢
= idk

en prenant dk := (s− 2 + 2k) · · · (s− 2 + k + 1) = (s−2+2k)!
(s−2+k)! .

Cas t 6= 0 On obtient à un système de polynômes qui n’a semble-t-il pas été spécialement
étudié, par manque de propriétés intéressantes probablement.

Considérons la transformation Φ : h 7−→ g :=
¡
t
id

¢ s
2
−1 · e− id

2 · h ◦ t
id
. Puisque

ρ = ids−2 ·e− t
id , p = id2 et q = −λk ,

il vient

eρ = t
id2
·
¡
t
id

¢s−2 · e− t
t
id¡

t
id

¢s−2 · e− id =
t

id2
, ep = ¡

t
id

¢2¡
t
id2

¢2 = id2
et, utilisant la formule de Leibniz,

eq = µ t
id

¶− s
2
+1

· e id2 · id
2

t
· ∂
Ã
t

id2
· id2 ·∂

"µ
t

id

¶ s
2
−1
· e− id

2

#!
− λk =

= id
s
2
+1 ·e id2 · ∂2

h
id1−

s
2 ·e− id

2

i
− λk =
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= id
s
2
+1 ·e id2 ·

∙³
1− s

2

´
·
³
−s
2

´
· id−1− s

2 +2 ·
³
1− s

2

´
·
µ
−1
2

¶
id−

s
2 +
1

4
· id1− s

2

¸
· e− id

2 − λk =

= −
∙
s

2
·
³
1− s

2

´
+
³
1− s

2

´
· id−1

4
· id2−k · (s+ k − 1)

¸
=

= −
"
1

4
−
µ
s

2
− 1
2
+ k

¶2
+
³
1− s

2

´
· id−1

4
· id2

#
.

On obtient donc l’équation différentielle

id2

t
· ∂ (t · ∂g) +

"
1

4
−
µ
s

2
− 1
2
+ k

¶2
+
³
1− s

2

´
· id−1

4
· id2

#
· g = 0 ,

i.e.

∂2g +

"
1
4
−
¡
s
2
− 1

2
+ k

¢2
id2

+
1− s

2

id
− 1
4

#
· g = 0 .

C’est une équation différentielle de Whittaker avec κ := 1− s
2
et µ :=

¡
s
2
− 1

2
+ k

¢
.

Les solutions s’expriment donc à l’aide des fonction de KummerM et U . Pour transformer
(∗) directement en l’équation différentielle de Kummer écrivons-la sous la forme

id2κ ·e t
id · ∂

³
id−2κ+2 ·e− t

id · ∂h
´
+ λk · h = 0 .

Considérons la transformation

Φ : h 7−→ f := id−
b
2 ·e id2 ·

µ
t

id

¶ s
2
−1
· e− id

2 · h ◦ t
id
= t−κ · idκ− 1

2
−µ ·h ◦ t

id
,

en se rappelant que les paramètres a et b de l’équation de Kummer sont liés à ceux de l’équation
de Whittaker par κ = b

2
− a et µ = b

2
− 1

2
. Puisque dans ce cas

ρ = id−2κ ·e− t
id , p = id2 et q = −λk ,

il vient

eρ = t
id2
·
¡
t
id

¢−2κ · e− t
t
id

t−2κ · id2κ−1−2µ
= t · id2µ−1 ·e− id = t · eb−2 · e− id , ep = ¡

t
id

¢2¡
t
id2

¢2 = id2
et

eq = ∂
³
t · id2µ−1 ·e− id · id2 ·∂

h
t−κ · idκ−1

2
−µ
i´

t−κ · idκ− 1
2
−µ ·t · id2µ−1 ·e− id

− λk =

=

µ
κ− 1

2
− µ

¶
· id−κ+3

2
−µ ·eid · ∂

³
idκ−

1
2
+µ ·e− id

´
− λk =

=

µ
κ− 1

2
− µ

¶
· id−κ+3

2
−µ ·eid ·

∙µ
κ− 1

2
+ µ

¶
· idκ− 3

2
+µ− idκ− 1

2
+µ

¸
· e− id − λk =

=

µ
κ− 1

2

¶2
− µ2 − λk −

µ
κ− 1

2
− µ

¶
· id = a · id .
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On obtient donc l’équation différentielle

id2−b ·eid · ∂
¡
idb ·e− id · ∂f

¢
− a · id ·f = 0 ,

i.e.

id1−b ·eid · ∂
¡
idb ·e− id · ∂f

¢
− a · f = 0

ou bien

id ·∂2f + (b− id) · ∂f − a · f = 0 ,
qui est bien celle de Kummer et dont les constantes sont données par

a =
b

2
− κ = µ+

1

2
− κ =

s

2
+ k −

³
1− s

2

´
= s+ k − 1

et

b = 2µ+ 1 = 2

µ
s

2
− 1
2
+ k

¶
+ 1 = s+ 2k .
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19.3 Problèmes aux limites sans poids

EXEMPLE 1 Considérons tout d’abord le problème (inhomogène) aux limites homogènes
suivant :

−∂2f + f = g sur ]0, 1[ et f (0) = f (1) = 0 (∗)

Si f ∈ C(2) ([0, 1]) est solution de (∗) , on dit que c’est une solution classique . Remarquons
que l’existence d’une solution classique entraîne nécessairement g ∈ C ([0, 1]) .

Par opposition on dit qu’une solution ξ ∈ H(1)
0 (]0, 1[) deZ 1

0

γ · ξ +
Z 1

0

∂γ · ∂ξ =
Z 1

0

γ · g pour tout γ ∈ H(1)
0 (]0, 1[) (∗∗)

est faible . Ici il suffit que g ∈ L2 ([0, 1]) .
Remarquons tout d’abord qu’une solution classique est solution faible : on a évidemment

f ∈ H(1)
0 (]0, 1[) et en en intégrant par parties il vientZ 1

0

γ · f +
Z 1

0

∂γ · ∂f =
Z 1

0

γ · f +
h
γ · ∂f

i1
0
−
Z 1

0

γ · ∂2f =

=

Z 1

0

γ ·
¡
f − ∂2f

¢
=

Z 1

0

γ · g .

Réciproquement si ξ ∈ H(1)
0 (]0, 1[) est une solution faible, en posant

H :=

Z ¦

0

(g − ξ) ∈ AC (]0, 1[) ,

on obtient Z 1

0

∂γ · ∂ξ =
Z 1

0

γ · (g − ξ) =
h
γ ·H

i1
0
−
Z 1

0

∂γ ·H = −
Z 1

0

∂γ ·H ,

donc ∂ξ = −H + c pour une constante c ∈ K par la proposition (ii). Ceci montre que ξ ∈
H(2) (]0, 1[) et intégrant le membre de gauche par parties il vientZ 1

0

γ ·
¡
g − ξ + ∂2ξ

¢
= 0 pour tout γ ∈ H(1)

0 (]0, 1[) ⊃ K(1) (]0, 1[) .

On en déduit g − ξ + ∂2ξ = 0 dans L2 (]0, 1[) grâce à la proposition (iii).
Si en plus g ∈ C ([0, 1]) , on a H ∈ C(1) ([0, 1]) , donc ξ ∈ C(2) ([0, 1]) , puis g − ξ + ∂2ξ = 0

partout, puisque cette fonction est continue. Ceci montre que la solution faible ξ est une solution
classique.

Montrons maintenant qu’il existe une unique solution faible. Il suffit de constater que (∗∗)
peut s’écrire sous la forme

(γ| ξ)(1) = hγ| gi ,

où |gi désigne la forme semi-linéaire H(1)
0 (]0, 1[) −→ K : γ 7−→

R 1
0
γ · g . Elle est évidemment

Claude Portenier POUBELLE 635



19.3 Problèmes aux limites sans poids

continue, puisque

|hγ| gi| 6 kγk2 · kgk2 6 kgk2 · kγk2,(1) .

Il suffit alors d’appliquer le théorème de Lax-Milgram 1.6 à la forme hermitienne ( ·| ·)(1) , qui
est évidemment coercitive en choisissant ε = 1 ! Plus simplement on peut ici utiliser le théorème
de représentation de Riesz. Nous avons donc prouver :

Pour tout g ∈ L2 (]0, 1[) , il existe une unique solution ξ ∈ H(1)
0 (]0, 1[) deZ 1

0

γ · ξ +
Z 1

0

∂γ · ∂ξ =
Z 1

0

γ · g pour tout γ ∈ H(1)
0 (]0, 1[)

et elle s’obtient en minimisant
1

2

Z 1

0

¡
|γ|2 + |∂γ|2

¢
−Re

Z 1

0

γ · g

sur H(1)
0 (]0, 1[) . On ξ ∈ H(2) (]0, 1[) et c’est une solution de (∗) dans L2 (]0, 1[) .
Si g ∈ C ([0, 1]) , alors ξ ∈ C(2) ([0, 1]) et c’est une solution (classique) de (∗) .

EXEMPLE 2 Considérons maintenant le problème aux limites inhomogènes suivant :

−∂2f + f = g sur ]0, 1[ et f (0) = α , f (1) = β (>)
avec α,β ∈ K .

Dans H(1) (]0, 1[) on considère le sous-espace affine

G :=
©
γ ∈ H(1) (]0, 1[) | γ (0) = α , γ (1) = β

ª
,

qui est évidemment un ensemble convexe fermé.
Si f ∈ C(2) ([0, 1]) est une solution classique de (>) , donc g ∈ C ([0, 1]) , ou plus généralement

si ξ ∈ H2 (]0, 1[) est solution de (>) dans L2 (]0, 1[) , donc g ∈ L2 (]0, 1[) , en intégrant par parties
il vientZ 1

0

(ξ − γ) · ξ +
Z 1

0

∂ (ξ − γ) · ∂ξ =
Z 1

0

(ξ − γ) · ξ +
h
(ξ − γ) · ∂ξ

i1
0
−
Z 1

0

(ξ − γ) · ∂2ξ =

=

Z 1

0

(ξ − γ) ·
¡
ξ − ∂2ξ

¢
=

Z 1

0

(ξ − γ) · g ,

donc en particulier Z 1

0

(ξ − γ) · ξ +
Z 1

0

∂ (ξ − γ) · ∂ξ >
Z 1

0

(ξ − γ) · g .

Ceci nous conduit à utiliser le théorème de Stampacchia :

Etant donné g ∈ L2 (]0, 1[) et α,β ∈ K , il existe une unique solution ξ ∈ G deZ 1

0

(ξ − γ) · ξ +
Z 1

0

∂ (ξ − γ) · ∂ξ >
Z 1

0

(ξ − γ) · g pour tout γ ∈ G (>>)

et elle s’obtient en minimisant
1

2

Z 1

0

¡
|γ|2 + |∂γ|2

¢
−Re

Z 1

0

γ · g

sur G . On a ξ ∈ H(2) (]0, 1[) et c’est une solution de (>) dans L2 (]0, 1[) .
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Si g ∈ C ([0, 1]) , alors ξ ∈ C(2) ([0, 1]) et c’est une solution classique de (>) .

Comme dans l’exemple précédent on utilise la forme hermitienne coercitive ( ·| ·)(1) , d’où
la première partie. En faisant γ := ξ ± η avec η ∈ H(1)

0 (]0, 1[) dans (>>) , il vientZ 1

0

η · ξ +
Z 1

0

∂η · ∂ξ =
Z 1

0

η · g .

Les dernières assertions se montrent alors comme ci-dessus. ¤
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19.4 Produit de convolution

LEMME Pour tout ϕ,ψ ∈ S (Rn) , on a

(i) ϕ ∗ ψ ∈ S (Rn) , ainsi que
∂α (ϕ ∗ ψ) = (∂αϕ) ∗ ψ et F (ϕ ∗ ψ) = Fϕ · Fψ .

(ii) L’application

¦ ∗ ψ : γ 7−→ γ ∗ ψ : S (Rn) −→ S (Rn)
est continue.

(iii) L’application

ϕ (¦) · ψ¦ : Rn −→ S (Rn) : y 7−→ ϕ (y) · ψy
tend vers 0 à l’infini.

(iv) Pour tout ϕ ∈ S (Rn) , l’application ϕ (¦) · ψ¦ : Rn −→ S (Rn) est λRn-intégrable dans
S (Rn) et on a Z

ϕ (y) · ψy dy = ϕ ∗ ψ .

Dmonstration de (i) Les deux premières formules découlent du théorème (ii), et comme
F (ϕ ∗ ψ) = Fϕ · Fψ ∈ S (Rn) , on obtient

ϕ ∗ ψ =
−1
FF (ϕ ∗ ψ) ∈ S (Rn) .

Dmonstration de (ii) C’est immédiat par le théorème 4.8 et la formule

¦ ∗ ψ =
−1
F ◦MFψ ◦ F .

Dmonstration de (iii) On a

pk
¡
ϕ (y) · ψy

¢
6 2k · hyi−1 · hyik+1 · |ϕ (y)| · pk (ψ) 6 2k · hyi−1 · pk+1 (ϕ) · pk (ψ) ,

d’où le résultat puisque hidi−1 ∈ C0 (Rn) .

Dmonstration de (iv) L’application ϕ (¦) · ψ¦ : Rn −→ S (Rn) peut s’écrire sous la
forme

ϕ (¦) · ψ¦ = h¦i−b
n
2 c−1 · h¦ib

n
2 c+1 · ϕ (¦) · ψ¦ ;

mais h¦ib
n
2 c+1 · ϕ (¦) ∈ S (Rn) , donc h¦ib

n
2 c+1 · ϕ (¦) · ψ¦ tend vers 0 à l’infini grâce à (iv) et

l’exercice 3.9.3 montre que l’image de h¦ib
n
2 c+1 ·ϕ (¦) ·ψ¦ est contenue dans une partie convexe

compacte de S (Rn) . Comme h¦i−b
n
2 c−1 ∈ L1 (Rn) (exemple 2.3.6.a), ϕ (¦) ·ψ¦ est λ-intégrable

dans S (Rn) par la remarque 3.12.2. Pour tout x ∈ Rn , on a en particulierµZ
ϕ (y) · ψy dy

¶
(x) =

¿
δx

¯̄̄̄Z
ϕ (y) · ψy dy

À
=

Z 
δx|ϕ (y) · ψy

®
=
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=

Z
ϕ (y) · ψ (x− y) dy = ϕ ∗ ψ (x) ,

donc Z
ϕ (y) · ψy dy = ϕ ∗ ψ .

¤

REMARQUE 1 Si f ∈ L1 (Rn) + L∞ (Rn) , alors pour tout ϕ,ψ ∈ S (Rn) , les théorèmes
de Tonelli et Fubini montrent que

hϕ|ψ ∗ fi =
Z

ϕ (x)

µZ
ψ (x− y) f (y) dy

¶
dx =

Z µZ
ϕ (x)ψ (x− y) dx

¶
· f (y) dy =

=

Z Z
ψ (x− y) · ϕ (x) dx · f (y) dy =

¿
∨
ψ ∗ ϕ

¯̄̄̄
f

À
.

Ceci nous conduit à la

DEFINITION 1 Pour tout ψ ∈ S (Rn) , on pose
ψ∗ := (ψ∨) =

¡
ψ
¢∨
.

Pour tout ψ ∈ S (Rn) et µ ∈ S (Rn)0 , on définit le produit de convolution de ψ par µ en
posant

hϕ|ψ ∗ µi := hψ∗ ∗ ϕ|µi .

THEOREME Soient ψ ∈ S (Rn) et µ ∈ S (Rn)0 .

(i) On a ψ ∗ µ ∈ S (R)0 ,
∂α (ψ ∗ µ) = ψ ∗ ∂αµ = (∂αψ) ∗ µ pour tout α ∈ Nn ,

ainsi que

F (ψ ∗ µ) = Fψ · Fµ .
(ii) La fonction

h(ψ∗)¦|µi : x 7−→ h(ψ∗)x|µi =

ψ (x− ¦)

¯̄
µ
®

est tempérée et elle est égale à la distribution ψ ∗ µ .
En outre

ψ ∗ µ =
Z

ψ (y) · µy dy .

En particulier si µ ∈Mmod (Rn) , alors

ψ ∗ µ (x) =
Z

ψ (x− y) dµ (y) .

Dmonstration de (i) Par la proposition (iii) ci-dessus, il est clair que ψ ∗ µ est une
forme linéaire continue sur S (Rn) , et on a

hϕ| ∂α (ψ ∗ µ)i = (−1)|α|1 · hψ∗ ∗ (∂αϕ)|µi = (−1)|α|1 · h∂α (ψ∗ ∗ ϕ)|µi =
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= hψ∗ ∗ ϕ| ∂αµi = hϕ|ψ ∗ ∂αµi ,
mais aussi

hϕ| ∂α (ψ ∗ µ)i = (−1)|α|1 · h∂α (ψ∗) ∗ ϕ|µi = h(∂αψ)∗ ∗ ϕ|µi = hϕ| (∂αψ) ∗ µi .
D’autre part, pour tout γ ∈ S (Rn) , il vient

hγ| F (ψ ∗ µ)i =
¿
−1
Fγ

¯̄̄̄
ψ ∗ µ

À
=

¿
ψ∗ ∗

µ
−1
Fγ

¶¯̄̄̄
µ

À
=

¿
−1
F (F (ψ∗) · γ)

¯̄̄̄
µ

À
=

= hF (ψ∗) · γ| Fµi =

Fψ · γ

¯̄
Fµ
®
= hγ| Fψ · Fµi ,

ce qui finit de prouver la première partie.

Dmonstration de (ii) Puisque ψ∗ ∗ ϕ = ϕ ∗ ψ∗ =
R
ϕ (y) · (ψ∗)y dy dans S (Rn) (pro-

position v), pour tout µ ∈ S (Rn)0 , on obtient

hϕ|ψ ∗ µi = hψ∗ ∗ ϕ|µi =
Z

ϕ (y) ·
D
(ψ∗)y

¯̄̄
µ
E
dy = hϕ (¦)| h(ψ∗)¦|µii ,

ce qui montre que ψ ∗µ = h(ψ∗)¦|µi . Il nous reste à prouver que h(ψ∗)¦|µi ∈ C
(∞)
temp (Rn) . Mais

la remarque 4.8.1 nous permet, pour tout y ∈ Rn et j = 1, . . . , n , de calculer

limh→0
1

h
·
hD
(ψ∗)y+h·ej

¯̄̄
µ
E
−
D
(ψ∗)y

¯̄̄
µ
Ei
=
D
∂j (ψ

∗)y

¯̄̄
µ
E
= −

D
(ψ∗)y

¯̄̄
∂jµ
E
.

On a donc h(ψ∗)¦|µi ∈ C(∞) (Rn) par récurrence. D’autre part, il existe par la continuité de µ
sur S (Rn) un k ∈ N tel que, en utilisant la proposition (iv), on ait¯̄̄D

(ψ∗)y

¯̄̄
µ
E¯̄̄
6 pk

³
(ψ∗)y

´
6 2k · hyik · pk (ψ∗)

et par suite °°°h¦i−k · h(ψ∗)¦|µi°°°∞ 6 2k · pk (ψ∗) <∞ .

On a ψ ∗ µ =
R
ψ (y) · µy dy carZ

ψ (y) ·

ϕ
¯̄
µy
®
dy =

Z
ψ (y) ·


ϕ−y

¯̄
µ
®
dy =

¿Z
ψ (y) · ϕ−y dy

¯̄̄̄
µ

À
=

=

¿Z ∨
ψ (y) · ϕy dy

¯̄̄̄
µ

À
= hψ∗ ∗ ϕ|µi = hϕ|ψ ∗ µi .

¤

REMARQUE 2 Dans la démonstration ci-dessus (ii) nous avons utilisé la commutativité
de la convolution dans S (Rn) . Cela n’est pas nécessaire puisque ψ∗ ∗ ϕ =

R
(ψ∗)y · ϕ (y) dy

dans S (Rn) , résultat qui se généralise au cas d’un groupe localement compact non-commutatif
non-nécessairement unimodulaire en introduisant l’intégrale de Haar à droite !

REMARQUE 3 Pour tout f ∈ L1mod (Rn) , ϕ,ψ ∈ S (Rn) et x ∈ Rn , on a

hϕ| f∗i =
Z

ϕ (y) · f (−y) dy =
Z

ϕ (−y) · f (y) dy = hϕ∗| fi ,

(ϕ ∗ ψ)∗ (x) =
Z

ϕ (−x− y) · ψ (y) dy =
Z

ϕ (−x+ y) · ψ (−y) dy = ϕ∗ ∗ ψ∗ (x)
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et l’application ϕ 7−→ ϕ∗ : S (Rn) −→ S (Rn) est évidemment continue.

COROLLAIRE Soient µ ∈Mrap (Rn) , i.e. telle que, pour tout k ∈ N , on ait hidik · f ∈
L∞ (Rn) , ψ ∈ S (Rn) et µ ∈ S (Rn)0 .
(i) La fonction

f (¦) · µ¦ : Rn −→ S (Rn)0 : y 7−→ f (y) · µy
est λRn-intégrable dans S (Rn)0 ; on dit que

f ∗ µ :=
Z
f (y) · µy dy

est la convolution de f par µ .

(ii) La fonction

f (¦) · ψ¦ : Rn −→ S (Rn) : y 7−→ f (y) · ψy
est λRn-intégrable dans S (Rn) et on aZ

f (y) · ψy dy = f ∗ ψ .

(iii) On a

hϕ| f ∗ µi = hf∗ ∗ ϕ|µi ,

∂α (f ∗ µ) = f ∗ ∂αµ pour tout α ∈ Nn ,

∂α (f ∗ µ) = ∂αf ∗ µ pour tout α ∈ Nn tel que |α|1 6 k si f ∈ C(k) (Rn)
et

F (f ∗ µ) = Ff · Fµ .
(iv) La fonction

h(ψ∗)¦|µi : x 7−→ h(ψ∗)x|µi =

ψ (x− ¦)

¯̄
µ
®

est tempérée, elle est égale à la distribution ψ ∗ µ et on a
∂α (ψ ∗ µ) = ψ ∗ ∂αµ = (∂αψ) ∗ µ pour tout α ∈ Nn .

En particulier si µ ∈Mmod (Rn) , alors

ψ ∗ µ (x) =
Z

ψ (x− y) dµ (y) .

Dmonstration de (i) En effet il existe k ∈ N tel que |hϕ|µi| 6 c · pk (ϕ) pour tout
ϕ ∈ S (Rn) ; grâce au lemme il vient alorsZ

|f (y)| ·
¯̄
ϕ
¯̄
µy
®¯̄
dy =

Z
|f (y)| ·

¯̄
ϕ−y

¯̄
µ
®¯̄
dy 6 c ·

Z
|f (y)| · pk

¡
ϕ−y

¢
dy 6

6 2k ·c ·
µZ

hidik · f dλRn
¶
·pk (ϕ) 6 2k ·c ·

°°°hidik+bn2 c+1 · f°°°
∞
·
µZ

hidi−b
n
2 c−1 dλRn

¶
·pk (ϕ) ,

ce qui prouve l’intégrabilté (cf. définition 3.12.3 et proposition 3.12).

Dmonstration de (ii) Les inégalités

pk
¡
f (y) · ψy

¢
= f (y) · pk

¡
ψy
¢
6 2k · f (y) · hyik+1 · pk (ψ) · hyi−1 6 ck · hyi−1
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19.4 Produit de convolution

montrent que f (¦) · ψ¦ tend vers 0 à l’infini.
Pour tout K ∈ K (Rn) , on a f (¦) · ψ¦ (K) ⊂ kfk∞ · cs (ψK) ⊂ S (Rn) . Mais ψK est une

partie compacte de S (Rn) , puisque ψ¦ est continue (lemme 4.6 étendu à S (Rn) ), donc cs (ψK)
est compacte par l’exercice 3.9.2.b. L’exercice 3.9.3 montre alors que f (¦) ·ψ¦ est contenue dans
une partie convexe compacte de S (Rn) . Il suffit maintenant d’écrire f (¦) · ψ¦ sous la forme

f (¦) · ψ¦ = h¦i−b
n
2 c−1 ·

h
h¦ib

n
2 c+1 · f (¦) · ψ¦

i
pour pouvoir appliquer la remarque 3.12.5 fait à propos du théorème 3.12.i, puisque h¦i−b

n
2 c−1 ∈

L1 (Rn) (exemple 2.3.6.a). Pour tout x ∈ Rn , on a en particulierµZ
f (y) · ψy dy

¶
(x) =

¿
δx

¯̄̄̄Z
f (y) · ψy dy

À
=

Z 
δx| f (y) · ψy

®
=

=

Z
f (y) · ψ (x− y) dy = f ∗ ψ (x) ,

donc Z
f (y) · ψy dy = f ∗ ψ .

Dmonstration de (iii) Pour tout ϕ ∈ S (Rn) , on a

hϕ| f ∗ µi =
Z
f (y) ·


ϕ
¯̄
µy
®
dy =

Z
f (y) ·


ϕ−y

¯̄
µ
®
dy =

=

¿Z
f (−y) · ϕy dy

¯̄̄̄
µ

À
= hf∗ ∗ ϕ|µi .

et

∂α (f ∗ µ) = ∂α
µZ

f (y) · µy dy
¶
=

Z
f (y) · ∂α

¡
µy
¢
dy =

=

Z
f (y) · (∂αµ)y dy = f ∗ ∂αµ .

Si f ∈ C(k) (Rn) et α ∈ Nn est tel que |α|1 6 k , alors
hϕ| ∂α (f ∗ µ)i = (−1)|α|1 · hf∗ ∗ (∂αϕ)|µi = (−1)|α|1 · h∂α (f∗) ∗ ϕ|µi =

= h(∂αf)∗ ∗ ϕ|µi = hϕ| (∂αf) ∗ µi .
Quant à la dernière formule, pour tout γ ∈ S (Rn) , on a

hγ |F (f ∗ µ)i =
¿
γ

¯̄̄̄Z
f (y) · Fµy dy

À
=

Z
f (y) · hγ |e−y · Fµi dy =

=

Z
f (y) · hey · γ |Fµi dy =

¿Z
f (y) · ey · γ dy

¯̄̄̄
Fµ
À

mais ¿Z
f (y) · ey · γ dy

¯̄̄̄
δλ

À
=

Z
f (y) · hey · γ| δλi dy =

Z
e−2πi·λ•y · f (y) · γ (λ) dy =

= γ (λ) · Ff (λ) =

Ff · γ

¯̄
δλ
®
,
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c’est-à-dire
R
f (y) · ey · γ dy = Ff · γ , donc

hγ |F (f ∗ µ)i =

Ff · γ

¯̄
Fµ
®
= hγ| Ff · Fµi .

Dmonstration de (iv) Puisque ψ∗ ∗ ϕ = ϕ ∗ ψ∗ =
R
ϕ (y) · (ψ∗)y dy dans S (Rn) (pro-

position v), pour tout µ ∈ S (Rn)0 , on obtient

hϕ|ψ ∗ µi = hψ∗ ∗ ϕ|µi =
Z

ϕ (y) ·
D
(ψ∗)y

¯̄̄
µ
E
dy =

D
ϕ (¦)

¯̄̄
h(ψ∗)¦|µi

E
,

ce qui montre que ψ ∗µ = h(ψ∗)¦|µi . Il nous reste à prouver que h(ψ∗)¦|µi ∈ C
(∞)
temp (Rn) . Mais

la remarque 4.8.1 nous permet, pour tout y ∈ Rn et j = 1, . . . , n , de calculer

limh→0
1

h
·
hD
(ψ∗)y+h·ej

¯̄̄
µ
E
−
D
(ψ∗)y

¯̄̄
µ
Ei
=
D
∂j (ψ

∗)y

¯̄̄
µ
E
= −

D
(ψ∗)y

¯̄̄
∂jµ
E
.

On a donc h(ψ∗)¦|µi ∈ C(∞) (Rn) par récurrence. D’autre part, il existe par la continuité de µ
sur S (Rn) un k ∈ N tel que, en utilisant le lemme, on ait¯̄̄D

(ψ∗)y

¯̄̄
µ
E¯̄̄
6 pk

³
(ψ∗)y

´
6 2k · hyik · pk (ψ∗)

et par suite °°°h¦i−k · h(ψ∗)¦|µi°°°∞ 6 2k · pk (ψ∗) <∞ .

¤

REMARQUE 4 Dans la démonstration ci-dessus (ii) nous avons utilisé la commutativité
de la convolution dans S (Rn) . Cela n’est pas nécessaire puisque ψ∗ ∗ ϕ =

R
(ψ∗)y · ϕ (y) dy

dans S (Rn) , résultat qui se généralise au cas d’un groupe localement compact non-commutatif
non-nécessairement unimodulaire en introduisant l’intégrale de Haar à droite !

REMARQUE 5 Nous aurions pu définir f ∗µ par la première formule de (iii) en remarquant
que

f∗ ∗ ¦ : S (Rn) −→ S (Rn) : ϕ 7−→ f∗ ∗ ϕ
est continue. La démonstration de (iv) peut aussi se faire sans utiliser (ii), mais en exprimant
le produit de convolution ψ∗ ∗ϕ comme une limite de sommes de Riemann dans S (Rn) . Il me
semble plus naturel d’introduire l’intégration vectorielle.

En effet pour tout k ∈ N , grâce au lemme 2.1 on obtient

pk (f
∗ ∗ ϕ) = max|α|16k

°°°hidik · ∂α (f∗ ∗ ϕ)
°°°
∞
=

= max|α|16k

°°°°hidik · Z f (id−y) · ∂αϕ (y) dy

°°°°
∞
6

6 2k ·max|α|16k
°°°°Z hid−yik · f (id−y) · hyik · ∂αϕ (y) dy

°°°°
∞
6

6 2k ·max|α|16k
°°°hidik · f°°°

∞
·
°°°hidik+bn2 c+1 · ∂αϕ

°°°
∞
·
µZ

hyi−b
n
2 c−1 dy

¶
6
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19.4 Produit de convolution

6 2k ·
°°°hidik · f°°°

∞
·
µZ

hyi−b
n
2 c−1 dy

¶
· pk+bn2 c+1 (ϕ) .

¤

Ces inégalités montrent également que le produit de convolution

S (Rn)× S (Rn) −→ S (Rn) : (ϕ,ψ) 7−→ ϕ ∗ ψ
est une application bilinéaire (globalement) continue.
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19.5 Fonctions holomorphes multivalentes

DEFINITION 1

(a) Pour tout γ ∈ CH (Z) , on a
IF (γ) = Iγ et τF (γ) = τγ .

(b) Pour tout γ, δ ∈ CH (Z) tels que γ (τγ) = δ (τ δ) , on a F (γ) (τγ) = F (δ) (τ δ) , i.e. il
existe une fonction eF : Z −→ Cm telle que

F (γ) (τγ) = eF (γ (τγ)) pour tout γ ∈ CH (Z) .
On dit que eF est la branche principale de F .
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