Chapitre 1

LA THEORIE DE CHOQUET

La motivation principale conduisant & la recherche d’une représentation intégrale est ce que
les physiciens appelle le principe de superposition , essentiel en mécanique quantique. Mathé-
matiquement on peut simplement parler d’une linéarité généralisée au sens suivant :

Si G' est un espace localement convexe séparé et si un élément v € G peut se décomposer
sous la forme

v= [odne).

ou p est une intégrale de Radon sur GG , alors pour toute application linéaire continue 7" : G —
H dans un autre espace localement convexe séparé, on a

Ty = [10d100) .

pour toute notion d’intégration raisonnable a valeurs dans un espace localement convexe. Tout
le probléme est de trouver des intégrales de Radon pu faisant intervenir des éléments 6 simples
bien connus !

Version du 18 décembre 2006
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1.1 Le théoréme de Hahn-Banach

1.1 Le théoréme de Hahn-Banach

J’ai rassemblé dans ce paragraphe les quelques résultats liés au théoréme de Hahn-Banach
dont nous aurons besoin.

Soit F' un espace vectoriel réel.

DEFINITION SL(F) , resp. §Z(F ) , désigne l'ensemble des formes sous-linéaires p :
F— R, resp. des fonctionnelles sous-linéaires p : F' — R , donc telles que

pla-p)=a-p(p) et ple+v) <p(p)+p®)

pour tout o« € R, et p, ¢ € F'.
Si (4j);e; C SL(F) , on pose

/\ g (p) == inf qu (goj) € R pour tout ¢ € F .

J —
jeJ (#1) e, €F D Ejes 0= g

Si X est un ensemble, A une partie de X et f: A — R , on désigne par > la fonction
sur X obtenue en prolongeant f par oo hors de A . On écrit ¢; A g2 & la place de A je(123 @ -

PROPOSITION  Soient p € SL(F) et (q),., C SL(F) .

(i) On ap<q; pour tout j € J si, et seulement si, p < N\;c;q; -
(it) Si—00 < \c;q <oosur k', alors \;c;q; € SL(F) .
(ii1) On a
—p(—¢) <p(p) pourtout p € F .
(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) p est linéaire.
(b) p est minimale dans SL (F') par rapport o < , i.e.
qeESL(F) etq<p = q=p.
(¢) Pourtout p € F, on a

p(e)=—p(=yp) .

Démonstration de (i) En effet on a

0=0-p(0)=p(0)=p(p—¢) <p(p)+p(—v) .
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Le théoréme de Hahn-Banach 1.1

Démonstration de (ii) Cette assertion est importante, puisqu’elle raméne un probléme
a plusieurs inégalités (méme une infinité!) a un probléme a une seule inégalité. Etant donné
p € Fet (goj)jej € FU) tels que ZjeJapj = ,sipourtout j € J,onap< g, alors

p(e)=p (Z%) <) ple) <D ai(yy)
jed jed jed
donc p (¢) < /\je ;45 (p) en passant a I'infimum. Réciproquement étant donné k € J , on a
p(9) < N\ (@) <ar(p)
jeg
en considérant la famille (gpj)je , définie par
¢ Jj=k

0 sinon

Démonstration de (iii) Pour tout o € R’ et ¢ € F', on a tout d’abord

/\ qj (CY ’ 90) - inf(‘Pj)jEJeF(J)7ZjeJ pj=p Z qj (SOJ) =

jes jed
= « - inf ¢ Z .<ﬁ>—a./\ ()
- (#3),c, €F D Tjes H=p G\ )~ qi\¥p) -
jeJ jeT
On en déduit que
o0 < N (0)= N\ g (2-00=2- A\ ¢ (0) <0,
jeJ jeJ jeJ
donc /\jeJ ¢; (0) = 0 . Finalement, pour tout ¢,1 € F et (goj)jEJ, (1/)j)
ZjeJ Spj = (,0 et ZjeJ ¢j = 77/} ) 11 Vient ZjeJ (90] + ¢]) = QO + ¢ ) dOIlC

/\Qj (p+v) < Z% (¢; + ;) <Z%‘ (¢;) +qu (v))

jeJ jeJ jedJ jeJ

jes C F) tels que

et par suite
Nae+v) < Na)+ Na @),
jed jed jed
ce qui montre que /\ e 4j est sous-additive.
Démonstration de (iv)
(a) = (b)  Par (i) appliqué a ¢ , pour tout ¢ € F', on obtient
—q(p) <q(=p) <p(—9p)=-p(¥) ,
ce qui montre que p < ¢ , donc que ¢ =p .
(b) = (c)  Si p est minimale, pour tout ¢ € F' | il suffit de considérer la forme linéaire
T:R-¢p —R:a -y — —a-p(—1) , ainsi que
q:=pAT:pr—infoep, [p(gp—owzﬂ)—oz-p(—w)} F—R.

On vérifie facilement qu’elle est sous-linéaire, car elle ne prend évidemment pas la valeur oo ,
ni —oo , puisque

plo—a-¥)—a-p(-Y)=plp—a-¥)—plp—a-v—yp) >
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1.1 Le théoréme de Hahn-Banach

zplp—a-¥)—plp—a-9¥)—p(=p) =2 —p(-p) > -0
Mais comme ¢ < p , on a ¢ = p par la minimalité de p . On en déduit, en prenant o = 1
et ¢ = 1) dans la définition, que

p(W)=q) < —p(—) <p®)

grace a (i). Nous avons donc prouvé que p () = —p (=) .

(c) = (a) La condition entraine immédiatement I’homogénéité de p . Pour tout ¢, 9 € F' |
on a alors

ple+¥)<plp)+p)=p(p) +ple+v —p) <

<p@)+ple+v)+p(—¢)=ple+v),
donc l'additivité. Ceci finit de prouver que p est linéaire. O

THEOREME  Pour toute forme sous-linéaire p sur l’espace vectoriel F' , il existe une forme
linéaire p sur F' telle que p < p .

En particulier on obtient le principe d’Orlicz : Soit (qj)jG ; est une famille de fonction-
nelles sous-linéaires sur l’espace vectoriel F' telle que /\jeJ q; < oo sur I' . Pour qu’l existe
une forme linéaire p sur F' telle que

pn<q; pourtoutj e J,
il faut et il suffit que
—00 < /\ q; surl’.

jeJ

Par le principe de maximalité de Hausdorff, il existe une chaine maximale P C SL(F)
contenant p . Pour tout ¢ € P telleque g <pet ¢ € F,on a
q(p) = —q(—p) = —p(=p) > —0 ,
et on vérifie facilement que p := inf P € SL (F') est minimale, donc linéaire par la proposition

(iv).

Le principe d’Orlicz est alors une conséquence de la proposition (ii). O

COROLLAIRE 1 (Théoréme de Hahn-Banach sur R [Hah 1927], [Ban 1929])

Sotent E un sous-espace vectoriel de F' et 7 : E — R une forme linéaire telle que 7 < p
sur E . Alors il existe une forme linéaire p sur F' qui prolonge T et telle que p < p .

En particulier pour tout ¢ € F et a € [—p (=) ,p (V)] , il existe une forme linéaire p sur
F telle que p1(¢) = a . On a donc

P = SUPuep+ pu<p -

1l suffit de considérer la forme sous-linéaire
TP Ap:pr— infyep [T(0) +p (e — )] .
Pour la seconde partie il suffit de constater que la forme linéaire
T:R-Yp —R:a-Yp—a-a
satisfait a

T(a-Y)=a-a<a-p@)=pla-9y) et 7(-a-¢)=-a-a<a p(-9¥)=p(-a-y)
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Le théoréme de Hahn-Banach 1.1

pour tout o € R, . U

Soient (F, <) un espace vectoriel ordonné, F', le cone des éléments positifs, ' un sous-espace
vectoriel de I’ et 7 : E — R une forme linéaire. Considérons

_ 0 pel_
(Opf)OO:F—>]R:g0»—> si
00 pé¢F

Cette fonctionnelle est sous-linéaire et une forme linéaire ;1 sur F' est positive si, et seulement
si, on a p < (0 F_)Oo . Ainsi pour qu’une forme linéaire p sur F' soit positive et prolonge 7 , il
faut et il suffit que l'on ait

,UgTOO/\(OF_>OO .
Mais
" (p) =T A (OR)OO (p)=inf {7 () | ¢ € E tel que p <}

est infinie hors de £ + I~ = F — F; . Remarquons que 7 est positive pour 'ordre induit par
F sur E est une condition nécessaire pour 'existence d’une telle forme linéaire p .

COROLLAIRE 2 (Prolongement d’une forme linéaire positive)
Soient E un sous-espace vectoriel de F' et 7 : E — R une forme linéaire.

(i)  Si T est positive et E est cofinal dans F |, i.e. E — F = F , alors il existe une forme
linéaire positive i sur F' qui prolonge T .

(ii) H. Bauer [Bau 1957] Sip est une forme sous-linéaire, alors il existe une forme linéaire
positive i sur F qui prolonge T telle que p < p si, et seulement si, on a

T2 —p(—0) .
Démonstration de (i) Comme 7* < oo par ce qui précede, grace au principe d’Orlicz

il nous suffit de montrer que 7* > —oco sur F' . Mais pour tout ¢ € F | il existe § € E tel que
0 > — et, pour tout ¢ € E tel que 1p > ¢ , il vient ¢ > —0 et par suite 7 (¢)) > 7 (—60) puisque
T est croissante, donc 7% () = 7 (—0) > —oc0 .
Démonstration de (ii) On est conduit au probléeme
BTN (0F7)OO/\p.
Mais
TN (0F7)oo/\p(g0) =inf{r(Y)+p@) |veEE, € Ftelquep<y+0}

et 7N (OFi)OO A p(0) = 0 entraine la condition. Remarquons que 7 est positive si, et seule-
ment si, on a 7*(0) = 0, ce qui est évidemment le cas lorsque la condition est satisfaite!
Réciproquement pour tout p € F' ;¢ € Fet € Ftelsquep <¢Y+60,ona)>¢—=60,donc

T(W) =27 (0 —=0)=—p(=p+0)=—p@) —p(—yp) ,

et par suite

TN (0r )" Ap(p) = —p(—p) > —00..
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1.1 Le théoréme de Hahn-Banach

REMARQUE Le principe d'une démonstration de (i), a I’aide de I'induction transfinie, se
trouve déja dans un travail de Marcel Riesz [RiM 1923] et méme déja exposé devant la Société
Mathématique de Stockholm en 1918. Il cite également les travaux précurseurs de Frédéric Riesz
[RiF 1914] et E. Helly [Hel 1912].
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1.2 Ensembles convexes compacts de dimension finie

Rappelons la

DEFINITION 1 (E,T) est un espace affine, si E est un ensemble non-vide et 7' un espace
vectoriel (sur K ) tel que le groupe additif de T' opére librement et transitivement sur F |, i.e.
on a une application

TXE—FE:(t,P)—t+P

satisfaisant aux axiomes :

EA1 Pourtouts,teT et PeFE,ona
s+({t+P)=(s+t)+P.
EA 2 Pourtout P€ E ,ona

0+P=P.
EA 3  Pour tout P,Q) € F , il existe un unique t € T tel que 'on ait
t+P=0Q.

Dans ce cas on écrit
t=:Q— P = PqQ , L.e. PQ+P=0@Q.

LEMME Pour tout P,Q,R€ E , on a
PQ+QR=PR.

En effet
PR+P=R=QR+Q=QR+ PQ+ P .
O

En choisissant un point O € FE , on peut munir £ d’une structure d’espace vectoriel
(dépendante de O!) en posant, pour tout P,Q € F et « € K :

P+Q =R si OR=0P+0Q
et
a-P=R si OR=a-0OP.
Soit Fp cet espace vectoriel.

On se représente E comme ’ensemble des points de la géométrie élémentaire, T comme 1’es-
pace vectoriel des translations dans F et P (t + P) comme le vecteur de la géométrie élémentaire
joignant P at+ P;t est donc la classe de tous ces vecteurs qui sont dits équipollents .

Pour toutes suites (P);., C E et (o)., C K, on peut définir

P:=> a;-P;.

JjEN

JjEN
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1.2 Ensembles convexes compacts de dimension finie

On a donc
OP =) a;-OP

JjEN

et en remplacant O par O’ € F on obtient un autre point P’ tel que
OP =) a;-0'P.

jen

Il vient alors
PP'=PO+00'+0'P' =00'+) a; - O'P;=) a; - OP; =

JjEN JjEN

=> a;-(0'P;—OP)) <Za]—1)

jen jen
Ceci montre que la structure d’espace vectoriel de E dépend bien de O . Mais
Y aj=1 = P=P.
JEN

On dit alors que P est le barycentre (ou le centre de gravité ) des points (F;),.,, affectés des

masses (a;),c,, - Pour plus de détails voir le livre de R. Godement [God 1963], §25, p. 327.

DEFINITION 2 Une fonction a : E — K est dite affine si, pour toutes suites (P;).. C E

JEN
et (@));e, CK,ona

a(Zaj-Pj> :Zaj~a P
JEN JEN

Dans le cas réel on peut munir £ de la topologie induite par la topologie localement convexe
la plus fine sur 7' .

PROPOSITION SoitO € E .

(i)  Toute fonction affine sur E est de la forme c+( , ot c € R et £ € E est une forme

linéaire sur Eo .
(it) Pour que P soit le barycentre des points (F;),.,, affectés des masses (o) il faut et il

suffit que, pour toute fonction affine a : E — R , on ait

:/ad(Zaj-epj>

JEN

jeEn ’

Il suffit que cette égalité ait lieu pour toute forme linéaire { € Ef .

Démonstration de (i) En effet si a est une fonction affine sur F | alors ¢ := a — a (O)
est linéaire, car - P =a- P+ [l —a]- O , donc

lla-P)=a(a-P+[1—a]-0)—a(O)=a-a(P)+[1—a]-a(0)—a(0)=

=a-a(P)—a-a(0O)=a-l(P) .
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Ensembles convexes compacts de dimension finie 1.2

Démonstration de (ii) La condition est nécessaire puisque
/ad <Zaj ~5pj) = Zaj-a(Pj) =a (Zaj-Pj) =a(P) .
jeEn JjEN JjEN

La réciproque découle du théoréme de Hahn-Banach ou plus simplement, puisque la topologie ne
joue aucun role, en choisissant une base algébrique (e;),.; de Eo . En effet si P 7 3 - P;

T
j€EN ) J
il existe k € J tel que les k-iéme composantes de P et ) . «; - P; soient différentes. Soit ¢ la

JEN
forme linéaire sur Ep valant 0 sur (e;);c; gy €t 1 sur ex . On a évidemment
((P)#1¢ (Z%-PJ) =
JjEN

_Zajw(Zaj-JDj) _/£d<2aj~spj> ,

JjEN JjEN JjEN

ce qui finit de prouver notre assertion. 0

Soit X une partie convexe compacte non-vide de E . Il est équivalent de dire que X est
fermée et bornée; en outre elle est contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie

de Ep . Si O € X | soit n:= dim (ling, X) la dimension de X .

On dit que = € X est un point extrémal si, pour tout v,z € X avec x = % (y+2),ona
y = z = x . Nous désignerons par Ch (X) I'ensemble des points extrémaux de X et nous dirons
que c’est la frontiére de Choquet de X a cause des généralisations ultérieures.

THEOREME (Carathéodory) Tout point x € X est le barycentre de au plus n+ 1 points

extrémaux (xj)jem affinement indépendants de X . En particulier x est de la forme

x:Zaj-xj ; ot () e, CRY, Zajzl, (%) jem CCh(X) etm<n+1,
JjEM jEM

donc X est l’enveloppe convexe de Ch (X) .

DEFINITION 3 Nous dirons que I'ensemble convexe compact formé des = = (xj)].en e R"
tels que (z;),., C Ry et 3, x; =1 est le simpleze standard (de dimension n —1 ). Plus
généralement, un ensemble convexe compact est dit un simpleze s’il est I'image affine injective
d’un simplexe standard.

Les points extrémaux du simplexs standard de dimension n — 1 sont les éléments de la
base canonique (ej)jen de R” et la décomposition de tout point = = ) ._ z; - e; du simplexe
standard est unique!

Utilisant cette notion, le théoréme de Carathéodory peut aussi se formuler sans faire inter-
venir 'indépendance affine :

JEN

COROLLAIRE Pour tout x € X , il existe un simplexe A tel que x € A C X et Ch(A) C
Ch(X) .

Pour plus de détails on peut consulter I’article général de Ludwig Danzer, Branko Griinbaum
et Victor Klee [DanGriiKle 1962].
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1.3 Ensembles convexes compacts dans un espace
localement convexe

Soient F' un espace localement convexe réel séparé, X une partie convexe compacte non-vide
de F et p € My (X) une intégrale de Radon positive sur X . Nous désignerons par ¢ : X — F
I'injection canonique de X dans F' .

Il est parfois utile de bien distinguer si I'on travaille dans X , & l'aide d’informations
provenant de F' mais formulées dans X , ou si I'on veut étudier les liaisons de X avec F' .
Ceci s’écrit a l'aide de ¢ , mais conduit évidemment & un alourdissement des notations. Nous
I’éviterons en général, en particulier lorsque le contexte sera clair. Par exemple nous ne ferrons
pas de distinction entre 'intégrale de Radon p sur X et son image ¢ (1) dans F' .

Considérons tout d’abord le cas de la dimension finie F' = R" . Etant donné x € R" |
rappelons que x est 'intégrale de ¢ par rapport & p et on écrit

xz/LdMZ/L(y) dﬂ(y)z/ydu(y)
%:/yjdu(y)z/prjdu-

(o) = [ Gulor,) dislo)

si, pour tout j € n ,

Mais ceci peut s’écrire

(2] 6) = / (y10) du(y)

pour toute forme linéaire ¢ sur R" .
Dans le cas général on dit que = € F' est I'intégrale faible de ¢ par rapport & u et on écrit

a:z/bdu=/b(y) du(y)Z/ydﬂ(y)

si pour tout forme linéaire continue ¢ € F’ , on a

(2] ) :/<ym> di(y) |

(Joal) f o

Le théoreme de Hahn-Banach montre que = est univoquement déterminé par cette égalité.
En effet pour tout z,y € F tels que x # y , on a x —y # 0 et il existe une semi-norme

continue p sur F telle p (x —y) # 0 . Mais alors il existe une forme linéaire ¢ sur F' telle que
(<petl(x—y)#0,doncl e F' tet {(x)#{(y) . O

i.e.

Quant & ’existence on a le
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Ensembles convexes compacts dans un espace localement convexe 1.3

LEMME 1 Pour tout n € M, (X) , v est u-intégrable (au sens de Pettis) dans F, et

/Ld,ueu(X)-X.

Puisque
[0): F— R:pr— (¢|f)

est continue, donc bornée sur X , on a |¢) € L' (i) , donc

/Ldu:F’—>R:€'—>/<<ﬂ|€> dp ()

est une forme linéaire sur F’ , i.e. [vdpu € (F')" . La compacité de X montre aussi que la forme
sous-linéaire sly : F/ — R définie par
Sl (0) = supex {2]0)

est continue pour la topologie de Mackey sur F” et, grace a la dualité de Fenchel on obtient
X =c0(X)=cog, ={pe€F| (o <slx} .
([eaul ) = [ oty dutor < [ois @) au=pix)-six o)
pour tout ¢ € F” | et par suite [¢dp € (X)X . En outre

(o

ou snx (¢) := sup,cx [(x| £)| définit une semi-norme de Mackey sur F’ . On dit que ¢ est -
intégrable dans F,, au sens de Pettis.

Pour plus de détails on peut consulter mon cours d’Analyse fonctionnelle [Por AF], en
particulier le théoréme 3.7 , qui montre que F, = (F')", le corollaire 3.9.iii pour la dualité de
Fenchel et la remarque 2 et le théoréme 3.12 pour la p-intégrabilité dans F, . ——— [

On a alors

e>\ < 1 (X) - Jslx (O)] < (X) -snx (6)

DEFINITION 1 Pour tout u € MY (X) ,ie. u(X)=1,0na [tdu € X et on dit que
[ vdp est le barycentre ou la résultante de p , ou que p représente [ vdpu .

L’espace vectoriel A (X) C C (X) formé des restrictions & X des fonctions affines continues
sur F', qui sont de la forme

c+lx avecceR et (eI,

contient les constantes et sépare les points de X par le théoréme de Hahn-Banach. Ainsi
LEMME 2 §i p est une intégrale de Radon positive sur X , alors p représente x € X si, et

seulement si, on a

w(a) =a(x) pourtoutaec A(X) .

REMARQUE 1 Ceci montre que
§iC(X) —R:f s p(f)
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1.3 Ensembles convexes compacts dans un espace localement convexe

s’obtient comme un prolongement linéaire positif de la forme linéaire positive

7:AX) —R:ar—a(x) .

LEMME 3 Si A est une partie fermée de X |, alors €6 (A) est une partie convere compacte
de X et l'application

ML) — () [vdp.

ot : A— F désigne l'injection canonique, est surjective.

En effet la topologie induite par F, sur o (A) est la méme que celle induite par F', puisque
F — F; est continue et

M(A)—>Fo:u»—>/Ldu

est linéaire continue car, pour tout £ € F' , on a ([ cdu|l) = [([€) du et (i|€) € C(A) .
Mais comme M2 (A) est une partie convexe compacte de M (A) = C (A). , il en est de méme
de son image, et celle-ci contient évidemment co (A) . O

DEFINITION 2 Soit X une partie convexe de F . On dit que = € X est un point extrémal
si, pourtouty,zeXavecx:%-(y—l—z),onay:z:a:.

EXERCICE 1 Montrer que x € X est extrémal si, et seulement si, pour tout o € [0,1] et
yzeXtelsquer=a-y+(l—a)-z,onay=z=x.

PROPOSITION (H. Bauer [Bau 1961], 4.2, Hilfssatz 7, p. 118) Pour que © € X soit
un point extrémal, il faut et il suffit que €, soit 'unique intégrale de Radon qui représente x .

La condition est suffisante, si z = 1 - (y + 2) , alors 1 -

tout a € A(X) , on a

(ey + €.) représente x puisque pour

1 1 1
3 Gt e)@ =5 @l =a (3] =al) .
Ainsi - (g, +¢€.) = &, , donc y = z = z . Réciproquement soit x une intégrale de Radon

qui représente = . Si suppp # {z} , soit y € supppu ~ {z} . Il existe donc a € A(X) avec
a(z) > 0 et a(y) < 0 et 'ensemble YV := {a < @} est convexe compact. Si l'on avait
p(Y) =1, on aurait suppp C Y , donc z € Y par le lemme, ce qui est absurde. D’autre part
Yy € supp p N {a< @} , donc p(Y) > ,u({a< #}) > 0. Ainsi 0 < u(Y) < 1. Posons
Hy = ﬁ 1y - poet py = #(Y) ~lx.y - p . Sl z; désigne le barycentre de y; , par le lemme

onawx €Y ,donc x; # x puisque a(z) >0, et xo € {a > @} C X . 1l vient alors

;1::/Ldu:/Ld[u(Y)~u1+(1—M(Y))‘N2]:
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Ensembles convexes compacts dans un espace localement convexe 1.3

—n @) [odpy = u ) [ ey = (V) (L= p (1)

ce qui montre que z n’est pas un point extrémal. Ainsi supppu = {x} et par suite p = ¢, .
O

DEFINITION 3 Nous désignerons par Ch (X) 'ensemble des points extrémaux de X . On
dit aussi que c’est la fronti¢re de Choquet de X . On dit que S (X) := Ch (X) est la frontiére
de Shilov de X .

Le terme de frontiére sera précisé dans la définition ci-dessous.

COROLLAIRE (Milman) Si A est une partie fermée de X , alors
Ch(X)Nco(A)=Ch(X)NCh(co(A)=Ch(X)NA .
En particulier si co (A) = X |, alors Ch(X) C A .

Siz €¢o(A) C X est un point extrémal de X , c’est évidemment aussi un point extrémal
de @ (A) . La premicre égalité est donc démontrée. Il nous reste & prouver que Ch(X) N
Ch(co(A)) C Ch(X)NA , puisque l'autre inclusion Ch (X)Nco (A) D Ch(X)N A est triviale.
Comme tout x € €0 (A) est le barycentre d’une intégrale de Radon p € ML (A) par le lemme
3,six € Ch(co(A)), on a p = e, par la proposition, donc z € A . d

La premiére généralisation du théoréme de Carathéodory est le

THEOREME (Krein-Milman) X est [’enveloppe fermée convexe de Ch(X) .

Nous verrons grace au théoréme de Choquet-Bishop-de Leeuw (corollaire 1.5.1) que, pour
tout x € X | il existe une intégrale de Radon p portée par S (X) qui représente = . Grace au
lemme 1 ci-dessus on obtient immédiatement

z€co (S (X)) =c0(Ch(X)) .
O

REMARQUE 2 On peut démontrer le théoréeme de Krein-Milman directement en utili-
sant le théoréme de séparation des ensembles convexes compacts. Voir par exemple Bourbaki
[Bou 1981], §7, no. 1, p. 57 et ss. Les arguments utilisés sont ceux qui conduisent au principe
du minimum de Bauer (cf. §1.5). On a donc X = @0 (5 (X)) et le lemme 3 prouve 'existence

d’une intégrale de Radon p portée par S (X) qui représente x . En d’autres termes le théoréme
de Krein-Milman est équivalent a ’existence d’une représentation intégrale sur S (X) .

REMARQUE 3 Malheureusement V.L. Klee [Kle 1959] a montré que presque tous les en-
sembles convexes compacts X d’un espace de Banach de dimension infinie sont égaux a S (X) .
Mais heureusement G. Choquet [Cho 1956a], [Cho 1956b], [Cho 1956¢|, [Cho 1956/57] a pu
généraliser ce théoréme sous la forme suivante :

THEOREME (de Choquet) SiX est métrisable, pour tout x € X , il existe une intégrale
de Radon p portée par Ch (X) qui représente x .
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1.3 Ensembles convexes compacts dans un espace localement convexe

Sa démonstration, qui utilisait la notion de diffusion d’une mesure, a été considérablement
simplifiée par E. Bishop et K. de Leeuw [BisLee 1959]. Ils ont également étendu le théoréme
de Choquet de maniére adéquate au cas non-métrisable. G. Choquet, G. Mokobodzki et P.A.
Meyer [Cho 1960], [Mok 1962a], [ChoMey 1963] ont & nouveau simplifiés certains points et bien
compris le role joué par le théoréme de Hahn-Banach.

DEFINITION 4 On dit qu'une partic A C X est une frontiere si
pourtouta € A(X), a>20swrA = a>=0.

PROPOSITION  Ch (X) est une frontiere et S (X) est la plus petite frontiére fermée.

En effet si a € A(X) est > 0 sur Ch(X) , alors a > 0 sur co (Ch (X)) = X par le théoréme
de Krein-Milman. Il est donc clair que S (X) est une frontiere fermée. C’est la plus petite. Tout

d’abord si A est une frontiére, alors co (A) = X , car dans le cas contraire si x € X \ co(A) le

théoréme de séparation montre qu'il existe a € A (X) telle que a > 0 sur co (A) et a(z) <0 .
Le théoréme de Milman montre alors que Ch (X) C A, donc S (X) C A si A est fermée. O

EXERCICE 2 Soit J un ensemble infini. Montrer que la boule unité de ¢° (/) , muni la
norme uniforme, ne posseéde aucun point extrémal.

EXERCICE 3 (Exemple de Poulsen [Pou 1959], [LinOlsSte 1978]) Dans I’espace de Hil-
bert réel ¢ (N) on considére Pensemble X des suites £ = (&, ),y telles que Y-, 2% - & < 1.
Montrer :

(a) L’ensemble X est compact.

(b) Pour tout n € N , on considére ¢? (n) comme un sous-espace vectoriel fermé de ¢* (N) .

On a
E,:=Ch (X ne (n)) c Ch(X) .

(c) La réunion (J, . £y est dense dans X .

EXERCICE 4 L’exemple suivant montre que l’enveloppe convexe, resp. fermée convexe,
d’une partie compacte n’est pas nécessairement fermée, resp. compacte. Soient F := RE(0:1])

)\:C([O,l])—>R:f|—>/lf
0
'intégrale de Riemann et, pour tout ¢ € [0, 1] ,
grrax—ax(t):C([0,1]) — R.
Montrer :
(a) Onae € Fetepy:={e|tec[0,1]} est une partie compacte de F' .
(b) Onale€co (5[0,1]) , mais A ¢ co (5[0,1]) , l.e. co (5[0,1]) n’est pas fermée dans F .

(c) Si G := linep,) est le sous-espace localement convexe de F' engendré par ep ) , alors
CO (8[0,1]) est une partie fermée de G , qui n’est pas compacte.
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Ensembles convexes compacts dans un espace localement convexe 1.3

EXERCICE 5 Montrer que si K et L sont des ensembles convexes compacts de F' , alors
I’enveloppe convexe de K U L est compacte.
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1.4 Le théoréeme de Choquet-Bishop-de Leeuw

1.4 Le théoréme de Choquet-Bishop-de Leeuw

DEFINITION  Soit R (X) I’ensemble des fonctions de la forme minjc, a; avec (@) e, C
A(X) . Sip,v € My (X) sont des intégrales de Radon (positives) sur X , nous écrirons
v<gpsiv(r)<p(r), pour tout »r € R (X); on dit que v est une R (X)-balayée de p . Si p
est minimale pour 'ordre <z(x) , nous dirons R (X)-minimale .
Si feC(X), soit
F=inf{lac AX)| f<a}=inf{reR(X)| f<r}.
Un ensemble de la forme

Bf;:{f:f} , oufe-R(X),

est dit bordant (on peut aussi admettre que f est une fonction convexe continue).

La relation p <g(x) v signifie que p a plus de masse vers le "bord” de X que v .

PROPOSITION  Soit y € M (X) .

(i)  Les fonctions de R (X)) sont concaves continues sur X et <gr(x) est un ordre sur M, (X) .
(it) Pour que p représente v € X (en particulier p € ML (X)), i faut et i suffit que
I SR(x) Ex ;s pour tout f €C(X) etz € X , on a

f (l’) = Supu€M+(X),u§R(X)EI o (f) :
(i1i) Un ensemble bordant est un Gs , dont le complémentaire dans X est conveze, et

Ch(X)= () By= ()] By-

fec(x) fe-R(X)

(iv) Pour tout p € M, (X)

ﬁ:C(X)—ﬂR:fH/fdu

est une forme sous-linéaire croissante continue sur C (X) .
Si v est une forme linéaire sur C(X) , alors v < Qi est équivalent ¢ v € M, (X) et

vV SR(X) M-
(v)  Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) p est R (X)-minimale.
(b) p=npsurC(X).
(c) 1 est portée par chaque ensemble bordant, i.e. p = i sur —R (X) .

(vi) Sip est portée par tout ouvert contenant Ch(X) , alors o est R (X )-minimale.

Démonstration de (i) La premiére partie est immédiate. L’antisymétrie découle du fait
que R (X) — R (X) est un sous-espace vectoriel réticulé de C (X) contenant les constantes et
séparant les points de X , donc dense dans C (X) par le théoréme de Stone-Kakutani.
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Le théoréeme de Choquet-Bishop-de Leeuw 1.4

Démonstration de (ii) En effet pour tout @ € A(X) , u(a) = a(z) est équivalent a
p(£a) < +a () = e, (£a); ainsi p représente x si, et seulement si, pour tout a € A (X) , on
a p(a) < &, (a); mais si (a;);, C A(X) et r =minje, a; € R (X) , cette relation entraine

p(r) < p(a;) <egy(a;) pour tout j €n,
donc
p(r) < minje, &, (a;) = €, (Minje, a;) = e, (1)
Le. i <gr(x) €x - La réciproque est évidente. En outre
p (D) < ep (1) = +1,

donc p € ML (X) . Puisque 1 € M, (X) et u <g(x) &, signifie que p1 est un prolongement
linéaire positif de

7T:AX)— R:ar—a(z) ,
la forme sous-linéaire associée a ce probléme est
fr—7"(f) =infocax)r<aa(z) = f (2) .
Le théoréme de Hahn-Banach montre alors, f € C (X) et x € X étant donnés, qu'il existe un

tel 4o satisfaisant a f () = u (f) .

Démonstration de (iii) On a
~ 1
By = - —
7= {f f< n}
neN*
et j/c\— f est une fonction semi-continue supérieurement (s.c.s.).

Sixz € Ch(X), alors ¢, est 'unique intégrale de Radon qui représente = par la proposition,

-~

donc f(x) = f(x) par (ii) et par suite z € By quel que soit f € C(X) . Réciproquement si
¢ Ch(X) ,ilexistey,z€ X et a€]0,1[telsquex =a-y+ (1 —a)-z,puisb e A(X) tel
que b(y) <0etb(z) >0.Comme b € =R (X) et

b(2)] =la-b(y) + (1 —a)-b(2)| = |a-[b(y)] = (1 —a)-[b] ()] <a-|b(y)|+(1 —a)[b](2) <
Sa-ay)+(1—a)-a(z)=ala-y+(1—a)-2)=a(x)
pour tout a € A (X) tel que |b| < a , il vient
b)) <a- b+ -a) b < bl .

ce qui montre que x ¢ By .

Démonstration de (iv) On vérifie rapidement que f — [ : C (X) — R est sous-
linéaire croissante. On en déduit évidemment la premiere partie, puis la continuité de 7 , car
pour tout f,g € C(X) ,ona

() =) <max (7 (f = 9). 70— D) <IIf ~glle -
En offet 7 () = [ Fdu < [ fll du = (X)- /], , puisque la constante |f]. appartient a
AX)CR(X) .
SiveMi(X)etv<gux)p,pourtout f €C(X), il vient

v(f) <infrerx)p<r (1) = /iﬂfreR(X),fgrrdu = /J?dﬂ =u(f)
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1.4 Le théoréeme de Choquet-Bishop-de Leeuw

par la propriété de Bourbaki. La réciproque est triviale puisque, pour tout f € C_(X) , on a

f< 0, donc

et, pour tout r € R(X) ,onar=r,doncv(r)<u(r
Démonstration de (v) Les assertions (a) et (b) sont équivalentes par (iv).
Si feC(X),onaévidemment f < f, donc pu(f) < ffdu =7 (f) , ce qui montre que
p(By) = 0 est équivalent & p (f) = 71 (f) . Ainsi (b) entraine (c). Réciproquement on a p = i
sur R (X)U —R (X) , donc
plr—s)<p(r—s) <p(r)+u(=s)=plr)+p(=s)=plr—s)
et par suite p = i sur R (X) — R (X) . On en déduit (b) par continuité et densiteé.

Démonstration de (vi) Si u est portée par tout ouvert contenant C'h (X) , alors u est
portée par tout G5 contenant C'h (X) , donc par tout ensemble bordant. 0

THEOREME (Choquet-Bishop-de Leeuw) Pour tout x € X , il existe une intégrale de
Radon p représentant x qui soit R (X)-minimale, i.e. portée par tout ensemble bordant.

A T’aide de ce qui précede, il suffit d’appliquer le principe de maximalité de Hausdorff. En
effet si M C M, (X) est une chaine maximale pour <g(x) contenant ¢, ,
T:r—inf M (r): R(X) — R
est linéaire croissante. Remarquer que, pour tout 7 € R (X) ,ona7 (r) 2 infoempcr ye. # (1) 2
—|I7]l, - On en déduit que
T:RX)-R(X)—R:r—s+—71(r)—7(s)

est une forme linéaire positive. Par continuité elle se prolonge en une forme linéaire positive
(continue!) p sur C (X) . On a trivialement 1 <z(x) v pour tout v € M , donc p € M est
évidemment R (X)-minimale. O

REMARQUE 1 Ce théoréme ne nous permet pas encore de conclure que Ch (X) # () , sauf
dans le cas métrisable comme nous allons le voir. Dans le cas général nous aurons encore besoin
du principe du minimum de Bauer que nous démontrerons dans le paragraphe qui suit.

LEMME (Théoréme de Hervé [Her 1961]) Pour que X soit métrisable, il faut et il suffit
qu’il existe une fonction continue réelle f strictement convexe , i.e.
f@)<a-fy)+1—a)-f(2)
pour tout x,y,z € X et € 0,1 tel quexr =a-y+ (1 —a) -z .
Dans ce cas on a
Ch(X)= By .

Montrons tout d’abord, si X est métrisable de métrique d , que C (X) est de type dénom-
brable. Pour tout m,n € N* soit

A= {rec00) [dt) < 2 — 17 - @l <3}

n
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Le théoréeme de Choquet-Bishop-de Leeuw 1.4

Puisque toute fonction continue sur X est uniformément continue on a

C(X)= U Apn pour tout n € N*

meN*

et, par la compacité de X , pour tout m € N* | il existe une suite finie (x,, ;)

x=J B(xm,j,%) :

j€p(m)

iep(m) telle que

Soit (g )jey une énumération de Q et, pour tout m,n € N* et o € NP(™) | considérons

1
}f@mﬂ—%m‘é—}~

n

Om,n,a = {f € Am,n

On a évidemment
Am,n - U Cm,n,o‘ )
o€Np(m)
étant donné f € A, , et j € p(m) , il suffit de choisir o (j) tel que ¢y(;y € B (f (¥m,;), %) ! Pour
tout o € NP(™) tel que Cmmno # 0, choisissons fi, o € Cnne et désignons par D 'ensemble
dénombrable de ces f,, ., . Etant donné f € A,,,, , soit o € NP(™) tel que f€Chnne . Pour
tout x € X , il existe j € p(m) tel que z € B (:z:m,j, %) et il vient alors

|f () = frmmo (2)] <

< ’f (33’) - f (xm,j)| + |f (xm,j) - qg'(j)} + ‘QO'(]') - fmm,a ('rm,j)‘ + ‘fmm,a (xm,j) - fm,np (.’L’)’ <

<

S|

Ceci finit de prouver que D est dense dans C (X) .
Puisque R (X) — R (X) est dense dans C (X) , on en déduit qu’il existe une partie dénom-
brable (fi),cn- de =R (X) qui soit totale dans C (X) et

1
P P T

keN*

est une fonction convexe. Cette fonction est strictement convexe, car dans le cas contraire il
existerait z,y,2 € X eta € |0,1[telsquez = a-y+(1 —a)-zet f () =a-f (y)+(1 —a)-f (%) .
Chaque fj, satisfait aussi a cette égalité, donc aussi tout f € lin (fy),y- = C (X) par continuité,
ce qui est absurde.

Pour tout x ¢ Ch(X) ,ilexiste y,z € X et « € ]0,1[ telsque z = a-y+ (1 — «) - z . Pour
tout a € A (X) tel que a > f , grace a la convexité stricte on obtient

fla)<a-fly+A-a)-flz)<a-aly)+1-a)-a(z)=a(a-y+(1-a) z)=a(z) ,

donc f (z) < f(l‘) et par suite By C Ch(X) . La proposition (iii) montre alors que Ch (X) =
B, .

Réciproquement si f est une fonction strictement convexe sur X , la fonction

WX X X Ryt (wy) g [ @)+ £ )] -7 (5

est continue et en désignant par A la diagonale de X x X , on a
1
A= {w < —} ,
keN* ki
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1.4 Le théoréeme de Choquet-Bishop-de Leeuw

puisque w (x,y) = 0 est équivalent & x = y par la convexité stricte. La structure uniforme
définie par ({w < 1}) ren- €St moins fine que celle de X et métrisable (cf. Bourbaki [Bou 1974],
TG IX, §1, proposition 2, p. 6) de métrique d . Puisque X est compact et id : X — (X, d)
est continue, ces deux espaces sont homéomorphe, ce qui finit de prouver que X est métrisable.
O

REMARQUE 2 E.M. Alfsen [Alf 1971], théoréme 1.4.3, p. 33, montre directement que les
deux structures uniformes sont égales.

COROLLAIRE (Théoréme de Choquet) Si X est métrisable, alors Ch(X) est un Gg
et toute intégrale de Radon R (X)-minimale est portée par Ch (X) .

En particulier, pour tout x € X , il existe une intégrale de Radon p représentant x portée
par Ch(X) .

EXERCICE Montrer directement, sans utiliser la notion d’ensemble bordant, que Ch (X)
est un Gy .
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1.5 Principe du minimum de Bauer

La version la plus générale du principe du minimum a été démontrée sur un espace topolo-
gique compact par H. Bauer [Bau 1960]. Nous nous contenterons de la version géométrique (sur
un ensemble convexe compact) déja démontrée dans [Bau 1958], en utilisant la démonstration
de Choquet-Meyer [ChoMey 1963].

Nous aurons besoin de la caractérisation suivante :

EXERCICE Soient X un espace topologique et f : X — R une fonction numérique. Soit
Gr> f:={(z,0) e X xR |a > [ (2)}

le surgraphe de f . On définit de méme le sous-graphe Gr¢ f , ainsi que Grs f et Gro f .
Montrer :

(a) f est s.c.i. si, et seulement si, son surgraphe Grs f est fermé.

(b) Si X est une partie convexe d’un espace localement convexe, alors f est convexe si, et
seulement si, Gr> f C X x R C F x R est convexe.

DEFINITION 1 On dit qu'une partie compacte A C X est une face si toute intégrale de
Radon p € MY (X) telle que de barycentre [¢du € A est portée par A .

LEMME (Mokobodzki [Mok 1962b]) Soit f : X —> R une fonction s.c.i..

(i) [ atteint son minimum en un point de X .

(ii) Si f est conveze, alors

f = Supae.A(X),a<f sur X @ -
(111) Si f est affine, la famille {a € A(X) | a < f sur X} est filtrante croissante.
(iv) On a

f= SUPreR(X)r<f sur x T -
Supposons maintenant que f est concave.
(v)  La famille {r € R(X) | r < f sur X} est filtrante croissante.
(vi) Siv<geyp, alors [T fdv < [F fdu .
(vii) L’ensemble {f = min f (X)} est une face.

Démonstration de (i) Pour tout v > inf f (X) , Pensemble {f < v} est compact, donc
Mysint o) Lf <} # 0, puisque ({f <Y}, oinr px) €st décroissant.

Démonstration de (ii) Le surgraphe Grs f est une partie convexe fermée de F' x R |
donc l'intersection des demi-espaces ouvert qui la contienne. Si x € X et § € R satisfont a
B < f(z), il existe un tel demi-espace ne contenant pas (z,[) . Ce demi-espace est alors
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nécessairement de la forme {(z,a) € F xR | a(z) < a} , ol a est une fonction affine continue
sur F', donc a)x € A(X) et f > ax sur X .

Démonstration de (iii) Etant donné a,b € A (X) telles que a,b < f sur X , soit M € R
tel que M < a,b . Les ensembles K, := Grc aNGr> M et K;, := Gre bN Gr> M étant convexes
et compacts, ’ensemble co (K, U K;) est convexe compact d’aprés 1’exercice 1.3.5 et

co(K,UKy) C Gre f

donc co (K, U K3) est disjoint de Grs f; par le théoréme de séparation il existe un hyperplan
fermé séparant strictement ces deux ensembles et on vérifie immédiatement que c’est le graphe
dune fonction affine continue c sur F telle que a,b < ¢jx < f sur X .

Démonstration de (iv) La topologie induite par F,, sur X est la méme que celle induite
par F' | puisque F' — F, est continue. Pour tout z € X et v < f(x) , 'ensemble {f >~}
est un voisinage ouvert de z et il existe une semi-norme faible de la forme p = max;c, ¢; , ou
(¢7) ¢, €st une suite finie de F” , telle que

{-ple—2)+y>minf(X)} C{f >} .

Onadoncr:=—p(o—z)+y€R(X)etr <ysur{f >~}etr <min f(X)horsde {f > ~},
doncr < fetr(x)=r.

Démonstration de (v) Etant donné r, s € R (X) tels que r, s < f sur X , puisque f —s
est s.ci., elle atteint son minimum sur X et il existe € > 0 tel que 'on ait r, s < f—e . Soit M € R
tel que M < r,s, f —e . Les ensembles Ky . := Gr< (f —e)NGrs M , K, := Grer N Grs M
et K, := Grc sN Grs M étant convexes et compacts et K, UK, C Ky_. , alors (exercice 1.3.5)

co(K,UK;)=7co(K,UK,) C Ky_. .
La fonction g sur X définie par
g(z):=sup{a €R | (z,a) € co(K,UK,)}

est concave s.c.s. par I'exercice ci-dessus et g < f — ¢ . Comme d’apres (ii) g = inf,er(x)usg v
et que {u € R(X) |u > g} est filtrant décroissant, le théoréme de Dini montre qu’il existe
u € R (X) tel que

15
T,8<Q<U<f—§<f sur X .

Démonstration de (vi) C’est immédiat par (iv) et la propriété de Bourbaki :

/ fdv = SUPreR(X),r<f sur X/ rdv < SUPreR(X),r<f sur X/ rap = / fdlu .

Démonstration de (vii) Il est clair que {f = min f (X)} est fermée, donc compacte. Si
peMy(X), p<gx) s et € {f=minf(X)}, alors p € M} (X) et on obtient

[minf 6) do < /fdu /fdax— ) = win f (X) = [ win £ (X) dy

ce qui montre que [ (f —min f (X)) du = 0 et par suite que p ({f > min f(X)}) =0 .

THEOREME (Principe du minimum) Toute fonction concave s.c.i. f sur X a valeurs
dans R atteint son minimum en un point extrémal.
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Par le principe de maximalité de Hausdorff sur I’ensemble ordonné par inclusion des faces,
il existe une face minimale A contenue dans {f = min f (X)} , puisque l'intersection d’une
chaine formée de faces est une face. Elle ne contient qu'un point, car dans le cas contraire si
z,y € Aetx #y, il existerait une fonction affine continue a € A (X) telle que a (z) < a (y) et
{aj4 = mina (A)} serait une face contenue dans A et ne contenant pas y . Ainsi A = {z} est
une face et x est extrémal par la caractérisation de Bauer (proposition 1.3). ——— [0

COROLLAIRE 1 (Choquet-Bishop-de Leeuw) Toute intégrale R (X)-minimale p est
portée par tout ensemble K, contenant Ch (X) .

En particulier S (X) est la plus petite partie fermée A de X telle que tout point x € X soit
représenté par une intégrale de Radon portée par A .

Il nous suffit de montrer que tout ensemble G intersection d'une suite (décroissante) (Uy),; cn
d’ouverts de X et disjoint de C'h (X) est de mesure nulle, donc que pour tout compact K C G ,
on a i (K) =0 . Puisque X est complétement régulier, pour tout k € N | il existe gy € C; (X)
telle que 1x < gi < 1y, . Posons f := minjepqq g5 - La suite (fi),cn C C (X) est décroissante
et

lg < infgen fr < 1o
et il nous suffit de montrer que u (infrey fr) =0 .
Remarquons maintenant, puisque p est R (X )-minimale, que pour tout f € C(X) , on a
SUDse_r(x) i< f M (1) = —Infrerx)os—p (1) = =1 (=f) = —p(=f) = n(f) -
Pour tout ¢ > 0 , il existe donc ty € —R_ (X) telle que to < fo = go et p(fo) < p(to) +¢ .
Nous allons construire par récurrence une suite (¢;),.y C —R_ (X) décroissante telle que
te <fe et pu(fe) <p(te)+e.
Sity, a été définie, on a € := p (t;) — p(fi) +€ > 0 et il existe tx1; € —R (X) telle que
tepr S min (t, fry) et p(min (g, frer)) < p(thpa) + 2
On a évidemment tyy1 <t , tey1 < fop1 , max (tg, frp1) < fr et

p(ferr) = p (e + fror1) — p(te) = p(min (k, frr1)) + p(max (b, fra)) — p(tr) <

S (tpn) + [ () — p(fi) +el +p(fi) = p(te) = p (b)) + €
On en déduit que
p (infren fr) < p(infrents) +¢
et il nous suffit de montrer que infycyt; = 0 . Mais
—infyen ty = sup, —tx € Ry — (X)
est une fonction concave s.c.i., donc atteint sa borne inférieure sur Ch (X) par le principe du
minimum. Ainsi infcy ¢ atteint sa borne supérieure sur C'h (X) et
0 < infrenty < infren fir < infren gr < infren 1y, = 1o

s’annule sur Ch (X) . )

La derniére partie est évidente puisque S (X) est un K, . U

REMARQUE 1 Le théoréme de Krein-Milman en découle comme nous ’avons démontré en
1.3.
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1.5 Principe du minimum de Bauer

COROLLAIRE 2 La fermeture A(X) de A(X) dans C (X) est formé des fonctions affines
continues sur K .

Si f est une fonction affine continue sur X , les assertions (ii) et (iii) du lemme montrent
que f est I’enveloppe supérieure de la famille filtrante croissante des a € A (X) tels que a < f
sur X . Le théoréme de Dini permet de conclure. [l

REMARQUE 2 Choquet a également prouvé un théoréme d’unicité. Pour que tout point
xz € X posséde une unique intégrale de Radon R (X )-minimale, il faut et il suffit que X soit
un simpleze de Choquet , i.e. que I'ensemble des o+ X +a avec o € R, et a € F soit stable par
intersection finie.
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1.6 Espaces vectoriels de fonctions continues réelles

Soit X un espace compact non-vide et .A un sous-espace vectoriel (réel) de Cg (X)) contenant
les constantes et séparant les points de X , muni de la norme uniforme ||-|| . C’est un espace
normé. Pour tout z € X | soit

ediar—a(r): A—R

la forme linéaire d’évaluation en x sur A; elle est continue de norme 1 , puisque 1 € A .
Considérons I'application

e X — A iar— el
Elle est injective puisque A sépare les points de X . En munissant A’ de la topologie faible
o (A, A), l'application e est continue, donc un homéomorphisme sur son image £ (X) .

Remarquons que A est un espace vectoriel ordonné, pour 'ordre induit par celui de Cg (X) ,
que 1 est une unité pour l'ordre et qu’elle définit la norme ||-||  par

llall, =inf{aeR, | —a-1<a<a-1} .

Toute forme linéaire positive (sur A4, ) est donc continue et si Sj_‘l désigne la partie positive de
la sphére unité, alors

S = {n € A* | n positive et n (1) =1} .

Elle est convexe compacte et en outre I'enveloppe fermée convexe de 4 (X) . On peut lui
appliquer la théorie de ’exemple précédent.

Mais on peut aussi considérer la théorie des représentations intégrales dans un ensemble
convexe compact X de F' comme un cas particulier de la situation présente, ou A est ’espace
vectoriel A (X)) des restrictions & X des fonctions affines continues sur F' . Dans ce cas X est
isomorphe a S“j_‘/ .

Il est également utile de considérer 'adhérence A de A dans Cg (X) . Si X est un en-
semble convexe compact, alors cette fermeture est égale a I’espace vectoriel des fonctions affines
continues sur X (corollaire 1.5.2).

Pour développer une théorie analytique, par opposition & géométrique, dans ce cadre typi-
quement analyse fonctionnelle, considérons 'injection canonique ¢ : A < C (X)) . Son adjointe
Vi M(X) :=Cr (X) — A est surjective par le théoréme de Hahn-Banach. Il en est de méme
de /' : My (X) — A . Pour tout z € X et p € M, (X) , I'égalité p 4 = V' (n) = e signifie
que

p(a) =a(x) pourtoutac A,

ou encore que I'image par e# de p dans Sﬁ’ représente le point e € Sﬁ' . Nous dirons encore
que pu représente x (par rapport & A ) et on obtient évidemment les mémes résultats que
précédemment. Par exemple on dit qu'un point € X est A-extrémal si ¢, est la seule intégrale
de Radon qui représente x .

On a unicité des représentations intégrales si, et seulement si, A’ est réticulé pour son
ordre propre < A, défini par n < A, n' sin' —n e A . Ceci est équivalent a ce que A satisfasse
a la propriété d’interpolation de Riesz :

Pour tout a,a’,b,b’ € A tels que a,a’ < b, , il existe ¢ € A tel que
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1.6 Espaces vectoriels de fonctions continues réelles

a,a <c<bb,

ou bien a la propriété de décomposition de Riesz :

Pour tout a,d’,c € A, tels que c < a+d , il existe b,V € A, tels que

b<a , V<d et c=b+1b.

Ce changement de point de vue n’est pas gratuit. Il a permi & D.A. Edwards [Edw 1965] de
formuler une généralisation que 1’on utilise dans ’étude des algebres de fonctions complexes. A
la place d’un sous-espace vectoriel de Cg (X) , il considére un conoide R de fonctions s.c.i. sur
X , contenant les constantes et séparant les points de X . Dans ce cas on dit que p représente
x (par rapport & R ) si l'on a

pu(r) <r(zx) pourtoutre R .
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1.7 Espaces vectoriels et algébres de fonctions continues
complexes

Soient X un espace compact non-vide
et
A un sous-espace vectoriel (complexe) de C¢ (X)
contenant les constantes et séparant les points de X .

L’ensemble Re A des parties réelles Rea des fonctions a € A est un sous-espace vectoriel
de Cg (X) . Il contient aussi Ima = Re (—ia) , donc Re.A contient les constantes et sépare les
points de X . On peut appliquer les résultats précédents a Re A et on obtient par exemple
que pour tout a € A , la fonction |a| atteint sa borne supérieure en un point de Ch (X) . La
frontiere de Shilov se caractérise avec la modification correspondante de la méme maniére que
précédemment.

Si A est en plus une sous-algebre (complexe) de C (X)) , alors le sous-espace vectoriel de
Cr (X) engendré par In [Inv (A)| contient les constantes et sépare les points de X . Une intégrale
de Radon p sur X représente x € X par rapport a In|/nv (A)] si, et seulement si, pour tout
a€e A,ona

/ln la| dp =1nla| (x) pour tout a € Inv (A) .

On dit que c’est une intégrale de Arens-Singer [AreSin 1954] . Remarquons que p représente
également x par rapport & Re A .

On peut également considérer le conoide R 4 engendré par les fonctions de la forme — In |a|
pour a € A . Une intégrale de Radon p sur X représente x € X par rapport a R4 si, et
seulement si, pour tout a € A , on a 'inégalité de Jensen-Hartogs [Jen 1899], [Har 1906]

In|a| () < / In|a| du .

On dit que p est une intégrale de Jensen .

On peut utiliser ces méthodes pour étudier par exemple les algébres de fonctions suivantes.
Soit X une partie compacte de C . Nous désignerons par P (X) et R (X) les sous-algebres des
fonctions de C (X) qui peuvent étre approximées uniformément sur X par des polyndmes et
respectivement des fonctions rationnelles avec poles hors de X | et par O (X) la sous-algebre
de C (X) qui sont holomorphes & l'intérieur de X . La frontiére de Shilov de R (X) est égale &

la frontiere topologique Fr (X) de X | celle de P (X) est la frontiére topologique extérieure de
X ,ie Fr ()A( ) ot X désigne la réunion de X et des composantes connexes bornées de [X .

On en déduit le théoréeme de Runge qui affirme, si X est de complémentaire connexe, que que
toute fonction holomorphe dans un voisinage ouvert de X peut étre approximée uniformément
sur X par des polynomes. Voici encore quelques théoremes intéressants.
Hartogs-Rosenthal : Pour que C (X) = R (X) , il faut et il suffit que que A¢ (X) =0 .
Lavrentiev : C (X) = P (X) si, et seulement si, X est de complémentaire connexe et d'in-
térieur vide.
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Mergelyan [Mer 1952], [GonMer 1965] : Si X est de complémentaire connexe, alors O (X)) =
P(X) .

Le théoréeme de Lavrentiev est évidemment un cas particulier de celui de Mergelyan puisque,
si X est d’intérieur vide on a O (X) =C (X) .

Si maintenant X est un espace compact non-vide et A est une sous-algébre fermée de
Cc (X) , contenant les constantes et séparant les points de X , E. Bishop [Bis 1959] a démontré
le théoréme suivant :

Soit z € X . Le point = posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages et
xz € Ch(X) si, et seulement si, il existe a € A telle que |a (y)| < |a (x)| pour tout y # x .

On en déduit pour R (X) , si X est un ensemble compact de C et A\c (X \ Ch (X)) =0,
que C (X) =R (X) . En particulier C (X) = R (X) si, et seulement si, X = Ch (X) .
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