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2.1 Monoides, caractéres et fonctions exponentielles

2.1 Monoides, caractéres et fonctions exponentielles

DEFINITION 1 Rappelons qu’un monoide est un ensemble G muni d’une loi de composition
associative notée multiplicativement

m:GxG— G:(s,t) — st=s-1.

Il est dit unifére s’il posséde un élément neutre , noté e , satisfaisant & se = es = s pour tout
seq .
Pour tout s € G et k € N* | on peut définir

SklzllSZZS‘...'S.
. Vv
JEE k-fois

Si G posséde un élément neutre e , on a s° = Hje@ s=e.
Si cette loi est commutative on la note additivement et I’élément neutre est noté 0 . Dans
ce cas on a
k-s:= = .
Z S S + +s
Jj€k k-fois
et0-s=0.
Nous dirons qu’une application s — s* : G — G est une involution si, pour tout s,t € G
on a
(st)" = t*s* et (s*)" =s

et que G est involutif s’il est muni d’une involution.

REMARQUE 1 Tout monoide peut étre muni d’une involution en considérant 1’application
identique idg ! Si rien n’est précisé c’est celle que nous considérerons.

Un groupe G peut étre muni de deux involutions : idg et idg;1 e

REMARQUE 2 L’élément neutre, s’il existe est univoquement déterminé et on a e* = ¢ .

En effet si ¢/ est un autre élément neutre on peut écrire
e = ¢ée = e
e neutre e/ neutre

et
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Monoides, caractéres et fonctions exponentielles 2.1
DEFINITION 2 On dit que x : G — C est un caractére de G si x # 0 et si, pour tout
s,t€G,ona

X (st) = x (s) - x (t) -

Il est dit hermitien si, pour tout s € G , on a

Il est dit borné si

sup [y (G)] < oo .

REMARQUE 3 Si y est un caractére, alors x (e¢) = 1. S’il est borné, on a |x| < 1.
Mais attention on peut avoir y (s) = 0 pour certains s € G \ {e} , comme le montre les
exemples qui suivent !

En effet si x(e) =0, on a
X (s) = x (es) = x(e) - x(s) =0,

donc xy = 0, ce qui est absurde. Mais alors

donc y (e) =1.
D’autre part si |x (s)| > 1 pour un certains s € G , alors pour tout k € N on a

I (5) [ = X (9)F = o0,

donc y n’est pas borné. 0

DEFINITION 3 On désigne par Sp G , Sp” G et Sp® G respectivement ensemble des carac-
téres, des caractéres hermitiens et des caractéres hermitiens et bornés de G . On dit que Sp G
est le spectre , Sp" G le dual et Sp° G le dual restreint de G .

Le dual de (G,idg) est formé des caractéres réels de G, on dit que ce sont des fonctions
exponentielles ; nous le noterons EXP (G) . Le dual restreint de (G, id¢) est formé des fonctions
exponentielles bornées et elles sont & valeurs dans [—1,1]; il sera noté EXPP(G) , tandis que
EXP’. (G) désigne I'ensemble des fonctions exponentielles & valeurs dans [0, 1] .

Tous ces ensembles seront muni de la topologie de la convergence ponctuelle sur GG , donc
induite par K¢ .

REMARQUE 4 Si yx et 0 sont des caractéres (resp. hermitiens ou bornés), alors le produit
(ponctuel) x -6 et Y est un caractére (resp. hermitien ou borné). Muni de l'involution x — Y ,
Sp G est un monoide involutif commutatif. Il en est de méme des sous-monoides Sp” G et Sp’ G .
Ces trois parties sont fermées dans K¢ .

Les premiéres assertions se vérifient immédiatement. Sp G et Sp” G sont fermées car définies
par des conditions ponctuelles. Puisque Sp’ G = Sp" G N B , ou B, désigne la boule unité de
K , Sp’ G est aussi fermée. O
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2.1 Monoides, caractéres et fonctions exponentielles

REMARQUE 5 Si G est un groupe et D (G) désigne le groupe des commutateurs de G
alors tout caractére est égal a 1 sur D (G) . Ainsi I’ensemble des caracteéres de G s’identifie a
ceux du groupe commutatif G /D (G) !

Attention une fonction exponentielle peut prendre des valeurs négatives comme le montre
I’exemple de la proposition 1 et celui & la fin de ce paragraphe.

REMARQUE 6 Si tout élément de GG est un carré, i.e. pour tout s € GG , il existe t € G tel
que s = t? , alors toute fonction exponentielle est positive, i.e. EXP’ (G) = EXPL (G) .

En effet y (s) = x (t2) = x (t)* € Ry pour tout s € G . O

La notion "étre un carré" n’a de sens qu’en notation multiplicative. Si G' est noté additive-
ment, donc est commutatif, on dit "étre 2-divisible ", i.e. pour tout s € GG , il existe t € G tel
que s=2-t=t+t.

Pour plus de détails liés a I’analyse harmonique sur un monoide on peut consulter le livre
de Berg, Christensen et Ressel [BeChRe 1984]. Nous en profiterons largement dans ce qui suit.

REMARQUE 7 Rappelons que 0° =1 et e = 0 . En particulier
e ™" =0° =1 (s) pourtout se R, .

PROPOSITION 1 N est un monoide commutatif pour ’addition. Il n’est pas 2-divisible et
idy est la seule involution.
Tout caractére de N est de la forme

2k " N—C aveczeC
et

r e k— 1" N—R avecr eR
sont les fonctions exponentielles sur N . On a donc des bijections

od.C — SpN
et
o R — EXP (N) = Sp"N;

ce sont des homémorphismes.

Le dual restreint EXP’ (N) = Sp’ N est image de [—1,1] , tandis que <€'/'\,’77l_’F (N) peut étre
paramétré de deux maniéres différentes :

o — 0,1 — EXP(N)
et
—o-id . —aid . T b
e car—e Ry — EXPL(N) .
Ce sont des homéomorphismes.

Onal* >1,donc1*—1appartient aNet 1* = (1* — 1)+1;ainsi1l = 1" = [(1* = 1) + 1]" =
(1* —1)" +1* > 1* , donc 1* = 1 et par suite o* = idy . Une fonction de la forme 2z'¢ est
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Monoides, caractéres et fonctions exponentielles 2.1

évidemment un caractére. Réciproquement si y est un caracteére, pour tout £ € N | on obtient

k
x (k) =x(1)
par récurrence, ce qui démontre la premiére partie. Pour que x soit bornée, il faut et il suffit
quer € [—1,1];sienplus x >0,onar€[0,1],donc a:=—Inr e R, .
Il est clair si (z,),.y C C converge vers z € C, que 24 converge ponctuellement vers z'¢ et

réciproquement, puisqu’il suffit d’évaluer en 1 . U

PROPOSITION 2 R, est un monoide commutatif pour l'addition. Il est 2-divisible et idy
est la seule involution.
Tout caractére continu en 0 de Ry est de la forme
e s — "Ry — C  pourw € C
et
s — e Ry — R pourr €R

sont les fonctions exponentielles continues sur R, .
Celles qui sont continues et bornées s’écrivent
—a-id

e ts— e PRy — [0,1]  avec o € Ry .

La seule fonction exponentielle bornée qui n'est pas continue est 1joy = e~oid — pid |
On a donc deux paramétrages

e g e R, — £XPY(R,)
et
o — 4 0,1] — EXPP(R,) .

Ce sont des homéomorphismes.

Si1* > 1, la démonstration est identique a celle que nous avons fait pour N . Si 1 > 1* |
on a de maniére analogue 1 = (1 —1*) + 1* , donc 1* = (1 — 1*)" + 1 > 1 . Une fonction de la
forme €4 est évidemment un caractére continu en 0 . Réciproquement si y est un caractére
continu en 0 , pour tout s,2 € R, , on a

X (s+1) = x(s)=x(s) [x(t) —1]
ce qui montre que x est continu & droite. Rappelons que w —— e* : R+ - |—m, [ — C N R_

est un homéomorphisme ; comme limy, (2*’“) =1, il existe N € N tel que, pour tout £k > N ,
on ait

x (27%) =€ avecw, ER+i-]—m, 7
et lim, w, = 0 . D’autre part
62’wk+1 =y (2—k‘—1)2 =y (2—k:) — oWk ;

donc 2wy 1 — wr € 27mi - Z , et nous pouvons supposer, en choisissant N plus grand, que
2wy,41 = wy, pour tout k > N . Posons w := 2V - wy € C . Ainsi

wp=2"F . wy =2"%.w pour tout k > N,
et par suite

Y (2-’6 ) l) = (2"“)1 — (e“”f)l — w2 pour tout k> N etl € N.
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2.1 Monoides, caractéres et fonctions exponentielles

Par la densité (a droite) de {27% -1 |k > N et I € N} dans R, et la continuité & droite de
X , on obtient
X = 6w~id )
Il nous reste a prouver qu'une fonction exponentielle bornée, qui n’est pas continue en 0 ,
est égale a 1(oy . Mais puisque x (¢) € [0,1] (cf. remarque 6), la formule

X(s+1t)=x(s) - x(t) <x(s) pourtouts,tecR,

montre qu’elle est décroisssante. Puisqu’elle n’est pas continue en 0 , on a x (0+) < x (0) =1,
et pour tout s € R et £ € N* , il vient

: s\F _ .
X (s) = limy, x (%) < limy x (04)° =0,
d’ou le résultat. Il est clair que e~ "¢ est continue et en évaluant en 1 , on voit facilement que
I’aplication réciproque est aussi continue. O

REMARQUE 8 Si (ej)jE ; est une base de Hamel du Q-espace vectoriel R , toute forme
Q-linéaire ¢ sur R , uniquement définie par ses valeurs sur <€ (ej))je] , définit une fonction
exponentielle

x:s— el R, — R’ .

Puisque R’ engendre le Q-espace vectoriel R , nous pouvons supposer que e; C R’ . Puisque
J a la puissance du continu, nous pouvons également supposer que ¢ (e;) = R! Ainsi

RY D x (Ry) D) =R =R |
donc x n’est pas bornée et y n’est pas continue, car si £ = r - ¢ pour un r € R , on aurait
R=/{(ey) Cr-e; #R!

Réciproquement toute fonction exponentielle y : R, — R est positive, puisque R, est
2-divisible (remarque 6), et si elle s’annule en un point s € R , elle s’annule sur R : en effet
pour tout £k € N* [ on a x (%)k =x(s) =0, donc x (%) = 0, et par suite, pour tout ¢t € R et
k € N* tel que 7 <1, on obtient

N AR GORION

Ainsi x # lyoy , x est a valeurs dans R . Il est alors clair que Inx : R, — R est additive,
donc se prolonge en une forme Q-linéaire sur R .
Si (Rg)* désigne le dual algébrique du Q-espace vectoriel Rg , nous avons montré que

(Rg)" — EXP (Ry) \ {1y} : L +— €

est un isomorphisme de groupe.

Pour terminer voici un autre exemple montrant qu’une fonction exponentielle peut prendre
des valeurs négatives :

EXEMPLE On considére le monoide commutatif [—1, 1] muni de la multiplication. L’¢lé-
ment neutre est 1 et —1 n’est pas un carré! Nous allons voir que certaines fonctions exponen-
tielles prennent des valeurs négatives.

Si y est un caracteére, alors

1=x(1)=x(-1)%=x(-1)",
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Monoides, caractéres et fonctions exponentielles 2.1

donc y (—1) = £1 et par suite

X (=s)=x(=1)-x(s) pourtoutse[0,1] .
Si x(—1) = —1, on a nécessairement x (0) =0 . Si x (0) # 0, il vient

X (0) = x(0-0) = x(0)" ,
donc x (0) = 1 et par suite

1=x(0)=x(0-5)=x(0)-x(s)=x(s) pourtoutse[-1,1].

L’application e='4 : R, — ]0, 1] est un isomorphisme de monoide, dont P’aplication réci-
proque est —1In : ]0,1] — R, . Si y est un caractére, alors y o e~ est un caractére de R, . Si
x est continu en 1, y o e~ !4 est continu en 0 , donc de la forme e pour un w € C par la pro-
position 2; ainsi xjg 1) = e~ = id™™ . La valeur en 0 étant déterminée par ce qui précede, les
caractéres continus en 1 sont donc de la forme

id|™ , signum-[id|™ pourunw € C oubien signum® = 11 oo, -

Rappelons que |id\0 =1.
Si x est une fonction exponentielle bornée, il en est de méme de x o exp , donc de la forme
e~ pour a@ € R, & nouveau par la proposition 2; ainsi Xpoq) = € = id® . Les fonctions

exponentielles bornées sont donc de la forme

In

id|* , signum-[id|® pour un o € Ry oubien signum® = 1;_1 g1 -
On obtient ainsi une bijection
R, x {0}UR, x {1} U {0} x {2} — EXP"([-1,1]) : (a, €) > signum® - [id|* .

EXERCICE Si G et H sont des monoides involutifs, soit G x H le monoide involutif défini
par

(s,u) - (t,v) = (st,uv) et (s,u)" :=(s* u")

pour tout s,t € G et u,v € H . Montrer qu’il existe un isomorphisme de semi-groupe topolo-
gique canonique

SpG x SpH — Sp (G x H)
appliquant Sp" G x Sp" H sur Sp”" (G x H) et Sp’ G x Sp® H sur Sp’ (G x H) .
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2.2 Le dual restreint d’un cone convexe de R"

DEFINITION 1 Rappelons que A désigne l'intérieur d’une partie A d’un espace topologique.
Si C' est un cone convexe de R™ nous désignerons par

C°:={yeR"| (z]y) = 0 pour tout x € C'}

le cone dual (ou polaire ) de C' .

THEOREME  Tout cone convexe C' de R" est un monoide commutatif pour ’addition in-
duite par R™ et 2-divisible.
Si C'— C =R", alors tout caractére continu en 0 de C' est la forme

w)|id)

el cs— e 0 — C  pourw e C”

et
elwlid) g (vl . 0 S R pour w € R®
sont les fonctions exponentielles continues sur C' . Celles qui sont bornées s’écrivent

—(wlid) —(wls)
e tSsF—e :C —[0,1] avecw € C° .
(o]
Les fonctions exponentielles bornées qui ne sont pas continue s’annulent sur C' .

En effet les fonctions de la forme indiquée sont évidemment des caractéres. Réciproquement
si x est un caractére de C' continu en 0 , on a x (s) # 0 pour tout s € C'; en effet si 0 = y (s) =

X (%)k pour tout £k € N* jon a (%) =0, donc 1 = x(0) = limg x (%) = 0 ce qui est absurde.

Désignons encore par x 'unique caractére de R™ défini par

G
s—t X(t).R C.

Pour tout € € }0, %[ , il existe 0 > 0 tel que
x(BsnC)cC B(1,¢e) ,

donc

X(B(;F‘IC—B(;OC')CB(l,»s)-B(l,s)1CB(1,1_E

c )CD(l,l) :

puisque pour tout «, 5 € B(l,e) ,0on a
a _]a—1+1—ﬁ]<|a—1\+\1—ﬁ]< 2e
3 1+8-1 = 1-|-1 “1-¢

Ainsi x sera continu en 0 si nous montrons que Bs NC' — BsNC' est un voisinage de 0 dans R” .
Mais puisque R” = C'— (', en choisissant une base de R"™ contenue dans C', il n’est pas difficile
de montrer qu’il existe s € Bs N C et un voisinage V' de 0 dans R” tel que s+V C BsNC . En

<1.

particulier s € C' . On a alors
VcBsNnC—-—sCcBsNnC—-BsNC.
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Pour tout s,z € R" ; on a
X (s+1) = x(s) = x(s) - [x (£) = 1]
ce qui montre que x est continu sur R” . Comme dans I’exemple précédent, il existe N € N tel
que, pour tout £k > N , on ait
X (27 ¢;) =" avec wy; € R+ ]—m, 7
et lim; wy ; = 0 . D’autre part
2kt =y (2_k_1 : ej)2 =X (2"“ cej) = e,

donc 2wyy1,; — wy; € 2mi - Z , et nous pouvons supposer, en choisissant N plus grand, que
2wy41,; = wy; pour tout j € n et k = N . Posons wy := (wy;)... et w:=2N. (wN’j)jen eC.

R JEN
Ainsi

k

wp =2"F . wy =2"%.w pour tout k > N,

et par suite

X (Z 27k, €j> N HX (27" €j)lj = eXienWhily = e(wil) — o(wl2™4)

JjEN JjEN
pour tout k > N et | € Z™ .
Par la densité de {2”“ l|lk>=Netle Z”} dans R" et la continuité de y , on obtient

\ = elwlid)

On a alors e~ %) [0, 1] si, et seulement si, (w|C) C R, ,ie we C° .
Si x est une fonction exponentielle sur C' & valeurs dans [0, 1] , la formule

X(s+t)=x(s) - x(t) <x(t) pourtouts,teC

montre qu’elle est décroisssante pour 'ordre défini par C' . Si elle n’est pas continue en 0 , il
existe € > 0 et une suite (sj),.y C C tels que limy s, = 0 et x (sx) < 1 — e . Soit maintenant

s € C et U un voisinage symétrique de 0 tel que s+ U C C'. Siu € U ,on a —u € U , donc
s —u € C et par suite u — s € —C', ce qui montre que u € s —C' . AinsiUNC C (s—C)NC
et il existe k € N tel que s € (s — C) N C . Ceci montre que s € s + C' et par suite que

é% C L_J s+ C .

keN
Mais x <1 —¢sur | J, sk +C . Pour tout s€ Cet l € N* ,ona 7 €C,donc

I
X (s) = lim; x <§) <lim(1—¢) =0.
U

REMARQUE 1 La structure de ’ensemble des fonctions exponentielles bornées non-conti-

nues dépend de la structure faciale de la frontiere de C' : FrC :=C ~\ C'.

REMARQUE 2 Une fonction exponentielle bornée étant décroissante sur C' , elle est cons-
tante égale a 1 sur tout sous-espace vectoriel F contenu dans C' , donc constante sur toute
classe mod E' .
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DEFINITION 2 Si C est un cone convexe dans un espace vectoriel réel F | on dit qu'un
sous-cone convexe D # {0} de C est une face si (D —C)NC =D .

Si une face D est une demi-droite, donc de la forme Ry - ¢ pour un ¢ € C' \ {0} , on dit
que c’est une génératrice extrémale de C' et que @ est un générateur extrémal .

On désigne par <¢ le préordre défini par C' , i.e. pour tout o, € F', on écrit ¢ <¢g ¢ si
v—peC.

L’inclusion (D — C)NC D D est triviale et une génératrice extrémale est une face minimale.
L’espace vectoriel C'N (—C') est une face minimale.

LEMME 1 Soient C' est un cone convexe.
(i)  Pour que <¢ soit un ordre, il faut et il suffit que que C soit pointu, i.e. CN(—C) = {0} .

Soit D # {0} un sous-céne convexe de C' .

(i1) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) D est une face de C .
(b) Pourtout§ € D et pe C tel que p <cd,onap€D .
(¢) Pour tout v, € C tel que p+1 € D , on ap,» € D .

(11i) Supposons que C' est pointu et soient £ € F* une forme linéaire sur F' , X :={{ =1}NC
etde X .

Pour que 0 soit un générateur extrémal de C , il faut et il suffit que & soit un point
extrémal de X .

Démonstration de (i) Pour que <¢ soit un ordre, il faut et il suffit que pour tout
v, € F tels que ¢ <c Y et Y <o p,ie v —p,p—1 € C , entraine p = 1) , ce qui est
manifestement équivalent & C' N (—C) = {0} .

Démonstration de (ii)
(=) Onad—pecC,dmcd—(0—p)=pe(D-C)NC ,doncpeD.
(b) = (¢c) OnagpeCety<cp+y e D, doncp € D . Parsymétrie on aaussiy € D .
(c) = (a) Etantdonné p € (D—-C)NC,onap=3d—1y pourund € Detuny € C,
donc ¢ +1 =6 € D , et par suite p € D .

Démonstration de (iii) La condition est nécessaire, car si § est un générateur extrémal
deCetéz%-((p—Hﬁ) pourgp,weX,alors%-goeRJr-(S,i.e. %-gpzﬁ-épourunBER+;
mais
1 1

—=/0(=- =0(B-9) =
donc ¢ = § = 1) , ce qui montre que § est un point extrémal.

Réciproquement si 6 = ¢ + 9 pour v, € C' , alors 1 = £(0) = £(p) + £ () . Il nous faut
distinguer un certain nombre de cas :

(a) ¢(p)<0:onaf(yh) >1eton peut écrire

5=%-M%+2-5—£E’D—w};
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Le dual restreint d’un cone convexe de R™ 2.2

(i) =1 e e(2o0- i) =211

et trivialement e<w € C', tandis que 2 -6 — e(w) =2-p+v+ ( e(w ) v € C'; ainsi

mais

e( R 2.0 — T € X ,et, puisque 0 est un point extrémal de X , il vient en particulier
NP L
C(4) A .

donc ) =/0(p)-0 e Ry -det o =(1—4(¢p))-0.Sil(¢p) =1,onae=0€cR, - -0;si
((¢p)>1,0onapeR*-§,donc R-p C C, cequiest absurde, puisque C' est pointu.

(b) ¢(v) <0 : analogue par symétrie.
() l(p),t(¥)>0:o0na

2 Y
d=0l(p) —+L(V) ——,
Wi T W)
maise—("fp—),zzp—w)eX,doncE%:(%zé(cf. exercice 1.3.1), et par suite ¢, € Ry -0 .

O

L’étude des fonctions exponentielles bornées non-continues est ramenée a ’étude des faces,
contenues dans Fr C', donc de dimension strictement inférieure a celle de C' et de leur interaction
dans C' . Soit x une fonction exponentielle non-continue. Si pour j = 1,2, D; est une face de

C contenues dans Fr C' et si z; € D; sont tels que 1 + z2 € C' , alors I'un des x (z;) doit étre
0 . Connaissant EXP (D) pour toutes les faces de C' contenues dans Fr C' , on peut en principe
calculer EXP (C) .

EXEMPLE 1 Tout cone convexe fermé pointu engendrant R? est affinement isomorphe au
cone convexe canonique R? dans R? . Les fonctions exponentielles continues bornées sur R
sont de la forme e~(*I avec w € R2 = (R%)" . D’autre part les faces de R2 sont R, x {0}
et {0} x R, . Ainsi une fonction exponentielle y bornée non-continue, qui ne s’annule pas sur
R* x {0} , doit s’annuler sur {0} x R* et vice versa. Elles sont donc de la forme

s e 1510052 et S 001 a2s2

On a donc une bijection
R, — EXP (R2) = EXPY (R,) x EXPY (R}) : a — ¢ 1P —02Prs

=2
) 2 . .
et c’est un homémorphisme, puisque R est compact.

EXEMPLE 2 Le cone convexe fermé R x R, engendre R? . Les fonctions exponentielles
continues bornées sont de la forme e~ (*I'Y pour un w € (R x R;)° = {0} x R, , donc de la
forme e~ P2 pour un o € R, . Une fonction exponentielle bornée non-continue est égale a 0

(o}

— N .
sur R x Ry =R x R’ et & 1 sur le sous-espace vectoriel Rx {0} ; elle est donc égale & 1g oy
et on obtient un homémorphisme

R, — EXP"(RXxR,):a+—s e P2
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2.2 Le dual restreint d’un cone convexe de R™

Nous aurions aussi pu constater qu'une fonction exponentielle bornée étant constante sur les
classes mod Rx {0} , elle induit une fonction exponentielle bornée sur R x R, /Rx {0} = R,
et nous sommes ramener a la proposition 2.

LEMME 2 Soit p € R, et considérons le cone convexe fermé de R?

\/s%—i—sggp-s;»,} .
\/sf—i-sgzp‘sg} , ainsi que  Cp =C

et pour tout w € C1 \ {0} , s € C, ~ {0}, la relation (w|s) =0 est équivalente a
p

C,:= {SER3

On a
FGC:Cp\ép:{seR3

)

=

w € FrCh et 5:5~wLEFGC pour un 3 € RY |
P

N 1 w T
ou w— = —wl,—wg,p—g’ .

La premiére partie est évidente puisque les fonctions \/pr? + pr3 et pr; sont continues.

w/w2+w2 T
Y———2) €(C,,ona

Pour la deuxiéme formule, si w € C7 , en posant s, := (—wl, —wz, ¥—

w3+ w2+w2 1 .
0 < (w|sy) = —wf —wj+ ===, donc /wi +wj < ;- ws , et par suite w € C1 .

P P

Réciproquement si w € C1 et s € €, , alors w € C car
P

1
(w]s):w1-81+w2-32+w3-332w1-31+w2-32+p-\/w%+w§-5-\/3%+s§20

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R? :
51 < 2 2 2 2
5 S/ wytHw;y /ST + 83!

()

De méme on a (w|s) = 0 si, et seulement si,

1
0:(w|s):w1'51+w2-32—|—w3~53>w1-31—|—w2«52+p~\/wf+w§-;-\/s%+s§20,

et cette égalité signifie d’'une part que

1
wy = p-yJw?+wl et 33:;-\/3%—#3%,

ie.weFrCyetseFrC,, et dautre part que
P

()] (22)) = Vot rwi- et

i.e. (‘91) =0 (_Zl> pour un 3 € R par la caractérisation de I'égalité dans I'inégalité de
—Ws

— (wy - 81+ wy - 83) <

S2
Cauchy-Schwarz et le fait que \/w? + w3 - \/s? + s3 # 0 . Puisque
— 3. Vi twy 5. L3

p P

1
2 4 o2
S3=—-4/81+s
P 17T 52
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on en déduit la derniére assertion. O

PROPOSITION  Les fonctions exponentielles continues bornées sur C, s’écrivent

el g el 05 0,1]  avecw e Ca .
P

Toute génératrice extrémale de C, est de la forme R -u™ pour unu € S?NFr C1 et une fonction
P

exponentielle bornée non-continue # 0 sur R* - u* est de la forme
e~ (avestooulid) g, pmarlesls)pmoo(uls) . o 70 1] |
Finalement ’application
C'% U <R+ ez +00-S7N FrC’%) U{oo-eg} — EXPY(C,) : w —s (Wi

est une bijection, mais aussi un homéomorphisme en munissant le membre de gauche de la
topologie adéquate !

La premiére partie découle du théoréme qui précéde. En outre, pour tout u € S2NFrC1
P
on a

R, -ut = {(ulo) =0}NC, et C, C {(ule) >0},
ainsi que Fr €, = U, cs2rme, Ry -0t .
i
On en déduit que R, - u™ est une génératrice extrémale de C, , puisque

(R, -ut — C,) NG, C {(u]o) <0}N{(uo) >0}nC, = {(u]o) =0} NC, =R, -u" .

Si x est une fonction exponentielle bornée non-continue # 0 sur R* - ut , on a x (uL) # 0
(exemple 2), et elle est nulle sur FrC, ~\ Ry - ut | car pour tout s € FrC, N\ R, -u* , on a

s+ut € C ,donc 0=y (s —I—UL) =x(s) - x (uL) et par suite y (s) = 0 . Nous pouvons en
outre supposer que Y est de la forme e~ (/i) sur R, - u' pour un a € R, et y s’écrit sur C,
sous la forme

—(a-ez+oo-ulid
X ( | ) )
CarpourSER+~u , On a

e*(a~€3+004u\5) _ 67(&63'8) . efoo.O _ ef(a-63|s) ,

tandis que si s € FrC, N R, -ut , on a

ef(a-eg+oo-u\s) — ef(a-€3|8) . 6*00‘(“|5) — e*(a'e?s‘s) .0=0.

Finalement si x est une fonction exponentielle bornée non-continue = 0 sur FrC, , on a évi-

demment x = 1j0y = e—(o0es]id) | -
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2.3 Théoréme de Hausdorfl-Bernstein-Widder

Dans ce paragraphe GG est un monoide commutatif
muni de I’involution idg; .

DEFINITION 1 Rappelons que G° = {0} . Pour tout f: G — Ret t € G , on définit
7 R —RY: fr—o 1 f:i=f(o+1),

ie.

Tof (W) = futt),
et

Api=1d—7,:RE —RY: fr—s Afi=f—f(o+1),
puis, pour tout n € N et s € G" , les applications
Ay :RY —RY: fr— Af

par récurrence en posant

Ap:=1d: R — R®
et

Aguy = DA, .

LEMME L’algébre unifére engendrée par les translations 1, , pourt € G , est commutative.
En particulier, pour tout n,m e N, s € G" ett € G™ , on a

ASAt - AtAs .

C’est évident, puisque les translations commutent deux a deux. O]

DEFINITION 2 On dit que f est complétement monotone si pour tout n € N et tout
s € G",onaAgf > 0. Nous désignerons par FCM (G) 'ensemble des fonctions complétement
monotones sur G .

REMARQUE 1 Soit X un ensemble et munissons K&X) de la topologie localement convexe la
plus fine. Son dual faible est KX muni de la topologie de la convergence ponctuelle. On en déduit
que le dual de KX est K(X) (cf. [Por AF], théoréme 3.7.i). En fait K¥ est le dual algébrique
de K& | puisque (1{x})m€ « en est une base algébrique ; mais il faut sortir du cadre algébrique
et introduire la topologie faible sur le dual, ici la topologie de la convergence ponctuelle, pour
obtenir (K¥ )/ = K®) | Nous en aurons besoin ci-dessous.

Rappelons que 'on a une semi-dualité séparante <K(X )} KX > définie par

(plp) = o) p()

zeX
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en particulier <1{x}} p) = p(zx) .

THEOREME 1 FCM (G) est un cone convexe fermé dans RE | pour la topologie de la
convergence simple, et 'ensemble FCM" (G) des f € FCM (G) avec f (0) = 1 est un ensemble
conveze compact et, pour tout f € CM (G) {0} , il existe « € R%. tel que a- f € FCM' (G) .
On a

EXP(G)NFCM(G) = EXP’ (G) = Ch (FCM' (G)) = S (FCM' (@) .
C’est une partie compacte de FCM"' (G) .

C’est un cone convexe fermé car les applications A, : R® — R® sont linéaires et continues.
Pour tout f € FCM (G) et s € G, on a

f(s)=20f(s) =0
et
f(0)=f(s)=Asf(0) >0,
donc
0< f<f(0) .

Ceci montre que FCM* (G)  [0,1]% , donc que FCM' (G) est un ensemble compact par le
théoréme de Tychonoff, puisque FCM® (G) est évidemment fermé. En outre si f # 0 , on a

f !
—— e FCM" (G) .
70) ()
Soit x € EXP (G) . On a Agx = x et
Agx=x—x((+s)=[1—-x(s)]-x pourtoutseG.

Pour tout n € N* et s € G" , il vient donc par récurrence

n

A =10 —x(s)]x.

j=1
En outre x (0) =1 . Ceci montre que

EXP: (G) c FCM! (G)
donc que EXP (G)NFCM (G) = EXP’. (G) . D’autre part I'équation fonctionnelle définissant

les fonctions exponentielles étant une condition ponctuelle, cet ensemble est fermé.
Soit f € Ch (FCM' (G)) un point extrémal de FCM' (G) . Etant donné ¢ € G définissons

fi=flot+t) et for=f—fi=f—flo+t)=Af.
Pour tout n € N et s € G" , il vient
Asfi = As(Tef) = 70 (Asf) = (Asf) (E+0) 20
et
Agfa = A (Atf) = A(t)usf =20,
donc f1, fo € CM(G) .

Si f1(0)=0,0na f; =0, donc f(u+t) =0 pour tout v € G , en particulier aussi
f(t)=0, donc

flutt)=0=f(u)-f(t) .
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Si f(00=0,o0onafy=0,donc f(u+t) = f(u) pour tout © € G , en particulier aussi
) =1(0)=1, done

flutt)=fu)=f(u)-f() .
Nous pouvons donc Supposer que f1(0) #0et f5(0) A#0.Ona f1(0)+ f2(0) = f(0) =1,

Fioy ity € FCM(G) et
_ _ ! L
f_f1+f2—f1 (0) fl (0) (O) f2 (0) )
donc f = {0y €t par suite

f(U+t) = fi(w) = f1(0)- f(u)=[f(u)- f(¢) pourtoutted,
ce qui finit de prouver que f est une fonction exponentielle, donc que f € EX 'Pi (G) .
Soient maintenant Y € EXP’ (G) et, pour s € G,

as: fr— f(2-8)=2-X(s)- f(s)+X(s): FCM'(G) — R .
On a a; € A(FCM' (G)) , as (X) = 0 et, pour toute fonction exponentielle y ,
as(x) =[x (s) =X ()" 2 0.
Mais comme tout point extrémal de FCM? (G) est une fonction exponentielle par ce qui pré-

céde, le principe du minimum 1.5 montre que a; > 0 . Pour toute partie finie S C G , on
a

aS::ZaseA(}"C/\/ll(G)) , as(X)=0 et asg=>0.

seS
Comme (as)gepr () est filtrant croissant, la fonction b := supgeqs(q) as est concave s.c.i. a
valeurs dans R, et satisfait & b(Y) = 0 . D’aprés le principe du minimum, il existe f €
Ch (FCM' (G)) avec
£ (s) =X ()" =as(f) <b(f) =minb (FCM'(G)) =0 pour tout s € G,
donc X = f € Ch (FCM'(Q)) . O

COROLLAIRE Pour toute intégrale de Radon pu € M, (EXPZ (G)) Uapplication ¢ :
SX'Pi (G) — RY est p-intégrable et la fonction

f=FLp :Z/xdu(x) :
i.€.
f(s)= /X(s) du(x) pour tout s € G,

est complétement monotone. On dit que c’est la transformée de Fourier-Laplace de u .
Réciproquement toute fonction f € FCM (G) est la transformée de Fourier-Laplace d’une
unique intégrale de Radon p sur ci'/'\fPl_)F (G) .

Pour la premiére partie, rappelons que (]RG)/ = R par la remarque ci-dessus; ainsi
= [ xdp(x) signifie que

(ol f) = / (olX) du(x) pour tout o € R |
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Théoréme de Hausdorfl-Bernstein-Widder 2.3

ou encore

f(S)—<1{s}|f>—/<1{s}|x> du(x)—/X(S) dp(x) pour tout s € G .

L’application ¢ est u-intégrable par le lemme 1.3.1.

La réciproque découle du théoréme de Choquet-Bishop-de Leeuw (corollaire 1.5) appliqué

a - . Prouvons l'unicité. Pour tout s,t € G , la fonction

f(0) -
Gs: EXPYL(G) — R:x+—— x(s)
est continue et, on a
G(s+t)=Gs-Gt ainsique GO=1.

L’espace vectoriel lin G (G) engendré par ces fonctions est donc une sous-algebre contenant les
constantes ( G0 = 1) de C (EXP’, (G)) et séparant les points de EXP’, (G) , puisque pour

X, 0 € 8/\?731_1 (G) , x # 0 signifie qu'il existe un s € G tel que
Gs(x) =x(s) #6(s) =Gs(0) .

Il est par suite dense par le théoréme de Stone-Weierstrafl. Si y et v sont deux intégrales de
Radon sur £X Pljr (G) qui représente [, pour tout s € G , on a

/Qsdu=/x(8) dﬂ(x)zf(S)Z/x(S) dV(X)Z/Qsdv,

donc p = v par linéarité et continuité. 0

REMARQUE 2 Nous avons montrer que
FL: My (EXPY(G)) — FCM(G)

est un isomorphisme de cone convexe. Nous montrerons plus tard que FL est un homéomor-
phisme (cf. théoréme 2.8.1). Cela découle du fait (cf. Bourbaki [Bou 1981], EVT, III, §3, no. 4,
proposition 5, p. 17) que les ensembles convexes compacts ML (EX Ph (G)) et FCM' (G) sont

homéomorphes : la topologie faible de M (EX Pi (G)) est définie par C (5 X Pi (G)) , tandis
que celle de RY Dest par R(@ 2 1inG (G) C C (EXP% (G)) .

EXEMPLE Revenons aux exemples des propositions 1 et 2 de 2.1, ou G = N ou R, . Nous
avons deux paramétrages de EXP’ (G) . D’une part

oM — 10,1 — EXPYL(G)
et d’autre part
e g r—e @ R, — SXPi (G) .
Ce sont des homéomorphismes. Rappelons que
—In:[0,1] — R, et e R, —[0,1]

sont des homéomorphismes réciproques.

Pour tout f € FCM (G) , il existe donc une unique intégrale de Radon v sur [0, 1] telle que

1
f(s)= / t°dv (t) pour tout s € G .
0

Dans le cas G = N nous avons résolu le probléme des moments de Hausdorff :
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THEOREME 2 (Hausdorff) Pour qu'une suite une suite (f (k)),y C R soit la suite des
moments d’une intégrale de Radon v sur [0,1] , i.e.

1
f(k)= / t*dv (t)  pour tout k € N,
0
il faut et il suffit que f € FCM (N) .
Toute intégrale de Radon sur R, est de la forme

p+c e avec € ML (Ry) et ce€R, .

Pour tout f € FCM (G) , il existe donc ¢ € Ry et p € M? (R;) univoquement déterminés
tels que

f =cC- 1{0} —+ / €—a~id d/L (Oé) dans RG .
0

Considérons le cas G = R, plus en détail. Le théoréme de Lebesgue montre que la fonction
[ e dy (o) est indéfiniment dérivable et que

(—1)"- 8"/ e du(a) = / e dpu () = 0.
0 0
Comme 14, n’est méme pas continue, si f est continue, on doit avoir ¢ = 0 , donc
feC™®(Ry) et (=1)"-9"f>0 pourtoutncN .

Réciproquement si f est une telle fonction, pour tout n € N, s € R} et t,u € R_ , on a
0A,f = A,0f par récurrence, car

9 (A f) = (A = (Asf) (0 + 1) = ADf — (ADf) (0 +1) = AADf = Dy Of -
Egalement par récurrence on obtient
Asf(u) = (_1)n 'H.Sj (9”f (U—FZQ] 'Sj) 2 0 y
JjEN JjEN
pour certains 6; € |0, 1], puisque la formule des accroissements finis montre qu’il existe 6; € ]0, 1]
tel que

Asu(t)f (U) = Asf (U) - Asf (u+t) =—1- 8(Asf) (u+0t t) =—t- Asaf (u+0t : t) =

=—t-(=1)"-]]s;-0"(0f) <u+9t,u-t+29j-sj) :

JjEN jEn

Ceci finit de montrer que f est complétement monotone. On en déduit le
THEOREME 3 (Bernstein) La transformation de Laplace

o [
0

est une bijection de M (Ry) sur l’ensemble des fonctions f € C(* (Ry) telles que
(=1)"-0"f >0 pourtoutn € N .
Pour d’autres démonstrations ou détails on peut consulter le livre de Widder [Wid 1946,

le cours de H. Bauer [Bau 1963/64], l'article de G. Choquet [Cho 1969] ou le petit livre de R.R.
Phelps déja cité [Phe 1966].
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2.4 Fonctions de type positif

DEFINITION 1 Soient X un ensemble et » : X x X — K une fonction. Nous dirons que
c’est un noyau .

On dit que » est hermitien si, pour tout x,y € X , on a s (z,y) = » (y,x) .

On dit que s est de type positif , si s est hermitien et si

> @) x(x,y)ey) =0,

z,yeX

pour tout ¢ € K&
Nous désignerons par 7P (X x X) I'ensemble formé des noyaux de type positif.

LEMME Pour toutx € X , on a
x(z,z) =20 .

Il suffit d’écrire la condition avec 1,y . [

REMARQUE 1 Sisx: X x X — R est un noyau de type positif, alors s : X x X — C
I’est aussi.

Pour tout ¢ € C¥) | on a

Y o) (my)oly) = (Rw(x)—i-Imw(fc)>-%(flr,y)-(Rew(y)ﬂ'lmw(y)) =

= ) Reg(x)-x(z,y)-Rep(y) +i- Y Rep(x) s (z,y) - Imep(y)
—i- Y Imp(x)-(z,y) Rep(y Z Im (z) - 3¢ (z,y) - Imp (y) > 0

> Rep(z) x(z,y) - Ime(y) — Y Imep(x ,y)-Rep(y) =0,
z,yeX z,yeX
puisque s (z,y) = » (y,x) . d

REMARQUE 2 Un noyau »: X x X — C tel que

z,yeX

pour tout ¢ € C¥) est automatiquement hermitien.
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Cela découle des formules de polarisation d’une forme sesquilinéaire (cf. Analyse fonction-
nelle [Por AF], proposition 1.3). O

. ) LI BN .
A tout noyau s : X x X — K, que I'on considére comme une matrice (> (2,y)), jex > OR
associe 1’ opérateur a noyau ou simplement noyau

K : K& —>KX:¢|—>Z%(<>,y)~g0(y) .
yeX

Les deux espaces vectoriels localement convexes KX*X et L, (K(X ) KX ) sont isomorphes et,
pour tout z,y € X , on a

x(@,y) = (1| Klgy) -
L’application linéaire adjointe KT : K(X) — KX est définie par
(p|KT) = (Kol ¥)

et son noyau est » ou

w (z,y) =5 (y, )

puisque
Y o) (zy) v (y) = (oK) = (Kolv) =Y > s(a,y) o) ()=
= > o@) -2y, )Py -

Pour que » € TP (X x X) , il faut et il suffit que que K soit hermitien et positif, i.e.
K=K et (¢| Kg) >0 pour tout p € KX
On écrit K € Ly (KX, KY) .

EXEMPLE 1 La matrice dont toutes les entrées sont constantes et positives, i.e. s (x,y) =
c € R, pour tout z,y € X | est de type positif.

Une matrice diagonale a entrée positive, i.e. s (z,y) = -0, et a, > 0 pour tout z,y € X,
est de type positif.

REMARQUE 3 Cette situation purement algébrique entre dans le cadre des espaces locale-
ment convexes en munissant K(X) de la topologie localement convexe la plus fine (cf. remarque
2.3). Comme toute application linéaire sur K*) est continue, nous écrirons £ (K(X ) KX ) ala

place de L (KX, K¥X) .

REMARQUE 4 Si F est un espace localement convexe séparé et H est un espace de Hilbert
plongé dans F'T | le semi-dual (topologique) de F muni de sa topologie faible, alors j : Hy, «— FT

est continue, donc aussi jT : F 1, F, — H, et j1 : F, — H . L’application linéaire continue
.1— .
h.=jit: F 215 H, L FT
s’appelle le noyau de H ; on a évidemment

At = (") =it = h
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et
(plhp) = (jTSOUTSO)H = HjTQOH; > (0 pour tout ¢ € F'.

Ceci montre que h est un noyau hermitien positif continu, nous écrirons h € £ (F S FT) , et

que ¢ — (¢ |h90>% est une semi-norme de Mackey sur F' .
En outre pour tout ¢ € F'et £ € H ,on a

(ple) = (pli€) = (57¢] €), = (he| &)y
en identifiant H avec j (H) , c’est-a-dire en n’écrivant pas j : £ = j& et jTp = hyp!

Réciproquement si h € L (F P T) est un noyau hermitien positif tel que ¢ — (p |hg0)% soit
une semi-norme de Mackey sur F' | alors F' /Ker h est un espace préhilbertien pour le produit
scalaire

(¢ + Kerh, ¢ + Ker h) — (| hi))
et si I ﬁ{;h désigne 'espace hilbertien complété, ’application
V:pr— @+ Kerh: F, —>Fﬁ{ah

est continue. Puisque ¥ est une application de F ﬁ{;h dans F'' |, soit H := Uf (F @h) —

F' , muni du produit scalaire transporté. Le noyau de ce sous-espace hilbertien est évidemment
U et il vient

(o [OT0y) = (V| W) e, = (0l )
donc h = UTW . Ainsi

THEOREME 1 (Laurent Schwartz) Il y a correspondance biunivoque entre les sous-espa-
ces hilbertiens j : H — FT et les noyaux hermitiens positifs h € L, (F, FT) tels que

F—R:pr— (p|hp)?
soit une semi-norme de Mackey par

h=jit et H:@T(Fﬁ@h),

oﬂ\Il:gp»—>g0+Kerh:F—>Fﬁ(Eh . En outre
(@l&) = (hp| &)y,  pour tout o € F et § € H ;

on dit que c’est la propriété de reproduction de h .

REMARQUE 5 La théorie des sous-espaces hilbertiens a noyau reproduisant de Aronszajn-
Smith est le cas particulier ot F' = K&*) | donc F = KX . Ainsi si » € TP (X x X) , il
existe un sous-espace hilbertien K <« K* de noyau K . Pour tout £ € K et x € X , on a
s (-, x) = Kl € K et la propriété de reproduction montre que

§(@) = (Lmy| &) = (Kly| &) o = (3¢ (- 2)[ ) -

Pour plus de détails consulter mon cours d’Analyse fonctionnelle [Por AF], § 5.15.
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Définissons =, := s (-, x) . Alors (2;),.x C K et s est la matrice de Gram associée a cette
famille :

x(x,y) = (2] 2,) pour tout z,y € X
grace a la propriété de reproduction. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que
2
De méme si (¢;) ;. ; est une base hilbertienne de K , on a
x(x) = (glx(2) 6= @) et (), € (),
j€J jeJ

ainsi que

% (w,y) = (2 (@) 2 (9))e = (Zek () - ex

keJ

Y aly): €z) =) (@) )
K

leJ jeJ
pour tout z,y € X , i.e.
K =>le;) (el
jed

en utilisant la notation de Dirac.

DEFINITION 2 On dit que
x(z,y) = (E2] By) = Zej (z) € (y) pour tout z,y € X
jeJ

sont les représentations hilbertiennes de s« .

PROPOSITION 7P (X x X) est un cone conveze fermé pointu dans KX*X et stable par
conjugaison complexe et multiplication ponctuelle, i.e. pour x, A\ € TP (X x X) , on a

wo%,%,Rexets- NeTP (X x X) ,
o % : X xX — X xX:(r,y)— (y,2) .

Le fait que 7P (X x X) soit pointu découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque si
x € —TP(X xX)NTP(X x X) , pour tout ,9 € K& | on a tout d’abord ||K¢|; =
(¢ K) 2 0, done (| Kig) = 0 , puis |{ |Kv)| < [[Kgll - | Kl =0 , done K = 0 et par
suite 2 =0 .
Etant donné » € TP (X x X) , il est clair que 0% est hermitien et, pour tout ¢ € K&*X) |
on a
dow@ xya)wly)= > Py -=(yx) - Bx) >0
z,yeX z,yeX
puisque ¢ € K&) . D’autre part 3 = 50 % € TP (X x X) , donc aussi Resx = 1 - (504 %) €
TP (X xX) .
Etant donné », A € TP (X x X) et ¢ € KX | en utilisant la seconde représentation
hilbertienne de s¢ , on obtient

(@) Mzy) =Y 0@ Y al@) - al) Ay ¢y =

z,yeX keJ
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:Z(Z W'SO(@'A(M/)-ej(y)-w(y)> >0,

jeJ \z,yeX

puisque A\ est de type positif, donc »c- A € TP (X x X) . O

REMARQUE 6 La stabilité par multiplication ponctuelle des matrices (de dimension finie!)
a été démontrée par Schurr (1911).

COROLLAIRE 1 Six: X xX —KetA:Y xY — K sont des noyauz de type positif,
alors

7#®A0(2,3): X XY xXxY — XxXxYxY — K
(z,9), (wv) — (&), (y,v) — x(z,u)- A(y,)

est un noyau de type positif.

C’est immeédiat puisque
#®@RA0(2,3)=2x®10(2,3)-1® X0 (2,3)
et x®10(2,3),1® Ao (2,3) sont trivialement de type positif. O

COROLLAIRE 2 Sisx: X x X — D, est un noyau de type positif et h : D, — K une
fonction analytique telle que h®) (0) = 0 pour tout k € N, alors h o s est un noyau de type
positif.

En effet pour tout k£ € N, le noyau s* est de type positif et en écrivant h = Y ken Ch id* |
il en est de méme de jen Cj * 7€, puisque les ¢, sont > 0 , donc aussi h o »¢ en passant a la
limite. O

THEOREME 2 Pour que > € TP (X x X) soit un générateur extrémal, i.e. R, - ¢ est une
génératrice extrémale de TP (X x X) , il faut et il suffit que sc soit de la forme

= 1F) s @) — F @) - TW)

pour une fonction f € KX .

La théorie des sous-espaces hilbertiens montre que pour s, A\ € 7P (X x X) ,on a

% TP(XxX) A

si, et seulement si, K est un sous-espace hilbertien contenu dans £ et ayant des normes plus
grandes, i.e. L — L est de norme < 1 . Remarquons que le noyau d’un sous-espace hilbertien
de dimension 1, donc de la forme K - f pour un f € K¥ tel que ||f|ly, =1, est [f) (f] : en

(X)

effet pour tout ¢ € K et « € K, on a

(hola- g, =(pla-f)=(pl [)-a={fle) - a=({{fle) fla-f),

donc hp = (f| ) - f =|f) (fl ¢ . Un tel noyau est extrémal, car si A € 7P (X x X) est tel que
A <zpxxx) |f) (f|,alors £ — K- f est aussi de dimension 1, si £ # {0} ; on a donc A = |g) (g]
pour un g = - f tel que a € Ket 1 = [|g[|, = |af-|[fll; = [a| - [|fllx.; = | ; ce qui montre
que A= |a- f) (- f| = |af* - |f) (f| . Réciproquement si K est extrémal, choisissons f € K tel
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que || f|l =1; il est clair que K- f < K est de norme < 1, donc |f) (f| <rpxxx) > , et par
suite | f) (f| = a - 3 pour un « € R, par extrémalité. Pour tout ¢ € KX | il vient

a- (el f) = (a- Kol e = (1) Fle] ) = TITe) - (1 e = (el )
donc a =1 . O

EXEMPLE 2 Sur I’ensemble a deux éléments 2 = {0, 1} , 'ensemble 7P (2 x 2) des noyaux

.. ) b
de type positif est formé des matrices < % . ) c K2*2 telles que

a

b

On a évidemment ¢ > 0 . Les générateurs extrémaux de 7P (2 x 2) sont donc de la forme
2
v _ lv|” vw
( v ow ) = _ 2 s
w wu  |w|

a>0 et ac—[b*=0.

az>0 et det( lc))zac—|b]2>0.

donc tels que

En effet, pour tout v, w € K , on doit avoir
_ a b v _ a-v+b-w
Og(v w)(l_) c)<w>_(v w)<5'v+c-w>_
=a-Tw+b-TwHb- WU+ c-TW;

maissia=0,onab-T+b-v+c-w >0 pour tout v € Ket we R? , donc aussi pour w = 0
en passant a la limite. On en déduit b = 0 , en choisissant v = 1l et en plusv=+isi K =C,
puis c > 0 avecw =1 . Sia # 0, on doit avoir

- 1
a-w+b-vw+b-wuv+c-ww = — - \a-v+b-w\2—|—(ac—\b[Q)-|w\2] =0
a

pour tout v,wEK,donca}Oavecw:O,puisac—|b|2 > 0 avec v = —Z et w=1. Les
conditions a , ac— |b|2 > 0 sont donc satisfaites dans les deux cas. La réciproque est immédiate.
O

Dans le cas K = R , on obtient
TP@xmz{(Zg)eW“

a
c eER3 | a>0etd®<ac ;
b

a}Oetbzgac}%’

1%

les générateurs extrémaux sont donc de la forme

(\/C;—C vcac> pour a,c = 0 .
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Les symétries de cet ensemble conduisent, si (ej)j 3 désigne la base canonique de R3 | &
introduire la base
1 1 1

€ =——-€ , €:=— (eg—€1) , €3:=—
V2 V2 V2
Remarquer que la base de ce cone n’est pas circulaire. Elle le serait si nous avions considéré les

V2-a b

matrices de la forme < 7 o ) et par suite les conditions a > 0 et 2ac — |b]?

(eg+e1) .

C’est la raison pour laquelle nous avons introduit \/LE dans la définition de ¢, . Ce changement
de base n’est donc pas orthogonal.

Soit ( les coordonnées dans cette nouvelle base. La matrice de I'application linéaire
A telle que ziej =¢; est

1 0 1
—-| 0 -1 1 ,
V2 \1 0 o
donc
a 1 0 1 1 To T1 + T
= —= -1 1 I = —Z1 + T2

Ainsi b < ac est équivalent &

1 2 $1+$2 —1‘1+JI2 1 2 2
— . xs K . = = |T5 —
9 0= \/5 \/5 2 ( 2 1) 9
i.e. az2+2? < 23 .On ad’autre part a:2:\/i?(a—l—d)2Osia,donccest>O;réciproquement
sixzg >0 ona|a:1| x2,donca:\%-(xl-i—xg)}().Ainsi
To
TP(2x2)x 1 eR3 x2>Oetx§—|—x?<x§
T

Rappelons le résultat d’algebre linéaire que nous avons utilisé : si (eJ) et () jen sONt des

n
bases de R™ , (2;),c, » (¥;);c, les coordonnées respectives et (ax1),, ;c, la matmce dans (€5) jen
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de I'application linéaire A telle que Ae; = ¢; , alors

Yo=Y wa=YmAa=Yu (Z) = (Zy> o

ken len len len ken ken len

donc T = ZlEn Ak - Y -

REMARQUE 7 La seconde représentation hilbertienne d’'un noyau peut étre interprétée
comme une représentation intégrale a ’aide de générateurs extrémaux. Une telle représenta-
tion n’est évidemment intéressante que si elle satisfait & d’autres propriétés, par exemple de
diagonaliser un opérateur dans K (théoréme spectral).
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2.5 Fonctions relativement de type positif

DEFINITION Soient X un ensemble et 5 : X x X — K un noyau. On dit que s est
relativement de type positif , si s est hermitien et si

> o(x)-sxlry)ey) 20,
z,yeX
pour tout ¢ € K tel que > v (z) =0.
Classiquement on dit que —s¢ est de type négatif si s est relativement de type positif.
Nous désignerons par R7 P (X x X) I'ensemble formé des noyaux relativement de type
positif.

(X)

PROPOSITION 1 RTP (X x X) est un cone conveze fermé dans KX*X et
TP(X xX)CRTP(X xX) .

C’est évident. ]

EXEMPLE 1 Un noyau réel constant, i.e. une matrice dont toutes les entrées sont constantes
et réelles : s (x,y) = ¢ € R pour tout z,y € X , est relativement de type positif.
Rappelons qu’il n’est de type positif que s'il est positif, i.e. ¢ > 0 (cf. exemple 2.4.1).

EXEMPLE 2 Si f € K¥ , alors le noyau
1) U+ 1) (f] : (,y) — f(z)+ f ()

est relativement de type positif.

(X)

En effet, ce noyau est hermitien et, pour tout ¢ € K\*) tel que > v ¢ (z) =0, il vient

> e (F@+TW) vl -

— (Zw(@-f(@) : (Zs@(@) + (ZW) : (ZW-@@)) =0.

EXEMPLE 3 Soit ® : X — H une application dans un espace de Hilbert H . Alors

2
(z,y) — = [[®(z) — @ (y)]]
est relativement de type positif et elle s’annule sur la diagonale de X x X . C’est ’exemple

historique de Isaac Schoenberg [Sch 1938b]|, caractérisant les métriques hilbertiennes, ayant
conduit & la notion de fonction de type négatif, évidemment sans le signe — !

Claude Portenier ANALYSE HARMONIQUE SUR UN MONOIDE DISCRET 5%5)



2.5 Fonctions relativement de type positif

En effet, pour tout ¢ € KX tel que Y-, ¢ (z) =0, il vient

- Z ) 11@ () — 2 ()]1* ¢ (y) =

= - Z (2 @))° = (@ (@) 2 (1) = (2] (2) + 12 W) - ¢ (y) =
- (z@m 00| e000)) + [ Se0 00| Srm 0] -
> e(x) Y o @) >0.
U
Soit F'=Ker (1) = {p e K& | 3 o(x) =0} < KX . Le dual de F s'identifie aux

restrictions des formes linéaires (contlnues) sur K& & F -
KXY — Fp— g
donc permet d’identifier FT 4 KX /K -1 . Remarquons que
(el )= o) / 7 fd#,
reX

montrant que KX s’identifie & (K(X))T grace & f — |f - #) .
Si K désigne le noyau associé & s , soit

K:F—F':p— (Kg)p
Il est alors clair, puisque
(v]Kp) = (W K¢)  pour tout 4,0 € F,
que s est relativement de type positif si, et seulement si, K est positif, i.e. K est hermitien et

<<p|K<,O> > 0 pour tout p € .

Etant donné § € K&) < F tel que (A|1) = 1 , par exemple Iygy pour un £ € X | la
décomposition K&) = F @ K - § fournit une projection canonique

p:KY S Fipta-0—p,

dont ’adjointe p' est I’application de prolongement de v € F'' en la forme semi-linéaire p'v sur
K* s’annulant sur 6 : (0 [pv ) = (pf|v) =

Puisque |0) (1] o = (1| ¢)-0 =0et |0) (1|10 = (1|0)-0 =0 ,ona e = (Id—|0) (1]) (¢ + - 0)
et, pour tout pu € KX |

(p+a-0| a1 (@) u) = (M@= ) (¢ +a-0)| ) =

= (Ma=10) 1) (p+ - 0)| 1) = (el ) = (s + - O[ple)
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ie plfp=pt = (Id —[1) (0]) g , ce qui conduit au diagramme commutatif suivant :

1d—|9) (1] K Id—[1) (]

KX - & - gX = KX

p\ e LT\ /pT
F — ol
K
Le noyau K := (Id — [1) (8]) K (Id — |) (1]) : K&) — KX satisfait &
<1/)+6-9’l~((<p+04-9)>:<1/}‘.f(g0> pour tout ¢, ¢ € F |

donc s est relativement de type positif si, et seulement si, K est positif.
Remarquons que la matrice de Id — |0) (1] : K&)' — K& est
(2,y) = (Lgay [(Td = |0) (1]) Ly ) = Gy — O (2)

La matrice de Id — |1) (4] , mais attention dans la base topologique (1{95})336 . de K* est

(x,y) — <1{z} ‘(Id - ‘1> <9|> 1{y}> = 5x,y —0 (y) :
pour tout p € K¥ ;onapu=3% _pu(x)- 1y ponctuellement !
Lorsque 0 = 1(¢ , le noyau de K est

(% (1177 y))m,yGX = <6$,y - 5§’y>w,yeX (% (‘T’ y))z,yeX (6mvy - 5175)27,3/6)( =
= (0py — 5E,y)z,yex (s (z,y) — »(x, f))x,yeX =

= (%(x,y) - %(l‘,g) - %(éay> + %<€7£))x,y€X :

PROPOSITION 2 Soient s un noyau et £ € X .
(i)  Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) < est relativement de type positif.
(b)  Le noyau

est de type positif.
(¢) Le noyau

P ($7y) — %(Zlﬁ',y> - %($7§) - %(gvy)
est relativement de type positif.

2.5

(1) Si 3z est de type positif, alors > est relativement de type positif. La réciproque est vraie si

2(£,€) <0.

(111) Si s est relativement de type positif, alors
se=c+ (IN(+ 1) + 3,
ot c= (&) et f=3x(,§) —x(&E) . Remarquons que f(§) =3 (£,£) =0 .
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Démonstration de (i) L’équivalence (a)<(b) découle de ce qui précede. Comme 3 =
A
= _ —x I,f +%x>$ + 76 _
D= )+ 6+ ey (7Y
on en déduit (b)<(c) .
Démonstration de (ii) Si 7 est de type positif, alors 3 est relativement de type positif,

donc aussi s . La réciproque est vraie si s (£,£) < 0, puisque 3¢ — 3 (£, ) est de type positif
(exemple 2.4).

Démonstration de (iii) C’est immédiat. O

Un noyau relativement de type positif posséde aussi une représentation hilbertienne et il
est tout a fait naturel, pour tout = € X , de poser

Par la propriété de reproduction on a

(Bel By = 7 (0,y) = 2 (2,y) = 2 (2,6) = 2 (&, y) + (£, €) -

Il vient alors

— 12 — EyllF = = (Zol Za) + (Eul By + (4] Eo)g — (B4 By =
Sgrieg e e
_ +%:C7y — 7 \T, — xS Y + 3 _
= oy, 1) — sy &) — se(fn) + e (E ) (= F @y y3) = x(zz) = (y,y)
—a(y,y) + 2 (y, &) + 2 (&, y) — 2 (£,€)

donc

2Re s (2,y) = » (,0) + 5 (y,y) — | — 5,1 -

COROLLAIRE (Théoréme de Schoenberg [Sch 1938b])

Pour qu’un espace métrique (X, d) soit isométriquement plongeable dans un espace de Hil-
bert, il faut et il suffit que —d? soit relativement de type positif.

Soit = : X — 'H un plongement isométrique de (X, d) , i.e. d (z,y) = |2, — Z,|| pour tout
z,y € X . L’exemple 3 ci-dessus montre que —d? est relativement de type positif. Réciproque-
ment, puisque d est réel et s’annule sur la diagonale, la formule ci-dessus s’écrit

1 -
d(z,y) = —= 12 = Zyllg
V2

donc \/LE 'Z: X — K est un plongement isométrique. 0

THEOREME  Pour qu’un noyau > soit relativement de type négatif, il faut et il suffit que
e soit de type positif pour tout u € R .
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Si e est de type positif, alors e — 1 est relativement de type positif par la proposition
1 et 'exemple 1 et il en est de méme de la limite ponctuelle

e"” —1

= hmtﬂo

Réciproquement si s est relativement de type négatif, il en est de méme de u - s« . Il nous
suffit donc de montrer que e* est de type positif. D’apres la proposition (i), on a

%:%—I—%(Oaf)—'—%(gao) _%(575) :%_’_%(075)_’_%(075) _%(é.af)
et ¢ est de type positif. Ainsi

e = % . #(08) L px(08) . o= H(E8)

est de type positif comme produit de fonctions de type positif (proposition 2.4) : e* est de type
positif par le corollaire 2.4.2, tandis que e*(°%) . ¢#(>£) T’est par le théoréme 2.4.2. —— O
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2.6 Fonctions de type positif exponentiellement bornées
sur un monoide involutif

DEFINITION 1 Soit F un espace vectoriel sur K =R ou C .

(a)  Une involution ¢ — ¢* sur F' est une application semi-linéaire telle que ¢p*™* = ¢ pour
tout ¢ € F' . On dit que @ est hermitien si ©* = ¢ et anti-hermitien si p* = —p .

Nous désignerons par F}, et F_, les espaces vectoriels réels formés des éléments hermitiens
et respectivement anti-hermitiens.

(b)  On muni le semi-dual algébrique F'® de I'involution adjointe définie par

(p|p*) = (¢*| ) pour tout p € Fet p€ FT .
(c)  Si une involution a — a* sur une algebre A satisfait en plus a (ab)* = b*a* pour tout
a,b e A, on dit que A est une algébre involutive .

(d) Si X est un ensemble muni d’une involution ¢* , on définit une involution f —— f*sur
KX en posant

f*(z):= f(xz*) pourtout z € X |

Puisque F, N F_, ={0} et o =1 - (p+¢")+3-(p—¢*),ona
F=F,®r Fy .
Dans le cas complexe, si ¢ est anti-hermitien, alors % - est hermitien, donc F'j, =1 - F},; dans
le cas réel, pour hermitien et anti-hermitien, on préfere dire symétrique et anti-symétrique , ou
bien pair et impair , suivant les cas.
Une fonction f sur X est donc hermitienne , i.e. f = f* si, et seulement si on a

f (@)= f(z) pourtoutx e X .

REMARQUE 1 Silinvolution est I'identité idx , les fonctions hermitiennes f sont les fonc-
tions réelles puisque f (z) = f () , ce qui nous permet de supposer que K =R .

Si K=1R, la condition f = f* ,ie. f(z) = f(z*) pour tout € X , est une condition a
placer dans un cadre plus général d’invariance par un groupe de transformations dans X . En
outre ’ensemble de ces fonctions, si 'involution n’est pas I'identité, ne sépare plus les points
de X , ce qui est particuliérement génant pour ce qui suit.

Remarquons qu’un monoide est involutif pour I'identité si, et seulement si, il est commutatif.

Nous ferons donc les hypotheses suivantes :

Dans les paragraphes qui suivent :
G = (G, ¢*) est un monoide involutif
dans le cas K = C l’involution n’est pas 1’identité,
dans le cas K = R P’involution est 1’identité.
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REMARQUE 2 Dans ce chapitre nous ne considérons pas de topologie sur GG , a ’'exception
des exemples ot cela est souvent utile. Le cas topologique sera envisagé dans le chapitre suivant
et on retrouve le cas présent en munissant G de la topologie discréte.

Si G n’est pas commutatif, donc K = C , il nous faudrait tenir compte de la théorie des
représentations dans un espace de Hilbert. Ces considérations ferait sauter le cadre de ce cours;
toutefois nous ne supposerons pas que G est commutatif et nous écrirons tout ce qui est possible
sans cette hypotheése, pour bien montrer ou celle-ci est importante, en utilisant la notation
multiplicative.

DEFINITION 2 Si G est un monoide involutif quelconque, on dit qu’une fonction f : G —
K est de type positif si le noyau

s (s,t) — f(t7s)
est de type positif.

Il est clair que s est hermitien si, et seulement si, f est hermitienne, puisque f (t*s) =

f (1)) -

REMARQUE 3 On vérifie facilement que ’ensemble 7P (G) formé des fonctions de type
positif est un cone convexe fermé involutif dans K& stable par multiplication ponctuelle.

Avec nos hypotheéses et en tenant compte de la remarque 2.4.2, une fonction f : G — K
est de type positif si, et seulement si, pour tout ¢ € K&  on a

dYoels) - f(t7s)-pt)=0.

s,teG

REMARQUE 4 L’application 7P (G) — TP (G x G) : f —— s est évidemment injec-
tive, ce qui nous permet d’identifier 7P (G) a un sous-cone convexe de 7P (G x G) , puisqu’elle
est additive et positivement homogene. 7P (G) est en particulier pointu (proposition 2.4), mais
cela découle aussi (c’est le méme argument) du lemme 1 ci-dessus.

Que peut-on dire de I'image de 7P (G) dans 7P (G x G)?

EXEMPLE 1 Considérons le groupe a deux éléments 2 = {0,1} = Z /2 - Z , muni de I'invo-
lution idy : s — —s = s! A toute fonction f € K? , on associe le noyau

F(0) f(1) ) 2x2

e Ko .
( f(@) f(0)

Il est hermitien si, et seulement si, f est réelle, et de type positif si en plus f(0) > 0 et

F?<F(0)de —f(0) < F(1) < £(0).

Dans le cas K = R , rappelons que

Lo
TP(2x2)= z; | €ER®| 25 > 0et 25 + 27 < 25
T2

(cf. exemple 2.4.2), tandis que
a b
TP (2) = { ( o b )
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Zo
= 0 ER®| 25> 0cet |2 <22 p ;
T2

ce n’est pas une face de 7P (2 x 2) , bien que les générateurs extrémaux de 7P (2) soient aussi
des générateurs extrémaux de 7P (2 x 2)! Nous verrons ci-dessous (cf. théoreme 2.6.iii) que
c’est vrai en général lorsque GG est commutatif.

LEMME 1

(i) Pourtout f € TP(G) et s,t € G, ona
f(s*s) =0
et
[F ()P < [ (%) f(£)
En particulier
[f ($)* < fle)- f(s™s)  pourtout s € G,
et si f(e)=0, alors f =0 .
(ii) L’ensemble TP' (G) des fonctions de type positif f € TP (G) telles que
fle)=(l@lf)=1
est un ensemble convexe fermé de TP (G) , c’est une base de TP (G) , i.e. TP(G) = Ry -
TP (G) et
Sp"G c Ch (TP (G)) .

1

(113) Si G est un groupe muni de l'involution o~ | alors

[f ()l < f(e)
pour tout f € TP (G) et s € G .

Démonstration de (i) En effet
f(s%s) = 5 (s,9)
et
)P = 367 (5.0 < 57 (5,8) 327 (1,8) = £ (s°5) - £ (1)
par le lemme 2.4 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Démonstration de (ii) La premiére partie est évidente puisque 7P* (G) est défini par

des conditions ponctuelles. C’est une base de 7P (G) car si f(0) = 0, alors f = 0, par le
lemme et si f (0) # 0, alors % € TP (G) . L'inclusion Sp" G € 7P (G) est une conséquence

du théoréme 2.4.2, puisque pour x € Sp" G on a », = |x) (x| : en effet pour tout s,t € G , on
obtient

2y (5:8) = x (%) = x (s) - x (8) = [x) {xl (,0) -
Ce méme théoréme montre que s, = |x) (x| est un générateur extrémal de 7P (G x G);
il en est donc de méme de x dans 7P (G); en tenant compte du lemme 2.2.1 on obtient

Sp" G C Ch (TP (@) .
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Démonstration de (iii) C’est immédiat par (i). O

DEFINITION 3 Pour tout ¢,¢ € K@ | on définit le produit de convolution ¢ * 1) € K©)
de ¢ et ¢ par

px1(u) = Z v (s) -9 (t) pourtoutueG .

s,teG,st=u

Par exemple

weG,sw=9%

et en particulier

Ly * Ly = Lgsy

puisque

Lgxe)= Y 1@ p= Y ¢ .

v,wEG pw=u wEG,sw=u

EXERCICE Montrer que K@ est une algebre unifére, dont 1'unité est liey , quelle est
involutive, pour l'involution induite par celle de K , et que ces involutions sont adjointes
(semi-linéaires) I'une de I'autre, i.e.

(¢*| f) = (p|f*) pour tout p € K et f e K¢ .

DEFINITION 4 Nous désignerons par M (TPl (G)) le cone convexe des intégrales de
Radon positives p sur 7P (G) telles que idrpig : TP'(G) — K@ soit scalairement -
intégrable dans K . On définit de méme ./\/lf (Sph G) .

Puisque f (e) = 1 pour tout f € TP (G) , on en déduit que
MG (Sp" G) € ME(TPH(G)) € ML (TPH(G))
et, pour tout p € MY (TP (G)) ,

90*—>/|<90|9>| dp(g) : K9 — Ry

est une semi-norme, évidemment continue, ce qui montre que idzp1 (¢ est p-intégrable au sens
de Pettis dans K¢ .

DEFINITION 5 Pour tout 4 € M (TP'(G)) , on dit que

r (1) :Z/gdu (9) dans K9,
r () (s) = /g (s) du(g) pour tout s € G,

est la résultante de p .
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Sipe MY (Sph G) , on dit que

FLp:=r(pu) = /XdM (x) dans K,
ie.
FLu(s):= /X(s) di(g) pour tout s € G,

est la transformée de Fourier-Laplace de 1 .

PROPOSITION

(i)  Pour qu’une fonction f € KY soit de type positif, il faut et il suffit que
(x| f) =0 pour tout p € K@ |

(i1)) Pour que x : G — K soit un caractére de G, il faut et il suffit que x soit un caractére
de Ualgebre K9 | i.e. que pour tout p,v € K | on ait

(o*vlx) = (ol x) - (Y[ x) -
(iii) Onar(MS (TP'(G))) CTP(G) .

Démonstration de (i) En effet, pour tout ¢ € K(¢) | on a
> els)- f(t-5) => () o(s) flt-s)=
s,teG s,teG

=Y S W) -els)- f) = (e el f)

u€qG t,s€G,ts=u

d’ol notre assertion par la remarque 3.

Démonstration de (ii) Si x est un caractére de G , alors pour tout ¢, € K@) il vient
(pxglx) =D @xd(w) xw)=> > ¢s) ) x(u)=
ueG u€eG s,teqG,st=u

SRR (Zs@ ))-(ZW-x(ﬂ)z

seG teG

= (plx) (¥Ix) ,

puisque (?r% (u)> o est une partition de G x G , o m désigne la multiplication sur G , donc
ue

x est un caractére de K(©) . Réciproquement si y est un caractére de K@) | alors

X (st) = (L | X) = (Lioy * Ly | ) = (L | ) - (L [ x) = x () - x (1)
donc x est un caratére de G .

Démonstration de (iii) En effet si p € MG (TP (G)) , alors
r(p) = (/gdﬂ(g)) Z/g*du(g) Z/gdu(g)zr(u)
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et, pour tout ¢ € K@  on a

<90**90|T(u)>=/<90**90|9> d/vb(g)z/I(sOIgH2 dp(g) >0,

ce qui finit de prouver que 7 (1) est de type positif. O

REMARQUE 5 On a évidemment M€ (Sph G’) c M¢ (Sph G’) et si p € MY (Sph G’) ,
alors

LG [ W] dh () < Dy I ()] (supp )

Comme la fonction
psuppu G — RJr S Supxesuppu |X (S)’

satisfait &

psuppu <€> =1 et psuppu (S*t) < psuppu (S) ’ psuppu (t) pour tout S, teG ’

nous sommes conduit a poser la

DEFINITION 6 On dit qu'une fonction p : G — R.. telle que
ple)=1 et p(s't)<p(s)-p(t) pourtouts,teG

est une valeur absolue .
Une fonction f : G — K est dite p-bornée , s’il existe une constante ¢ € R, telle que
|f| < ¢ p et exponentiellement bornée s'il existe une valeur absolue p telle f soit p-bornée.

On a p(s*) = p(s) pour tout s € G, pour tout x € Sp" G , |x| est une valeur absolue, en
particulier 1 est une valeur absolue. Si p est une valeur absolue, alors max (1, p) en est aussi
une.

DEFINITION 7 Nous désignerons par T7P" (G) , TP? (G) et TP? (G) 'ensemble des fonc-
tions de type positif bornées, respectivement p-bornées et exponentiellement bornées.

Attention, bien que 1 soit une valeur absolue, nous n’utilisons pas la notation 7 P* (G) pour
désigner I’ensemble des fonctions de type positif bornées puisque celle-ci désigne déja I’ensemble
des fonctions de type positif valant 1 en e !

On a
Sp’G c TP (G)
et
sp"¢c |y TPIG)=TPG) CTP(G) .

p valeur absolue

EXEMPLE 2 Si G est un groupe muni de I'involution =1 , alors
TP(G)=TP"(G) et  Sp’G=8p"G .

C’est une reformulation du lemme 1.iii. O
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LEMME 2 Pour tout f € TP?(G) , on a

[f ()< fle)-p(s),
et TP’ (G) est une face fermée de TP (G) .

Le lemme 1.i montre que

[f ()l < fle)

[SIE
(SIS

St <@ (F@b F(s9)) <<

1
k1 E—1\ 3%
< f (e)lel ol . f ((3*8)2 > ok
en utilisant successivement la premiére inégalité. Mais

F™ ) <en((s79)

2k—1

) <ens)”
donc
Bl ko1
[f ()] ST - f(e)==3 - p(s) = f(e) - p(s)
Nous avons donc montré que

TP (G) = ({S € TP @) | If ()| < f(e)- p(s)}

seG

est fermé dans 7P (G) . Clest une face car si f € TP’ (G) et g € TP (G) est telle que
g <1p() [ ,on aen particulier g (s*s) < f (s*s) pour tout s € G , donc

9 () < gle)-g(s*s) < gle)- f(s7s) <gle)-copls’s) <gle)-cop(s)
ce qui montre que g € TP’ (G) . O

REMARQUE 6 TP®(G) est une face de 7P (G) , mais elle n’est en général pas fermée.

THEOREME

(i) Si p une valeur absolue sur G, Uensemble TP”' (G) des fonctions de type positif f €
TP?(G) telles que f (e) = <1{e}| f) =1 est un ensemble conveze compact de TP (G) et c’est
une base de TP? (G) , i.e. TP?(G) =R, - TP (G) .

Pour tout f € TP* (G) , il existe p € My (TP"(G)) qui soit R (TP*" (G))-minimale
et telle que

f= gdp(g)  dans KC .
TPPY(G)
Elle est a support compact dans TP'(G) et p est portée par tout ensemble K, contenant
Ch (TP (G)) .
En outre TP” (G) =r (M, (TP”' (GQ))) et
TP (G) Cr (ML (TP (G))) cr (MG (TP (G))) CTP(G) .

(ii) Si G est un groupe muni de Uinvolution =% , alors TP (G) est un ensemble conveze
compact et

TP(G) =r (M (TP'(Q))) .
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Si G est dénombrable, alors Ch (7'731 (G)) est un G , toute intégrale de Radon positive bornée
sur Ch (TP (G)) est R (TP' (G))-minimale et

TP (G) =r (M (Ch(TP'(G)))) -

Nous supposerons maintenant en plus que G est commutatif.
(i1i)) On a
S (TPp’l (G)) =Ch (TPp’l (@) = Sp"GNTPr(G) .
Cet ensemble est en particulier compact,
S (TP (G)) = Ch (TP" (G)) =Sp* G

et

Sp" G = Ch (TP (G)) NTP*(G) .

. eb . . . . . o h
(iv) Pourtout f € TP (G) , il existe une unique intégrale de Radon positive pn € MG (Sp” G)
représentant [, donc telle que idg,n g soit p-intégrable et que

f=FLu= /Xd,u(x) dans K¢ .
Elle est a support compact et on a
TP (G) =FL (M (Sp"G)) c FL (MG (Sp"G)) c TP (G) ,
ainst que

TP (G)=FL (M (SP'G)) .

Démonstration de (i) D’aprés le lemme 1.ii il suffit de montrer que 7P (G) est com-
pact. Mais pour tout s € G , on a

TP (G)(s) C By

par le lemme 2 ci-dessus, ce qui montre que 7P*! (G) est ponctuellement bornée, donc com-
pacte par le théoreme de Tychonoff, puisqu’elle est fermée. La représentation intégrale de
f € TP (G) découle du théoréme 1.4 et du corollaire 1.5.1 de Choquet-Bishop-de Leeuw.

Démonstration de (ii) Si G est un groupe, alors 7P (G) = TP' (G) d’aprés 'exemple
2 ci-dessus, donc TP (G) = TP (G)' . Si G est dénombrable, CE est métrisable, donc aussi
TP (G) et le résultat découle du théoréme de Choquet (corollaire 1.4).

Démonstration de (iii) A nouveau par le lemme 1.ii, on a I'inclusion Sp" GNTP? (G) C
Ch (TP"”" (G)) et nous avons vu ci-dessus que Sp" G C TP?(G) . Pour l'autre inclusion il
suffit de montrer qu'un point extrémal y de 7P”' (G) est un caractére. Remarquons que
x (e) # 0 . D’apres la remarque 2.1.3 il nous suffit de montrer que, pour tout s,t € G , on a
X (st) = x (s) - x (t) . Nous écrivons la démonstration comme si G n’était pas commutatif pour
bien montrer ou cette hypothese est utilisée. Introduisons pour s € G et ¢ € {£1,+i} NK la
fonction x. définie sur G par
1 _

X (1) =5 - |p(s) - x (1) 4+ 5 - x (15 + 5 - x (st)

Nous montrerons ci-dessous (lemme 4) que x. € 7P (G) .
Sip(s)=0,alors x(s) =0et

Ix (st)] < x(e)-p(st) <x(e)-p(s)-p(t)=0,
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done x (st) = x () x (t) -
Si p(s) # 0 et comme Y est une générateur extrémal de 7P” (G) par le lemme 2.2.1.ii et
que p(s) - x = X. + X_. , il existe A, € R, tels que x, = A: - x . On a alors

A=A @ =0 = 5 o)+ x5 x )] -

donc

et par suite

g-X(ts*)—l—%'X(St)_X(S)'Re<5'X<t)) :

Pour € =1, on obtient tout d’abord

(s +x (st)] = x () Rex (1)

DO | —

puis pour € = —1 :

% ) [X (ts*) — X(st)] =x(s) -Imx(t) ,
donc

X (st) = x (s) - x (1) -

Dans le cas réel nous obtenons

5 [xts) +x (0] =x () x )

et par suite la méme formule, puisque 'involution est idg et G commutatif!

Pour I'égalité S (TP* (G)) = Ch (TP* (G)) , il suffit de montrer que Ch (TP* (G)) =
SphGNTP? (G) est fermée. Mais Sp" G , comme ensemble des caractéres hermitiens, est défini
par des conditions ponctuelles, donc est une partie fermée de K¢ | ainsi que 7P (G) par le
lemme 2.

Démonstration de (iv) L’existence d’une représentation intégrale ;1 & support compact,
contenu dans S (TP” )1 (G)) , découle donc du théoréme de Choquet-Bishop-de Leeuw (corollaire
1.5.1) ou de la remarque 1.3.2. Les inclusions finales sont donc démontrées en tenant compte
de la proposition 2.6.iv et de la remarque 2.6.2.

L’unicité se démontre pratiquement comme dans le théoréme de Hausdorff-Bernstein-Wid-
der (corollaire 2.3) en remplacant EX Pljr (G) , qui est compact, par Sp” G, qui ne 'est pas en
général, mais en jouant sur le support de p . Soit donc

g:G—>C(Sth):s»—>gs,

avec Gs (x) := x (s) pour tout s € G . Rappelons que Sp" G C C% est muni de la topologie
de la convergence ponctuelle. On a G (st) = Gs - Gt , Gs* = Gs et Ge = 1, ce qui montre que
linG (G) est une sous-algebre involutive de C (Sp” G) contenant les constantes et séparant les
points de Sp" G . Si v € M, (Sph G) représente f , donc est telle que id : Sp" G — C% soit
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scalairement v-intégrable et que

f:/xdu(x) dans CY |

on a

/Qs ) dv (x /gs ) di(x) pour tout s € G,

ce qui montre que p et v coincident sur lin G (G) . Nous allons prouver que supp v C supp g . Si
tel n’est pas le cas, il existe K € K (Sp G) disjoint de supp p tel que v (K') > 0 . Par le théoréme

de Stone-Weierstrafl appliqué a la fonction (1 +4/5 S‘I({o))) -1 € C(K Usupp ) , il existe une
L : v(K) ) v(K)
fonction réelle g € linG (G) telle que ‘g —1—\/57@| S Vzjo sw K et lg| < 2y SWr

supp p . Par suite ¢ € linG (G), , g*> > 1sur K et 0 < ¢° < % sur supp u , donc

e e [ [Fune 2 st 0

puisque p (Sph G) = [1du = f(0) , ce qui est absurde. Le théoréme de Stone-Weierstraf
appliqué a lin G (G)|Supp . » qui est dense dans C (supp ) , montre alors que v =p . —— O

REMARQUE 7 Les assertions de (ii) se généralise aux groupes G localement compact muni
de Iinvolution ¢~! | voire méme aux algébres stellaires. Les fonctions continues de type posi-
tif extrémales dans 7P' (G) , dites pures , i.e. appartenant a Ch (T P! (G)) , conduisent & des
représentations unitaires irréductibles ; un caractére est une représentation unitaire de dimen-
sion 1 , donc irréductible! On n’a en général pas unicité de la représentation par une intégrale
de Radon positive R (7'731 (G))-minimale. Pour plus de détails consulter le livre de Dixmier
[Dix 1964], en particulier le §13.

LEMME 3 Pour tout f € TP (G) et o € KY | la fonction g définie sur G par
g(s)= Y ¢u)-fv'su)- o (v)

u,veG

est de type positif. Si f € TP?(G) , alors g € TP’ (G) .

En effet pour tout ¢ € K@ | il vient

Do) gtrs) )= 0(s) Y ) fWtsu) o) () =

s,teG steG weG
LY D e @) Y, e vt)=
" suq vPQEGsuEG su=p tweG tv=q
=Y T @) -<la) .
p,q€G

en ayant posé € (q) = >, ,cq g (v) - ¥ (t) . Remarquons que ¢ € K@) | puisque supp ¢ C
supp ¢ - supp ¢ . D’autre part

g()=g() =Y - flsu)- o)=Y o) [ (vsu) ¢ (v)

u,weG u,weG
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Si f € TP?(G) , grace au lemme 2 on obtient
|f (Wsu)| < fle)-p(vsu) < fle)-p(v)-p(s)-p(u),

donc
|MM<f@%<Z]MMVMM)w@%(iﬂﬂ@ﬁﬂ@)=
uelG veG
=f(e)- D e p)| -p(s) -
uelG
Ce lemme est valable dans le cas général ! 0

LEMME 4 Supposons G commutatif. Pour tout f € TP?(G) ,s€ G ete € {£1,£i} NK
la fonction f. définie sur G par

Fo(0) = p () F (0 + 5 £ (1) + 5 - F s)
appartient a TP? (G) .

Pour tout ¢ € K(©) | définissons g comme dans le lemme 3 précédent. On a alors

e L) o) =

u,WEG
=005 Y ) f () e ()

u,veEG

+ Z SD(U) gf* (’U*US*)-()O(U) + Z gp(u) %'f(ﬂﬁ’u,)-gp(v) _
u,WEG uweG

G comjlutatif ( ) umZeGW ' f (’U*U) ' (U)
+: Z SD(U)'f(U*SU) .(’D(u)—i_g' Z SO(U)'f(U*SU)-QO(U) _
u,vEG uweG

=p(s)-g(e)+Re(e-g(s)) Zp(s)-gle)=lg(s)] > 0,

lemmes 2 et 3

ainsi que

:p@yfmﬂ+gxﬁ@ﬂ+—nﬁ@§)f*ﬁ@%
ce qui montre que f. € 7P (G) . Finalement

OIS p(s) £ () p() 45 F () plts) 45 F(6) p(st) <2 F(€) p(s)-p(H) |

donc f. € TP’ (G) . Cest dans ce lemme que la commutativité joue un role! ——— [
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2.7 Fonctions de type positif sur un monoide involutif

Nous allons maintenant étudier les défauts d’égalité dans les inclusions
TP (G) =FL (M (Sp"G)) c FL (MG (Sp"G)) c TP (G)

(cf. théoréme 2.6.iv)

Rappelons que ’on considére la semi-dualité séparante <K(G) | KG> , que K(©) est une algebre

de convolution involutive et que 7P (G) s’identifie aux formes (semi-) linéaires, les éléments de

. - . , . a .
K¢ | qui sont hermitiennes positives sur K(¢) | ordonné par le cone convexe K engendré par

les éléments de la forme ¢* * ¢ , pour ¢ € K(©) (proposition 2.6.i). En termes de dualité on a
TP(G) = (K9)" .

Le dual Sp" G € K% de G est formé des caractéres hermitiens de G' ou K@) (proposition
2.6.ii). C’est un monoide unifére involutif topologique, pour la multiplication ponctuelle, la
conjugaison et la topologie de la convergence ponctuelle induite par K& .

Pour tout p € K(%) et f € K¢ , on a

(el f) = (el Flge =D _@(s)- f(s)
seG
et

(fle) = (flehge =Y [ (s)-¢(s) -

seG

Nous désignerons par C. (Sph G) I’espace localement convexe des fonctions continues sur

Sp™ G muni de la topologie de la convergence compacte. Son dual est M¢ (Sph G) des intégrales
de Radon & support compact.

DEFINITION 1 L’application linéaire
G: KO ¢, (Sth) tp— Gy = (9| ‘P>|sth ,

définie par Go (X) := > .cc X (5) - ¢ (s) , s’appelle la transformation de Gelfand .

On a Gs := Gl = ©(s); attention dans les démonstrations du corollaire 2.3. et du
théoréeme 2.6, nous n’avons pas tenu compte de la conjugaison.

LEMME

(i)  La transformation de Gelfand G : K(&) — C, (Sph G) est un homomorphisme d’algébre
unifére involutive. Il est continu et

Gt Mmc (Sph G) — K¢
est la transformation de Fourier-Laplace FL .

(ii) G est injective, i.e. (Gs) . est libre dans C (Sph G) si, et seulement si, Sp" G sépare les
points de G .
Dans ce cas
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(i) G (K(G)) est une sous-algébre unifére involutive de C (Sph G) et, munie de la topologie
localement convexe la plus fine, et elle est isomorphe a K& . Ceci nous permet d’identifier le
dual de G (K(G)) avec K& , mais nous munirons G (K(G)) de l'ordre défini par le cone convexe

pointu fermé G (K(G))+ induit par C.. (Sp" G) C Kith .

(iv) Le cone conveze G (KS@) est engendré par les éléments de la forme |Go|® pour ¢ € K(©)

et on a

G (K?) c G (KD), .

G (K9) =1linG (K'Y,
arnst que

FL(ME (Sp"G)) € G (KY), c TP (G) =G (KI¥)
Démonstration de (i) Pour tout ¢, € K et y € Sp" G , on a
G(px1) () = (xlexv) = {xl¢) - (x[¥) = G (X) - G¢ (x)

et

Go" (x) = (xl¢") = (x*l9) = (x| ¥) = Ge (x) -
Pour tout u € M¢ (Sph G) et o € K@ ona

<wwm=Wﬁm=/@mwmm=/uwwmmz

/<90|X> dp (x < ‘/xdu > o| FLu) .

Démonstration de (ii) L’injectivité de G signifie évidemment que (Gs),, est libre dans
C (Sph G) , puisque (1{5})560 est une base algébrique de K(%) . Si pour s,t € G , on a

Gs(x)=x(s)=x(t) =Gt (x) pour tout x € Sp" G,

on déduit de Dinjectivité que s = t , donc Sp" G sépare les points de G . Réciproquement
lin Sp™ G est une sous-algebre unifére involutive de K¢ séparant les points de G, donc dense
par le théoreme de Stone-Weierstrafl; on a alors

{O}:(linSth) ={peK® | Go( Sp" G) = (Sp" G| ¢) = {0}} = KerG .

Voici une démonstration élémentaire : si ¢ € K@ est tel que Go =0, on a <Sph G | <,0> = {0},
donc <lin Sp” G| g0> = {0} . Mais pour tout ¢,u € supp ¢ tels que t # u , il existe x;, € Sp" @
tel que x;,, (t) # X¢,, (u) et, en posant

tu tuu'l
[T ) Xt ()

u€Esupp o~ {t} Xt (t> — Xtu (u)

on a f; € linSp" G , puisque Sp™ G est stable par multiplication ponctuelle, ainsi que f; (t) = 1
et fi(s) =0sis €suppp ~\ {t} . On en déduit

0=(fp) = th ¢ (s) =@ (t) pour tout t € suppy ,
seG

donc ¢ =0 .
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Démonstration de (iii) C’est immédiat par ce qui précede, en remarquant que
G (K(G)) < C°¢ (Sph G) SN Ksth
sont continues et que Kith est fermé.
Démonstration de (iv) En effet G (p* x ) = ]Qgp\2 > 0, ce qui prouve la premiere
inclusion.
Puisque G (K(G)) est stable par conjugaison, on a G (K(G)) = Re( (K(G)) +i-Re@ (K(G))
et il nous suffit pour la premiére égalité de montrer que Re G (K(G)) =g (K(G)) L g (K(G))
ce qui revient a prouver que ReGs, ImGs € G (K(G))+ -G (]K(G))+ . Mais
Gsl" =G (57s) <1+2G (s%s) + G (s75)" = (1 + G (579))"
ie. |Gs| <14+ G (s*s), donc |[ReGs|,|ImGs| < 1+ G (s*s) et par suite
1+G(s*s) , ReGs+1+G(s*s) , ImGs + 1+ G (s%s) € G (KD)
Le résultat en découle, puisque
ReGs = [Re Gs+1+G (S*S)] — [1 +G (S*S)]

et de méme pour ImGs .
Sip e MG(SP"G) et f = [xdu(x),ona f = f*et, pour tout ¢ € K tel que
Gpeg (K(G))+ , on obtient

<Qsolf>=<90|f>=/<solx> du(x)z/g_wdu(XDO,
on obtient § (K(G)) C

donc f € G (KG)i . Finalement puisque G (Kff”) c g (K(G))+ 7 N
G (K?) =TP(G). -

+ Y

Lo

DEFINITION 2 Soient X un espace topologique complétement régulier et A un sous-espace
vectoriel de C (X) . Nous dirons que A est un espace adapté sur X si

(a) OnaA=linA, .
(b) Pour tout z € X , il existe a € A tel que a(x) #0 .

(¢) Pour tout a € Ay , il existe b € A, et, pour tout € > 0 , une partie compacte K de X
telle que

legra<<e-b.

On dit que b domine a .

Cette notion a été introduite par G. Choquet [Cho 1962].

THEOREME 1 (Un théoréme de représentation de Riesz) Soit A un espace adapté.

Toute forme linéaire positive T sur A est représentable par une intégrale de Radon positive
wosur X .

En posant Ag := A, — A, , on aévidemment A = Ag-+i-Ag par (a). Il nous suffit donc de dé-

montrer le théoréme dans le cas réel. Soit F':= {f € C(X) | |f| < a pour un certain a € A} .
Si 7 est une forme linéaire positive sur A , d’aprés le corollaire 1.1.2 il existe une forme linéaire
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positive v sur F' qui prolonge 7 . Montrons maintenant que v est tendue , i.e. pour tout f € F',
et ¢ > 0, il existe un compact K C X , tel que pour tout g € F satisfaisant a |g| < 1cx - f
on ait |v (g)| < € : mais il existe a,b € A tels que f < a et b domine a et, si K € R(X) est tel
que Igg - a < ;G5 bet gl < leg - f o onalgl < 555 - b, done [v(g)] <e .

Il n’est alors pas difficile, grace au théoréme de Dini (cf. [Por AN], théoréme 14.3.ii), de
voir que v satisfait a la propriété de Bourbaki (cf. [Por AN], § 14.5) et, au vu de '’hypothése
(b) faite sur A que, pour tout K € R(X) , il existe a € A tel que a < —1k . Puisque X est
completement régulier on en déduit facilement que S (X)) C Fy, ; la démonstration est analogue
celle du théoréme 14.4 de [Por AN] . On montre finalement que la restriction & S(X) du
prolongement de v & F; défini par

p(s) = SUPfep r<sV (f)
est une intégrale de Radon qui représente 7 . 0

REMARQUE 1 Pour un théoréme plus général et une discussion des intégrales de Radon
sur un espace topologique séparé on peut se référer & mon article avec B. Anger [AngPor 1990],
ou a notre livre [AngPor 1992].

DEFINITION 3 Soit X un espace topologique complétement régulier. On dit qu'une fonc-
tion s.ci. k : X — R tend vers l'infini a linfini si elle est # oo et si, pour tout M € R, | la
partie fermée {x < M} est compacte.

Une telle fonction atteint son minimum et il est > 0!

COROLLAIRE On suppose que G est commutatif, que Sp™ G sépare les points de G et qu’il
existe Kk € G (K(G))+ qui tend vers Uinfini a Uinfini. Alors

(i) G (K(G)) est un espace adapté sur Sp” G .

(ii)) On a

FL(M§(Sp"G)) =G (KDY
et FL (MS (Sph G)) = TP (G) si, et seulement si, G <K*G)> =g (K(G))+ '
Démonstration de (i) Etant donné Gp € G (K(G))Jr ,on a

Gp® + 1 € G (K9),

et, pour tout € € ]0,1] , la partie {/{ < %} N {ggp < %} est compacte. Hors de cette partie on a
"k > é et Gp < % "ou" Gy > % " et dans les deux cas il vient

Gy .
_IVY < e
G+ S L
ce qui montre que G (K(G) ) est adapté sur Sp" G .
Démonstration de (ii) Sifeg (K(G))i , alors

G (Go| f) = (0| ) : G (K©D) — K
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est une forme linéaire positive ; elle est donc, par (i) et le théoreme de Riesz, représentable par
une intégrale de Radon positive u € Mf (Sph G) . Quant & la seconde partie on a G (K,&G)> =
G (K@) . si, et seulement si, G <KS<G)> =g (K(G))i , d’ou le résultat puisque 7P (G) =
K9 =g (k9. O

REMARQUE 2 Au contraire des fonctions de type positif exponentiellement bornée (théo-
réme 2.6.iv), la représentation intégrale de f € G (K(G))i N TP?(G) n’est pas nécessairement
unique comme le montre ’exemple de Stieltjes ci-dessous. En d’autre termes la transformation
de Fourier-Laplace FL : /\/lf (Sph G) — TP (G) n’est pas nécessairement injective.

Nous pouvons résumer les différents résultats obtenus jusqu’ici dans le diagramme suivant.
Rappelons les hypothéses : G est un monoide discret, Sp™ G sépare les points de G , et toute
forme linéaire positive sur G (K(G)) est représentée par une intégrale de Radon positive sur

Sph G .

Dualité
K® <c K9 K¢ = FLME(SP*G)) o> TP

)= T u

L
G(KO), cGEO) | M) > M) — FLME(EHE))

C+(Sp"G) cC (3" G) ) MU(B'G) o M(H'G) ——  TPU(G)

) U

C+(Sp°G) c C(Sp°G) M(Sp’G) D M4 (Sp°G) N TP (@)

EXEMPLE Si G est commutatif de type fini, i.e. il existe une partie finie S C G telle que,
pour tout u € G , il existe a = (a;),.g € N° satisfaisant & u = > g, - s . Alors Sp" G est

isomorphe & un sous-monoide de K et la fonction >, g |Q’5\2 cg <KS<G)> tend vers 'infini a

I'infini.

L’application
prg : K92 Sp"G — K% : x — (x(5)),cs

est évidemment un homomorphisme sur un sous-monoide de K° , puisque Sp" G est muni de
la multiplication ponctuelle induite par K& . Il est injectif, car pour tout v € G , on a

NOES | BI0R

seS
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Onad ¢|9s)> =340 (s*s) €G (K&G)> cg (K(G))+ et lapartie {3, ¢ |Gs|* < M} C
Sp" G C K¢ est compacte. En effet elle est contenue dans Ky := (g {|Qs| < VM } , qui est

compacte, car elle est fermée et, pour tout u € G , la partie |K (u)| est contenue dans la boule
de rayon \/JW'OC‘1 ) O

REMARQUE 3 Berg, Christensen et Ressel prétendent que Sp" G est homéomorphe & un
sous-monoide fermé de K* , donc qu'’il est localement compact (cf. [BeChRe 1984], proposition
6.1.6). Leur démonstration ne me semble pas étre correcte. Comme nous l’avons vu ci-dessus
on peut se placer dans le cadre des espaces topologiques complétement réguliers et modifier
les démonstrations pour tenir compte des complications liées aux intégrales de Radon sur ces
espaces.
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2.8 Le monoide N" et le probléme des moments

Le cas du monoide N .

Il ne posséde qu’une seule involution : idy d’apres P'exercice 2.1. Nous savons (proposition
2.1.1) que R — EXP(N) : 7 — r'd est un isomorphisme de monoide topologique, ce qui
nous permet de les identifier, et pour tout £ € N , on obtient

Gk =id" : r — ¥ .
est I'espace vectoriel des polynomes réels P (R) sur R et
P(R), =G (RM) =g RY)

En effet tout polyndéme p > 0 a des racines réelles nécessairement de multiplicité paire et des
racines complexes deux & deux conjugées, ce qui montre que p = q-¢q , ol ¢ est un polynoéme

Ainsi G (R™) =1lin (id"), _,

complexe. Ecrivant ¢ = Req +i-Imgq , on obtient p = (Re q)2 + (Im q)2 €eg (R&N)) , puisque

Req,Imq € P (R) sont des polyndmes réels. Nous avons donc résolu le probléme des moments
de Hamburger :

PROPOSITION 1 Pour qu'une suite f = (fi),ey € RY soit la suite des moments de i €
MY (R) , i.e. que

fk:/id"C dp  pour tout k € N |

il faut et il suffit que f € TP (N) .

EXEMPLE 1 (Stieltjes) En faisant le changement de variable ¢t = u* , pour tout n € N |
on obtient

o 1 oo o0 .
/ " sint1 et dt = 4/ w3 sinw - e Y du = 4Im/ w3 e gy =0
0 0 0

car
00 ' eli—1)u o0 00 eli—1)u
/ u4n+3 . 6(z—l)-u du = [u4n+3 . } . / (47L + 3) u4n+2 . du =
_ _ ants (41 +3)! i g (4n + 3)! i—1)u]® _
= YT e T = = [
(4n + 3)! dn+4 w1 (4n+3)!
:W‘OJFZ) = (1) ST
L1

en remarquant que (1 + z')4 = —4 . Ceci montre que l'intégrale de Radon réelle sin (idi> e idT .

Ar, induit la forme linéaire 0 sur P (R) , ou bien que les intégrales de Radon positives

. 41 _sdi . 41 _sdi
sin. <1d4> e id? “Ar, et sin_ <1d4> e id? AR,
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évidemment différentes, ont les mémes moments.

REMARQUE 1 On peut se poser la question de I'unicité en restreignant le support de p .
La restriction & R, , on dit que c’est le probléme des moments de Stieltjes , ne conduit pas
a P'unicité comme nous venons de le voir. On peut montrer que les suites des moments des
p € MY (R;) sont exactement les fonctions f sur N telles que f, 71f € TP (N) . Dans ce cas
on obtient évidemment par récurrence que 7, f € 7P (N) pour tout k € N .

Par contre on a unicité en se restreignant a [0,1] = EXPY (N); c’est le probléme des
moments de Hausdorff que nous avons déja résolu (cf. exemple 2.3.1). Les suites des mo-
ments des p € MY ([0,1]) sont exactement les fonctions complétement monotones sur N :

on a FCM (N) c TP"(N) .

Le cas du monoide N” pour n > 1 , muni de I’involution idy»

Cet exemple a été complétement traité par C. Berg, J.P.R. Christensen et C.U. Jensen
[BeChJe 1979] et repris mot & mot dans [BeChRe 1984].
On a SpN" = EXP (N") et utilisant la proposition 2.1.1 et I'exercice 2.2, on voit que

R — (EXP (N))" 2 EXP (N") : x —s 29
est un isomorphisme de groupe topologiques, la fonction exponentielle associée a = étant
id . nyn . k.__ k;
2 N'—R:k+—=x .—ij’ .
JEN
Pour tout a € (Ri)n , la fonction a!! est une fonction exponentielle, mais aussi une valeur

absolue sur N" | et TP (N™) est I’ensemble des fonctions de type positif f sur N™ telles qu’il
existe c € Ry et que

If (k)| < C-Hajj pour tout k € N" .
jen
En outre EXP*" (N") est homéomorphe & [—a,a] = [Ic.[—aj,a;] C R™ et en particulier
EXPP (N") est homéomorphe a [—1,1]" | car si z14 € EXP*" (N") , on a |21 < ¢ d pour
un certain ¢ € R, , donc en particularisant |x]|k < c- aé? pour tout £ € N et par suite
|z;| < limy, cr -a; = a; , ce qui montre que x € [—a,a .

Utilisant le théoréme 2.6.iv, on voit que tout f € 7P (N™) est univoquement représentable
par une intégrale de Radon y € MY" ([—a,a]); on a

f(k)= / 2 dp ()  pour tout k € N .
[7'170’}

n

En particulier f est bornée si, et seulement si, supp p C [—1, 1]
La transformée de Gelfand de ¢ € RN") est le polynome réel a n variables

Go:R" —R:z— (z|p) = Y o(k) z*;
keNn
G (RM) est donc I'espace vectoriel P (R") de tous ces polynomes. Ainsi P (R"), est le cone
convexe des polynomes positifs, tandis que P (R"), := G (Rkan)> est le cone convexe des sommes

finies de carrés de polynomes.
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Nous avons montré ci-dessus que P (R), =P (R), , et P (R"), C P(R"), , mais
P(R%), #P (R,

comme le montre I’exemple suivant :

EXEMPLE 2 Le polynéme
p=pri-pry- (pri+pr;—1) + 1€ P (R*) NP (R?), .
Plus précisément

1
pri-pry- (pri+pry—1) > —55 .

i
i

f
i
W
m;%'.t:»
e
2 {/////f.ofzﬁ,e X

(z,y) > 2?2y (2P 4y - 1) (z,y) > 2?2 (@P+yP-1)+1
[—1.5,1.5]> — [—0.1,0.1] [—1.5,1.5]7 — [0,2]

Si pr2+pr2 > 1, on a trivialement p > 1 . Si pri+pr3 < 1, on a pr?-pr2 < 1, donc
pr?.pra- (pr? +prz —1) > —1 . Soyons plus précis. Par symétrie il suffit d’étudier ce polynome
sur R2 .Onap(z,0)=p(0,y) =1etp(z) > 1si|z] > 1.1l atteint donc son minimum absolu
sur B; N Ri . Mais sur cet ensemble on a

2y (PP 1)+t eyt 20 y 2% +y*—1) Y\ _
gradp(z’y)_(x2-2y-(x2+y2—1)+x2-y2-2y =2zy - x-(a:2+2y2—1) =0

si, et seulement si, "z =0"ou" y=0" ou "a:':y:T?’" et comme
3 V3 11 1 1 26

P \/_—7£ =—-—-|=-4+=-=1]4+1==<1,
373 3 3 \3 3 27

on voit que ce minimum est en <‘/?§, \/?g) . Ainsi p > % .

Supposons maintenant que p = Y jeN q]z pour certains ¢; € P (R?) que nous écrivons sous
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la forme
Qj(x7y> :Cj+x'aj(‘r)+y'bj (y)—FZEyTJ(.I?y) )
ou aj, bj, r; sont des polynomes. Puisque
1=p(z,0) = qu (x,0) = Z [ +2¢; -3 a;(x) + 2%l (z)]
JEN JEN

on obtient en comparant les coefficients

Zc?zl , ch'aj(x)zo et Za?(a:)zo,

jEN jEN jEN
donc a; = 0 . On prouve de la méme maniére que b; = 0 . Ainsi

q; (x,y) = ¢j +ay-ri(z,y)
donc
eyt (P -1)+ 1= Zc?vLZchxywj (x,y) +Zx2-y2-r§ (x,y) ;
jEN JEN jEN

le membre de gauche étant de degré 6 , on a nécessairement degr; < 1 et, en comparant le
coefficient de 22 - 2 il vient

Py —1=) ri(zy) =20,
JEN

ce qui est absurde. Nous avons fini de prouver que p ¢ P (R?), . O

PROPOSITION 2 Sin > 2, le cone convexe P (R™)_ est fermé dans P (R") et # P (R"), .
En particulier FL (MY" (R™)) # TP (N") , i.e. il existe une fonction de type positif sur N
qut n’est pas une suite de moments.

Le polynéme p construit dans ’exemple 2 ci-dessus peut évidemment étre considéré comme
un élément de P (R"), . Pour montrer qu'il n’appartient pas a P (R"), , il suffit de constater
que la démonstration ne change pas si les polynomes a;, b;, r; dépendent en plus des variables
supplémentaires.

Sid € N et Py (R") désigne I'espace vectoriel de dimension finie des polynomes de degré
< d , montrons tout d’abord que P (R™), NP, (R™) est fermé dans P, (R™).

Soit R une partie de R ayant d + 1 points. Rappelons qu'un polynéme & une variable de
degré < d a au plus d zéros (division!) ; §’il s’annule sur R , il est donc nul. Ainsi si p € P (R")
s’annule sur R" , il est aussi nul : en effet par récurrence si v € R ! , le polyndome & une
variable p (-, u) s’annule sur R , donc est nul quel que soit v € R"~! . Ainsi, pour tout z € R, le
polynéme a n— 1 variables p (, -) s’annule sur R"~! | donc est nul par I'hypothése de récurrence,
ce qui finit de prouver que p = 0 . La topologie de la convergence ponctuelle sur R" , qui est
par suite séparée, est identique & la topologie localement convexe canonique sur Py (R™) . Si
D :=dim P, (R™) , alors tout polynéme p € P (R"), NPy (R") s’écrit sous la forme

p=2_1
JjeED
EneffetsipzzjeNp?etN<D,ilsufﬁtdeposerpj =0pour N<j<D.SiN>D,la
suite (p?)je  West pas libre et il existe une combinaison linéaire Zj eNGi® pJQ. =0.SikeN est

tel que |¢x| soit maximum, en changeant les signes nous pouvons supposer que ¢, > 0 , alors
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ck>|cj|>c],doncl—— 0 pour tout j € N et
_ 2 G2 G 2
=T iai= ¥ (1-2)4
JEN JEN JEN~{k}

Par récurrence descendante on obtient le résultat.
Soit maintenant une suite (i), € P (R™), NP4 (R™) qui converge vers p dans Py (R") .
En écrivant

Pr = sz’j pour certains py; € Py (R") |
j€D
les suites (py (1))zey POUr 7 € R™ sont convergentes, donc bornées dans R . Il en est donc de
méme des suites (pz’j (r))keN , et par suite des suites (pg; (7)), » POUr 7 € R et j € D .
Par le théoréme de Bolzano-Weierstral (appliqué D - (D + 1)"-fois!), il existe une sous-suite
(k1),en telle que limy py, ; (r) existe pour tout r € R" et j € D . Puisque la topologie de la

convergence ponctuelle sur R" est la méme que celle de la convergence des coefficients, on en
déduit p; := lim; pg, ; € Pa (R™) et

2
hmzpm (limy pr, ;) :p?,

donc que

p = limy, pp, = limy py, = limy Zpihj = Zp? e P(R"), NPy (R") .

j€D jeD

Nous allons maintenant utiliser le

THEOREME (de Krein-Smulian) Si F est un espace de Fréchet, alors toute partie con-
veze C' de F' est fermée si, et seulement si, C' N co, est (faiblement) fermée pour toute semi-
norme continue p sur F .

C’est une conséquence du théoréme de Banach-Dieudonné (cf. Bourbaki [Bou 1981], EVT,
chap. IV, §3, no. 5, corollaire 2, p. 25). Remarquer que la fermeture d’une partie convexe

de F' est la méme qu’elle que soit la topolgie localement convexe sur F'T compatible avec la
semi-dualité (F |F1) .

En effet RN est un espace de Fréchet, puisque N” est dénombrable, et son dual est RN") . Les
semi-normes de la forme ||| ;- , pour K € B/ (N") |, définissant la topologie de la convergence
ponctuelle, on vérifie facilement si p est une semi-norme continue, donc p < ¢+ ||+, x pour
certains K € B/ (N") et ¢ € R, , que co, C RE C RA") | Mais d’aprés ce que nous avons
vu ci-dessus, dans le langage des polynomes via la transformation de Gelfand, RN ARK ¢

fermé, donc aussi RN co, , ce qui finit de prouver que RM) est ferme pour la topologle

localement convexe la plus fine sur RN | qui est évidemment compatible avec la semi-dualité
(RN'| RO O

REMARQUE 2 On peut aussi généraliser le probléme des moments de Stieltjes. On dit
qu'une fonction f € RY" est complétement de type positif si pour tout k¥ € N” , on a 7,f €
TP (RNn) , on désigne ’ensemble de ces fonctions par C7P (RNn) . On dit que f est une

suite de moments de Stieltjes si f (k) = [id" du pour une intégrale de Radon p € MY (RY) ;
FL (/\/ll}in (Ri)) est donc ’ensemble de ces fonctions.
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Soit P (R™),, le cone convexe engendré par les polyndomes de la forme id* -p? pour k € N”
et p € P (R") . On peut montrer que

PR",, = Y id*PR",,
ke{0,1}"

qu'une fonction f € RY" est complétement de type positif si, et seulement si, (p| f) > 0 pour
tout p € P(R"),, , que CTP (RN") est fermé dans P (RN") , que si p désigne le polyndéme de
Robinson
pi=pri- (pr} =1)" + pr3- (pr3 —1)° = (pr} 1) - (pr3 1) - (pr} +pr3 —1) ,

alors p (- —2,- —2) € P(R?), P (R?),, , et finalement qu’il existe des fonctions complétement
de type positif qui ne sont pas des suites de moments.

En outre le théoréme caractérisant les suites de moments de Stieltjes sur N (remarque
1) n’est plus valable si n > 2 . Il existe méme une fonction f € RY" telle que 7.f €
FL (/\/II}]Fn (Ri)) pour tout £ € N" qui n’est pas une suite de moments de Stietjes. Pour ré-
soudre ce probléme il faut introduire le cone convexe P (R’}r) N des polynoémes qui sont positif

sur R”} et le cone convexe P (Rfﬁ)** engendré par les polynomes de la forme id* -p pour k € N”
etpeP(R"), .Ona

P (Ri)** - Z id"-P (R™);
ke{0,1}"
ce cone est fermé, son polaire
P (R’}r):* = {f e RV ’ Tvf € FL (MJNrn (R’fr)) pour toutk € N”}
et P (Rﬁ) NP (]R’}r)** # () . Cette derniére assertion découle du fait que

pry - pry- (pry +pro—1)+1€P (Ri)Jr ~P (Ri)

*k

Le cas du monoide N? , muni de I’involution % : (ky, ks) — (k2, k1)

D’aprés la proposition 2.1.1 les caractéres complexes de N sont les fonctions z'¢ pour z € C .
Les caractéres complexes de N? sont donc aussi de la forme

N2 Crk— 2
pour z = (z1,29) € C? . Un tel caractére est hermitien si, et seulement si, pour tout k € N? |
on a
Zf‘l i zéﬂz _ Z{Q . 251 _ Z—lkz i Z_le )
En prenant k; = 0 et k; = 1, on obtient 2z, = Z7 , ce qui montre que
C— Sp (N*,%) : 2 — (z,2)9
ou
(z,E)id N2 — C:k— 2P .zk
est un isomorphisme de groupe topologique. L’image de B; est Sp” (N2, %) .
Sia € RY , il est clair que alidl ;& —— P12 est une valeur absolue et que toute fonction
de type positif f sur (N2, %) , telles qu’il existe ¢ € R, et que

If (k)] < c-a™ ™2 pour tout k € N? |
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Le monoide N" et le probléme des moments 2.8
| , . (v2.%) \

est univoquement représentable par un intégrale de Radon p € M} (B,) , ou B, :=

{z€C| |z <a};ona

f(k):/|< o du(z) .

Comme dans ’exemple précédent on peut montrer qu’il existe une fonction de type positif
qui n’est pas une suite de moments.

Claude Portenier ANALYSE HARMONIQUE SUR UN MONOIDE DISCRET 83



2.9 Fonctions relativement de type positif sur un monoide involutif

2.9 Fonctions relativement de type positif sur un
monoide involutif

DEFINITION 1 Si G est un monoide involutif, on dit qu’une fonction f : G — C est
relativement de type positif si le noyau

sp:(s,t) — f(t's)

est relativement de type positif.

Rappelons que la condition d’hermiticité signifie que
f(s*)=f(s) pourtoutsedG.

En particulier f(e) € R . On vérifie facilement que I’ensemble R7 P (G) formé de fonctions
relativement de type positif est un cone convexe fermé dans C¢ . On a 7P (G) C RTP (G) .

EXEMPLE 1 Onale7P(G),mais -1 € RTP(G) TP (G)!

EXEMPLE 2 Un homomorphisme hermitien ¢ € Homy, (G,K) , i.e. £(st) = {(s) + ¢ (¢) et

¢ (s*) = £(s) pour tout s,t € G , est relativement de type positif.
En particulier

R @ Homy, (G,K) C RTP (G)
et R @ Homy, (G, K) est un espace vectoriel réel.
En effet ¢ = [¢) (1| + |1) (¢| , puisque

s (s,t) = L(t7s) = £(s) + (1) = | |€) (1] + |1) W] (s,t)
d’ou le résultat par ’exemple 2.5.2. O

Dans le reste de ce paragraphe
G = (G,¢*) est un monoide involutif commutatif.

DEFINITION 2 Une fonction ¢ : G — R est dite quadratique si, pour tout s,t € G , on
a

g(s+1)+q(s+t7)=2-(q(s) +¢(1)) - (%)

LEMME

(i) La partie réelle d’un homomorphisme hermitien est une fonction quadratique

(i)  Réciproquement si l'involution est idg , donc K =R |, alors une fonction quadratique est
un homomorphisme hermitien.

84 ANALYSE HARMONIQUE SUR UN MONOIDE DISCRET Claude Portenier



Fonctions relativement de type positif sur un monoide involutif 2.9

Démonstration de (i) Si ¢ est un homomorphisme hermitien, alors Re/ satisfait en
particulier & Re ¢ (s*) = Re{(s) pour tout s € G , donc

Rel(s+t)+Rel(s+1t") =Rel(s)+Rel(t)+Rel(s)+Rel(t)=2-(Rel(s)+Rel(t)) .

Démonstration de (ii) C’est immédiat. O

PROPOSITION  Si q est une forme quadratique, pour tout r,s,t € G , on a

(¥ (=0 e g(s)=qls) .
(i) qs+t+t)=q(s)+q(t+17) .
" Q(“'S):M'Q(S)—@-q(sjts*) pour tout n € N .
En particulier
hmﬂ(ZQ'S) :q(s)—%.q(s—i-s*) .

Considérons le noyau 3, : G x G — R défini par

7y (5,1) == q(s+t") —q(s) —q()

On a

(i) (5.1) = 7, (t.5) =~ (s.1) .
(v) 7 (5,8) + 57 (rot) = 77 (s +7,t) .
(vi) a(n-s)

7, (s,s) = —2-lim, e

(vii) Une fonction quadratique q négative est relativement de type positif.

Démonstration de (i) On voit immédiatement en posant s = ¢t = 0 dans (*) que
q(0) =0 et, en posant s = 0 que ¢ (t*) = ¢ (¢) .

Démonstration de (ii) Il suffit de remplacer ¢ par ¢ + t* dans () .

Démonstration de (iii) Cette formule est manifestement vraie pour n = 0,1 . Pour
n > 2, si cette formule est vraie par n et n — 1 , il vient

q((n+1)-s):q(n-s+s)(Z*)Qq(n-s)~|—2q(s)—q((n—l)-s+s+s*> =
= 2% -q(s)—n(n—1)-q(s+s)+2¢(s) —q((n—1)-s) —q(s+5") =

(3i3,n) et (1)

= (@20 +2) - q(s)—[n(n—1)+1]-q(s +5) — (n—1)"q(s)

(éti,n—1)

L= 1)2(n —2)

q(s+s") =

(n—1)(n—2)
2

:[(2n2+2)—(n—1)2]-q(s)— nn—1)4+1- cq(s+s") =
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n(n+1)

=+ 1) g (s) -

q(s+57);
elle est donc vraie pour n + 1 .
Démonstration de (iv) Puisque ¢ (s +t*) = ¢((t +s*)") = ¢(t + s*) , on obtient évi-
demment ¢, (s,t) = 3¢, (t,s) . D’autre part
H(st) =q(s+1) —a(s) —q() =2+ (a(s) +a() —a(s+1) —q(s) —q(t) =

=a(s)tat) —als+1) = =54 (517 .

—~~

Démonstration de (v) Il vient

7y (s,1) + 55 (rt) = q(s +17) —q(s) =g () + ¢ (r+ ) —q(r) —q(t) =

= gl ) Tl 0}~ a() —a(r) ~ 20 (1) =

*

—
=

(*)et(u‘)%‘{[2q(8+r+t*>+QQ(t)_Q(5+T+t*+t)] + [Q(S-i-?“*)—i-q(t—kt*)]}

—q(s) —q(r) —2q(t) =

—q(str 1) =5 {aGrrrirt) —gtr) =g+ )} —a(9) ~a(r) —a(t) =

Sl t) = el )+ als+ ) —a(s) —alr) — a(t) =

=l ) = als 4 )+ a(s) )~ 5a(s ) —qls) ()~ a(t) =

— (st —q(s+r)—q(t) =7 (s +m8)
Démonstration de (vi) C’est évident par (iii).

Démonstration de (vii) Il nous suffit d’apres la proposition 2.5.2.i, en choisissant £ := 0,
de montrer que le noyau ¢, est de type positif. Tout d’abord, pour tout ¢ € Z'S) | posons

wi= Y p(s)-s+ Y (—pls)-s";
p(s)>0 (s)<0
puisque ¢ est négative, utilisant (vi) il vient

0 < 34 (u,u) =

=5 | D els)st Y (—p(s) s, p(t)-t+ Y (o)t | =

©(s)>0 ©(s)<0 @(t)>0 »(t)<0

= Y el Zst e+ Y w(s) 7 (s t) - (—e (1)

©(s),p(t)>0 ©(8)>0,p(t)<0

) (o) Em ) e+ Y w(s) A (st)e(t) =

(5)<0,0(t)>0 ©(8)p(t)<0
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(i) D o(s) o (s,0) 0(t) .

Le cas ¢ € Q@ s’en déduit immédiatement en chassant les dénominateurs et celui de ¢ € R(@)
en passant a la limite. O

REMARQUE 1 La partie réelle d'un homomorphisme hermitien est relativement de type
positif et une fonction quadratique. C’est donc une fonction relativement de type positif bien
particuliére, s’il n’est pas négatif. Nous éliminerons ce cas en exigeant qu’il soit majoré (cf.
théoréme 2.10.1.iii).

En effet si ¢(s) >0, alors limg k- £ (k- s) =limg k- £ (s) = o0 .

Ainsi les homomorphismes hermitiens qui sont purement imaginaires et les fonctions qua-
dratiques négatives, lorsque K = C et l'involution n’est pas l'identité, jouent donc un role
particulier.

Pour ne pas distinguer les deux cas K = R ou C , évidemment en utilisant 1’involution
identique sur R , pour une fonction f : G — K nous utiliserons la notation Re f := % . ( f+ 7)
et nous écrirons explicitement % . ( f— 7) , et non pas i -Im f!

Remarquer qu’une fonction hermitienne f est purement imaginaire si, et seulement si,

f(s*) = f(s) =—f(s) pour tout s € G .

REMARQUE 2 Si G est un groupe muni de I'involution s — s* = s~ et £ est un homo-
morphisme hermitien, alors

2Rel(s)=0(s)+L(s)=L(s")+L(s)=L(s"s)=L(e) =0,

i.e.  est purement imaginaire, et réciproquement puisque

((s") = —l(s) = L(s) ,
i.e. Hom, (G,C) = Hom (G,i- R) .
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2.10 La formule de Lévy-Khintchine

Dans le cas général nous savons seulement qu’'une fonction exponentiellement bornée de
type positif est univoquement représentable par une intégrale de Radon & support compact
dans Sp" G . Dans ce qui suit il sera méme nécessaire de se restreindre au cas borné.

Comme la multiplication ponctuelle de caractéres

m:Sp’ G x Sp’ G — Sp° G : (x,0) — x -0

est continue, Sp’ G est un monoide topologique compact. On peut donc définir une structure
d’algebre (de convolution) involutive sur M (Sp” G) en introduisant

M (Sp’G) x M (Sp*G) — M (Sp’G) : (p,v) — pxv:=m(pev)
et

M (Sp* G) —>./\/l(Spr) cp— = (3)

c’est-a-dire que, pour toute fonction continue ( € C (Spb G) ,on a

Jcaweryi= [comawen = [([coe-nauw) e
/Cdﬁzﬁ-

Nous munirons M (Spb G) de la topologie faible o (./\/l (Spb G) ,C (Spb G)) .
Rappelons que nous avons défini la transformée de Gelfand de ¢ € K& (définition 2.7.1)
par

et

G (x) =D _x(s)-¢(s) .

seG

On a
Gs (x) =Gl (x) = x (5) -

Quant & la transformée de Fourier-Laplace de y € M (Spb G) (définition 2.6.5) elle est donnée
par

FLu(s) = [ x(6) dut) = [ Godn.

Nous aurons aussi besoin de 1’espace vectoriel M (Spb G~ {1}) de toutes les intégrales de
Radon sur Sp” G’ ~. {1} , muni de la topologie faible

o (M (Spr ~ {1}) K (Spr ~ {1}))
dite topologie vague .
THEOREME 1

(i)  La transformation de Fourier-Laplace

FL: M (SpPG) — linTP"(G)
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est un 1somorphisme d’algébre involutive et
FL: M, (Sp"G) — TP (G)

est un homéomorphisme.
(ii) Soit f : G — K . Pour que f € RTP(G) , il faut et il suffit que e*/ € TP (G) pour
tout u € R7 .

(iii) Soit f € RTP (G) . Pour que e*/ € TP (G) , respectivement e*/ € TP’ (G) pour tout
u € RY il faut et il suffit qu’il existe une valeur absolue p > 1 et c € R tel que

Ref<c+Inp,
respectivement
Ref<c.

Dans ce cas la plus petite valeur de c est f(0) .

Démonstration de (i) D’apres le théoreme 2.6.iv F L est bijective et, pour tout s € G ,
il vient

L) 9= [x a0 = [ ([0 d) e -

~([x@ aueo)- ([0 o) =Feuts)-Fove

et

Fen(s) = [x(s) o = [XEdut0 = [ () 60 = FERG) = (FLa)' (5)

La transformation de Fourier-Laplace est la topologie de convergence simple sur G corres-

pondant a la topologie faible o (/\/l (Spb G) .G (K(G))|Spb G) , qui est évidemment moins fine

que o (/\/l (Spb G) ,C (Spb G)) . D’autre part si un filtre § sur 7P° (G) converge ponctuelle-
—1

ment sur G , FL (F) est un filtre de Cauchy sur M, (Spb G) pour la topologie de la conver-

—1
s 2 1 - 1l existe donc une partie A € FL(f) telle que
sup (1] A) < oo . Ainsi A est contenue la partie compacte des intégrales de Radon positives de

gence ponctuelle sur G (K(G))

-1
masse < sup (1| A) . Tout ultrafiltre 4 sur A est donc convergent et s'il est plus fin que FL (F) ,
FL (4) est plus fin que § , donc

FL(ImY) =lmFL(U) =limF .
—1 —1
Puisque FL est bijective, on obtient lim4 = FL (lim§) , ce qui finit de prouver que FL (F)

—1
converge vers FL (im§) .

Démonstration de (ii) C’est une reformulation du théoréme 2.5 dans le cadre d’un
monoide involutif.

Démonstration de (iii) Les conditions sont nécessaires car si p est une valeur absolue
telle que eRef = }ef ‘ LUE p , nous pouvons admettre que p > 1 , respectivement que p = 1
dans le cas borné, et il vient

Ref < f(0)+1Inp , respectivement Ref < f(0) .
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Rappelons, puisque f est hermitienne, que f (0) € R . Réciproquement, pour tout v € R* , on
obtient

}euf| — eu-Ref < eu-f(O) pu

et p" est une valeur absolue, donc e*/ € TP (G) . O

DEFINITION 1 Nous désignerons par R7 P™ (G) ensemble des f € RTP (G) telles que
Re f soit majorée, donc telles que e*+7 C TP (G) .

On dit que (,uu)ueﬂhr C M, (Spb G) est un semi-groupe de convolution si
(a) o = €1, intégrale de Dirac concentrée sur le caractere 1 .

(b)  Pour tout u,v € Ry , on a ju, * ft, = [y, -

(¢) L’application u — pu, : Ry — M (Spb G) est faiblement continue.
Nous aurons en outre besoin de la notation suivante : soit

1
T, ::5-(78+75*):KG—>KG,

i.e. pour tout f € K% et s € G,

Tsf::%'(78f+78*f):tn—>%'[f(t—l—s)—l—f(t—irs*) G — K.

Finalement nous dirons que p € M (Spb G~ {1}) est une intégrale de Lévy si

/ (1 —ReGs) duy < oo pour tout s € G .
Spb G~ {1}

REMARQUE 1 Une intégrale de Lévy n’est pas nécessairement bornée au voisinage de 1 .
Par exemple si G = R, , on a Sp°Ry = EXP*(R,) = [0,1] (proposition 2.1.2), donc
Sp’ Ry ~ (1) = [0, 1] et, pour s € R, , la transformée de Gelfand de Ly est

Gs:[0,1] — R:r+—1".

Les intégrales de Radon sur [0, 1] de la forme ﬁ - Ajo,1[ pour v € ]0, 1] sont non-bornées,

mais des intégrales de Lévy, puisque
0<1-Gs=1—-id°<1.

LEMME
(i)  Pour tout o € M, (Sp"G) et s€ G , ona
(Id ~T,) FLo = FL ((1 ~ ReGs) - cr) e TP (G) .
(i) Si f €KY est telle que (1d —T,) f € TP’ (G) pour tout s € G, posons
o= FL <(Id T, f) cie. (AT, f = FLo, .

Alors il existe une unique intégrale de Lévy p sur Sp” ~ {1} , dite associée a f , telle que

(1 —ReGs) - u=o0ygg.qy pourtoutseG .
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Démonstration de (i) En effet

(1d—T,) FLo = (1d—T}) ( / ydo (X>> _
Z/(Id—Ts)Xda(x)zf[x—%'(x~x(8)+x-x(8*))} do (x) =

:/X~(1—Regs) 4o (x) = FL ((1 - Res) -0) € TP'(G) ,

puisque d’une part 3 - [x (s) + x (s*)] = 5 - [Gs + Gs] (x) = ReGs (x) et, d’autre part Re y <
Ix| < 1 pour y € Sp’ G par la remarque 2.1.3, montrant que 1 — ReGs >0 .

Démonstration de (ii) Pour la seconde partie, pour tout s,t € GG , il vient tout d’abord
—1

-1
(1—ReGt) 0, = (1 —ReGt) - FL ((Id 7)) f) — FL ((Id ~T;) (1d —T%) f) —
1 —
= FL((1d~T) (1d~T) f) = (1 - ReGs) - 7L (1 ~T)) ) = (1~ ReGs) -, .
montrant que sur I'ouvert {ReGs < 1} N {ReGt < 1} de Sp* G ~ {1}, les intégrales
(1-ReGs) "o, et (1—ReGt) "oy
coincident. Comme ({ReGs < 1}) 5 (o) est un recouvrement ouvert de l'espace localement

compact Sp’ G ~ {1} et en utilisant une partition de 'unité, il existe une unique intégrale de
Radon positive p sur Sp? G~ {1} égale a (1 — ReGs) " - o, sur {ReGs < 1} , d’oil le résultat.
O

THEOREME 2 Il y a correspondance biunivoque entre les semi-groupes de convolution
ur— p, Ry — My (Spr)
et les fonctions f € RTP™ (G) par la formule
FLp, =e*?  pour tout u € R, .

Dans ce cas, pour tout s € G,

1
o= lim, o4 . (1—-ReGs) -, existe dans M (Spb G) ,

u

FLlLo,=(Id-T,) f € TP"(G)

et lintégrale de Lévy p associée a f est

1
= lim, o, o Hufsp? 6 (1) vaguement dans M (Sp” G ~ {1}) .

Si (,uu)ueﬂh est un semi-groupe de convolution, pour tout s € GG , la fonction
ur— FLpu, (s): Ry — K
est continue, puisque F L est continue, et c’est un caractére de R, car
F Lty () = FL (o, * 1) (8) = F L, (5) - FLps,, (5) -

Ainsi FLp, (s) = e/ pour un certain f (s) € K (proposition 2.1.2) et e*f = FLpu, €
TP (G) , donc f € RTP™(G) . Réciproquement si f € RTP™(G) , il suffit de poser p, :=
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—1
FL (e“'f ) , d’ou le résultat par le théoréme 1.i, puisque u —— e/ est un semi-groupe de
multiplication !

Si fe RTP™(G) , il vient

Id-Ty) (e"/ —1) = el =1 —Tye"/ + 1= (Id-Ty) "/ =

— (1d—T}) FLu, = FL ( (1—ReGs) - uu) e TP (@)

evf—1
U

-1
par le lemme. Comme lim,,_,o4 = f, la continuité de FL£ sur 7P" (G) montre finalement

que
e —1

-1 -1
oy = limy_o, % (1—ReGs) - p, = FL ((Id ~T) limyos ) — FL ((Id ~T)) f)

existe dans M, (Spb G) et que (Id —7%) f = FLos .
Pour tout ¢ € K ({ReGs < 1}) , la fonction ¢ - (1 —ReGs) ' € C (Sp*G) et

1 1
lim,, o4 o /Cd,uu = lim, o4 o /C -(1—=ReGs) " - (1—ReGs) du, =

—/(-(1—Regs)‘1 das—/C-(l—Rer)_l~(1—Regs) du—/gdu,

ce qui prouve notre assertion en utilisant une partition surbordonnée au recouvrement ouvert

({ReGs < 1}),cq g0y de Sp’ G~ {1} . O

REMARQUE 2 Si [g. 4 X (s) = 1] du(x) < oo pour tout s € G, alors

Lo D0 €RTPG)

mais cette condition n’est pas satisfaite par toute intégrale de Lévy. On léve cette difficulté en
introduisant un facteur de correction L introduit par K.R. Parthasarathy, R.R. Rao et S.R.S.
Varadhan [ParRaoVar 1963] si G est un groupe (commutatif) muni de I'involution —ids . Cette
notion a été généralisée par Berg, Christensen et Ressel [BeChRe 1984], definition 3.17, p. 108,
mais I’existence pour un monoide involutif quelconque est due & H. Buchwalter [Buc 1986].

THEOREME 3 (Buchwalter) Il existe une fonction L : G X Sp’ G — K , on dit que c’est
une fonction de Lévy pour G |, telle que

(i)  Pour tout x € Sp’ G , la fonction L (-, x) est un homomorphisme hermitien sur G tel que
L(s*,x) =—L(s,x) pour tout s € G .

(i) Pour tout s € G, la fonction L (s,-) est continue sur Sp’ G et L (s,X) = —L(s,x) pour
tout x € Sp’ G .

(11i) Pour toute intégrale de Lévy p et s € G, on a

[ @1 Ll de) <o
Sp® G~ {1}

. :=/ (x—1—L(x)) du(x) € RTP™(G) .
Sp G~ {1}
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(Id=T) fu = FL (1Spb a1} "s) ,

lintégrale de Lévy associée a f, est p et Re f, <O .
(iv) Pour tout ¢ € K9 tel que (¢|1) =0 et Gp € G (K(G))+ , on a

(| L(-,x)) =0 pour tout x € Sp’ G .

La construction commence par l'introduction de la relation d’équivalence sRt définie par
il existe u € G tel queu=u"et s+t*"+u=s"+t+u.

On vérifie facilement que cette relation est compatible avec I'addition et I'involution, ce qui
permet sur G /R de définir

Rs+ Rt :== R(s+1) et (Rs)" :== R(s") .

Mais Rs+ (Rs)" = R (s + s*) = R0 = 0 montrant que Rs est inversible et que I’élément opposé
est —Rs = (Rs)" , donc que G /R est un groupe. Soit alors F' le sous-groupe de G /R formé des
¢léments d’ordre fini et considérons le groupe G := (G /R) /F comme un Z-module. Puisque G
est sans torsion, ’application canonique v — 1 ® v : G — Q® G est injective (cf. Bourbaki
[Bou 1970], A 11, §7, no. 10, corollaire 1, p. 117) et, puisque Q ® G est un espace vectoriel, il
existe une famille (s;),;., C G telle que (1 ® s;),; soit une base de Q ® G . Pour tout s € G ,
il existe alors une unique famille (%)] S QY) telle que

oy -
1035 = 25
® 'S Zn@)s] dans Q ® G ,
jeJ
i.e.

n-s= E n;-s; dans G,

jed
et il suffit de poser
n; 1 . n; 1 —
L(s0) = 5 e(s) =x ()] = 222 5+ [x () =X ()
JjeJ jeJ
Démonstration de (i) Si (%)jE S (%)jE ;€ Q) sont respectivement associés a
s,t € G, alors (%)jg est associé & s+t , donc

Listt) =5 3y () XG5 = Liso) + L(tx) -

2 < n-m

jeJ
Puisque (—%)]EJ est associé & s* , on a également L (s*,x) = —L (s, ) .
Démonstration de (ii) OnaL(s,-)=3" djes [Gs; — Gs;] € C(Sp°G) et

_ n;g 1 ——

L(s,x) = g'i‘[x(sj)—X(Sj)}:—L(Sax) :
jeJ

Démonstration de (iii) Prouvons tout d’abord que la fonction

i

— 1 —
Gs—1-— n-§~[gsj—gsj}:XHx(s)—l—L(s,X)

jeJ
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est p-intégrable. Le cas ou l'involution est 'identité, donc K = R | est trivial : d’une part tous
les éléments de G sont équivalents, donc G /= = {0} et 0 est la fonction de Lévy construite, et
d’autre part Gs — 1 = ReGs — 1 est p-intégrable par définition d’une intégrale de Lévy.

Soit donc K = C . Cette fonction appartient a C (Spb G) , donc est bornée sur Sp® G ~ {1};
il nous suffit donc de montrer qu’il existe un voisinage V' de 1 tel que

ImGs — Z % -ImGs; € L! (1V\{1} . u) .
jeJ

Mais la fonction arg étant choisie a valeurs dans |—m, 7] , pour tout z € B ~ {0} , on a

Imz> Imz  Rez
argz ~_ tanargz 1
donc
m 2z
|argz—1mz|:|argz|-‘1— <largz|- |1 —Rez| <7-|1—Rez| .
arg z

La condition d’intégrabilité est donc équivalente a
nj 1
a — — - a e L (1yuy - .
rg Gs jEGJ - argGs; € LY (Lyqyy - p)

Mais comme n-s= 3, ;n;-5; ,enposant u:=n-s et

V= Z nj-s;+ Z ngl -85,

j€Jn; >0 j€J,m;<0
il vient
T=n-3= L5 = .5 = .5 1.5 =7
u=n S—E n; 33—5 nj-s; = E n;-S;+ E n|- s =1,
jeJ jeJ S 770 jedn;>0 j€In;<0

—_~—

i.e. u —v =0, ce qui montre que R (u —v) € F est d’ordre fini. Il existe ainsi un p € N* tel
que p- Ru=p- Rv dans G /R , c’est-a~dire p - u = p - v ou bien

p-ut+p-vt+w=p-u+p-v+w
pour un certain w € G . Sur {Gw # 0} on a

(Gu-Gv)" = (Gu-Gv)" = (Gu-Guv)",
donc (gu-%)” € R et par suite

2
p-argGu = p-argGu mod 27 ou bien argGu = argGv mod il
p

La fonction arg (Gu — Gv) ne peut donc prendre qu’un nombre fini de valeurs. En choisissant un
voisinage V' de 1 suffisamment petit, nous pouvons supposer qu’il est contenu dans {Gw # 0}
et que l'on ait arg Gu = arg Gv et

n-largGs| + Z In;| - largGs;| <7 sur V.
jed
On en déduit que
n-argGs = argGu = arg Gv = an ~arg gs;
jeJ

et la condition d’intégrabilité est trivialement satisfaite!
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La fonction f, est relativement de type positif puisqu’il en est de méme de y —1—L (-, x) en
remarquant que y est un caractére, donc de type positif (lemme 2.6.1.ii), et en tenant compte
des exemples 2.9, 1 et 2. Pour tout ¢t € G , on a

(1d-T}) f, = / (1d-T0) (x — 1= L (X)) dpu(x) =

Sp® G~ {1}

:/ x-(I1—=ReGt(x)) du(x) = / xdos (x) =FL <1Spr\{1}'05> ;
Sp® G~ {1} Sp® G~ {1}

lemme (ii)

(Id-T3) (x —1—L(,,x)) =

=x—1+L(,x)

SO ) X+ T L (L) + L) + L)+ L ()] =

=x- (1 -Rex(t)) =x-(1-ReGt(x)) -
Le lemme (ii) montre alors que I'intégrale de Lévy 1 associée a fSpb G {1} (x —=1—=L(-,x)) du(x)
satisfait a

(1-ReGt)-pn= <1Spr\{1} : Us)

donc est égale & p par 'unicité. Finalement

=0 b
Spb G {1} s|Sp® G~ {1} >

Refu= [ Re(x—1-Ll)du(0= [ (Rex—1du(0 <0,

Sp® G~ {1} Sp® G~ {1}

puisque Re L (-, x) = 0.

Démonstration de (iv) N’ayant pas a utiliser cette propriété nous renvoyons le lecteur
a l'article de Buchwalter [Buc 1986], dont nous avons évidemment tiré 'essentiel. ——— [

REMARQUE 3 Si G posséde un élément absorbant , i.e. un w € G tel que s +w = w pour
tout s € G , alors tous les éléments de G sont équivalents, donc G /= = {0} et 0 est la fonction
de Lévy construite, car

W= (wtw) =mwtw=w.

COROLLAIRE (Formule de Lévy-Khinchin) Soient L une fonction de Lévy pour G et
f: G — K . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) [feRTP™(G).

(i) f est une fonction hermitienne telle que (Id —T,) f € TP (G) pour tout s € G .

(111) Il existe un homomorphisme hermitien { tel que ¢ = —0 , une forme quadratique négative
q et une intégrale de Lévy u tels que
F=r@+that [ (-1 L(00) i) dans K
Sp® G~ {1}

Claude Portenier ANALYSE HARMONIQUE SUR UN MONOIDE DISCRET 95



2.10 La formule de Lévy-Khintchine

Le triple (1, q, ) est univoquement déterminé : i est l'intégrale de Lévy associée o f et

Ref(n-s)+1im f(n-(s+57))
n?2 e 2n '

q(s) =lim,

(i) = (ii) Cela a été démontré dans le théoreme 2.
(ii) = (iii)  Si p désigne 'intégrale de Lévy associée & f dans le lemme (ii), grace au théo-
réme 3.iii on peut considérer la fonction

fuim [ (1= L) duy)
Sp G~ {1}
puis

gi:f—f(o)_f#'

Elle est hermitienne, puisque f et f, le sont,

90 =4O == [ (01 L0.) du) =0

et
(Id _E) g= (Id _E) f B (Id _E) fu lemme (ii) CTthéorémc 3 f»CO't —FL <1Spb {1y Ut) -
=FL(Lgy o)) = FL(0: ({1}) - e1) = o0 ({1}) = 0;

mais cela signifie que, pour tout s,t € G , on a

0<(14-T)g(s) = g(s)~ 5 [9(s+ 1) +a(s 419 =

=5 [0 +90)] =~ Reg(r)
En particulier ¢ := Re g < 0 satisfait a
g(s+t)+a(s+t7) =2 (a(s) +q(t)
c’est donc une fonction quadratique négative. D’autre part £ := %(g — §) est hermitien, satisfait
al=—/,ainsi qu’a
2.0(s)=Vl(s+t)+L(s+1t")
et
2.0(t)=0(t+s)+Ll(t+s")=l(s+1t)—L(s+1t),
et par suite a
C(s)+L(t)=C(s+1);
c¢’est donc un homomorphisme hermitien tel que £ = —¢ .

(iii) = (i)  Gréace aux exemples 2.9, 1 et 2, la proposition 2.9.vii et le théoréme 2.10.3.iii,
ona f € RTP"(G). Comme p est la mesure de Lévy associée a f , elle est univoquement
déterminée, ainsi que g , donc aussi q et £ .

Quant & la derniére formule on a

Ref(n's):f(0)+q<n'8)+/s i'(ReQ(n-S)—l)du,

2 2 2
n n n pb G {1} n
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puisque Re/ =0et Rex(n-s) =ReG(n-s), et

f(n-(s+s)) _f(0)+q(n'<5+5*)) +1 / l.<G(n-[s+s*])—1> dp

. spta{1} I
) =G(n-[s+s*]) et L(s+s*x) =0.

2n 2n 2n

2
puisque (s +s*) = £(s) = £(s) =0, x (n-[s+
Mais par la proposition 2.9, (iii) et (ii), on a

. 1
tim, 105 _ ()

. —i-q(s—irs*) et g(n-(s+5%))=n-q(s+s),

donc

n-s - n-(s+s* 1 oo 1 .
limnq( )+hmnq< ( )):q(s)——-q(s+s)+—-q(s+s):q(s).
n? 2n 2 2
Il nous reste a prouver que les intégrales tendent vers 0 . Pour tout n € N* |, 2z € B et
@ = argz € |—m,m , on a tout d’abord

1—[2]" = (ZW) (= lzl) <n-(I—2]) siz[<T,

JEN
sin 22 2 £ \?
1—cos(n<p):2sin2%:2n2-sin2§-( %2) .(sirig) <
2
<n2-(1—cos<p)-%,
sin &2 £ .
car |——| < let | 25| < 5, ainsi que
2 2
1 2 2
(L= 2+ T Al (L= cosp) < T (1= 2] - cos o)
car
2 n—1 1
oLl =l cosi - (L= 1] = (=2 2
2 " e 1 7 1
> il - @l - 2= R = (- ) 20,

Puisque |Gs| < 1, on obtient

1 1 \ ,
- <1—Q(n~[s+s*])) =~ (1-1gsP") <1-1gs]* =1 -G (s+s) € L' (1) .

et

1 1 "

5 (1—Reg(n-s)> = — - (1=Re(gs)") =

1 n n

=5 [1 —|Gs|" +|Gs|" - (1 — cos (n - arg gs))] <
1 w2 n 2 1
< o (1—1Gs|) + e |Gs|" - (1 — cosargGs) < T (1—-ReGs) e L (u) ,

ce qui nous permet d’appliquer le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue. — [

REMARQUE 4 Attention, ¢ et ¢ sont bien univoquement déterminés, mais dépendent du
choix de L , donc de la famille (s;),_; C G tel que (1 ® sj),_; soit une base de Q ® G .
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