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1 Grundlagen, Mengen und Abbildungen

Eine Menge besteht aus Elementen

Hier: ,mathematische Gegenstéinde® (Zahlen, Punkte usw.)

Schreibweisen

a€ M fir: aist Element von M

a ¢ M fiir: a ist nicht Element von M

M = N bedeutet: a € M <= a€ N

endliche Mengen M = {2,3,5,7,11}

BeM,4¢ M)

unendliche Mengen benétigen definierende Eigenschaft,
M = {z reell | x < 0}

Beispiele 1.1
) M={z]0<z<1}

i) My={z|z? <2}
iii)  Mjz = {x ist Primzahl}
V) My={z|z+1=0}

v)  Ms={x|z* <0}

Def. 1.2

i) Die leere Menge ) enthilt keine Elemente.

ii) M heifit Teilmenge von N, M C N, falls
aeM = a€eN.

iii) M =N, falls ae M <= a€N.

iv) MUN = {z|xz € M oder z € N}

heiffit Vereinigungsmenge.

v) MON = {z|z € M und z € N}
. heifit Durchschnittsmenge von M und N.

vi) M\N = {z|z € M und x ¢ N}
heifit Differenzmenge. Falls N C M, so heifit M\ N Komplement von N bzgl. M.




Def. 1.3 Seien M, N nichtleer. Eine Funktion (Abbildung) f von M nach N ist eine
Vorschrift, die jedem x € M genau ein y € N zuordnet. y wird auch mit f(x) bezeichnet
und heifit Wert von f an der Stelle z. M heiit Definitionsmenge (bereich), N die Zielmenge.

f: M — N
z — f(z)
Beispiel: M ={z|0<z}, N=R
f: M — R
T > \/E

Def. 1.4 Sei f eine Abbildung von M nach N.
i) Die Menge
W ={y|3z € M,sodass y = f(z)} heiit Wertemenge von f.
W= f(M)=A{yly=f(z), v M}
i) f(C)=A{yly=f(z), x€C}, C C M heifit Bild von C.
i) f~Y(D)={z]|f(z)e D}, DC N heifit Urbild von D.
Falls D = {b}, so heift

fYD)={xz|f(x) =b} Losungsmenge der Gleichung f(x)=1».

Satz 1.5 Sei f Abbildung von M nach N

D YU,V CM gilt
fUNV)yc fu)ynfv)
fUUV)=fO)Uf(V)
FIMN\U) D f(M)\ f(U)

i) VU,V C N gilt
fHUnV)=fHu)n f-1(v)
fFHUuV) = U U (V)
fHNNU) = M\ f7H(U)

Beweis.

ye f(UNV) = JxeUNV mity= f(z)

reUNz eV = y=f(z)e f(UANy=f(x)e f(V)

— ye fU)NFV)
Rest Ubungen

(1.1)

(1.2)



Def. 1.6 Sei f: M — N Abb.
i) f heift injektiv, falls f(x1) = f(z2) = 21 =22
ii) f heifit surjektiv, falls f(M) = N.

iii) f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Def. 1.7 f:M —> N, g:O0— P, f(M)C O. Die Abb.

h: M — P

v o g(f(@) (Lo1)

heifit Verkettung (Komposition) von g und f, man schreibt h =go f.

Def. 1.8

i) Seien M, N zwei Mengen. Die Menge aller geordneten Paare (x,y), z € M,y € N
heifit kartesisches Produkt von M und N.

ii) Sei f: M — N eine Abbildung, die Menge
MxNDG := {(z, f(z)), v€ M} (1.0.2)

der Graph von f.

2 Reelle Zahlen

2.1 Rechnen mit reellen Zahlen

Axiomatische Einfiihrung
R ist Menge mit zwei Verkniipfungen, der Addition

+: RxR — R

(a,b) — a+b (2:1.1)

und der Multiplikation

RxR — R

@8 — a.b (2.1.2)



Es gibt eine Anordnung, gegeben durch R, ;| Positivitétsbereich.

(K) Korperaxiome : R ist ein Korper
(O) Anordnungsaxiome
(O1) Fiir jedes a € R gilt genau eine der Aussagen
CLER+, —GER+, a=20
(02) a,beR, — a+beR, (2.1.3)
(03) a,beRy = a-beR,
(V) Vollstandigkeit

Jede nichtleere nach oben beschréankte Menge reeller Zahlen besitzt eine

kleinste obere Schranke.

Def. 2.1.1 Ein Korper ist eine nichtleere Menge K mit

+: KxK — K
(a,b) +— a-+b

KxK — K

(a,b) +—— a-b’
die folgenden Axiomen geniigen.
(A1) (a+b)+c=a+(b+c) AG
(A2) a+b=0>b+a KG
(A3) es existiert 0 mit a +0=a Existenz der Null
(A4) es existiert —a mit a + (—a) =0 Existenz der Inversen
(M1)  (a-b)e = a(b-c) AG
(M2) a-b=b-a KG
(M3)  esexistiert 1 mit 1-a = a
(M4)  falls a # 0, dann existiert ¢! mit a-a™! =1
(D) a(b+c¢) = ab+ ac DG

Satz 2.1.2 Sei K ein Korper. Dann gilt
i) Es gibt nur eine 0 (eine 1).
ii) Das Inverse ist eindeutig.

i) a-0=0



Beweis:

i) Annahme: 30,0" entsprechend (A3) —
a+0=a,a+0 =a =
a+0=a+0 =
—a+a+0=—-a+a+0 = 0=0

i) a+b=0,a+b =
b(ﬁ’)b+0 =b+ (a+1?) @y (b+a)+b’(A:2) (a+b)+V = 0+b’(¥)b’+0(§)b’

iii) a(l\g)l-a(g)(1—|—O)-a(2)1-a+0-a(1\£)a+0-a ==

a+(—a) =a+0-a+(—a) = 0=0-a+0

iv) , v) Ubungen ]

Bemerkung 2.1.3 Schreibweisen:

b—a statt b+ (—a), ab+c statt (a-b)+c

0 _—

"=g-a---aq,ad =1,a" = (at)"

a

n—mal

Regeln der Potenzrechnung

anam — aner
-n 1
a - ar
(an)m — an~m

Zak = a;t+ax+ -+ ay
k=1

n
Hak = Q1092043 ...0ay,
k=1
m—1
Qp — 0
k=m

2.2 Die Anordnung

Def. 2.2.1 Seien a,b € R. a heifit kleiner als b, a < b, b > a, falls b—a € R, . Ist a
kleiner oder gleich b, so schreibt man a < b, b > a.

Satz 2.2.2 Es gilt:

i) Eine der folgenden Aussagen ist stets richtig:
a<b,a=0b,a>0



i) a<b,b<c = a<c

ili) a<b = a+c<b+c

iv) a<b und ¢>0 = a-c<b-c

v) a<b = —-b< —a

vi) a <b und ¢<0 = ac > be
Beweis: i) (O1) = entweder b—a € Ry = a<b

oder R, 5 —(b—a) = (-1)(b—a) = =b—(—-a) = =b+a = a—b = a>b
oder b—a=0 = a=0b

iii) b—a = b—a+c—c = (b+c¢)—(a+c¢)
Rest Ubungen O]

Bemerkung 2.2.3 ii) - vi) gelten auch fiir ,<“
Statt i) hat man
vii) stets gilt a < b oder b < a, gilt beides, so ist a = b

Satz 2.2.4 Es gilt entweder a = 0 oder a? > 0.

Beweis. Sei a # 0. Satz 2.2.2, 1) = 2 Fille
Satz 2.2.2 iv)

a>0 = a-a>a-0=0 = a>>0
oder
Satz 2.2.2 v) , ,
a<0 = —a4>0 = (—a)a<—a-0=0 = —a*°<0 = a*>0 O
Schreibweisen

M+N = {a+blaeM,beN}
M-N = {a-blaeM,be N}
a+N = {a+blbeN} (2.2.1)
a-N = {a-blbe N}
—M = {-blbe M}
M < b bedeutet

VaeM: a<b
(M > b analog)

Def. 2.2.5 Sei M C R nichtleer. Ein Maximum ist eine Zahl m € M mit M < m.
Ein Minimum ist eine Zahl m € M mit m < M.



Satz 2.2.6 Sei M C R nichtleer. Wenn ein Maximum (Minimum) existiert, so ist dieses

eindeutig.

Beweis. Annahme: es existieren 2 Maxima m,m’ € M

Def. 2.2.5 Bem. 2.2.3 /
= m m = m=m

<m', m'<

Minimum analog O

Satz 2.2.7 Es seien M, N C R nichtleer. Dann gelten folgende Aussagen, sofern die

entsprechenden Minima bzw. Maxima existieren:
i) M C N = max(M) < max(N)
ii) max(M + N) = max(M) + max(N)
iii) M,N >0 = max(M - N) = max(M) max(N)
iv) max(M U N) = max(max(M ), max(N))
v) min(M) = — max(—M)
vi) M C N = min(M) > min(N)

vii) ii) bis iv) gelten auch fiir ,min* statt ,max*“

Beweis.

i) M <max(M), N < max(N)
max(M) € N = max(M) < max(N)

i) ae M, be N = a+b<max(M)+ max(N)
— M+ N <max(M)+ max(N) = max(M + N) < max(M) + max(N)
max(M) € M, max(N) € N = max(M)+max(N)e M + N =
max(M) + max(N) < max(M + N)

iii) analog

iv) max(max(M), max(N)) € M UN = max(max(M), max(N)) < max(M U N)
aeM = a<max(M) = a < max(max(M), max(N))
— M UN < max(max(M), max(N))
— max(M U N) < max(max(M ), max(N))

v) max(—M) € —-M = —max(—M)e M
aeM = —a€—-M = —a<max(—M)

Satz 2.2.2, vi) .
= a > —max(—M) = —max(—M) = min(M)

vi) , vii) analog O



Def. 2.2.8 Sei a € R. Der Absolutbetrag |a| von a ist

= { s 222
la| = max{a, —a}, |a| <b <= a<b und —a<b
Satz 2.2.9 Fiir a,b € R gilt
i) —laf <a<]al
i) la| >0, |a] =0 fir a=0
iii) |a+b| < |a|+|b| Dreiecksungleichung (2.2.3)
iv) a0 = |al[b]
V) lab| > |lal—o] (2:2.4
Beweis.
i) |a|] =max{a,—a} = a<|a|, —a<|a] = —|a| <a <|a
i) Kklar
i) —la| <a<lal, —[b] <b<]0]
—(lal+ol) <a+b<la| +|b| = —(a+b) <|a[+[b] =
max{(a +0), =(a +b)} <la| +|b] = |a+b| <|af +[b]
iv) , v) Ubungen O

2.3 Natiirliche Zahlen, Induktion. Abzihlbarkeit

Def. 2.3.1
i) Die kleinste Teilmenge von R mit
a) 0eN
b) Ist n € N, soist auch n+ 1€ N.

heifit Menge der natiirlichen Zahlen.

ii) Die Menge Z der ganzen Zahlen besteht aus allen natiirlichen Zahlen n und ihren

additiven Inversen —n.

iii) Die Menge Q der rationalen Zahlen besteht aus allen Briichen § , D,qEZL, q#0.

iv) x € R, x ¢ Q heifit irrationale Zahl.




A. Induktion
Folgerung 2.3.2 Prinzip der vollstédndigen Induktion
Essei M CN, 0e M und
neM — n+1lelM. (2.3.1)

Dann ist M =N.
(Def. 231 = NCM = N=M)

Aufgabe: Zeige Eigenschaft E(n) fiir alle n.
Vorgehen: Betrachte M :={n € N| E(n) ist wahr} und zeige.

Es gilt E(0) Induktionsanfang (IA)
gilt E(n) (Induktionsvoraussetzung IV), so gilt auch FE(n + 1) Induktionsschluss (IS)

0eM, (neM = n+1eM) = M=N)
Satz 2.3.3 Natiirliche Zahlen sind nichtnegativ.
Beweis. M = {neN|n >0}

(IA) n=0,02>0

(IS) n —n+1
Satz 2.2.2, iii)

n=>0 = n+1>0+1=1>0
O
Satz 2.3.4 Vn e N gilt
> @2k-1) = n’. (2.3.2)
k=1
Beweis.
(IA): n=0
0
> (2k—1) =0 =07
k=1
(IS): n—mn+1
n+1 n v
Sek-1) = Y ek-D+en+1)-1) F wrmi1 = (1)
k=1 k=1
O

Satz 2.3.5 Jede endliche nichtleere Menge reeller Zahlen besitzt ein Maximum.

9



Beweis. E(n): Jede Menge A ={ay,...,a,}, a; € R, besitzt Maximum
M = {neN|E(n+1) ist wahr}.

(IA) A={a1}, max A =a,

(IS) n —n+1

B = {ay,...,ap11} =

B = AU{an1}

IV — max{A} =a¢ = maxB = max(AU{a,11})

Satz 2.2.6, Satz 2.2.7 i
e = i) max(max{A},a,41) = max(a,api1)

Satz 2.3.6 Sei n € N, n ¢ 0, dann existiert m € N mit n=m+ 1.
Beweis. TA: 1=0+1

IS: (n+1) =_n +1

m

Def. 2.3.7

i) Fir n € N setzt man

ii) Die Binomialkoeffizienten werden durch

n n! nn—1)...(n—k+1)
. = keN, k<
(/f) El(n — k)! 1-2.. .k , nkeEN, K<n
definiert.

Def. 2.3.8 Eine Anordnung einer n-elementigen Menge A ist eine Bijektion

f:A{L...,n} — A.

(2.3.3)

(2.3.4)

Satz 2.3.9 Die Anzahl der méglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge ist n!.

Beweis:

(IA): 11=1

(IS) A= {al, ey an+1}
n+1

Menge der Anordnungen = U ki,
=1
wobei f € k <= f(1) =q

IV — Anzahl £k =n! —

Anzahl der Anordnungen = (n + 1)n!

10



B. Der binomische Lehrsatz

Satz 2.3.10 Fir k,ne N, k<n gilt
n n n+1
)+ () = () (23.5)

Beweis. Ubungen [
Satz 2.3.11 (Binomischer Lehrsatz)

Fir a,b e R, ne N gilt

(a+b)" = (n> "k (2.3.6)
Beweis.
(IA) n=0 Kklar

(IS) n—n+1

(a+b)"" = (a+0b)"(a+D)

_ —~ (n n—k41pk —~ (n n—kpk+1
= k)a b —|—Z(k)a b

k=0 k=0
n n—1
- Y (Z) a4y (Z) a" MM 4
k=1 k=0
- ey (Z> SREEDY (k: ’ 1) o
k=1 k=1 B
k=1
n+1
_ Z n+1 a1k
k
k=0

C. Das Wohlordnungsprinzip
Satz 2.3.12 Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. M CN, M #0) — dne M
My := M nA{0,...,n}
My endlich = Im = min(M,)

11



M = My U (M\ M) =
m< M\My, m< My = m< M = m=min(M). O

D. Abzihlbarkeit

Def. 2.3.13

i) Zwei Mengen A, B heiflen gleichméchtig, falls es eine bijektive Abbildung f: A —
B gibt.

ii) Eine Menge A heifit endlich, falls sie mit einer Menge {0, ...,n} natiirlicher Zahlen
gleichméchtig ist. Dann heifit
#A = Anzahl der Elemente in A
die Kardinalitédt von A.

iii) Eine Menge heifit abzéhlbar, wenn sie gleichméchtig mit N ist. Eine Menge heif3t

iiberabzéhlbar, wenn sie weder endlich noch abzédhlbar ist.

Satz 2.3.14 Jede Menge natiirlicher Zahlen ist endlich oder abz&hlbar.

Beweis. Annahme: A C N nicht endlich.
i) f(0) := min(A) (Satz 2.3.12!)
fn+1) :==min AA{f(0),..., f(n)})

/

-~

#0

ii) f istinjektiv: m <n = f(n) ist kleinstes Element einer Menge, die f(m) nicht
enthdlt = f(m) # f(n).

iii) m <n = f(m) < f(n) vollstindige Induktion nach m, n fest
IA: m=0. f(n)e A, f(0) =min(A) = f(0) < f(n).

IS: m—1—m

fR) < f(n), k<m = f(n)# f(0), f(1),...,f(m—1)
— f(n) € A\{f(0),.... f(m—1)} =

f(m) < f(n) == f(m) < f(n).

iv) Wachstum: wir zeigen: a < f(a), a € A

IA: n=0 0< £(0)

IS: n—n+1

n<fn) = n<fn)<flnt1) = n+1<fln+1)
v) Surjektivitit: a € A, a > f(0)

M :={neN|f(n) <a}

M # (0, endlich nach iv) = Im = max(M)

= f(m)<a, k<m SLI f(k) < fim) <a

— M =1{0,...,m}

12



wir zeigen: a = f(m+ 1)

Flm+1) = min(A\L£(0),..., f(m)},

ac€ A\{f(0),...,f(m)} = fim+1)<a

wire f(m+1) <a,sofolgt m+1e M

= f(m+1)=a O

Satz 2.3.15 A abzéhlbar, M C A = M endlich oder abzdhlbar.

Beweis. Annahme: M nicht endlich
3 Bijektion f:N— A = f~1(M) nicht endlich
Satz:2.>3.14 3 Bijektion ¢: N — (f~1(M))
= fog: N—MCA
n— f(g(n))
ist Bijektion (vgl. Def. 1.7). O

Satz 2.3.16 Sei A abzidhlbar, f: A — B surjektiv = B ist hochstens abzéhlbar.
Beweis. ¢g: N — A Bijektion = F = fog: N — B surjektiv
G(F1({0)) £ 0 ¥be B DWEE3 N2 3, i (F1({0)))
m: B—N
br—s min(F~1({b}))

ist injektiv.
= m ist Bijektion auf m(B) = {m(b)|b € B}

Satz 2.3.14 . .. ..
m(B) C N = m(B) ist hochstens abzihlbar. O

Satz 2.3.17 Die Menge Q ist abzéhlbar.

Beweis.
1 2 3 4
1 T 1 T
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3
1 2 3 4
4 4 1 1

r1,T9,T3...

0,71, =7T1,72, —T2,73,—T3 ... [

13



2.4 Vollstandigkeit

A. Beschriankte Mengen reeller Zahlen

Def. 2.4.1 Sei ACR. S € R heiit obere Schranke fiir A, falls

A<S. (2.4.1)

u heifft untere Schranke, falls

u<A. (2.4.2)

A heifit nach oben (unten) beschriankt, falls A eine obere (untere) Schranke besitzt. A

heifit beschrinkt, falls A eine obere und untere Schranke besitzt.

Beispiele 2.4.2 Intervalle

[a,b] = {z€R|a<z<b} abgeschlossen (2.43)
(a,b) = {xeR|ja<x<b} offen o
[a,b) = {xeR|a<x<b} halboffen

—

a,b] = {ze€R|a<z<b} halboffen

B. Vollstandigkeitsaxiom

(V) : Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt eine kleinste

obere Schranke.

Def. 2.4.3 Die kleinste obere Schranke ¢ heifit auch obere Grenze oder Supremum von
A

Y

g = supA. (2.4.4)

Die grofite untere Schranke A heifit auch untere Grenze oder Infimum von A,

h = infA. (2.4.5)

Satz 2.4.4 Jede nach unten beschrinkte Menge A reeller Zahlen besitzt eine grofite
untere Schranke und es gilt
infA = —sup(—A4). (2.4.6)

Beweis. —A nach oben beschrinkt ~—2 sup(—A) existiert

— z < sup(—A4) Vze-A
= —r > —sup(—A) Vre-A
= y > —sup(—A4) VyeA
= —sup(—A) ist untere Schranke!
h<A = —-h>-A = —h > sup(—A4)
= h < —sup(—A) = —sup(—A) = inf(A)

14



Satz 2.4.5 g ist genau dann obere Grenze von A, g = sup(A), falls gilt
i) t<gVzeA

i) Ve>0 dx €A mit g—e<ax<gyg

Beweis.
,— 1) klar; nehme an, ii) gelte nicht — x < g—¢ = g — ¢ ist obere Schranke.
,<=" Sei ¢’ =g —¢e weitere obere Schranke — r<g—¢ Ve A m

Beispiel 2.4.6 Es gilt supla,b) =b
denn: z <b Vx€la,b),zu € >0 wihle v =b— 5
= b—5<bund b—e<b—-5<0D

C. Das archimedische Prinzip
Satz 2.4.7 N ist unbeschréankt.

Beweis. Annahme: N sei beschriankt —-
n < sup(N), neN
= dng > sup(N) =1 = ng+1 > sup(N). O
Satz 2.4.8 R ist archimedisch geordnet, d.h. YVa >0, beR dn &€ N mit
na > b. (2.4.7)

Beweis. Annahme: na <bvVneN —

n < % VneN —= % ist obere Schranke, Satz:2>.4.7 Widerspruch O]
Satz 2.4.9 Ist ¢« >0 und aﬁ% Vn#0 = a=0.

Beweis. Annahme: ¢ >0 — n-a <1 — ngé

— % ist obere Schranke, Widerspruch. Il

Satz 2.4.10 Seien a,b € R, a < b, dann existiert ein r € Q mit

a<r<b.

Beweis. Zunéichst a > 0. Gesucht m,n € N mit

m

a<—<b <= na<m<nb

n
Satz 2.4.8 = In €N mit n(b—a) > 1
m:=max{peN|p<na+1}
na<m<na+1<na+n(b—a)=nb
a<0: wahle 7,1l €Q mit [ > —a und a+Il<r<b+l

= a<r—10<b O
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3 Folgen und Reihen

3.1 Reelle Funktionen

Def. 3.1.1 Sei D C R. Eine Abbildung f: D — R heifit reelle Funktion.

I'iy={(z,y) e DxR, y=f(z)} (3.1.1)

heiit Graph von f. D heifit Definitionsbereich.

Beispiele 3.1.2

i) Polynome

ag, @1, ...,0, € R
p: R— R
n
x> p(x) = Zajxj
=0

ii) rationale Funktionen
pla) = ax’  gqlx)=> ba'
Jj=0 10
D:={zeR|q(x)#0}
r: D—R

x|—>r($):p—

iii) Treppenfunktionen
a=tog<t1 <...<tp_1<t,=0b
Cly.. s Cnydy,...,d, €R
¢: la,b] — R

fall tr_1,t
v — o(A) = Ck,aswe_(khk)
dk,fallsx—tk

iv) f:R — R
v ) = { 0, falls x rational

1, falls z irrational

Def. 3.1.3 Seien f,g: D — R. Wir setzen

f+9: D — R
r — (f+9)():= f(x) +g(z)

Af: D — R
v ()@ = M)
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fg: D — R

z — (f-9)(x) = f(z)-g(z)
Sei D'={xze€Dlg(x)#0}
i: D — R

T (—)(z) ::%

Seien f: D —R, g: F— R,
/(D) C E = 3 Kompositum (f o g)(z) = g(/(x))

Beispiel 3.1.4

¢:R— R, x— 2?

sqrt : Ry — R, = — /&

abs :=sqrt oq

abs(x) = (sqrt o g)(z) = sqrt(z?) = Va2 = |z

3.2 Folgen und Konvergenz

A. Grundbegriffe

Def. 3.2.1 Eine Funktion
a:N—R

heifft Folge. Man schreibt {a,}nen, (a0, a1,a2,...), {an}. ({an}tnsngs (Gngs Gngss - - )
heifit ebenfalls Folge).

Beispiele 3.2.2

i) @ = (—1)" (1,-1,1,-1,...)
n 123

iv) a, = : 0,—,—,—,...)

W) an = (234

v)ap=1,a1=1, ap =01+ Gpo, n>2
(1,1,2,3,5,8,13,21,...) ,Fibonacci-Zahlen*

Def. 3.2.3 {a,}nen heifit (streng) monoton wachsend, falls aus n < m  stets a, <

apy (a, < a,,) folgt. Monoton fallend analog. {a,},en heifit nach oben beschrénkt, falls

17



r € R existiert mit a, <r Vn. Nach unten beschrénkt analog. {a,} heifit beschrénkt,
falls beides gilt, <= |a,| < M Vn.

B. Konvergenz

Def. 3.2.4 {a,}n,en heifit konvergent gegen a € R, lim a, = a, falls

Ve>0 IN(e) eNVn>N(e) : |a, —al <¢e (3.2.1)

(<= in jeder e-Umgebung U.(a) := {z € R| |z —a|] < ¢} liegen fast alle Glieder der
Folge)

{an}nen heiBt divergent, falls sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Beispiele 3.2.2

i) lim a, =a la, —al =0<e¥Vn=>0
iy 1 1 1 1 1
i) lima,=0 >0 fest, N(e) >- = ‘——0‘:—< <e, n>N()
n—00 IS n n N(g)
iii) divergent
Annahme: {a,}neny konvergent = |a, —al <1, n > N(1)
2 = (1) = ()] = o — ol = i — a0
(2.2.3)
< apy1 —al+la—a,| < 1+1=2 (Widerspruch)
iv) lim =1
n—oomn + 1
— 1 1 1
n _1):‘71 (n+) _ <€,n2_
n+1 n+1 n+1 €
Satz 3.2.5 {a,}nen konvergent —> {a,}nen beschrinkt.
Beweis. lim a,=a = J|a,—a|<1 Vn>N(1)
— Jou| = lan—a+al < lan—al+]a] < 1+]a]
— M := max{|aol,|a1|,...,|ana)-1], la| +1} O
Satz 3.2.6 {a,}neny konvergent gegen a,d’ = a=4d .
_ 4
Beweis. Annahme: d’ #a, ¢:= o 2a|
AN, mit |a, —a|<e Vn>N
AN, mit |a, —d|<e Vn>N,
N := max(Ny, No) =
_ 4
la—d| = la—ay,+a, —d| < la—ay[+|an—d| < e+e = 2 la 2a| = la—d],
n > N, Widerspruch O

18



Satz 3.2.7 Sei A C R nichtleer und nach oben beschrinkt, g =sup A
— I{an}tnen, @, € A, mit lima, =g.

Beweis. Satz 245 — Vn e N da, mit

1 1 1 1
g——-<a, < g = —— <0< g-a, < - = |g—a, < —
n n n

S

]

Satz 3.2.8 Sei {a,}neny monoton wachsend, nach oben beschrinkt = {a,}nen ist
konvergent mit

lim a, = sup{a,|n€eN}.
n—oo

Beweis. Zu £ >0 dnp e N mit g —¢ < ap, < g, wobei g:=sup{a,|n € N} sei.
= g_€<ano§an§g<g+€7 n = mng
- —ec<a,—g<e, nNn>ng

analog fiir ,,monoton fallend, nach unten beschrinkt®. Il

1 1 1
Beispiel 3.2.9 a, = <—+ +...+_>

) n n+1 2n
a1:1+§:1.5
1 1 1
a2:§—|—§—|—1z1.08
1 1 1 1
a3:§+1+5+6%0.95
Vermutung: (a,) monoton fallend
1 1 1 1 1
e R A T ) R o
S -
2n+1 2n+2 n 2n  2n  n

—> {an}nen monoton fallend, nach unten beschriankt

Satz:3>.2.8 {an}nen konvergent

C. Rechenregeln

Satz 3.2.10 {a,}nen, {bn}nen konvergente Folgen, a, <b,, neN —

lim a, < lim b,

n—oo n—oo

Beweis. a:= lim , b:= lim b,

n—oo n—oo

a—2>b
2

Annahme: a >0, ¢:= = |a—a,| <e, [b—0b,| <e, n>N(e)
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—b b
= bn<b+<€:b—|—a2 = ;a:a—£<an, n > N(e) O

Satz 3.2.11 {a,}nen, {bn}tnen konvergent — {c,}nen,

Cn i= ay, + b, ist konvergent und

lim ¢, = lim(a,+b,) = lima,+ limb, = a+b = ¢ (3.2.2)

n—oo n—od n—oo n—oo
Beweis. ¢ > 0 beliebig —

£
la, —al < 3 n > Ny

by — b < g n> Ny
N :=max(Ny, Ny) =

3 3

lcn —¢| = [(an +0,) —(a+0)] < la, —a|+ b, —b] < 5T5 =6 n>N
]
.. . n+1
Beispiel 3.2.2 iv) ¢, = , n>1
n
1
Cn = Qn+b,, a,:=1, b,=— —
n
lime, = lima,+ limb, = 1+ lim — =1
n—oo n—oo n—oo n—oo 1
Satz 3.2.12 lim a, =a, limb, =0 —
{anby tnen ist konvergent und
lim a,b, = ( lim an)( lim bn) = a-b (3.2.3)
Beweis. Satz 3.24 — || < K, VneN:|a,| <K =
| | < £ > N
a, — a — ., n>
2K !
b, — b < — > N
n - a7 9 n -
2K 2
N = max(Ny, No) =
|a,b, — ab| = |anb, — anb+ a,b — abl
< | (b, — )| + |(an — a)b]
PUEEY Jan] [ba = b+ 10l Jan —al
—_—~—— o ——
<K <fe <K <
< % + % =¢c, n>N
]
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Korollar 3.2.13

i) lima,=a, NeR =

n—oo

{Aa, }nen konvergent und

lim Aa, = A lim a, = Aa

n—oo n—oo

ii) lima, =a, limb,=b —

n—oo n—oo

lim (a, —b,) = lim a, — lim b, = a—"b

n—oo n—oo n—oo

Beweis. Ubungen

Satz 3.2.14 lim a, =a, limb,=0#0 —

n—oo

dng € N mit b, #0, n >ny und

i (22 = DR a

Beweis. Zunéchst a, =1 VneN

6]

bA0 = bl <

6]

— ?Slbn’ - bn#ov n 2> ng

| 2

b
AN, mit |b, —b|] < 57 Vn> N,

N :=max(Ny,ny) =

1 1 b—0b, 1
— ] = = b—0b,
ool = el -
2 1
o] [b]
2 ¢|b]?
R — > N
an, 1 satz 3212 .. ) .
= = q, — = lim — = lim a, lim — =
b, b, n—oo 0, n—oo  n—oo by,
2
1
Beispiel 3.2.15 ¢, = 3n2+—3n
n? — 2

3n? + 13n n?(3+ 1) 3+2 g,

o n?—2 n2(1— 2) —z T,

n>ny = [b|—|by| < \|b|—|bn|y < b—by| <

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

6]
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1
Beispiel 3.2.2 = lim — =0

n—oo N,
atz 3.2. . 1 . 1 1 . 1 . 1
R TP — = lim —-— = lim — lim — = 0
2 orollar o.4. . ]-
lim — Korollar 3213 9 iy — =0
- 13 13
o lim 3+ 8 Satz 3.2.14 7}13;0(3—’_ ") _ 3+nh_>r20" _ 3
el Jm =) 1l
Beispiel 3.2.16 Die Zahl e
. IR
e:= lima,, a,:= (1 + —) , n>1 (3.2.7)
n—oo n

Wir zeigen:

A.) a, ist streng monoton wachsend

. Satz 428 {an}nen ist konvergent
B.) a, ist beschrankt

Zu A.) zu zeigen: api1 > an, also
1 n+1 1\"
(1+—)" > (1+2) —=
n+1 n
1 \ntl 1 \ntl 1\n 1 \n+l
(o) () = () ()
n—+1 n—+1 n n+1
n n+1 n —n—1
1 n _ 1 1
() - ) ()
1) ! n 1
= <1+;> = o1 = =
Zu zeigen:
(1 ( ! )2>"+1 ot (3.2.8)
— > — L.
n+1 n+1

Es gilt die Bernoulli-Ungleichung (Ubung)

(14a)" > 14na, a#0,a>—-1 n>2 (3.2.9)

2 ()T s () = = ey

n+1 n+1
B.) Es gilt
IN" Satz 2311 x— (1) 1 "L\ 1
<+n kzzo(k>nk +;<k)nk
n\ 1 Inn—=1)(n—-2)---(n—k+1) 1 1
— < — k>2
(k)nk Kln-n-n-n---n kKl — 2k-17



1\» "1
— (HE) SH;F

Es gilt die geometrische Summenformel

n 1— qn+1
> db = ——— a#1, nx0. (3.2.10)
k=0 4
n n—1 1\"
1 Nk 32100 1—(3)
= g -2 (y) <
k=1 k=0 2
1\"
— (1+) <3 O
n

Also existiert e := lim a,,.
n—oo

Es gilt weiter

1
e = limb,, b,:= h (3.2.11)
n—oo kZO !
{bn}nen monoton wachsend, a, < b, <3
Satz 328 5 1. b, = ¢ Satz 32.10
e= lima, < lim b, =¢
Es ist zu zeigen: e > ¢’. Sei dazu m > 1 fest. Dann gilt fiir n > m
"/ 1 L /n\ 1 1 nn—1)---(n—k+1)
n — _ > —_ = F—
¢ Z(k)nk Z(k)nk k! nen---n
k=0 k=0 k=0
, o= 1nn-1)-(n—k+1)
— > —
— 7111—>I£10an - nh—{gokzzokl n-n---n
Satz 3211 N~ . 1 n(n—1)---(n—k+1)
=D g e
k=0
Satz 3.2.12 il _
a k"
k=0
= b,<e = limb, = €<e O

Def. 3.2.17 Ist {a,}nen eine Zahlenfolge und {ny}ren eine streng monoton wachsende

Folge natiirlicher Zahlen, so heifit
{an; hen (3.2.12)

eine Teilfolge.
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Satz 3.2.18 Sei {ay}nen konvergent, lim a, =a, f:N — N injektiv. Dann gilt

lim arn) = a (3.2.13)
Beweis. lim a, =a = a, € U.(a) aufer ay,...,an
[ injektiv. = 3 hochstens m+ 1 paarweise verschiedene Zahlen mit f(n) € {0,...,m}
— fiir fast alle n gilt f(n) &€ {0,...,m}
—> fiir fast alle n gilt ayn) € Us(a) O

D. Konvergenzkriterien
Def. 3.2.19 {a,}neny heifit Cauchy-Folge (Fundamentalfolge), falls gilt:

Ve>0 dng €N Vm,n>ng:|a, —an| <e¢. (3.2.14)

Beispiel 3.2.20 a, = a,_1 + a,_o (vgl. Beispiel 3.2.2)

b an a, B 1 B 1
n ‘= Gna1 N an + ap_q N 1—|—a2—;1 N 1+b,1

1
{ar}ren C Ry streng monoton wachsend = b, € (0,1) = by > 3 -

’ 1 1
14+byyr 1406,

|bn+k+1 - bn+1| =

byik — by 1\—2 4
[P | < (1+—) bpske — bn| = §|bn+k_bn|

T L H b+ b 2
Induktion 4\ n+1 4\ ntl
B P = bl < (5) (bl < (5)
9 —— 9

<1
4\ no

Wihle ng mit <§> <e = |bp—byl <e

—>  {by}nen ist Cauchy-Folge

Satz 3.2.21 Eine Folge reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist.

Beweis. ,—“ {a,}nen konvergent —

5
zu € >0 3Jng(e) mit |an—a|<§, n>ny, —

lan — am| = lan—a+a—an| < la, —al+]a—an| <e, n,m>mng
€ <E
<3 <3

,— Sei {a,}nen Cauchy-Folge.

i) {an}tnen ist beschriankt

24



e=1 = |ap,—apn| <1 fir nm>ny =
L > an — apy| > ||an|_|ano|‘ > |an| = |an,| =

L4 |an| > lan], n>no = l|an| < 14 |ay,| +max {|aol,|ai],. .., |an-1]}

ii) X ={z € R|a, <z fiir hochstens endlich viele n € N}
wir zeigen: X # (), nach oben beschrinkt
) = Ja | <K = —-K<a, <K = -KeX =
X#0) und X <K & Jg:=sup X
iii) wir zeigen: nhg)lo ap =g
Sei e >0 = g—¢<a, <g+e¢ fiir unendlich viele n.

Beweis hierzu: Wiahle x € X mit g —e <2 = a, > ¢ fiir fast alle n
= a, > g — ¢ fir fast alle n

a, < g+ ¢ fir endlich viele n =
a, < g+ g fiir endlich viele n = g+ 5 € X = g #supX (Widerspruch)
{an}nen Cauchy-Folge — |a,, — a,| < g, m,n > ng

3

€
dmg > ng mit g—§ < Gy <g—i—2

= |am, — 9| <

DN ™

= la, —g| <

An, — Amg + Amg — 9|

< lan = Aol +|am, — 9] < €, n=mg
—_— Y=

< <

[SI0)
n|m

Def. 3.2.22 g € R heifit Haufungspunkt von {a,}nen, falls

Ve > 0 3 unendlich viele n mit |a, — g| < €. (3.2.15)

Satz 3.2.23 (Bolzano/Weierstraf})
Jede beschriankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Beweis von Satz 3.2.21 = jede beschréankte Folge besitzt Haufungspunkt g

1
= dny mit |a,, —g| <1, ne>n; mit |a,, —g| < 3

1
— klim ap, = g, denn fiir o < ¢ folgt
— 0 0
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1 1
|ank—g|<E<k—O<€,ka’o .

Def. 3.2.24 {a,},en heiit bestimmt divergent (uneigentlich konvergent) gegen oo, falls
VEeR 3N €N mit

an >k, n>N. (3.2.16)

Man schreibt auch: lim a, = co.
n—oo

3.3 Unendliche Reihen

A. Definition, Konvergenz

Def. 3.3.1 Sei {a,}neny C R. Die Folge

n

Sp 1= Zak, neN (3.3.1)
k=0
der Partialsummen heif3t unendliche Reihe Z ay . Falls s, konvergiert, so schreibt man
k=0
s := lims, = Zak. (3.3.2)
n—oo P
s heiffit Summe der Reihe.
Bemerkung 3.3.2 Z aj existiert genau dann, wenn
k=0
Ve>0 IN() eN vnzN(g):)Zak—s <e. (3.3.3)
k=0
Satz 3.3.3 Z aj existiert genau dann, wenn
k=0
Ve>0 EIN(@)sznzN(a):‘Zak‘<e. (3.3.4)
k=n

Beweis. Satz 3.2.21: lim s, =s <= {s,}nen ist Cauchy Folge
n—oo

i
L

m n
<:>|sm—sn_1|:‘§ ay — ak‘:‘g ak‘<5
k=0 0 k=m

e
I

fiir m, n hinreichend grof3. m
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Beispiele 3.3.4

= 1 .
) Z WET D) Man kann zeigen (Ubungen)

k=

—_

k=
lim s, = lim ™ Bep 822 1] =
— k(k+1)
o 1
i) Yo
k=0
1 I I (3213
fion = Jim )=

iii) geometrische Reihe

o0
> ¢t gl <1
k=0

n 9 1— n—1 1
lim s, = lim qu (3:212) lim q
1
iv) Z T harmonische Reihe

k=1

2n 1 n—1 2l+1 1
=g =ty (X )

k=1 =1 ™g=2l+1
—1+1+<1+1>+<1+1+ +)+ —i—( ! + —1—1)
B 2 \3 4 5 6 8 27141 2n)

> >4 >

=
Il
—

Satz 3.3.5 Zak, Zbk konvergent —
k=0 k=0

(o]
Z tag + uby), t,u € R ist konvergent und
k=0

Z(tak +ubk) = tZak —l—quk
k=0 k=0 k=0

27
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Beweis.

ILm S, = 1Lm (zn:(tak + ubk)> = ILm (t z”: ay + uzn: bk)

k=0 k=0 k=0

n—oo n—oo

n n
Satz 3.2.11, Korollar 3.2.13 . .
= t lim E ap +uw lim E by,
k=0 k=0

k=0 k=0

Satz 3.3.6 Z ai, ar > 0 konvergiert genau dann, wenn {s, }nen beschriankt ist.
k=0

= ar konvergent <= {s,}n,en konvergent
k=0

Satz 3.2.5 .
X7 L5, nen beschrinkt

p<=" ar >0 = {s,}ney monoton wachsend

Satz 3.2.8
X" s, bhen konvergent O

Satz 3.3.7 (Leibniz-Kriterium)

Sei {a, }neny monoton fallende Nullfolge, a,, > 0 = die alternierende Reihe

> (-1)a, (3.3.6)

ist konvergent.
Beweis.
Som = (ap—ay)+ (ag —as) +...a2, >0
Somt1 = ao— (a1 —a2) + ... a1 < ao
Som+4+2 = Som T (_1)2m+1a2m+1 + (_1)2m+2a2m+2
= Som — A2m41 T Gomy2 < Sy
Somi1 = Som—1 + (=1)*agm, + (—1)*"ag,, 4
= Som-1t G2m — G2m41 = S2m—1

S 3.2.8
atZ:> {SQm}m€N7 {52m+1}meN konvergent

_ 2
Som = Som—1+ (—1)"asm
Satz 3.2.9

= Som—1t Qom
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lim s9, = lim,,_.o Sop—1 + lim ag,, = s
m—0o0 m—o0

——
-0

Aufgabe 14, Blatt4 ..
B lim s, =s ]

m—0o0

Beispiel 3.3.8

i(—l)”_1 1+1 L
2n+1 ~ 3 5 777

n=0

ist konvergent.

Satz 3.3.9 Zak konvergent —- klim ap =10
=0 — 00

Beweis. Satz 3.3.3 = ‘ Zak‘ <e,m>n> N(a)

k=n

speziell m =n = |a,| < e,n > N(¢) O

B. Konvergenzkriterien

Def. 3.3.10 Eine Reihe Z ar, heiflt absolut konvergent, wenn Z |ag| konvergiert.
k=0 k=0

Satz 3.3.11 Z ay absolut konvergent —- Z aj konvergent und
k=0 k=0

‘gak’ < g; x| (3.3.7)

oo
. Satz 3.3.3
Beweis. E lag| konvergent ~ =

k=0

Ve >0 dN(e) mit ’Z|ak|‘ :Z|ak| <e, m>n>N()
k=n

k=n

m m
:>‘Zak‘ SZ]ak\<€
k=n k=n

oo o0
— Z ay, erfiillt Cauchy-Kriterium Satz33.3 aj konvergent

k=0 k=0
Satz3.2.8

n n n

. Aufgabe 18, Blatt5 . .

lim E ak‘ = lim ’ E ak’ < lim E |ag| O

n—oo n—oo n—o0
k=0 k=0 k=0

Satz 3.3.12 (Majorantenkriterium)

Z b konvergent, by > 0, |ag| < by = Z aj absolut konvergent
k=0 k=0
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Beweis.

n n o0
Z‘CZM S Zbk S Zbk Sagg(i Beh.
k=0 k=0 k=0

Satz 3.3.13 (Quotientenkriterium)
Sei ay # 0 fiir fast alle k£, 30 < g < 1 mit

Qf4+1
ag

< q fiir fast alle k

oo
— Z ay ist absolut konvergent.

k=0
Gilt
Q41
Qg

> 1 fiir fast alle k,

o0

S0 ist E ay divergent.
k=0

Beweis.

k
’ H‘ < g = |a1| < qlao] = |az| < qlas| < ¢*|ao|

| k u
Induktion = oy < ¢*laol = 3 el < eul S = laol 1L <

k=0 k=0

|ak+1’
|ax|

> 1= |agq1| > |ag| > - > Jag| >0

—> {ag }ren keine Nullfolge

[e.9]

Sagg ) Z ay divergent
k=0
Beispiel 3.3.14 Z o
k=1
k+1 1 1\2
‘CLkJrl‘ _ ( + ) ___<1+_>
Qg 2k+1 k2 2 k

1 1\2 8
< (1 —) —2_g<1, k>3
< 5(1eg) =5 =
1.2

konvergent!

Satz 3.3.13 = Z
k=

ok
Satz 3.3.15 (Wurzelkriterium)
Gilt

Vgl <p, 0<p<1, fiir fast alle k,

30
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S0 ist Z ar konvergent. Ist {/|ay| > 1 fiir fast alle k, so folgt Divergenz.

k=0
Beweis.
k k - k 1
Vi < p = lap| < 0", Zp =1 4
k=0 q
[e.9]
Satz3.3.12 Z ax, absolut konvergent
k=0

\k/ |ak] > 1= ‘(lk| > 1= {ak}keN keine Nullfolge
C. Umordnung

Beispiel 3.3.16

1 k—ll SatZ:&fi? _1 k—ll —
’;( i Z( A
] 1 1 1 1 1
T3T3 a5 e
S T R e T S
2 4 3 6 8 5 10 12 7
1 1 1 1 1 1 1
T27176 8T Tu-
:1(1_14_1_14_ )
2 2 3 4
:>3/:1<1—1+1—1+..>:13
2 2 3 4

Def. 3.3.17 Sei 0 : N — N bijektiv, by = ay).
Z by heifit Umordnung der Reihe Z ag.

k=0 k=0

Satz 3.3.18 a;, > 0VEk e N, Zak =5 = Zag(k) = s fiir jede Umordnung.
k=0 k=0

Beweis.

n
Sp = E Qg
k=0

Sn, S, monoton wachsend
n = max{c(0),0(1),...,0(m)} =

s <s,<s= lim s, =5 <s

m—0o0
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oo (o]
aber: Z ay ist Umordnung von Z b, ap = by—1(1) =
k=0 k=0
lim s, < lim s/, = s <¢ O

n—oo m—00

Satz 3.3.19 Z ay absolut konvergent — Z aq(k) absolut konvergent und

k=0 k=0
> ar =) e (3.3.11)
k=0 k=0
Beweis. Satz 3.3.18 = Z lag| = Z |G (k)| = Za"(’f) absolut konvergent
k=0 k=0 k=0
- Z Ao(k) = s’
k=0
Zu zeigen: s = Z ay = Z Aoy = 5
k=0 k=0
n kn
Sp i — Zak, Sﬁﬁn = Zaa(k)
k=0 k=0

k., : kleinste Zahl mit
{0(0),0(1),...,0(k)} D{0,1,2,...,n}

o0 m
Zak absolut konvergent —> Z lag] <e,m >mn> N(e)

= |5, — 8}, | <&e,n>N(e) = nlLIEO(Sn — 5, ) =0
o0 o0
/ . - . / -
Sn, Sy, konvergent = 71113;0 Sp = nh_)rgo Sy, = Z ar = Z Ao (k) O
k=0 k=0

D. Die Exponentialreihe

Satz 3.3.20 Fiir jedes = € R ist die Exponentialreihe

© _k
x
exp(z) = E o (3.3.12)
k=0
absolut konvergent.

k

Beweis. ay : x#0,k > 2z =

k-zya
Akt1 _‘ A N 1
ap | l(k+Dlzkl  E+1 "2
1 atz 3.3.12
)ak+1‘<§ fir fast alle k:St:‘sgl5 Beh. O
ag
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Bemerkung 3.3.21 Beispiel 3.2.14, Formel (3.2.11), (3.3.11) = exp(1) =e.

n k

. x
Satz 3.3.22 Es gilt exp(z) = Z i + Ry (),
k=0
’x‘rH—l n
R, <2 7 <14 —
(@)l < 207y el <143
Beweis.
o0 k
x
Bl < Y
k=n+1 ’
" || |z[*
- (1 )
(n+1)! n+2 (n+2)(n+3)
< = <1+ I . S 2 )
~ (n+1)! n+2 (n+22 (n+22?
1 1
gl <1+ gn=cn+2) =
|| 1 1
R, < (1 S )
| Ry ()] < CESICRE R
Beispiel 3.3.4,iii) |[E ‘ n+1 ( 1 )
- (n+1)1\1-1

Satz 3.3.23 exp(z) geniigt der Funktionalgleichung

exp(z +y) = exp(z) exp(y).

Beweis. spiter!

4 Stetigkeit

4.1 Definition und Beispiele

(3.3.13)

(3.3.14)

Def. 4.1.1 a € R heifit Bertthrpunkt von D C R, falls {a,}nen, an € D existiert mit

lim a, = a.

n—oo

Def. 4.1.2 f: D — R, a € R Beriihrpunkt von D. Man schreibt
i) lim f(z) = ¢,

r—a

falls fiir jede Folge {z, }nen, 2, € D, mit

lim x, = a gilt

n—oo

lim f(x,)=c

n—oo
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ii) lim f(z) = ¢,
falls fiir jede Folge {z, }nen, 20 € D, x, > a,
lim x, = a gilt

lim f(z,) =c
iii) li}n f(z) =c,
falls fiir jede Folge {z, }nen, 2, € D, x, < a,

lim z, = a gilt

lim f(z,) =c
iv) lim f(z) =c,
falls D nach oben unbeschriankt ist und fiir jede Folge x,, € D und lim z,, = oo gilt
lim f(z,) =c
Beispiel 4.1.3 P(z) = Zakxk, a, =1, lim p(z) = oo
k=0
ao ap
Plz) =" (%2 1)
() == \am w”*1+ + )
9(z)
x > c¢:=max(1,2nlag|, 2n|a4|, ..., 2n|a,_1|) =
1 1 x
> — P > " > —
o) > 3 = Ple) > 2a" >
lim xn:oo:>xn20,n2n0:>P(xn)2%:> lim P(z,) = o0
Def. 4.1.4 f: D — R,a € D. f heifit stetig im Punkt a, falls
lim f(x) = f(a). (4.1.1)

r—a

f heiit stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Beispiele 4.1.5
i) f:R— R, f(x) = cist stetig in R

lim z, =a = lim f(z,)= lim ¢ =c= f(a)

ii) f(z) =id(x) = x ist stetig in R

lim f(x,) = lim id(z,) = le z, =a = f(a)

n—oo n—oo
iii) abs: R +—— R,z +—— |z| ist stetig in R

Satz3.2.12

A)a>0 limz,=a" = "x,>0,n>ny—=
n—oo
lim abs(z,) = lim, . |2,| = lim 2, = a = abs(a)
n—oo n—oo
B) a <0, lim z, = a = lim abs(z,)
n—oo n—oo
= lim (—z,) Forolla3.2.11 (—1) lim z,, = —a = abs(a)
n—oo n—oo
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C) a=0, lim z, =0 AR i |z,| = 0 = abs(0)

iv) Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig in R.
Zunéchst:
hH(l) exp(z) =1 (4.1.2)
r—
(3.3.13), n =0 = |exp(z) — 1| < 2Jz|,|z| <1
{Zn}nen, im z,, =0 = |z,,| < 1,n > ny
= |exp(x,) — 1| < 2|z,|,n > ny = lim exp(z,) =1

Sei jetzt lim z, =a = lim (z, —a) =0

n—oo n—oo

— lim exp(z, —a) =1

n—oo

22 lim exp(z,) = lim exp(a) exp(z, — a) = exp(a) lim exp(z, — a) = exp(a)

n—o0 n—oo

Satz 4.1.6 f,g: D — R stetig in a, A € R. Dann sind
f+9g: D—R

A D—R
f-g: D—R

stetig in a. Ist g(a) # 0, so ist auch

i:D'—MR, D' :={z € D|g(x) # 0}

9

stetig in a.

Beweis. {2, }nen, 2, € D, lim z,, = a =
n—oo

lim (f+g)(x.) = lim (f(2a) +g(2n))
Satz3.2.11 lim f(z,) + lim g(z,)
P (a) + gla)
= (f+9)la)
Rest analog O]

Beispiele 4.1.7

i) p(x) = Za;ﬁk ist stetig in R
k=0
p(z) =ap+ax+ar-x+azx-x-x+---

f(z) = ag ist stetig
f(x) = z ist stetig Jafz )6 ayx ist stetig Satz )6 ap + ayx ist stetig usw.

ii) Jede rationale Funktion ist stetig (in ihrem Definitionsbereich).
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Satz 4.1.8 f: D — R, g: F — R, f(D)CE,
fseiina € D und g in f(a) stetig =
gof:D—R

ist stetig in a.

Beweis. {2, }nen, 2, € D, lim x, = a =

lim f(z,) = f(a) =

Tim (g0 f)(z,) = lim g(f(z2)) = g(f(a)) = (g0 f)(a)
Beispiel 4.1.9 f: D — R stetig —

|f|: D — R, z+—— |f(z)| ist stetig

Beispiel 4.1.5 iii): abs ist stetig
Satzd8 |f| = abs o f ist setig

4.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 4.2.1 (Zwischenwertsatz)
Sei f :[a,b] — R stetig, f(a) <0, f(b) > 0 (bzw. f(a) > 0, f(b) < 0)
= dp € [a,b] mit f(p) =0

Beweis. f(a) <0, f(b) >0
Konstruiere Folge [a,, b,] mit
1) [an, by] C [an—1,bp-1],n >1
2) by, —a, =27"(b—a)

3) fan) <0, f(ba) >0
vollstéandige Induktion

IA : [ag, bo] := [a, D]
IS:n—n+1

m = + bn 2 Fille
2
1. f(m) > 0 = [an+1, bpi1] := [an, m]
2. f(m) < 0= [ans1, bus1] := [m, by]

= 1) - 3) erfiillt!
{a,} monoton wachsend, beschréinkt

Satz3.2.8
=" {an}, {0, } konvergent
{b,} monoton fallend, beschrinkt } {an}, {bn} konverg

% lim a, = lim b, =: p

n—~oo n—~o0

[ stetig = lim f(a,) = lim f(b,) = f(p)
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flan) <0, f(b,) > 0722

f(p) = lim f(ay) <0< lim f(b) = f(p) = f(p) =0 =
Korollar 4.2.2 Sei f : [a,b] — R stetig, ¢ € R zwischen f(a) und f(b). Dann existiert
p € a,8] mit f(p) =c.

Beweis. Sei f(a) < c< f(b)

g: la,b) — R

r — flx)—c

g stetig, g(a) < 0,g(b) >0 Satz 421 dp € [a, D]
mit g(p) =0 = f(p) = ¢ O
Def. 4.2.3

i) Die Mengen
[a,00) :={z € R|z>a} (—o0,a]:={reR|z<a}
(a,00) :={z e R|z >a} (—o0,a):={zeR|zx<a}

heiflen uneigentliche Intervalle.

ii) Ein kompaktes Intervall ist ein abgeschlossenes und beschrénktes Intervall [a,b] C
R.

Def. 4.2.4

i) Falls D C R nicht nach oben (unten) beschrénkt ist, so schreibt man

sup(D) = 400, inf(D) = —o0. (4.2.1)

ii) f: D — R heifit beschrénkt, falls 3 K € R, mit

f@)| <K xz€D. (4.2.2)

Satz 4.2.5 Sei f : [a,b] — R stetig = I p, q € [a, b] mit

flp) = sup{f(z):x € [a,b]} (4.2.3)
flg) = inf{f(x):x € la,bl} (4.2.4)

Beweis. nur (4.2.3)
A :=sup{f(x):x € [a,b]} (€ RU{oo})
3 Folge z,, € [a,b] mit lim f(z,) = A (vgl. Beweis von Satz 3.2.7 bzw. Satz 3.2.21)

{2 }nen beschriankt Satz3.3:23 5 konvergente Teilfolge {x,, }ren mit 13520 Tp, =D
 stetig = f(p) = f(lim a,,) = lim f(2,,) = A -
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Bem. 4.2.6 Satz 4.2.5 ist fiir nichtkompakte Intervalle falsch!
f:(0,1) — R, x+— i Beispiele 4.1.7 =

f ist stetig, aber unbeschrankt

id(0,1) — R z+— 2z = sup{id(z),z € (0,1)} =1

Satz 4.2.7 (¢ — 6—Def.)
f:R DD — Rist stetig in p € D genau dann, wenn

Ve>03d>0Vaee{yeD|ly—pl <d}:|f(x)— f(p)| <e. (4.2.5)

Beweis. ,—“ {z,}neny € D, lim z, =p, lim f(z,) = f(p)
Annahme: (4.2.5) gelte nicht
—Jde>0Vo>03dx € Dmit |z —p| <0, |f(z)— f(p)|>c¢

1 1
— Jdx, € D mit |z,, — p| < =, |f(z,) — f(p)| > ¢ (wihle ein n > 5 hierzu)
n

— lim z, = p= lim f(z,) = f(p) (Widerspruch)

n—o0

77<:“ {xn}nel\h hm Tn :p:> EIN € N Hllt |:En _p| < 57 n Z N

2 |f @)~ J0) <& n2 N
= lim f(zn) = f(p) = [ ist stetig O

Satz 4.2.8 Sei f: D — R stetigin p € D, f(p) # 0 = f(x) # 0 in Us(p), d. h.

30 >0Vexe{yeD|ly—p|<d}: f(x)#0. (4.2.6)

Beweis. ¢ := |f(p)| >0 25735 > 0 mit |f(z) — f(p)| <e, |z —p| <6

= |f(@)] = [f(x)—fp)+ )

> 1) - @)~ f0)] > [f)] -2
<e =0
O
Def 4.2.9 f: D — R heifit gleichméfig stetig in D, falls
Ve>036>0mit |f(z) — f(2)] <eVz,2’ € Dmit |z —2'| <. (4.2.7)

Bem. 4.2.10 stetig 7= gleichméifig stetig!

f: (0,1) — R,
1

r —
x
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[f(2) = fa)] <1, o —a'[ <6

1 1
dn mit ‘— — —‘ < 0, aber
n 2n

(0) ()] ==z

Satz 4.2.11 f : [a,b] — R stetig = [ ist gleichmé&Big stetig

Beweis. Annahme: f nicht gleichméflig stetig

— Je > 0 und Punkte z,, 2!, € [a,b] mit
1
[on =2 <~ [f(wn) = flan)| 2

Satz 3.2.23 = 3 konvergente Teilfolge {z,, }ren mit klim T, =:p € [a,b

1 f steti

. g

|z, — 2| < = = lim 2/, =p’'=>
n k—oo 'k

lim (f(zn,) — f(2})) = f(p) — f(p) = 0 (Widerspruch)

k—o0

]

Satz 4.2.12 Sei f : [a,b] — R stetig. Ve > 0 3 Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R
mit

i) o) < flx) <), =€ lal]

i) () =) <e,  x€lab]

Beweis. Satz 4.2.11 = f ist gleichméBig stetig
—Ve>035>0mit |f(z) — f(a')| <e, |z—2a|<$§
a=to<t1 <tg<...<t,=0>

b—a b—
te=a+k—" Y
n n

—t —t1 <0

cp = sup{f(x)|tp_1 <z < iy}

¢ =1nf{f(x) [ tp_1 <z <t}

Satz 4.2.5 = 3(, (' € [ty—1, tx) mit ¢, = f((), ), = f({)

— I (1< 6= £~ (O = e — 4] < ¢
so(x):{f(a)’ o w<x>={f(a)’ o

i < <ty Cky, tp1 <x <ty

Satz 4.2.13 Sei I C R Intervall, f: I — R stetig = f(I) C R ist Intervall.
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Beweis.
B = supf(I) e RU{oco}

A = inf f(I) e RU{—o0}

wir zeigen: (A, B) C f(I)
sei A<y < B= 3Ja,belmit f(a) <y < f(b)
Kol d22 30 € T mit flx)=y=y e f(I)

— f(I) € {(A, B),[A, B],[A, B), (A, B]}

[
Def. 4.2.14
i) Sei f: M — N injektiv. Die Umkehrabbildung f~!: f(M) — M ist durch
flly) =2 =y=f(2) (4.2.8)
definiert.
ii) Sei f: D — R Funktion. f heift
monoton wachsend flz) < f(a)
streng monoton wachsend C falls flz) < f(2) (42.9)
monoton fallend f(z) > f(a)
streng monoton fallend f(z) > f(a)
Va,2' € D mit x < 2/
Satz 4.2.15 f : [a,b] — R stetig, injektiv
— f ist streng monoton wachsend (fallend)
Beweis. O.B.d.A. sei f(a) < f(b). Wir zeigen, dass f streng monoton wachsend ist.
Zunéchst ist
f(a) = min{f(z)|x € [a, ]}
f(b) = max{f(z)|z € [a,b]},
denn angenommen f(c) = min{f(z),z € [a,b]} fiir ein ¢ € (a, b)
Fordllatt22 3¢ ¢ [e,b] mit f(¢') = f(a) (Widerspruch zu f injektiv)
Annahme: f nicht streng monoton wachsend
— Jx1, 19 € [a,b], 11 < x2, f(x1) > f(22)
= f(a) < f(w2) < flan) TEE 32 € o) mit [(2) = f(2)
(Widerspruch zu f injektiv) [

Frage: f: D — R stetig, injektiv = f~! stetig?
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Antwort: nein!

Beispiel 4.2.16 D : [-2,—1) U[1, 2]
f-D — R
r+1, falls —2<zx< -1
r
xr—1, falls 1<e<2

Stetl streng monoton — Immjektiv =— |~ existier
f stetig, streng t f injekti f~1 existiert

f‘l(x):{x_l’ -1<z<0

z+1, 0<z<1

=1 unstetig!
Aber:

Satz 4.2.17 f: I — R stetig und streng monoton (wachsend oder fallend)

= f~1: f(I) = I' — R ist stetig und streng monoton (wachsend oder fallend)

Beweis. [ streng monoton wachsend

T <y = f(21) < f(22)

— f~! streng monoton wachsend

Satz 4.2.13 = f([) ist Intervall

nef), n=f), &=f"mel

Annahme: £ kein Randpunkt = 3 > 0mit [{ —¢,{ +e] C [
JReRBmonelon (¢ o) < < f(€ +e) = 36 > 0 mit
= f(—¢) <y <f(§+e) VYyeUsn)nfl)
et e e < fy) <€t = |y — €l <c
= [ y) - ()l <&, yeUsn

ST £-1 stetig in !

n Randpunkt: analog mit [, & + €] bzw. [ — €, ¢]

streng monoton fallend analog
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5 Differentiation

5.1 Grundbegriffe

A. Definition und Beispiele

Def. 5.1.1 Sei f: D — R. f heifit in « € D differenzierbar, falls

f/<£L'> — lim f(g) — f(x)

(5.1.1)
ey ST

existiert. f’(z) heift Differentialquotient oder Ableitung von f in z. f heifit differenzierbar
in D, falls f in jedem Punkt z € D differenzierbar ist.

Bemerkungen 5.1.2

) h=(—rv=¢=0+h=

f'(@) = lim

f(Hh})L_f(x) (5.1.2)

ii) Es muss {&, }nen, & € D\{z} mit lim , = = existieren!

f&) — fz) ist Steigung der Sekante durch (z, f(x)), (&, f(£))

iii) Differenzenquotient

¢ — x = (Sekante — Tangente)

— f'(x) = Steigung der Tangente in x

iv) Schreibweisen

i) F© -~ f) _Af

flla) ===, e T Ar (5.1.3)
v) f heifit in x von rechts differenzierbar, falls
_f(§) — f(=)
fi(z) = %1{2 B (5.1.4)

existiert. f’ (x) bzw. Differenzierbarkeit von links analog.

Beispiele 5.1.3
i) f:R — R

r +—— C

i) f(z)=c-x



iii) f(z) = 2?

pon o (xR =2 2?4 2ha 4 P —a?
Fo=m =N ]
h(2 h
= lim (22 + 1) = lim(2x + h) = 2z
h—0 h h—0

iv) exp: R — R, vgl. 3.3, D
exp(z + h) — exp(x)

, B .
ep/(e) = lm )
G314 exp(x) exp(h) — exp(z)
h—0 h
B . exp(h) —1
= exp(z) lim
Satz 3.3.22 =
3
Jexp(h) — (L4 B)| < [, |b] <
exp(h)—l_l‘_’exp —(1+h) <
h h
h)—1
= lim exp(h) = 1 =1= exp/(z) = exp(z) !
h—0 h
v) f:R — R
r \/E
vV 1
Fl) = i VT h
h—0 h h—»Oh\/I‘—{— +7T
1 1

_hi%\/x—l—h—i-\/fz2\/E

vi) abs : R — R ist nicht differenzierbar in 0 !

1
hn = (=1)"=, lim hy, =0

n n—00

1
T 0
i abs(0 + h,,) — abs(0) . %

n—oo hn n— o0 (—]_)"E n—oo

es gilt aber:
abs(0) =1, abs_(0) =—1

B. Approximationseigenschaften

Def. 5.1.4 (Landau-Symbole o, O)
i) Seien f,g: (a,00) — R
f(z) =o(g9(z)), x — oo, falls
Ve >0 3R > a mit |f(z)| < elg(x)| fir x > R

(Fiir g(z) #0, x> Rist f(z) = o(g(z)),  — oo dquivalent zu lim @) =0)

=00 g()
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f(z) = 0O(g(x)), x — oo, falls

K € Ry, R > a existieren mit |f(z)| < K|g(z)| fir x > R
ii) f,g: D — R, xy Beriihrpunkt

f(z) = o(g(x)) fir z — =z, falls

Ve > 036 >0 mit |f(z)| <elg(z)|,z € D, |z —x0| <6

f(x) = O(g(x)) analog

ii) fi(z) = faz) + O(g(2)) <= fi(x) = fo(z) = O(g(x))

Beispiele 5.1.5
i) P(z) =ao+ a1z + ...+ a2 = P(x) = O(a")
r>R>1 = |P(x)] < |ao|+ |ar]lz|+ ...+ |an||z]”
< aollx|™ + ag||z™ + ..+ |an||z]?
= (laol + ... + lan|)||"
i) e =142+ 0(?), r — 0 (Ubung)

i) f(x) = f(zo) +o(1),  — 29 = f stetigin 2o (Ubung)

Satz 5.1.6 R D D > a mit {&,}nen,&n € D, lim &, = a. Dann ist f : D — R genau

dann differenzierbar in a, wenn ein ¢ € R existiert mit

f(z) = fla) +c(z —a) + p(x) (5.1.5)
und
lim :ff’:i —0. (5.1.6)

Dann gilt ¢ = f'(a).

Bemerkung 5.1.7 Satz 5.1.6 bedeutet:
f differenzierbar <= f durch affin-lineare Funktion approximierbar

L(z) := f(a) + c(x —a) = f(a) + f'(a)(x — a)= Tangente
f(@) = L(z) = p(x) 2 o) = ofz — al) !
Beweis von Satz 5.1.6

=" c:= f'(a), o(z):= f(z)— f(a) — c(z —a)
., vl fl@) - fla)—cr—a) _ flz) = fla) |

R R OE10),
rT—a L — r—a r—a

—c=f'(a)—c=0
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(@) el —a) + pla) — f(a)
z—a T —a z—a (x —a)
oy (=0, )y o(a)

=c+lim —+= =c¢
(r—a) x—a T—a T — @

Korollar 5.1.8 Ist f: D — R in a differenzierbar, so ist f in a stetig.

Beweis. Ubungen

5.2 Ableitungsregeln

Satz 5.2.1 Seien f,g: D — R diffb., A\ e R =
f+g,Af,f+g: D — R sind diffb. und
(f+9)(x) = fl(x)+4(2)
Af)(z) = Af'(x)
(f-9)(x) = f(x)g(x)+ f(x)g' () Produktregel

IstVéED,g(ﬁ)#Oﬁi:D—>]Ristdiffb. und
g

( g )’ (2) = f '(fﬁ)g(?@;(;){ (x)g'(z) Quotientenregel
Beweis (5.2.2)
) _ i A (x + h})L — Mf(2)
Korollar3.2.13 lny fla+ h})L —fl@) (@)

(5.2.1) analog

(5.2.3) (f-g)(x) = lim LEEMI@ TN = [(@)g(2)

h—0 h
_ i F @ Rg(@ +h) = g(@)] + [f(z + h) — f@)]g(@)
h—0 h
i LD h) —g@)] (e 4 R) = f@)lg(e)
h—0 h h—0 h

Kor011§r5.1.8 f(x)g/(ff) _|_f/(w)g(1‘>

(5.2.4) zunéchst f =1
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G)/(gj) B %%%(g(xi—h) _g(la:)>

o 1 g(x) —g(z +h)
= T ) ( h >
. 1 (9(x) — g(x +h)
= T Rl A ( h >
_ 9@

9*(z)

Fiir allgemeines f gilt dann

(D@ = ()@ rw L+ o5

_ J'@)g(x) — f(2)g'(x)
g*(z)

]

Satz 5.2.2 (Kettenregel) f : D — R,g: F — R, f(D) C E. Sei finz € D und g
iny = f(z) diffb.
= go f: D — Risdiffb. in z und

(go f)(z) =g'(f()f (). (5.2.5)

Beweis.

— (9o f)(z) = lim

. E—x
U ~ (@)
- E—x
g ) 1 =)
= lim g*(f(¢)) lim 2
= ¢ (f(2))f'(z)

Beispiele 5.2.3

) falw)=a"  fi(z) =na""
vollstéandige Induktion
IA:n=0,1,2 Bsp.5.1.3
S:n—n+1

fos1(z) = "t =g.a" = fi - f, (ii)

46



w(x) = fifat fuh
= l-a2"+na" -z
= 2"+n2"=(1+n)z"
i) f:R\{0} — R

r H— —
"

fl(x) = (i>/ L
xn

i) f:R, — R
r — /Texp(x?)

(5.2.3)

flle) "= (V) exp(a?) + Vaexp(a?®)
R \Fexp< %)+ Vaexp(a?)
e \/— oxp(?) + vz exp'(2?) (z*)
BRI exp(a®) + VEesp(a?)2e
- (2 \/_+2x3/2> exp(z?)

iv) F(z):= f(ax +0b), a,beR
F/(z) > 22 fllaz +b) - a

Satz 5.2.4 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f : I — R stetig, streng monoton, f~ : f(I) = I' — R. Ist f in x € I diffb,,
f'(z) #0, soist f~!in y = f(x) diffb. und

(f ) = = . (5.2.6)

Beweis. Satz 4.2.13 = f(I) = I’ Intervall = 3¢, € I'\{y} mit lim (, = y.

Satz 4.2.17 = f~1 ist stetig, 7, := f71({,) = lim n, = lim f~1((,) = f~1(y)

. fﬁl(Cn)_fil()_ : M — T o 1 o 1
PTGy R T @) e Tedm i)
EETVPR S 1
— V=5 T W) .
Def. 5.2.5
i) f: D — Rseiin D diftb. Falls f': D — R wieder in x € D diffb. ist, so heifit
d2

T )= () (527
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zweite Ableitung von f in z.

ii) f: D — R heifit k-mal diffb. in z € D, falls

f|Dﬂ(x—a,x+a) — R
(k — 1)-mal diffb. ist und die (k — 1)-te Ableitung in = diffb. ist. Man schreibt

B (@) = —ddj;(? = (%) fx) (5.2.8)

- ()

dx dak—1

iii) f heiBt k-mal diffb. in D, falls f in jedem x € D k-mal diffb. ist.
f heiflt k-mal stetig diffb. in D, wenn f* : D — R in D stetig ist.

5.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

A. Extrema

Def. 5.3.1 f : (a,b) — R. f hat in = € (a,b) ein lokales Maximum (Minimum), falls

e > 0 existiert mit

flx) = f(§) (f(z) < f(§)) fiir alle & mit |z —£] <e. (5.3.1)

Satz 5.3.2 f : (a,b) — R besitze in = € (a,b) lokales Extremum und sei diftb. in z.
Dann gilt f'(z) = 0.

Beweis. Sei z lokales Maximum

g f(f) < f(:L'),/SE(SL'—E,QE-I-E)

— fi@) = lim f(féii(m) <0
P = i HE2I
f diffb. = fi(z) = f' () = f'(x) =0
(Minimum analog) O

Bemerkung 5.3.3

i) f'(x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend!

ii) f:[a,b] — R stetig Satg f nimmt Max., Min. an. Extremum am Rand #=

F(z)=0!
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Satz 5.3.4 (Rolle) f : [a,b] — R stetig, f(a) = f(b), f in (a,b) diftb. = I € (a,b)
mit f'(§) = 0.

Beweis. f nicht konstant = 3z € (a,b) mit f(xo) > f(a) oder f(z) < f(a).

— f nimmt Maximum (Minimum) in £ € (a,b) an Saz53.2 (=0 O

Korollar 5.3.5 (Mittelwertsatz) a < b, f : [a,b] — R stetig, in (a,b) diffb.
= 3¢ € (a,b) mit

IO I _ pre (532
Beweis.
F: [a,b —R,

F(r) = flo) - LU T0) )
F stetig, diffb. in (a,b), F(a) = f(a) = F(b)
36 € (0,0) mit F1€) = 0= 0= F(g) = pi¢) - L) =
Korollar 5.3.6 f; [a,b] — R stetig, in (a,b) diffb. und es gelte
VEE (ab)im< (€ <M
Dann gilt
m(y —x) < f(y) = flx) <My — =), x <y, =,y € (a,b)

Beweis. Korollar 5.3.5, a = 2,b = y
— [0S0 g
= m(y —z) < [y —2) = fly) - flz) < M(y — ) O

Korollar 5.3.7 Sei f : [a,b] — R stetig, in (a,b) diffb. und f'(x) = 0 fiir alle z € (a, b).

Dann ist f konstant.
Beweis. Korollar 5.3.6 = 0 < f(y) — f(z) <0 = f(z) = f(y) O
B. Monotonie

Satz 5.3.8 Sei f : [a,b] — R stetig und in (a, b) diftb.

i) Gilt f'(z) >0 (f'(z) >0, f'(z) <0, f(z) <0) fiir alle x € (a,b), so ist f monoton
wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton fallend, streng monoton fallend).

ii) Ist f monoton wachsend (fallend), so folgt f'(z) >0 (f'(z) <0) fir alle x € (a,b).
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Beweis.
i) f'(z) > 0,2 € (a,b)
Annahme: f nicht streng monoton wachsend

= Ell’l,l'g € [a7b]7 T < T, f(xl) Z f(l'g)
Korollag5.3.5 3¢ € (a1, 29) mit

To — T

ii) f monoton wachsend

— f'(z) >0

Bemerkung 5.3.9 f streng monoton wachsend = f'(z) >0 Vaz € (z1,2),
Beispiel: f(z) = 23!

Satz 5.3.10 f : (a,b) — R diftb., in = € (a, b) zweimal diftb. und
f'@) =0, f"(z) >0 (bzw. f"(z) <0)

= 1z ist strenges lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis. Sei 0.B.d.A. f’(z) > 0 und
/() = lim f'(ig - i'(l’)
f'€) — ['(x)

— X

> 0.

= Je > 0 mit > 0 fiir alle € mit | —z| <e

, r<é<x+e

wn

ALz f streng monoton fallend in (z — ¢, x)
f streng monoton wachsend in (z,x + )

— [ besitzt strenges Minimum in z
C. Die Regel von ’Hospital
Lemma 5.3.11
i) f:(0,a) — R diffb.,, il{[(l)f(l’) =0, limf'(z)=:c €R

z\,0
Dann gilt lim @ =c.
N\0 T
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ii) f:(a,00) — R diffb., xlggo fl(x) =1¢c €R.
f(=)

Dann gilt lim —= =c.
Tr—00 T

Beweis.
i) Ubungen
ii) zunéchst c=0
lim f'(z) =0= Ve >0 Izo > max(a,0) mit |f'(z)| <

Korollar 5.3.6
T f () = fmo)| < s(w—x0), @ > w0

DO ™

@) _ W) ) + )
L @ Sl | 1)
_ c—m) , flw)]
< S+ 2
2 o 201

allgemein: ¢g(x) := f(z) — cx

Satz 5.3.12 f,g: I = (a,b) — R diffb., ¢/(x) # 0 Vz € I und es existiere

A C)

=:c. D ilt
) c. Dann gi

i) Falls }Cl%g(x) = lim f(z) =0, so ist g(z) # 0 fiir x > 29, a < ¢ < b und es gilt

x,/'b
- flx)
% ey =

ii) Falls li;rll)g(x) = +00, so ist g(x) #0Vz € [ und

f(z)

1 _— =

z,/"'b g(%)
Beweis.
i) Ubungen

ii) Satz 5.3.4 = g ist injektiv
—> ¢ ist streng monoton, ¢’ wechselt (nicht) Vorzeichen

Annahme: g streng monoton wachsend
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— g(1) = J = (4,5), A= lim g(x)

Y=gt J—1
F:=foy:J—R

/ _ o) Satz5.2.2 / Satz5.2.4 f/(¢(y))
F'(y) = (fov)(y) f' (Y)Y’ (y) T
N 4 €
P = = ¢

emima o.o. . F
L :5>3 " Jim W)

y—oo Y

{Tntnen C I, lim z, =0
Yn = g(z,) = lim y,, = oo und

m M = lim Flyn) _

6 Einige spezielle Funktionen

6.1 Nochmals Exponentialreihe

Satz 6.1.1 (Cauchy-Produkt)

Seien Z (U, Z b, absolut konvergent und

n=0 n=0

Cp = Z apbn_r = agby, + a1b,—1 + ... + aybo.
k=0

Dann ist Z ¢, absolut konvergent mit

n=0
oo o o
> o= (Sw)(Xm)
n=0 n=0 n=0
Beweis.
=Y arb
k+4=n
k,£>0
N
— Oy = ch: Z arby
n=0 (k,Z)GAN

52

(6.1.1)

(6.1.2)



Ay = {(k,0) e NxN|k+ (< N}

N N
AN = Zan, BN :an
n=0 n=0

- AN'BN: Z arby = Z arby

k<N (k,0)€QN

Any CQn = AnBy —Cy = Z axby
(k,0)eQN\AN

N N
Ay ::Z|an|, By ::Z|bn|
n=0 n=0

= AyBy= ) lallb]
(k7£)€QN
|x] == grofite ganze Zahl <z
[x] := Kkleinste ganze Zahl >z

QL%J C Ay = Qn\ANx C QN\QLgJ

= |AyBy —Cy| < Z |ar|[be
(kvf)GQN\QL%J

— ALB — Ay — A

15

By,

Z (U, Z b, absolut konvergent = A} B} konvergent = A}, B} Cauchy-Folge

n=0 n=0

:>]\}i_I)IC1>O’ANBN—CN| < lim. (A*NBJ*V—AT%JB* )=0

15]

= Jm, AwBy = ( Jim Av)( Jim Bn) = Jim Cr

(6.1.3)

— (6.1.2)
|en| < Z |a||brn—r| = absolute Konvergenz O
k=0
Jetzt kénnen wir den Beweis von Satz 3.3.23 nachliefern:
Satz 3.3.23 exp(z) geniigt der Funktionalgleichung
Vx,y € R : exp(z+y) = exp(z) exp(y). (3.3.13)
) o xn o0 yn
Beweis. Satz 3.3.20 = exp(x) = Z e exp(y) = Z —
n=0 n=0

"Lk y"F (234
C”_;H(n—k)! -

o
B expla) - exp(y) = 3
n=0
1
n!

n=0
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Satz 6.1.2 Es gilt
i) exp(xz) >0

ii) exp(—z) =

iii) exp(n) =e€", neZ

Beweis.
i) (3.3.13) =

exp(z) exp(—z) = exp(z —x) = exp(0) =1 =
exp(r) # 0, exp(—) = exp(z)~’
i) 2>0=
22
exp(x)zl—i—x—i—?jt... >1>0

r<0= —1>0= exp(—2) > 0= exp(z) = exp(—z)"' >0

iii) vollstdndige Induktion
TA: exp(0)=1=¢€"
IS: n—n+1

exp(n+1) = exp(n)exp(l)

also: exp(n)=e", n>0

1
aber: exp(—n) = po— = =¢

Wegen Satz 6.1.2 iii) schreibt man auch

T

exp(z) = e*.

6.2 Logarithmus und allgemeine Potenz

Satz 6.2.1 exp : R — R ist streng monoton wachsend und bildet R bijektiv auf R, ab.

Die Umkehrabbildung
log: R, — R

ist stetig, streng monoton wachsend, und heifit natiirlicher Logarithmus. Es gilt

log(w - y) = log(x) + log(y).

Wir schreiben log = := log(z) fir z € R,.
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Beweis.

i) exp ist streng monoton
exp(f):1+§+%2+... >1, &>1
r<ir=¢=2"-r>0=exp{) >1 =
exp(z') = exp(z + §) = exp(z) - exp({) > exp()

ii) exp bijektiv etc.

>1 —n) = 1<
exp(n) > 1+n, exp(—n) =exp(n)~! < Tn
lim exp(n) = oo, lim exp(—n) =0 = exp(R) = Ry

n—oo
exp stetig, streng monoton wachsend

Sated 1T log : Ry — R stetig und streng monoton wachsend

iii) Funktionalgleichung (6.2.1)
§:=logz, n:=logy = exp(§) =z, exp(n) =y
= exp(§ +1) = exp(§) - exp(n) =z -y =

log(z - y) = log(exp({ + 1)) = £ +n =logz + logy

Def. 6.2.2 Die Exponentialfunktion zur Basis a, exp,,a > 0 ist definiert durch

exp,(x) := exp(zloga).

Satz 6.2.3 exp, ist stetig und es gilt
i) expy(z +y) = exp,(z) expy(y), x,y €R
ii) exp,(n) =a", nez

iii) exp(l(}—?): VaP, p€eZ, geN, ¢g>2
q

Beweis. exp,(z) = (expog)(x), g(z) =z -loga

exp, g stetig Satzd,)8 exp og ist stetig

i) expy(z+y) = exp((z+y)loga)
= exp(zloga + aloga)
= exp(zloga)exp(yloga)
= expy(x) exp,(y)

< = expy(—x) = expi(x))
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ii) vollstdndige Induktion = exp,(nz) = (exp,(x))"

1

exp,(1) = exploga = a, exp,(—1) = - =
a

exp,(n) =a”

iii) a? = exp,(p) = exp, <q§> = <eXpa (E))q

; eXpa(_n) =a

n

q

= vaP = exp, <1—9>
q

Schreibweise:

T

a” := exp,(zr) = exp(zloga)

(loge =1 = ¢" = exp(z) = exp,(z))

Satz 6.2.4 Fiir a,0 € Ry, =,y € R gilt

i) a®a¥ = a®tY
i) (a®)¥ = a™¥

i) a®b® = (ab)®

0 (1) -

Beweis.
ii) a® = exp(xloga)
= loga® = zloga
= (a")Y = exp(yloga®) = exp(z-yloga)
= GXpa(ZE y) = a"
i), iii) iv) Ubungen
Satz 6.2.5 Es gilt
oo €F
i) xh_)r& =0 keN
i) lim z¥¢™® =0, lima*e’® = 0o
T—00 z\0
S T 1 _ lim 1 _
iii) Jim logz = oo, limlogz 00
iv) limz® =0, limz™® =00
N0 z\0
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i) Es gilt
0 " I’k+1
e —Zm> Uk x>0
n=0
. e* - T
zF T (k+1)!

ii) Ubungen
iii) k£ € R beliebig. Satz 6.2.1 = log streng monoton wachsend

x> eP = logz > logef = k = lim logz = oo

r—00

1
limlog(z) = lim log — = — lim logy = —o0
limlog(z) = lim g, =~ Jm logy

iv) {x,}nen Folge, z, >0, lim x, =0

n—oo

iii) = lim alogz, = —co

n—oo

)= lim e¢=0—=

r——00

lim 2% = lim exp(alogz,) =0 =

n—oo n—oo
limz* =0
z\,0
_ 1 ) o
= — = limz =0 O
T z\,0

6.3 Exponentialfunktion im Komplexen

A. Komplexe Zahlen
Satz 6.3.1 R x R bildet mit
(1, 91) + (22,2) = (21 + 22,91 + 1) (6.3.1)
(x1,91) - (x2,92) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

einen Korper C, den Korper der komplexen Zahlen. Nullelement ist (0,0), Einselement
ist (1,0) und

o) = () @n#00). (6:32)

Beweis. Ubungen

(ZL’hO) —+ (IQ,O) = (l'l + IQ,O)
(ZEhO) : (1’2, O) = (ZL’I : 1'2,0)

57



Wir kénnen also z € R mit (z,0) € C identifizieren. ]

Def. 6.3.2
i) 7 := (0,1) heifit imaginére Einheit, es gilt

Man schreibt auch

z=(z,y) = (=,
(

= v+, z,yeR (6.3.4)

ii) Sei z = x + dy. Dann heifit
Re(z) := x der Realteil und

Im(z) :=y der Imaginérteil von z.

iii) Z = 2 — 1y heiflit komplexe konjugierte Zahl zu z = x + 7y.

iv) |z| = vz - Z heifit Betrag von z, es gilt

2| = /(2 + iy) (x —iy) = /22 + izy —ixy — (iy)? = /22 + y2.

Satz 6.3.3 Es gilt

Beweis.
N1 1 2
i) 5(2—1—2) = §(x—l—iy+x—z'y) = ; =
1 1 2i
Z(z—?) = Z(:U—Hy—x—l—iy) = %;y =y
Rest analog O]
Satz 6.3.4

) V2eC:|z| >0, |2|=0<=2=0
i) 2122 = [21]|22]
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iii) |21 + 22| < |21] + |22

Beweis. nur iii)

’21 + 22‘2 = (Zl + 22)(21 + 2_2’ == 2131 + 2122 + 2221 + 2222

Sa833 12 + 2Re(z1%s) + | 202

_ _ i) _
Re(z172) < |aiz| = |al[z2] = |2l =
|21 + 292 < 2112 + 2|21 || 22| + |22]?
= (la] +|2))?
]
B. Folgen und Reihen komplexer Zahlen
Def. 6.3.5 {c,}nen, ¢ € C, heifit konvergent gegen ¢ € C, falls
Ve>0 dN(e) Yn> N(e):|e,—c| <e. (6.3.5)
Man schreibt: lim ¢, = c.
Satz 6.3.6 {c,}nen konvergent <= {Im ¢, }nen, {Re ¢, fnen konvergent. Dann gilt
lim ¢, = lim Re(¢,) + ¢ lim Im(c,). (6.3.6)
Beweis.
,2—" limc,=c=a+1ib
= |c—c,| <e, n>N()
Cp = Gy, + b,
= |a—a,] = |Re(c—cy)| < Je—cn| < e
b—0b,] = |Im(c—c,)| < |e—cy| < €
— lim a, =a, limb,=0
5 5
=" |an—a‘ <§, n > Ny, ’bn—b| <§’ n > Ny
ci=a+1b=
e, — = |(a, — a) +i(b, — b)]
Satz6.3.4
< la, —a|+|b, —b| < ¢
—_—— N —
<5 <5
[
Satz 6.3.7 {c,}nen konvergent = {¢, },,en konvergent und
lim ¢, = lim c,. (6.3.7)

n—oo n—oo
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Beweis. Re(¢,) = Re(c,), Im(¢,) = —Im(c,) O
Def. 6.3.8 {¢; }nen heiit Cauchy-Folge, falls
Ve>0 IAN(e) Vn,m> N(e): |cp, —cm| < e. (6.3.8)

Satz 6.3.9

1) {cn}nen ist Cauchy-Folge genau dann, wenn {Re(c,) }neny und {Im(c,) bren Cauchy-
Folgen sind.

ii) In C konvergiert jede Cauchy-Folge.

Beweis. Analog zu Satz 6.3.6. O

Satz 6.3.10 Seien {c,}nen, {dn}nen konvergent. Dann sind {¢, + d,}nen, {cndn tnen

konvergent und

lim (¢, +d,) = lim ¢, + lim d, (6.3.9)
lim ¢, -d, = lim ¢, - lim d,. (6.3.10)
Ist auflerdem lim d,, # 0, so Ing mit d,, # 0,n > ng und
c lim ¢,
lim —& = 22 6.3.11
oo d,  lim d, (6.3.11)
Beweis. Analog zu Satz 3.2.11, 3.2.12, 3.2.14. O]
Def. 6.3.11 Eine Reihe Z Cn, Cn € C heifit konvergent, falls
n=0
Sp 1= Z ¢, konvergiert,
k=0
und absolut konvergent, wenn Z |cn| konvergiert.
n=0

Satz 6.3.12

i) (Majoranten-Kriterium) Sei Z an, an, € R, a, > 0 konvergent, |c,| < a, Vn € N.
n=0
Dann ist Z ¢, absolut konvergent.
n=0
ii) (Quotienten-Kriterium) Sei ¢, # 0, n > ng und

Cn+1

<gq, 0<g<1, n>ng.

n

o0
Dann ist Z ¢, absolut konvergent.

n=0
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Beweis. wie Satz 3.3.12, 3.3.13
C. Die komplexe Exponentialreihe

Satz 6.3.13 Fiir jede z € C ist die Exponentialreihe

[e.e]

4 Zn
e ==exp(z) = Z o
n=0

absolut konvergent.

n

Beweis. Setze ¢, := . OB.dA. sei 2 # 0, also ¢, # 0 fiir alle n € N.

n!
2" p)

- ‘ (n+1)!
Satz 6.3.12 ii) = Beh.

I
= - n 2
2l (n+1) — 2 -

Cn+1
Cn

Satz 6.3.14.
i) Es gilt
N on
=2 it Bl
n=0
2| N+ N
<2——- <14 —.
i) Es gilt

V2,29 € C: 22 =5 . e?2,
Beweis. i) wie Satz 3.3.22
ii) wie Satz 3.3.23

Satz 6.3.15 Es gilt
VzeC: e =e=.

Beweis
2 Z
k=0 k=0
Satz6.6.3 z z
= sn(z) = o o s (2)
k=0 " k=0
e = lim si(z) = lim s,(2)
:> n—oo n—oo
= nlggo sp(z) = €%
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Def. 6.3.16
i) f:C D D — R heifit stetig in p € D, falls

lim f(z) = f(p)-

Z—p
zeD

ii) f heiBt stetig in D, wenn f fiir alle p € D stetig ist.

Satz 6.3.17 exp : C — C, z — exp(z) ist stetig in C.

Beweis. wie Beipiel 4.1.5 iv)

6.4 Trigonometrische Funktionen

A. Die Funktionen sin(z), cos(z)

Def. 6.4.1 Es sei 4
cosx := cos(z) := Re(e”), z €R,

sinz := sin(r) := Im(e®®), z€R,

d. h. e = cos(z) + isin(z).

Satz 6.4.2 Es gilt fiir x,y € R

e =1

()_1(ix+ —ix) -()_1(ia: —i:c)
cos(z) = 5 (e + ™), sin(z) = (™ —¢
cos(—x) = cos(x), sin(—z) = —sin(x)

cos?(x) +sin®(z) = 1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

Beweis.

(6.4.2): |2 = ¢ie . gir “2D

e =l =1

(6.4.3) — (6.4.5): folgt aus (6.4.1)

(6.4.6), (6.4.7):

cos(z +y) +isin(x +y) = @Y = .
= (cos(z) +isin(z)) (cos(y) + isin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)

+i( sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y))
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Korollar 6.4.3 Es gilt

sin(x) —sin(y) = 2cos (x ; y) sin <I ; y) (6.4.8)
cos(r) — cos(y) = —2sin (" ; 2 sin (£2) (6.4.9)
Beweis. u := .:E—;—y7 U= a:;y = s=u+v, y=u—v —
sin(z) —sin(y) = sin(u+v) —sin(u — v)
64D sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v) — (sin(u) cos(—v) + cos(u) sin(—v))
(6.4.4

A9 9 cos(u) sin(v)

= 2cos (ar—l—y) sin <x;y> — (6.4.8)

(6.4.9) analog O

Satz 6.4.4 Es gilt

o0 2k
cos(z) = ’;(—M (‘; B (6.4.10)
. o0 L a2k
sin(z) = ;(—1) e (6.4.11)
mit absoluter Konvergenz auf ganz R.
Beweis. Es gilt
( 1, falls n=4m
. i, falls n=4m+1
=Y C1 falls n—4m 2
\ —1, falls n=4m+ 3
. n - "
o0 00 p2k+1
- §< Z 2l<: (2k + 1)!
) co?m o sin(z) ’
Die absolute Konvergenz folgt mit Satz 6.3.13. O

Satz 6.4.5 Es gilt

cos(x) = §(_1)k(§k) + Ronya(z)

sin@) = 3= gy + Fansal®)



mit

|20+
|ZE 2n+3
Beweis. (6.4.12)
. B 202 22
6.4.10) = Roy, :i—<1— i)
(6.4.10) an2) =t =i\ @ @ 1 )
2k
Qp = .T
2n+3)2n+4)...2n+2(k+1
202
— R2n+2($) = im“_ —a;+as—az+.. )
72

e = O o 2k 1 1)(2n + 2k + 2

= 1>a; >ay>a3>... falls [z] <2n+3

analog zum Beweis von Satz 3.3.7 — 0<1—a;+ay —az*+...<1

|22
= |R, < —
(6.4.13) analog O
Korollar 6.4.6 Es gilt
lim S0 _ (6.4.14)
z—0 x
z#0
Beweis. (6.4.14), n =0 =
- jz®
sin(x) =z + R3(x), |R3| < R lz] <4
. L
- 2
‘w_ll < x_” 0<|z| <4
x 6
[
Def. 6.4.7
i) Fir z € R\{g + km, k€ Z} setzt man
sin(x)
tanx := tan(z) == ——=. (6.4.15)
cos(z)
ii) Fiir x € R\{km, k € Z} setzt man
cotx := cot(z) := c.osﬂ. (6.4.16)
sin(x)
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Satz 6.4.8 Die Funktionen sin, cos, tan, cot sind differenzierbar, und es gilt

sin’(z) = cos(x) (6.4.17)
cos'(z) = —sin(x) (6.4.18)
tan(z)’ = COSi(x) (6.4.19)
cot(z) = — sian(a:) (6.4.20)

auf dem jeweiligen Definitionsbereich.
Beweis. Ubungen O]
Satz 6.4.9 Die Funktion cos ist in [0, 2] streng monoton fallend.

Beweis. Man kann zeigen (Ubungen):
sin(z) >0 V€ (0,2)
(6.4.18) = cos'(z) = —sin(z) <0 Vz € (0,2)

Satz5g s cos(x) streng monoton fallend O
Satz 6.4.10 Die Funktion cos hat in [0,2] genau eine Nullstelle. Diese wird mit g
bezeichnet.
Beweis. Man kann zeigen (Ubungen):
cos(2) < —% cos(0) =1 Sefzdgd cos(x)
besitzt Nullstelle >*225" cos(x) besitzt genau eine Nullstelle. ]
Satz 6.4.11 Es gilt
cos(z +2m) = cos(z), sin(z + 27) = sin(x)
cos(xr+m) = —cos(z), sin(x +7) = —sin(z) (6.4.21)
cos(x) = sin (g - x), sin(x) = cos (% - :c)

Beweis. Ubungen
Bem.: Satz 6.4.11 —>
D= R\{g + lm}
D' = R\{kr} O

65



B. Die Umkehrfunktionen

Satz 6.4.12

i) cosist in [0, 7] streng monoton fallend und eine Bijektion auf [—1, 1]. Die Umkehrfunktion

arccos : [—1,1] — R ist auf (=1, 1) diffb. und es gilt

1
V1—22

arccos'(z) = —

(6.4.22)

ii) sinist in [—z, q streng monoton wachsend und Bijektion auf [—1, 1]. Die Umkehrfunktion

arcsin : [—1,1] — Rist in (=1, 1) diffb. und es gilt

1
V1—22

arcsin’(z) =

Beweis.

i) Satz 6.4.9 = cos in [O, g) streng monoton fallend

)

(6.4.21) = cos(z) = — cos(m — x)

= cos(m — -) monoton wachsend in |0,

b |

= cos streng monoton fallend auf [g, s

I

S22217 cos Bijektion auf [cos T, cos(0)] = [—1, 1]
1
Satz 5.24 = (f Y (2) = ———
= F)
— arccos’(x) = L (6.418) L
~ cos'(arccos(z))  —sin(arccos(z))

x € (—1,1) = arccos(z) € (0,7), siny >0, y € (0,2)

(6.4.21) = sin(y) = cos (z — y> = sin(y) > 0, y € (0,7)

(6.4.23)

2
6.45) .
=" sin(arccos(z)) = +/1— cos?(arccos(x)), = € (—1,1)
= V1—2a?
—  (6.4.22)
.. . ™ i) . . ™ T .. .
ii) sin(x) = cos (§ — ac) = sin streng monoton wachsend in [— BL 5]’ Bijektion auf
[_L 1]
1 A. 1
Satz 5.2.4 = arcsin’(z) = —; . (6417 -
sin’(arcsin(x)) cos(arcsin(x))

cos(arcsin(z)) = /1 — sin?(arcsin(z)) = V1 — 22
— arcsin’(z) = L re(—-1,1)

V1—22’
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Satz 6.4.13 tan ist in ( — g, g) streng monoton wachsend und Bijektion auf R. Die

Umkehrfunktion arctan : R — < — g, g) ist diftb. und es gilt
arctan’(x) = ! (6.4.24)
1+ a? o

Beweis.
i) tan ist streng monoton wachsend.
0<z<a' < g — sin(x) < sin(2’), cos(z) > cos(z’) > 0

— ) 252U} —

tan(x) in [0, g) monoton wachsend, tan(—x) = — tan(z)

] T T
= tan monoton wachsend in ( 5 §>

ii) lim tanz = co

Sei {x,, tnen Folge, lim z, = g

—  lim 2% _ C9S(§> Yy

n—oco sinmw,  sin(j) 1

in(z, 1

— lim tan(z,) = lim sin(z,) = lim =00

n—o00 n—o00 COS(;L'n) n—00 M

sin(zn)
iii) lim tan(z) = —oo
) tim,tan(e)
lim tan(x) = lim —tan(—z) = lim —tan(zx) = —oco
T\ —5 T\~ z /g
iv) (6.4.24)
Satz 5.2.4 =
1 4.
arctan’(x) = tan/ (arctan(z)) (6419 cos®(arctan(z))
tan?(y) = sin?(y) _ 1= cos®(y) _ .
cos®(y) cos’(y)  cos*(y)
1 2
= —_—
1 + tan?(y) cos”(y)
1 1

arctan’(r)

" 1+ tan’(arctan(z)) 1+ 22
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7 Integralrechnung

Aufgabe: Bestimmung der Fldache unterhalb von Kurven.

Vorgehen: 1. Betrachte ,einfache“ Funktionen.
2. Berechne Flache fiir ,,einfache“ Funktion.

3. Approximiere beliebige Funktion durch ,einfache® .

7.1 Treppenfunktionen

Beispiele 3.1.2 ii)
a=toy<t1<...<th_1<t,=0>

Cla"'acndev---adnER

¢: la,b] — R
v pla) {

ck, falls x € (tp_1,tx)

dp, falls x =t

Satz 7.1.1 T|[a,b] := Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b]. Dann gilt
i) 0 € Tla,0]

ii) 0,9 € Ta,b] = 0+ € Tla,b]

iii) 0 € T[a,b] = A € T[a,b], A€ R

Beweis. i), iii) klar
i) 0=Z:a=z9<m<...<z,=0b
=2 a=xy<zi<...<az,,=0b
Z=70UZ={to,... . txt ={ao,x1,.. .,z yU{xh, 2}, ... 2.}
= ¢, 1) konstant auf (t;_1,t;)

= ¢ + ¢ konstant auf (t;_;,t;) = d+ ¢ € Ta, D]

[
Def. 7.1.2 6 € T'a,b], §(x) = cx, © € (Tg—1,Tk)
b n
/ d(z)dx = ch(:ck — Tg_1) (7.1.1)
@ k=1

Satz 7.1.3 (7.1.1) ist unabhéngig von der Zerlegung.
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Beweis.

Z:ia=xg<r1<19<...<x,=0>,0

7' a=tg <ty <ty<..<tm=b, 8|y 1) =0

n

S(x)dr =Y ei(w; — i), | O(x)de = i ity —tj1)
/ /

i=1 ! j=1
1. Fall:  x; =1y, fiir alle ¢
— Ti-1=ty,, | <ty 1 < ... <ty =4

Cg =, ki1 <j <k

— (5(1’)611’ (721) ch(tj_tjfl)
z =
n ki
= Z ¢i(ty —tj-1)
i=1 j=k; 11
= D alwi—wi) = /5(35)6135
=1 Z

2. Fall: Z,Z' beliebig, Z :== Z U Z'

Fall 1

— /5(1:)(11: :/~5(af)dx = [ d(z)dx
Z Z VA

Schreibweise:
d <y == §(x) <¢Y(xz) V€ la,b]

Satz 7.1.4 ¢, € Tla, b, € R

)/(5+¢ dx-/d dm+/w
i) / ' (08 (@)dir = A / ' 5(a)da
111)5<¢:>/ dx</1/1

Beweis. Satz 7.1.3 = 0.B.d.A. dieselbe Zerlegung
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7.2 Das Riemann-Integral

A. Ober- und Unterintegral

Def. 7.2.1 Sei f : [a,b] — R beschrinkt.

/b* f(z)dx := inf { /b d(x)dz, 6 € Tla,bl, 6 2 f} (Oberintegral)

b b
/ f(z)dz := sup {/ d(z)dz, 6 € T[a,b], § < f} (Unterintegral)

Beispiele 7.2.2
i) 6 € T'a, b

/ d:z;—/é :/:r;x
i) f:00,1] —

1, falls x rational
- -

0, falls x irrational

/01* Fla)de =1, /01 Flz)de =

Satz 7.2.3 f.g:[a,b] — R beschrinkt

) [Growins [ i [ g
i) /*()\f)(x)dx _ )\/*f(:c)d:c, A0

Beweis.

i) zu zeigen:

[ o= [ s@ars [Cguae veso
(7.2.1) = 36,9 € T|a,b] mit § > f,1 > g und

/5(m)dm < / Fla)de + %, /zb(x)d:v < /*g(x)dx v

o+y > f+g9g=

/*(f+g)(fc)dx < [G+oE S““”/cs dx+/w

fla )dx+2+/ gz )dx+§

— /f dx+/ x)dx + €
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ii) zu zeigen:
)\/*f(ac)da: ~fs< /*(Af)(x)dx < )\/*f(a;)der s W0
A>0= 30 € T[a,b],0 > f, mit
/5(ar)da: < /* f(z)dx —|—§
N> —
/ ON@)de < [O8)(@)de ™\ [ 5(x)da

< A(/*f(a;)da;+§)
= A" f(z)dz +¢

Analog: )\/* f(x)dx < /*()\f)(:c)d:c +€

O
Korollar 7.2.4 f g: [a,b] — R beschrinkt
) [+ a)@is = [ et [
ii) /()\f)(x)dx = )\/f(a:)da:, A>0
iii) / ()\f)(x)dm:)\/f(x)dx, A<0
Beweis. Ubungen O]
B. Riemann-Integrierbarkeit
Def. 7.2.5 f:[a,b] — R beschrinkt heifit Riemann-integrierbar, wenn
b b
f(z)dz :/ f(z)dx. (7.2.3)
Man setzt
b b
/ f(a)dn = / f(@)da. (7.2.4)

Beispiele 7.2.6

i) ¢ € Tla,b] = ¢ Riemann-integrierbar (Beispiel 7.2.2 1))

- 1, falls x rational
i) f(x) :={

0, falls =z irrational

1. 1
/ f(x)dx =1, f(x)dr =0 = f nicht Riemann-integrierbar
0 0*
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Satz 7.2.7 f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn Ve > 0 34,1 € T[a, b] mit
b b
0 < f <, / Y(x)dx —/ §(x)dz < e.

Beweis. ,—“ Annahme:

/abfﬂ(a:)da: - /abé(:v)dz >e = /jqﬂ(ag)daz > e+ /ab5($)d$

— inf{/abl/J(x)dx,l/JZf}26+sup{/ab5(x)dx,5§f}
b

b
— f(x)de > e +/ f(z)dx

a

,<=" analog Il
Satz 7.2.8 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Satz 4.2.12 = Ve > 0 36,9 € T'[a,b] mit
() < f(2) S (@), U(a) = 6() < —) weab

/abw(x)dx— /:5(50)61:6 e / LR

a

Satz6.1.4 b
< dz
. b—a

Def.6.1.2 €(b - a)
N b—a
Satz 7.2.7 = Beh. O

Satz 7.2.9 Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. f monoton wachsend
k(b — a)
n

Z::{xk:xk:a—i- ,k:0,1,2,...,n}
0(z) == f(rr-1), wp1 <o <y,

(@) = Flw), T <7<

6(b) = ¢(b) = f(b)

f monoton wachsend = d(z) < f(z) < ¥(x)

Also
/ab@b(x)dx - /ab d(z)dz

Def.7.1.2 Z fla) (g — zp_1) — Y fzp1) (@ — 24—y
k=1

k=1
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= " (flaw) = flaeon) = —— (F(b) = f(a) <,

k=1

n hinreichend grof, Satz 7.2.7 = Beh.

,monoton fallend* analog m

C. Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Satz 7.2.10 f,g: [a,b] — R integrierbar, A € R = f + g, \f integrierbar und es gilt
i)l?f+@@ﬂx=[fﬂ@¢wyl%@ﬂx
i) /ab(Af)(:c)da: _ A/abf(:c)d:z;
nnng::>lU@mmleWMx

Beweis. i)

/ab f(z)dz + /afg(:c)d:c KOTOH%”'M /ab(f + g)(z)dx
< (A%f+wwmx

Satz7.2.3 b b
< /f(ac)da:+/ g(x)dx

f, g integrierbar —

/abf(x)d$+/abg($)dx < /Gf(f+9)(9f)d95

< [ U+gen

< /abf(x)dx + /abg(x)dx

i), iii) Ubungen O
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Def. 7.2.11 f: D —R

x), x 0
m):{ f@). flz)>

0  sonst

z), —f(z 0
f(x){f() fle) <

0  sonst

f=f—f fl=ft+[f

Satz 7.2.12 f g : [a,b] — R integrierbar

i) fi, f-,|f] sind integrierbar und

ii) |f|P ist integrierbar, p € [1, 00).

iii) f - g ist integrierbar.

Beweis.

i) zunéchst f,
b

f integrierbar “ (p—=0)(z)<e 6<f<W

a

0p, ¥y € Tla,b], 64 < fr <y, Yy =04 <=9

b b
— [ = 8@ M [y - 5wy <<

Satz72.7 , . .
=55 L integrierbar, f_ analog

Satz 7.2.10 = | f| = f. + f_ integrierbar
(7.26): f<|fl, —f <If|

b atz7.2.1 b
— / fayde T / (@) |dz

o < [

ii) f beschrankt = 0.B.d A0 < f <1

b
Satz 7.2.7 = 34,9 € Tla, b mit 0 < § < f < <1, / (Y =) (x)dx <

5,07 € Tla,Bl, 6" < f7 < o7

f() — f(a)

Korollar 5.3.5:
b—a

= /(&) fiir ein € € (a,b)
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(6.2.6) h,( ) pl'p_l Korollar 5.3.5

) =P PP — 67 < p(y —9)
b
:>/ 5pdx<p/(¢—5)dx§p§:€

Satz 7.2.7 = f? integrierbar

[(f+9)7° = (f—9)] .

»hh—‘

i) f-g

Satz 7.2.13 (Mittelwertsatz)
f,g: |a,b] — R stetig, g > 0 = 3¢ € [a, b] mit

/ (f - ) (@) = F(€) / o(z)dz. (7.2.7)

Beweis. f,g stetig Salzd 25

f(p> - sup{f(x),x S [a’ab]}
fla) = inf{f(l’)w € [a, 0]}
— f(@)g(x) < f(x)g(x) < f(p)g(x)

/ o) =10 [ swyir < [7-owir < 1) [ ot

— [-gw=p / g(@)dr. f(q) < 1< £(p)
Korollar 4.2.2 = 3¢ € [q,p] mit f(&) = p O

D. Riemannsche Summen

Def. 7.2.14 f:]a,b] — R Funktion, a = x¢ < 21 < ... <z, = b, & € [T=1, Tk]
Dann heifit .
S(Z.f) =) f(&) (wr — xx-1) (7.2.8)

k=1

Riemannsche Summe der Funktion f bgzl. {zt}o<k<n

n:i= 11;1%)%(1',{ — Tp—1) ,Feinheit®. (7.2.9)

Satz 7.2.15 Sei f : [a,b] — integrierbar = Ve > 0 346 > 0, so dass fiir jede
Unterteilung a < zp < 1 < ... < x, = b mit n < gilt

/ fla)de =" f(&) (@r — zpo)| < e (7.2.10)

Beweis. 6, € Tla,b], 6 < f <y =
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5(2,0) < 5(2,f) < 5(2,9)
oB.dA.: feTa,b]
f=Z:a=t<ti<...<typ =0
M = sup{|f(z)]. z € [a, 0]}

Z" = ({xk Yo<hen, {& Fo<k<n)
¢<x>={ oo

f(k), Tp1 <z <14
29 S(Z', f) = /b o(x)dr =
sz.0)- [ sws| =| [ ewar~ [ swad] " [ 1ot - sl

f = fauf (xy_1,xy), falls t; & [x,_1, 2] Vj

— |p(z) — f(x)| # 0 auf 2m Teilintervallen, Gesamtlinge 2mn —-

[ 1) = el < amaty, da 1) - o(o)] < 21

lir% 4mMn = 0 = Beh. [
’]7—)

Satz 7.2.16 Seia < b < ¢, f:[a,c] — R. Dann ist f ist genau dann integrierbar, wenn

fliap) und f|p.q integrierbar sind und

. b .
/a f(a)de = / f(a)da + /b F(a)da. (7.2.11)
Beweis. Ubungen O
Def. 7.2.17
/ " f(@)dz =0, (7.2.12)
/ ey = /b " f(@)da, falls a > b (7.2.13)

7.3 Integration und Differentiation

A. Unbestimmtes Integral, Stammfunktion
Satz 7.3.1 Sei f: I — R stetig, a € [

Fa) = / o (7.3.1)
— [ ist differenzierbar und es gilt

F'(z) = f(z) (7.3.2)



Beweis.

F(x +h)— F(x) _ 1 nr ’
) - = (/a F(t)dt —/a f(t)dt)
z z+h z
Satz7.2.16 %(/a f(t)dt+/z f(t)dt—/a f(t)dt)
1 z+h
- / Fb)dt
Satz7.2.13 %f(fh)h (g=1l,a=xzb=2x+h)
= f(&)
h) — stetig .
Po) = fy ST = ) () = 10

Def. 7.3.2 F: I — R heifft Stammfunktion von f, falls F’' = f.

Satz 7.3.3 F Stammfunktion von f = G : I — R ist genau dann Stammfunktion

von f, falls F' — G konstant ist.
Beweis. ,«—=“F-G=c=G=F—-c=G =(F—-¢)=F=f
,— G Stammfunktion von f = G' = f = F’

= (F-G) =0"2"F-G=c

Satz 7.3.4 (Fundamentalsatz)
Sei f: I — R stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis. F,(z) := / ft)dt SIS B st Stammfunktion.

a

Fa(a) _ f(t)dt Def.;2.17 0

b b
RO = [ ftde— [ 1o =F.0) - Fa)

F weitere Stammfunktion =

F(b) — F(a) 2% (F,(b) + ¢) — (Fu(a) + ¢) = Fo(b) — Fu(a) = [ f(t)dt

Schreibweise.

b

F(z)| = F()— F(a) , / f(z)dz = F(z)

a

" [ @ = @)

a
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Beispiele 7.3.5

) 0<a<b
b rotl b
oy = -1
[l o
ot (6.2.6) (a+ 1)z
Flz) = Fllg) = 9T _ e
(0) = 2 O ) - O
ii) /sin(a:)dx = — cos(z) (6.4.18)
)/ L v = tan(a) (6.4.19)
iii o2 (1) r = tan(z 4.
1
iii) /— dx = arccos(x) (6.4.22)
1 —a?
iv) /e‘”dx:e’”
b dr (6.2.4) b
v)/; ="log(z)] , 0<a<b
d b 1
< =log(—z)| , log'(—z)= =) (—z), a<b<0

1
/—dleog]x\, x#0
x

B. Substitutionsregel

Satz 7.3.6 Sei f : I — R stetig, ¢ : [a,b] — R stetig diftb., p([a,b]) C I =

@ (b)
/ fle t)dt = f(z)dz. (7.3.5)
w(a)

Beweis. F': ] — R Stammfunktion von f
(Fop)(t) ™22 F'(o(t)¢/(t) = fle(t)¢'()

/‘f dt ST (F o g)(b) — (F o o) (a)
= F(e(b) - Flp(a))

©(b)
Satz:7.3.4 / f(.’ll')dl‘
w(a)
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Bemerkung 7.3.7
i) Man schreibt

l7ﬂ¢@»@w=1i?fmﬁm

ii) ¢ braucht nicht invertierbar sein! Falls ¢! existiert, dann gilt
b 1 (b) /
[ i [T tetnew
a p1(a

Beispiele 7.3.8

/ f(t+c)dt =?

e(t)=t+c ¢(t)

)=1
/ft+cdt /f
/2(t+3)dt /5 2dx_”%3

ii) /btf(tQ)dt =7 o(t)=t" = ¢'(t) = 2t = dp = 2tdt

-

T 5 218

503 3 3

:>/tft2dt / ~fle t)dt = "l f()
iii) /a tan(t)dt =7, [a,b] € ( 72T’72r>

/ b tan(t)dt = / b EE;E?) dt
f(@) =1, @(t) = cos(t), ¢'(t) = —sin(t)
= tan(t) = —f(p(t))¢'(t) =

frmn = 1o

cos(b) 1 cos(b)
—dr = —logx

cos(a) T cos(a)
= —log(cos(b)) + log(cos(a))

2
iv) / xVbdr — ldr =7

1

t2=5z—1, t =+br —1=: ¢ (2)
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olt) = =25, (1)

2 P g2\ 2t
/ x\/5x—1dx:/ ( + >t<—>dt
1 e1(1) 5 5

39 2 rt3 493
= [ =(# t4dt:—[— —]
l (2 + 1) Apa

2t (7.3.7)
= — =

25 25 2

b
V)/\/l—l’Qd.’B:? —-l<a<b<l

r = p(t) = sin(t) = ¢~ (z) = arcsin(x)

b arcsin(b)
V1—2z22dz = / 1 — sin®(t) cos(t)dt

rcsin(a)

arcsin(b) v
= / cos?(t)dt = / cos?(t)dt,

resin(a)
wobei u = arcsin a, v = arcsin b.

it —it\ 2 1 ) ) 1 1
cos?(t) = (%) = 1(62“ +e ) + 5= §(cos 2t + 1)

b v v
/\/1—$2d$ = / (cos(2t) +1)dt = [lsin%—l—lt}

4 2

1
2

- 411 ( sin(2 arcsin(b))) — sin(2 arcsin(a)))
+

%(arcsin(b) — arcsin(a))

C. Partielle Integration

Satz 7.3.9 Seien f, g : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

b

- [(sorwa

a

‘/fmw@wmzﬂmwm

Beweis. F'=f-g (g)

N /abf Jdr - /ab (F(2) - f'(x)g(x))da
_ / P @) — / P @)g(e)de
= F(b)— F(a) — /ab f(x)g(x)dx
[ @t

Fr=f-g+f-¢g = f-gdg=F—/[fg

= flx)g(x)
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Man schreibt auch

/fdg =f-9-— /gdf- (7.3.9)
Beispiele 7.3.10
b
i) / log(z)dz, 0 <a<b

log(z) = f(x), g'(x) =1 = g(a) ==

frooe - [

i) 1, = /
= / ) sin(z )dx

f(w) 9’($)
b

m=1(z) cos(x)| — / (m — 1) sin™*(z) cos(x) ( — cos(x))dx

a

= —gin

b

= —sin™ (z)cos(z)| + (m — 1)/ (1 — sin®*(z)) sin™*(z)dx

a

b

= —sin™ () cos(x)| + (m — 1)/ sin” " 2(z)dx —(m — 1)/ sin” (z)dx
<& o \a—/—/

a

~~
L2 I,

1

= I, = ——sinm_l(x)cos(x) +—Im 2
m

a

b b
Iyn = b—a, L = / sin(x)dx = cos(z)

a

Folgerung 7.3.11 (Wallis’sches Produkt)
Es gilt

[e.o] n

2
H 4n2 - 1< nif.lo]}_[l 41;]{— 1)'

2 eisp. 7.3.10ii
Ay = / sin™(z)dx, Ay = g, Ay =1 PRI )
0
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4 _(@n-1)(@2n—-3)---3-1-3
T m(2n—2)---4-2
2n(2n —2)---4-2
A2n+1: ( )

2n+1)2n—1)---5-3

sin®"*?(z) < sin***(z) <sin?(z), z € [0, Z] = Ao < Agpiq < Ay,

2
Aoy, 2n + 1 Agp,
s lim 222 gy S gy 2y
n—oo n n—o0 277/ —+ 2 n—oo 2n
Agpr 2n-2n-(2n—2)(2n —2)---4-2-2 2
Ay (2n+D)(2n-1D(2n—-1)---3-3 7

I
- 4k2 —1 7
k=1

n

. Ao 2 4k
= 1=1 =—1 I I
im - Tim

Satz 7.3.12 Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar und

- / ’ F(2) sin(kz)dz

Dann gilt lim F(k) = 0.

k| —o0

Beweis.

b cos k:x
/ (@) sin(kz) = —f(z)
a ——

/ f'(z) cos(kzx)d
Satz4.2.5

fif stetig "= |f(2)] < M, |f'(2)] < M, @ € [a, 0]

= |F(k)] =

x) sin(kx)d:v‘

< |k||k|/|f 2)|| cos(ha)|da

2M  M(b—a)
< +
K| [kl

Satz 7.3.13 (Trapez-Regel)
Sei f:]0,1] — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

[ e =500+ 1) -

R=g [ #0-0) e = 10, €€ 0.1)
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Beweis. ¢(x) = %x(l —x), ¢(x) = 5T Y'(x) = -1
— R = [ at-or@a" qwre) - [ e
" @)+ [ e

= U0+ W)~ [ s

aber: ¢(z) >0, z €0,1] Satz7.2.13
1 ) X
= / p(x) f"(z)dz = £"(£) / plr)dr = 7 f'(€)

D. Integration rationaler Funktionen

Berechnung von / uéxi dx, u,v Polynome
v(x

0.B.d.A. Grad u(z) < Grad v(z) , denn
u(z) =p(x) + (—) Grad r < Grad s
v(x) )’
Beispiel:  f(z) = xz%—i—xl—i—l
(2> — 2 + 1 ) : (z4+1) = z-3
2 4+ 1
- 3z + 1
- 3 - 3
4
22 1 4
- gv—l—ﬂljljL :x_3+x—|—1

x
Man kann zeigen: M besitzt Partialbruchzerlegung, d. h. Summe von

v(x)

1
1) ———— A#0, k>1
) (A:C—i_B)k Y 7& Y juiy
1
2 A#0, k>1
) (Az? + 2Bz + O)F 70, k=
D=AC-B>>0
X
A#0, k>1
3) (Az? + 2Bz + O)F 70, k=
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dx
Typl /(Ax—i— B)*

1 1 (7.35)
— Az + B = —(t—B), ¢ ==
t=Av+B, p(t)=4({-B), ¢ =73 =
Lroglt], k=1
/ de 1 fdt ) AT
(Az+B*  AJ t+ ] 1 1 1
Al g B

dz
Typ 2
yp / (Az? 4 2Bx + C)k

Az? 4+ 2Bz +C = A" ((Az + B)*+ D), D = AC — B?

(Az + B)?

5 —t? — z=9(t)= A (VDt-B) = ¢(t)=A"VD =

/ dx B Ak/ dx

(Az2 +2Bx + O)F ((Ax + B)? + D)*
A / _1 VD
DF) @+ 1) A

AR dt
T Dk-1/2 <t2_|_1)k

dt

dt
I = / (2 + 1)

k=184 o arctan(z)
Satz7.3.9 1
,I{,' > ]_: = / — 1 >

B dt B (—2kt)
Iy = /(t2+1)k - (2 + 1) /t(t2+1)k+1dt

t

+

t 1 1
CESE /((t2+1)k (t2+1)k+l>

t

_|_

W + 2k1;, — 2k]k;+1
2k —1 1 t

Ly = =+~
7k ok k@)

Tvo 3 / xdx B L/ (2Az +2B) dr E/ dx
yP (A2? + 2Bz + O)F 24 ) (Az2 + 2Bz + C)F "~ A ) (Az® + 2Bz + C)F

~—
Typ2 v/

o(z) = Ax®* + 2Br + C =
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k=1

i (2A$—|—2B) dx:i/ <,0'(x) dx:i 108;1’90($)‘1
2A ) (Az?+2Bx + C)k 24 ] (¢(x))k 24 ) — k>
1—kop(z)!
> —x+1
23— 22420 —2
-2+ 2 —2=(x—1)(2?+2)

Beispiel.

Ansatz:

2 —x+1 a b cx

G212 1-1 242 242

?—z+l=a@x®*+2)+blz—1)+cx(z—1) =

1
3
1 x2+2+x2+2

1 = a+
; Z ¢ 1l 2
— — — a = — = —— C = —
¢ 3’ 37973
1 = 2a—0
> —x+1 % %x

B—r24+2r—2

7.4 Uneigentliche Integrale

A. Definition und Beispiele
I unendlich, f unbeschrankt : uneigentliche Integrale

Def. 7.4.1 Sei f : [a, 0] — R integrierbar tiber [a, R] fur alle R € (a,00). Falls

R
I%im f(x)dx (7.4.1)
existiert, so heifit / f(z)dz konvergent,
0 R
/ f(x)dx:Rlim/ f(z)dz. (7.4.2)

Analog: /a f(z)dx

< d
Beispiel 7.4.2 / —f konvergiert fiir s > 1.
1

T
R R —s+1 |R

d sp. 7.3.51 + 1
/ _:1::/ p=ody PP L = [R5 — 1]
. T8 1 —s+ 1| 1—s5

R
d 1 1 1

= lim @ _ lim Rt =

R—oo [; x° R—ool — s s—1 s—1




Def. 7.4.3 Sei f : (a,b] — R auf [a + ¢, b] Riemann-integrierbar. Falls

lim / flx (7.4.3)

e\.0

b
existiert, so heif3t / f(z)dz konvergent

b
/ f(x) =lim f( )dx (7.4.4)

e\.0

1
d
Beispiel 7.4.4 / o konvergiert fiir s < 1.
o

1 dl’ x75+1 1 1 675+1
- = — — e
. 8 —s+1lle 1—-s 1-s
. Vde 1 . gl
lim — = — lim

eNo J, x° 1—s eNo01l—s

Def. 7.4.5 Sei f : (a,b) — R, a e RU{—00}, b € RU {+o0} und f auf [a, 8] C (a,b)

Riemann-integrierbar, ¢ € (a,b).
Falls
/f(x)dx = 11{1&/ f(z)dx (7.4.5)

/b flz)dz = g{nb/ﬁ f(z)dz

konvergieren, so heifit / f(x)dx konvergent und

/f dx—/f dx+/f (7.4.6)

Beispiel 7.4.6

Def. 745 —
/1 dx [0 dx , == dz
= lim + lim e —
1 V1 — 22 eNOJ eI —a22 NSy V1 —22?

0 1—¢
+ lim arcsin(z)

= limarcsin(x) m
—14+e €

eN\0

0

=  —limarcsin(—1 +¢) + lim arcsin(1 — ¢)
e\0 e\.0

JRE S
- 2) T T
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> dx
.. _ 9
ii) /_001+x2

Def. 7.4.5 =
< dx , O dw . B da
= lim + lim
oo L2 R-oo | pl4+22 Rocofy, 1422
0 R
CL£29  Jim arctan(:v)‘ + lim arctan(x)
R—o0 —R R—o0 0
= — P}im arctan(—R) + I%im arctan(R)
Satz6.4.13 ™ m
S (=) g

B. Integral-Vergleichskriterien

Satz 7.4.7 Sei f : [1,00] — R monoton fallend. Dann gilt

n=1

Beweis. Es gilt
fn+1) < f(x) < f(n),n<zx<n+1
d=f(n+1),n<z<n+l, £&=fn),n<zr<n+1

— (5<f<¢ Satz7210

/IN(S(x)dx /f da:</ Wz :le(m

n=1

/ f(z)dz konvergent —> Z f(n) beschrankt

n=2

— Z f(n) konvergent. Umgekehrt:

00 R
Z f(n) konvergent — / f(z)dz beschriankt, monoton wachsend in R
— 1

= / f(z)dz konvergent
1

Beispiel 7.4.8

[e.9]

Z%<oo,s>1

n=1

*~d
Beispiel 7.4.3 = / & konvergent fiir s > 0
1 27
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Satz 7.4.7 = Beh.

C. Die Gamma-Funktion

Def. 7.4.9 Die Funktion

hei3t Gamma-Funktion.

Bem. 7.4.10 I'(x) ist wohldefiniert.

t

0 R
['(z) = lim t*te7tdt + lim t"temtdt
e\0 e R—oo to

to R
< lim t*71dt + lim t* et dt

e\0 e R—oo to
1
Satz 6.2.6 = tlim t"Tlet =0 = " let < ok t>t
ta: to R tx
— D(z) <lim—| + lim (=t 1] =2 41¢;!
eN\o0 Z le R—o0 to T

Satz 7.4.11 Es gilt I'(n + 1) = n! fiir alle n € N, sowie allgemeiner

Ve>0:T(x+1) =al(z).

R R
+ / xt* e tdt
€

€

R
. _ Satz7.3.9 —
Beweis. / 1T et dr P gmet
e N

f g’
R R R
— lim tYe”tdt = lim (—t*e”")| + lim ot e tdt
e\.0 c e\0 € e\.0 c
R—o0 i%%oo , R—o0

~~

=0

— ['(z+1) =2al'(2)

D. Stirlingsche Formel

Def. 7.4.12 {a,}nen, {bn}nen heiflen asymptotisch gleich, a,, ~ b, falls

Satz 7.4.13 Es gilt
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Beweis.

k+1 1
eisp. 7.3.81 atz 7.3. 1
/ log(z)dx Beisp 1389 / log(x + k) Sate 313 §(log(k:) +log(k + 1)
k 0

1
1
- / 536(1 —x)log" (z + k)dz
0

(R —
o(x)
L log (k) +1 (k+1)+/1 (1) ——d
= Zlo 0 r)———dx
508 & o T @ k)
1 k+1 1
_ 5 log(k) + log(k + 1) + / p(z — /f);dfv
k
~ 1
o(x) == §x(1 —z), z€]l0,1]
SE('r + n) = Qp(%‘), n & Z, T &€ [0, 1]
k+1 k+1
1
/ log(z)dz = - (log(k) +log(k + 1)) +/ So(f) dz
X 2 k x
n n—1 n—l  ck+l ~
1
— / log(z)dr = = (log(k) +log(k + 1)) + Z/ So(f)dx
1 2 k=1 =1k t
n n 1 n =
. / log(x)d_fp = log(k:) 3 log(n) +/ 90('2%) dx
’1 s k=1 1 *
nlogn—nm+1
n 1 n =
— log(k) = (n + 5) log(n) = n+n, m=1- / @dw
k=1 e
— ek; log(k) =nl = e(”+%)10g(”)_"+7’1 = nn+%e_ncn’ Cp = e
. nle™
Cn =
/nnm
) © . N > f(@) -
¢ beschrinkt, rdr < oo = v:=lim~y,=1-— o—dx existiert
1 n—00 1 i
— c:= lim ¢, = €7 existiert
2 (n)22n(2n)™  (nl)2y/22%"
Con  n2FL(2n) /n(2n)!
2 2
lim —=—=¢
n—o0 Cop, C
T 4k2 , 2-2-4-4---2n-2n

(7.3.10) = 7=2]]

Y
e = 513355 @n—D2n— 1)
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L N e 2421
- (2,}_[(4k2—1>) - \/53-5~--(2n—1) (2n +1)

B 22.42...(2n)?
B /—2345 -(2n —1)-2n
_ RO
n+% (2n)!
22" (n!)? n!
7= lim = ¢c=V2r —= lim — =1 O
VT n—oo \/n(2n)! n—oo \/2rnnte "

8 Konvexe Funktionen

A. Definition und Beispiele
Def. 8.1 f: I — R heifit konvex, wenn

Vop,eg €I, 0 <A< 1: f(Axy + (1 — Nxg) < Af(z1) + (1 = N) f(22). (8.1)
f heifit konkav, wenn — f konvex ist.

Satz 8.2 Sei I ein offenes Intervall und f : I — R zweimal differenzierbar. f ist genau
dann konvex, wenn Vx € I : f"(x) > 0.

Beweis. ,«<=“ Ve e [: f'(x) >0 S253E £ monoton wachsend

x1, 29 €1, 11 < x9, x=Ax1+ (1 — Ao
rr=Ar1+ (1 =Nz <Ary+ (1= Nag =2 < Azg+ (1 — M)z = 29
Korollar 5.3.5 = 3¢, € (z1,x), & € (2, 22) mit

f(%) — f(xl) _ f/<£1) < f/(£2> _ f(l‘Q) — f(.l’)

r — T To — T

x—xl:M:1+(1—>\)x2—x1=(1—>\)(a72—$1)}:> fla) = fle)  _ fla) = f(2)

To— T =9 — Ax1 — (1 — Ny = AN(zg — 27) (T =XN)(z2 —21) = Az2 — 21)

= Mf@) = fla) < (1= N)(f(a2) — f(2))
= flz) < Af(en) + (1= A)f(2)
»,==" Annahme: f"(zo) < 0 fur ein z € [
pr) = flz) = f(xo)(x — o)
= ¢'(xo) = ['(x0) — f'(x9) =0
¢"(xo) = [f"(z0) <0

Satz 5.3.10 = ¢ besitzt in xy strenges lokales Minimum, d.h.
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o(xg — h) > p(x0), @(xo+ h) > @©(xg), fir h hinreichend klein
1

= F(@0) = pleo) > 5 (e — h) + plwo+ 1)) = 5 (F(zo — ) + F(zo + 1))
T :=x9—h, To = x9+ h, /\:—% — )\xl—I—(l—)\)xQ—%xl—l—%xQ—xo
= f(zo) = fAz1 + (1 = Awa) > X- fz1) + (1 = N) f(x2) [

Bespiele 8.3
i) f(x) =5z —Tx+1, fl(x) =102 -7, f"(xr) =10 >0 = f(x) konvex
i) f(z) =e" f'(x)=f"(x)=¢€" >0, e* konvex

iii) f(z) = cos(x), € (— 5 W)

22

f'(x) = —sin(x), f"(x) = —cos(z) <0, z € (— g, g) = cos(z) konkav
iv) f(z) =log(z), v € Ry

f(z) = £7 f'(z) = —272 <0 = log(z) konkav

1 1
Satz 8.4 (Young-Ungleichung) Seien p,q € (1,00), — + — = 1. Dann gilt

p g
Vx,yE]RJr:x%y% §f+g. (8.2)
p g
Beweis. Beispiel 8.3 iv). log(x) konkav =
log(Az + (1 — A)y) > Aog(z) + (1 — ) log(y)
1 1
A=—- = 1-A=-
p q
= 1 <§+Q) > Llog(z) + Llog(y)
og Py N og(x) + ; log(y
— o5 > oplos@) | g losy)
11 oy
_— TPy < —4+=
P q
O
B. Holder- und Minkowski-Ungleichung
Def. 8.5 Die Abbildung
C" = Cx---xC"—R
1
n 1/p
r o= (x1,...,2,) — |z|l, = (Z |xk|p> (8.3)
k=1

91



heifit p-Norm.
(lzlly =0 <=2 =0, [[Az]l, = [All[=]/, )

Satz 8.6 (Holder-Ungleichung)
1 1

Seien p,q € (1,00), — + — = 1. Dann gilt
P q

Vao,y € €Y |ziyel < [lzllpllylly-

k=1
Beweis. 0.B.d.A. ||z|, #0, |yl #0

gl -
AR ||yuq:‘25’“ Z”’“ !

ol el _ &, m

el Tl = 2

2 "(é @):1 1
Z Z p+q p+q !

]l Hyllq =t

Satz 8.4, x = &,y = = (&)Y (i)Y

Satz 8.7 (Minkowski-Ungleichung)
Sei p € [1,00). Dann gilt

Ve,y € C:lz+yll, < llzlly + Myl

Beweis. p=1./
1 1
p>1> 5+a:17 Z:(zlv"'azn)a Rk = ’xk+yk’p

P _(ph_
= 2l = o+ yl OV = |+ g O = o+ gl

- 1/q - 1/q
— el = (D 1al?) = (D lwe+wl?) " =l +

k=1 k=1

n n n
= ) ezl <0 lwllal + ) Lyl
k=1 k=1 k=1

8.4)
< Aellpllzlle + lyllo=le
< (Il + l1yllp) 1z + ]I

= > o+ wellve+ el = eyl < (lelly + lyll) o+ g2

k=1

p,E
= eyl = llz+yly <[l + llyll,
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