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1 Grundlagen, Mengen und Abbildungen

Eine Menge besteht aus Elementen

Hier:
”
mathematische Gegenstände“ (Zahlen, Punkte usw.)

Schreibweisen

a ∈M für : a ist Element von M

a /∈M für : a ist nicht Element von M

M = N bedeutet: a ∈M ⇐⇒ a ∈ N
endliche Mengen M = {2, 3, 5, 7, 11}
(3 ∈M , 4 /∈M)

unendliche Mengen benötigen definierende Eigenschaft,

M = {x reell |x < 0}

Beispiele 1.1

i) M1 = {x | 0 ≤ x ≤ 1}

ii) M2 = {x |x2 < 2}

iii) M3 = {x ist Primzahl}

iv) M4 = {x |x+ 1 = 0}

v) M5 = {x |x2 < 0}

Def. 1.2

i) Die leere Menge ∅ enthält keine Elemente.

ii) M heißt Teilmenge von N,M ⊂ N , falls

a ∈M =⇒ a ∈ N .

iii) M = N , falls a ∈M ⇐⇒ a ∈ N .

iv) M ∪N = {x |x ∈M oder x ∈ N}
heißt Vereinigungsmenge.

v) M ∩N = {x |x ∈M und x ∈ N}
. heißt Durchschnittsmenge von M und N .

vi) M\N = {x | x ∈M und x /∈ N}
heißt Differenzmenge. Falls N ⊂M , so heißt M\N Komplement von N bzgl. M .
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Def. 1.3 Seien M,N nichtleer. Eine Funktion (Abbildung) f von M nach N ist eine

Vorschrift, die jedem x ∈M genau ein y ∈ N zuordnet. y wird auch mit f(x) bezeichnet

und heißt Wert von f an der Stelle x.M heißt Definitionsmenge (bereich),N die Zielmenge.

f : M −→ N

x 7−→ f(x)
(1.1)

Beispiel: M = {x | 0 ≤ x} , N = R

f : M −→ R
x 7−→ √

x
(1.2)

Def. 1.4 Sei f eine Abbildung von M nach N .

i) Die Menge

W = {y | ∃ x ∈M , so dass y = f(x)} heißt Wertemenge von f .

W = f(M) = {y | y = f(x) , x ∈M}

ii) f(C) = {y | y = f(x) , x ∈ C} , C ⊂M heißt Bild von C.

iii) f−1(D) = {x | f(x) ∈ D} , D ⊂ N heißt Urbild von D.

Falls D = {b} , so heißt

f−1(D) = {x | f(x) = b} Lösungsmenge der Gleichung f(x) = b .

Satz 1.5 Sei f Abbildung von M nach N

i) ∀U, V ⊂M gilt

f(U ∩ V ) ⊂ f(U) ∩ f(V )

f(U ∪ V ) = f(U) ∪ f(V )

f(M \U) ⊃ f(M) \ f(U)

ii) ∀U, V ⊂ N gilt

f−1(U ∩ V ) = f−1(U) ∩ f−1(V )

f−1(U ∪ V ) = f−1(U) ∪ f−1(V )

f−1(N \U) = M \ f−1(U)

Beweis.
y ∈ f(U ∩ V ) =⇒ ∃ x ∈ U ∩ V mit y = f(x)

x ∈ U ∧ x ∈ V =⇒ y = f(x) ∈ f(U) ∧ y = f(x) ∈ f(V )

=⇒ y ∈ f(U) ∩ f(V )

Rest Übungen
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Def. 1.6 Sei f : M → N Abb.

i) f heißt injektiv, falls f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2 .

ii) f heißt surjektiv, falls f(M) = N .

iii) f heißt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Def. 1.7 f : M → N , g : O → P , f(M) ⊂ O . Die Abb.

h : M −→ P

x 7−→ g(f(x))
(1.0.1)

heißt Verkettung (Komposition) von g und f , man schreibt h = g ◦ f .

Def. 1.8

i) Seien M,N zwei Mengen. Die Menge aller geordneten Paare (x, y), x ∈ M, y ∈ N
heißt kartesisches Produkt von M und N .

ii) Sei f : M → N eine Abbildung, die Menge

M ×N ⊃ G := {(x, f(x)), x ∈M} (1.0.2)

der Graph von f .

2 Reelle Zahlen

2.1 Rechnen mit reellen Zahlen

Axiomatische Einführung

R ist Menge mit zwei Verknüpfungen, der Addition

+ : R× R −→ R
(a, b) 7−→ a+ b

(2.1.1)

und der Multiplikation

· : R× R −→ R
(a, b) 7−→ a · b (2.1.2)
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Es gibt eine Anordnung, gegeben durch R+ , Positivitätsbereich.





(K) Körperaxiome : R ist ein Körper

(O) Anordnungsaxiome

(O1) Für jedes a ∈ R gilt genau eine der Aussagen

a ∈ R+ , − a ∈ R+ , a = 0

(O2) a, b ∈ R+ =⇒ a+ b ∈ R+

(O3) a, b ∈ R+ =⇒ a · b ∈ R+

(V) Vollständigkeit

Jede nichtleere nach oben beschränkte Menge reeller Zahlen besitzt eine

kleinste obere Schranke.

(2.1.3)

Def. 2.1.1 Ein Körper ist eine nichtleere Menge K mit

+ : K ×K −→ K

(a, b) 7−→ a+ b

· : K ×K −→ K

(a, b) 7−→ a · b ,

die folgenden Axiomen genügen.

(A1) (a+ b) + c = a+ (b+ c) AG

(A2) a+ b = b+ a KG

(A3) es existiert 0 mit a+ 0 = a Existenz der Null

(A4) es existiert −a mit a+ (−a) = 0 Existenz der Inversen

(M1) (a · b)c = a(b · c) AG

(M2) a · b = b · a KG

(M3) es existiert 1 mit 1 · a = a

(M4) falls a 6= 0 , dann existiert a−1 mit a · a−1 = 1

(D) a(b+ c) = ab+ ac DG

Satz 2.1.2 Sei K ein Körper. Dann gilt

i) Es gibt nur eine 0 (eine 1).

ii) Das Inverse ist eindeutig.

iii) a · 0 = 0

iv) (−1) · a = −a

v) (−1)(−1) = 1
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Beweis:

i) Annahme: ∃ 0, 0′ entsprechend (A3) =⇒
a+ 0 = a , a+ 0′ = a =⇒
a+ 0 = a+ 0′ =⇒
−a+ a+ 0 = −a+ a+ 0′ =⇒ 0 = 0′

ii) a+ b = 0 , a+ b′ = 0

b
(A3)
= b+ 0 = b+ (a+ b′)

(A1)
= (b+ a) + b′

(A2)
= (a+ b) + b′ = 0 + b′

(A2)
= b′ + 0

(A3)
= b′

iii) a
(M3)
= 1 · a (A3)

= (1 + 0) · a (D)
= 1 · a+ 0 · a (M3)

= a+ 0 · a =⇒
a+ (−a) = a+ 0 · a+ (−a) =⇒ 0 = 0 · a+ 0

iv) , v) Übungen

Bemerkung 2.1.3 Schreibweisen:

b− a statt b+ (−a) , ab+ c statt (a · b) + c

an = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n−mal

, a0 = 1 , a−n = (a−1)n

Regeln der Potenzrechnung

anam = an+m

a−n = 1
an

(an)m = an·m

n∑

k=1

ak := a1 + a2 + · · ·+ an

n∏

k=1

ak := a1a2a3 . . . an

m−1∑

k=m

ak := 0

2.2 Die Anordnung

Def. 2.2.1 Seien a, b ∈ R . a heißt kleiner als b, a < b , b > a , falls b − a ∈ R+ . Ist a

kleiner oder gleich b, so schreibt man a ≤ b , b ≥ a.

Satz 2.2.2 Es gilt:

i) Eine der folgenden Aussagen ist stets richtig:

a < b , a = b , a > b
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ii) a < b , b < c =⇒ a < c

iii) a < b =⇒ a+ c < b+ c

iv) a < b und c > 0 =⇒ a · c < b · c

v) a < b =⇒ −b < −a

vi) a < b und c < 0 =⇒ ac > bc

Beweis: i) (O1) =⇒ entweder b− a ∈ R+ =⇒ a < b

oder R+ 3 −(b− a) = (−1)(b− a) = −b− (−a) = −b+ a = a− b =⇒ a > b

oder b− a = 0 =⇒ a = b

iii) b− a = b− a+ c− c = (b+ c)− (a+ c)

Rest Übungen

Bemerkung 2.2.3 ii) - vi) gelten auch für
”
≤“

Statt i) hat man

vii) stets gilt a ≤ b oder b ≤ a , gilt beides, so ist a = b

Satz 2.2.4 Es gilt entweder a = 0 oder a2 > 0.

Beweis. Sei a 6= 0. Satz 2.2.2, i) =⇒ 2 Fälle

a > 0
Satz 2.2.2 iv)

=⇒ a · a > a · 0 = 0 =⇒ a2 > 0

oder

a < 0
Satz 2.2.2 v)

=⇒ −a > 0 =⇒ (−a)a < −a · 0 = 0 =⇒ −a2 < 0 =⇒ a2 > 0

Schreibweisen

M +N = { a+ b | a ∈M , b ∈ N }
M ·N = { a · b | a ∈M , b ∈ N }
a+N = { a+ b | b ∈ N } (2.2.1)

a ·N = { a · b | b ∈ N }
−M = {−b | b ∈M }

M ≤ b bedeutet

∀ a ∈M : a ≤ b

(M ≥ b analog)

Def. 2.2.5 Sei M ⊂ R nichtleer. Ein Maximum ist eine Zahl m ∈ M mit M ≤ m.

Ein Minimum ist eine Zahl m ∈M mit m ≤M .
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Satz 2.2.6 Sei M ⊂ R nichtleer. Wenn ein Maximum (Minimum) existiert, so ist dieses

eindeutig.

Beweis. Annahme: es existieren 2 Maxima m,m′ ∈M
Def. 2.2.5

=⇒ m ≤ m′ , m′ ≤ m
Bem. 2.2.3

=⇒ m = m′

Minimum analog

Satz 2.2.7 Es seien M,N ⊂ R nichtleer. Dann gelten folgende Aussagen, sofern die

entsprechenden Minima bzw. Maxima existieren:

i) M ⊂ N =⇒ max(M) ≤ max(N)

ii) max(M +N) = max(M) + max(N)

iii) M,N ≥ 0 =⇒ max(M ·N) = max(M) max(N)

iv) max(M ∪N) = max(max(M),max(N))

v) min(M) = −max(−M)

vi) M ⊂ N =⇒ min(M) ≥ min(N)

vii) ii) bis iv) gelten auch für
”
min“ statt

”
max“

Beweis.

i) M ≤ max(M) , N ≤ max(N)

max(M) ∈ N =⇒ max(M) ≤ max(N)

ii) a ∈M , b ∈ N =⇒ a+ b ≤ max(M) + max(N)

=⇒ M +N ≤ max(M) + max(N) =⇒ max(M +N) ≤ max(M) + max(N)

max(M) ∈M, max(N) ∈ N =⇒ max(M) + max(N) ∈M +N =⇒
max(M) + max(N) ≤ max(M +N)

iii) analog

iv) max(max(M), max(N)) ∈M ∪N =⇒ max(max(M),max(N)) ≤ max(M ∪N)

a ∈M =⇒ a ≤ max(M) =⇒ a ≤ max(max(M),max(N))

=⇒ M ∪N ≤ max(max(M),max(N))

=⇒ max(M ∪N) ≤ max(max(M),max(N))

v) max(−M) ∈ −M =⇒ −max(−M) ∈M
a ∈M =⇒ −a ∈ −M =⇒ −a ≤ max(−M)
Satz 2.2.2, vi)

=⇒ a ≥ −max(−M) =⇒ −max(−M) = min(M)

vi) , vii) analog
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Def. 2.2.8 Sei a ∈ R . Der Absolutbetrag |a| von a ist

|a| =

{
a , falls a ≥ 0

−a , falls a < 0 .
(2.2.2)

|a| = max{a,−a} , |a| ≤ b ⇐⇒ a ≤ b und −a ≤ b

Satz 2.2.9 Für a, b ∈ R gilt

i) −|a| ≤ a ≤ |a|

ii) |a| ≥ 0 , |a| = 0 für a = 0

iii) |a+b| ≤ |a|+|b| Dreiecksungleichung (2.2.3)

iv) |a · b| = |a||b|

v) |a−b| ≥
∣∣|a|−|b|

∣∣ (2.2.4)

Beweis.

i) |a| = max{a,−a} =⇒ a ≤ |a| , −a ≤ |a| =⇒ −|a| ≤ a ≤ |a|

ii) klar

iii) −|a| ≤ a ≤ |a| , −|b| ≤ b ≤ |b|
−(|a|+ |b|) ≤ a+ b ≤ |a|+ |b| =⇒ −(a+ b) ≤ |a|+ |b| =⇒
max{(a+ b),−(a+ b)} ≤ |a|+ |b| =⇒ |a+ b| ≤ |a|+ |b|

iv) , v) Übungen

2.3 Natürliche Zahlen, Induktion. Abzählbarkeit

Def. 2.3.1

i) Die kleinste Teilmenge von R mit

a) 0 ∈ N
b) Ist n ∈ N , so ist auch n+ 1 ∈ N.

heißt Menge der natürlichen Zahlen.

ii) Die Menge Z der ganzen Zahlen besteht aus allen natürlichen Zahlen n und ihren

additiven Inversen −n.

iii) Die Menge Q der rationalen Zahlen besteht aus allen Brüchen p
q
, p, q ∈ Z , q 6= 0 .

iv) x ∈ R , x /∈ Q heißt irrationale Zahl.
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A. Induktion

Folgerung 2.3.2 Prinzip der vollständigen Induktion

Es sei M ⊂ N , 0 ∈M und

n ∈M =⇒ n+ 1 ∈M . (2.3.1)

Dann ist M = N .

(Def. 2.3.1 =⇒ N ⊂M =⇒ N = M)

Aufgabe: Zeige Eigenschaft E(n) für alle n.

Vorgehen: Betrachte M := {n ∈ N |E(n) ist wahr} und zeige.

Es gilt E(0) Induktionsanfang (IA)

gilt E(n) (Induktionsvoraussetzung IV), so gilt auch E(n+ 1) Induktionsschluss (IS)

(0 ∈M , (n ∈M =⇒ n+ 1 ∈M) =⇒ M = N)

Satz 2.3.3 Natürliche Zahlen sind nichtnegativ.

Beweis. M = {n ∈ N |n ≥ 0}

(IA) n = 0 , 0 ≥ 0

(IS) n −→ n+ 1

n ≥ 0
Satz 2.2.2, iii)

=⇒ n+ 1 ≥ 0 + 1 = 1 > 0

Satz 2.3.4 ∀n ∈ N gilt
n∑

k=1

(2k − 1) = n2 . (2.3.2)

Beweis.

(IA) : n = 0
0∑

k=1

(2k − 1) = 0 = 02

(IS) : n −→ n+ 1

n+1∑

k=1

(2k − 1) =
n∑

k=1

(2k − 1) + (2(n+ 1)− 1)
(IV)
= n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2

Satz 2.3.5 Jede endliche nichtleere Menge reeller Zahlen besitzt ein Maximum.
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Beweis. E(n) : Jede Menge A = {a1, . . . , an} , ai ∈ R , besitzt Maximum

M = {n ∈ N |E(n+ 1) ist wahr} .

(IA) A = {a1} , maxA = a1

(IS) n −→ n+ 1

B = {a1, . . . , an+1} =⇒
B = A ∪ {an+1}
IV =⇒ max{A} = a =⇒ maxB = max(A ∪ {an+1})
Satz 2.2.6, Satz 2.2.7 iv)

=⇒ max(max{A}, an+1) = max(a, an+1)

Satz 2.3.6 Sei n ∈ N , n /∈ 0 , dann existiert m ∈ N mit n = m+ 1 .

Beweis. IA : 1 = 0 + 1

IS : (n+ 1) = n︸︷︷︸
m

+1

Def. 2.3.7

i) Für n ∈ N setzt man

n! :=
n∏

k=1

k = 1 · 2 · . . . · n . (2.3.3)

ii) Die Binomialkoeffizienten werden durch
(
n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

1 · 2 · . . . · k , n, k ∈ N , k ≤ n (2.3.4)

definiert.

Def. 2.3.8 Eine Anordnung einer n-elementigen Menge A ist eine Bijektion

f : {1, . . . , n} −→ A .

Satz 2.3.9 Die Anzahl der möglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge ist n!.

Beweis:

(IA) : 1! = 1

(IS) : A = {a1, . . . , an+1}
Menge der Anordnungen =

n+1⋃

l=1

kl ,

wobei f ∈ kl ⇐⇒ f(1) = al

IV =⇒ Anzahl kl = n! =⇒
Anzahl der Anordnungen = (n+ 1)n!
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B. Der binomische Lehrsatz

Satz 2.3.10 Für k, n ∈ N , k < n gilt
(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
. (2.3.5)

Beweis. Übungen

Satz 2.3.11 (Binomischer Lehrsatz)

Für a, b ∈ R , n ∈ N gilt

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk . (2.3.6)

Beweis.

(IA) n = 0 klar

(IS) n −→ n+ 1

(a+ b)n+1 = (a+ b)n(a+ b)

(IV)
=

( n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk

)
(a+ b)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
an−k+1bk +

n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk+1

= an+1 +
n∑

k=1

(
n

k

)
an−k+1bk +

n−1∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 + bn+1

= an+1 +
n∑

k=1

(
n

k

)
an−k+1bk +

n∑

k=1

(
n

k − 1

)
an−k+1bk + bn+1

(2.3.5)
= an+1 +

n∑

k=1

(
n+ 1

k

)
an−k+1bk + bn+1

=
n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk

C. Das Wohlordnungsprinzip

Satz 2.3.12 Jede nichtleere Menge natürlicher Zahlen besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. M ⊂ N , M 6= ∅ =⇒ ∃n ∈M
M0 := M ∩ {0, . . . , n}
M0 endlich =⇒ ∃m = min(M0)
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M = M0 ∪ (M\M0) =⇒
m ≤M\M0 , m ≤M0 =⇒ m ≤M =⇒ m = min(M) .

D. Abzählbarkeit

Def. 2.3.13

i) Zwei Mengen A,B heißen gleichmächtig, falls es eine bijektive Abbildung f : A −→
B gibt.

ii) Eine Menge A heißt endlich, falls sie mit einer Menge {0, . . . , n} natürlicher Zahlen

gleichmächtig ist. Dann heißt

#A = Anzahl der Elemente in A

die Kardinalität von A.

iii) Eine Menge heißt abzählbar, wenn sie gleichmächtig mit N ist. Eine Menge heißt

überabzählbar, wenn sie weder endlich noch abzählbar ist.

Satz 2.3.14 Jede Menge natürlicher Zahlen ist endlich oder abzählbar.

Beweis. Annahme: A ⊂ N nicht endlich.

i) f(0) := min(A) (Satz 2.3.12!)

f(n+ 1) := minA\{f(0), . . . , f(n)})︸ ︷︷ ︸
6=∅

ii) f ist injektiv : m < n =⇒ f(n) ist kleinstes Element einer Menge, die f(m) nicht

enthält =⇒ f(m) 6= f(n) .

iii) m < n =⇒ f(m) < f(n) vollständige Induktion nach m, n fest

IA : m = 0 . f(n) ∈ A , f(0) = min(A) =⇒ f(0) ≤ f(n) .

IS : m− 1 −→ m

f(k) < f(n) , k < m =⇒ f(n) 6= f(0) , f(1), . . . , f(m− 1)

=⇒ f(n) ∈ A\{f(0), . . . , f(m− 1)} =⇒
f(m) ≤ f(n)

ii)
=⇒ f(m) < f(n) .

iv) Wachstum: wir zeigen: a ≤ f(a) , a ∈ A
IA : n = 0 0 ≤ f(0)

IS : n −→ n+ 1

n ≤ f(n)
iii)

=⇒ n ≤ f(n) < f(n+ 1) =⇒ n+ 1 ≤ f(n+ 1)

v) Surjektivität : a ∈ A , a > f(0)

M := {n ∈ N | f(n) < a}
M 6= ∅ , endlich nach iv) =⇒ ∃m = max(M)

=⇒ f(m) < a , k < m
iii)

=⇒ f(k) < f(m) < a

=⇒ M = {0, . . . ,m}

12



wir zeigen: a = f(m+ 1)

f(m+ 1) = min(A\{f(0), . . . , f(m)} ,

a ∈ A\{f(0), . . . , f(m)} =⇒ f(m+ 1) ≤ a

wäre f(m+ 1) < a , so folgt m+ 1 ∈M
=⇒ f(m+ 1) = a

Satz 2.3.15 A abzählbar, M ⊂ A =⇒ M endlich oder abzählbar.

Beweis. Annahme: M nicht endlich

∃ Bijektion f : N −→ A =⇒ f−1(M) nicht endlich
Satz 2.3.14

=⇒ ∃ Bijektion g : N −→ (f−1(M))

=⇒ f ◦ g : N −→M ⊂ A

n 7−→ f(g(n))

ist Bijektion (vgl. Def. 1.7).

Satz 2.3.16 Sei A abzählbar, f : A −→ B surjektiv =⇒ B ist höchstens abzählbar.

Beweis. g : N −→ A Bijektion =⇒ F = f ◦ g : N −→ B surjektiv

g(F−1({b})) 6= ∅ ∀ b ∈ B Satz 2.3.12
=⇒ ∃m = min(F−1({b}))

m : B −→ N
b 7−→ min(F−1({b}))

ist injektiv.

=⇒ m ist Bijektion auf m(B) = {m(b) | b ∈ B}
m(B) ⊂ N Satz 2.3.14

=⇒ m(B) ist höchstens abzählbar.

Satz 2.3.17 Die Menge Q ist abzählbar.

Beweis.
1
1
−→ 2

1
3
1
−→ 4

1

↙ ↗ ↙
1
2

2
2

3
2

4
2

↓ ↗ ↙
1
3

2
3

3
3

4
3

↙
1
4

2
4

3
4

4
4

r1, r2, r3 . . .

0, r1,−r1, r2,−r2, r3,−r3 . . .
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2.4 Vollständigkeit

A. Beschränkte Mengen reeller Zahlen

Def. 2.4.1 Sei A ⊂ R . S ∈ R heißt obere Schranke für A, falls

A ≤ S . (2.4.1)

u heißt untere Schranke, falls

u ≤ A . (2.4.2)

A heißt nach oben (unten) beschränkt, falls A eine obere (untere) Schranke besitzt. A

heißt beschränkt, falls A eine obere und untere Schranke besitzt.

Beispiele 2.4.2 Intervalle

[a, b] = { x ∈ R | a ≤ x ≤ b } abgeschlossen

(a, b) = { x ∈ R | a < x < b } offen
(2.4.3)

[a, b) = { x ∈ R | a ≤ x < b } halboffen

(a, b] = { x ∈ R | a < x ≤ b } halboffen

B. Vollständigkeitsaxiom

(V) : Jede nichtleere nach oben beschränkte Menge reeller Zahlen besitzt eine kleinste

obere Schranke.

Def. 2.4.3 Die kleinste obere Schranke g heißt auch obere Grenze oder Supremum von

A,

g = supA . (2.4.4)

Die größte untere Schranke h heißt auch untere Grenze oder Infimum von A,

h = inf A . (2.4.5)

Satz 2.4.4 Jede nach unten beschränkte Menge A reeller Zahlen besitzt eine größte

untere Schranke und es gilt

inf A = − sup(−A) . (2.4.6)

Beweis. −A nach oben beschränkt
(V)
=⇒ sup(−A) existiert

=⇒ x ≤ sup(−A) ∀x ∈ −A
=⇒ −x ≥ − sup(−A) ∀x ∈ −A
=⇒ y ≥ − sup(−A) ∀ y ∈ A
=⇒ − sup(−A) ist untere Schranke!

h ≤ A =⇒ −h ≥ −A =⇒ −h ≥ sup(−A)

=⇒ h ≤ − sup(−A) =⇒ − sup(−A) = inf(A)

14



Satz 2.4.5 g ist genau dann obere Grenze von A, g = sup(A) , falls gilt

i) x ≤ g ∀x ∈ A

ii) ∀ ε > 0 ∃x ∈ A mit g − ε < x ≤ g

Beweis.

”
=⇒“ i) klar; nehme an, ii) gelte nicht =⇒ x ≤ g − ε =⇒ g − ε ist obere Schranke.

”
⇐=“ Sei g′ = g − ε weitere obere Schranke =⇒ x ≤ g − ε ∀ x ∈ A

Beispiel 2.4.6 Es gilt sup[a, b) = b

denn: x ≤ b ∀x ∈ [a, b) , zu ε > 0 wähle x = b− ε
2

=⇒ b− ε
2
< b und b− ε < b− ε

2
≤ b

C. Das archimedische Prinzip

Satz 2.4.7 N ist unbeschränkt.

Beweis. Annahme: N sei beschränkt =⇒
n ≤ sup(N) , n ∈ N

=⇒ ∃n0 > sup(N)− 1 =⇒ n0 + 1 > sup(N) .

Satz 2.4.8 R ist archimedisch geordnet, d.h. ∀ a > 0 , b ∈ R ∃n ∈ N mit

na ≥ b . (2.4.7)

Beweis. Annahme: na ≤ b ∀n ∈ N =⇒
n ≤ b

a
∀n ∈ N =⇒ b

a
ist obere Schranke,

Satz 2.4.7
=⇒ Widerspruch

Satz 2.4.9 Ist a ≥ 0 und a ≤ 1
n

∀n 6= 0 =⇒ a = 0 .

Beweis. Annahme: a > 0 =⇒ n · a ≤ 1 =⇒ n ≤ 1
a

=⇒ 1
a

ist obere Schranke, Widerspruch.

Satz 2.4.10 Seien a, b ∈ R , a < b , dann existiert ein r ∈ Q mit

a < r < b .

Beweis. Zunächst a > 0 . Gesucht m,n ∈ N mit

a <
m

n
< b ⇐⇒ na < m < nb

Satz 2.4.8 =⇒ ∃n ∈ N mit n(b− a) > 1

m := max{ p ∈ N | p ≤ na+ 1 }
na < m ≤ na+ 1 < na+ n(b− a) = nb

a < 0 : wähle r, l ∈ Q mit l > −a und a+ l < r < b+ l

=⇒ a < r − l < b
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3 Folgen und Reihen

3.1 Reelle Funktionen

Def. 3.1.1 Sei D ⊂ R . Eine Abbildung f : D −→ R heißt reelle Funktion.

Γf := { (x, y) ∈ D × R , y = f(x) } (3.1.1)

heißt Graph von f . D heißt Definitionsbereich.

Beispiele 3.1.2

i) Polynome

a0, a1, . . . , an ∈ R
p : R −→ R

x 7−→ p(x) =
n∑

j=0

ajx
j

ii) rationale Funktionen

p(x) =
n∑

j=0

ajx
j q(x) =

m∑
i0

bix
i

D := { x ∈ R | q(x) 6= 0 }
r : D −→ R

x 7−→ r(x) =
p(x)

q(x)

iii) Treppenfunktionen

a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b

c1, . . . , cn, d0, . . . , dn ∈ R
ϕ : [a, b] −→ R

x 7−→ ϕ(A) =

{
ck , falls x ∈ (tk−1, tk)

dk , falls x = tk

iv) f : R −→ R

x 7−→ f(x) =

{
0 , falls x rational

1 , falls x irrational

Def. 3.1.3 Seien f, g : D −→ R . Wir setzen

f + g : D −→ R
x 7−→ (f + g)(x) := f(x) + g(x)

λf : D −→ R
x 7−→ (λf)(x) := λf(x)
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f · g : D −→ R
x 7−→ (f · g)(x) := f(x) · g(x)

Sei D′ = { x ∈ D | g(x) 6= 0 }
f

g
: D′ −→ R

x 7−→
(f
g

)
(x) :=

f(x)

g(x)

Seien f : D −→ R , g : E −→ R ,

f(D) ⊂ E =⇒ ∃ Kompositum (f ◦ g)(x) = g(f(x))

Beispiel 3.1.4

q : R −→ R , x −→ x2

sqrt : R+ −→ R , x −→ √
x

abs := sqrt ◦ q
abs(x) = (sqrt ◦ g)(x) = sqrt(x2) =

√
x2 = |x|

3.2 Folgen und Konvergenz

A. Grundbegriffe

Def. 3.2.1 Eine Funktion

a : N −→ R

heißt Folge. Man schreibt {an}n∈N , (a0, a1, a2, . . .) , {an} . ( {an}n≥n0 , (an0 , an0+1, . . .)

heißt ebenfalls Folge).

Beispiele 3.2.2

i) an = a ∀n ∈ N (a, a, a, . . .)

ii) an =
1

n
, n ≥ 1

(
1,

1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .

)

iii) an = (−1)n : (1,−1, 1,−1, . . .)

iv) an =
n

n+ 1
:

(
0,

1

2
,
2

3
,
3

4
, . . .

)

v) a0 = 1 , a1 = 1 , an = an−1 + an−2 , n ≥ 2

(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .)
”
Fibonacci-Zahlen“

Def. 3.2.3 {an}n∈N heißt (streng) monoton wachsend, falls aus n < m stets an ≤
am (an < am) folgt. Monoton fallend analog. {an}n∈N heißt nach oben beschränkt, falls
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r ∈ R existiert mit an ≤ r ∀n . Nach unten beschränkt analog. {an} heißt beschränkt,

falls beides gilt, ⇐⇒ |an| ≤M ∀n .

B. Konvergenz

Def. 3.2.4 {an}n∈N heißt konvergent gegen a ∈ R , lim
n→∞

an = a , falls

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀n ≥ N(ε) : |an − a| < ε (3.2.1)

(⇐⇒ in jeder ε-Umgebung Uε(a) := {x ∈ R | |x − a| < ε} liegen fast alle Glieder der

Folge)

{an}n∈N heißt divergent, falls sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Beispiele 3.2.2

i) lim
n→∞

an = a |an − a| = 0 < ε ∀n ≥ 0

ii) lim
n→∞

an = 0 ε > 0 fest, N(ε) >
1

ε
=⇒

∣∣∣ 1

n
− 0

∣∣∣ =
1

n
<

1

N(ε)
≤ ε , n ≥ N(ε)

iii) divergent

Annahme: {an}n∈N konvergent =⇒ |an − a| < 1 , n ≥ N(1)

2 = |(−1)n+1 − (−1)n| = |an+1 − an| = |an+1 − a+ a− an|
(2.2.3)

≤ |an+1 − a|+ |a− an| < 1 + 1 = 2 (Widerspruch)

iv) lim
n→∞

n

n+ 1
= 1

∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣ =
∣∣∣ n− (n+ 1)

n+ 1

∣∣∣ =
1

n+ 1
< ε , n ≥ 1

ε

Satz 3.2.5 {an}n∈N konvergent =⇒ {an}n∈N beschränkt.

Beweis. lim
n→∞

an = a =⇒ |an − a| < 1 ∀n ≥ N(1)

=⇒ |an| = |an − a+ a| ≤ |an − a|+ |a| ≤ 1 + |a|

=⇒ M := max{ |a0|, |a1|, . . . , |aN(1)−1|, |a|+ 1 }

Satz 3.2.6 {an}n∈N konvergent gegen a, a′ =⇒ a = a′ .

Beweis. Annahme: a′ 6= a , ε :=
|a− a′|

2

∃N1 mit |an − a| < ε ∀n ≥ N1

∃N2 mit |an − a′| < ε ∀n ≥ N2

N := max(N1, N2) =⇒
|a− a′| = |a− an + an − a′| ≤ |a− an|+ |an − a′| < ε+ ε = 2

|a− a′|
2

= |a− a′| ,
n ≥ N , Widerspruch
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Satz 3.2.7 Sei A ⊂ R nichtleer und nach oben beschränkt, g = supA

=⇒ ∃{an}n∈N , an ∈ A , mit lim
n→∞

an = g .

Beweis. Satz 2.4.5 =⇒ ∀n ∈ N ∃ an mit

g − 1

n
≤ an ≤ g =⇒ − 1

n
< 0 ≤ g − an ≤ 1

n
=⇒ |g − an| ≤ 1

n

Satz 3.2.8 Sei {an}n∈N monoton wachsend, nach oben beschränkt =⇒ {an}n∈N ist

konvergent mit

lim
n→∞

an = sup{ an |n ∈ N } .

Beweis. Zu ε > 0 ∃n0 ∈ N mit g − ε < an0 ≤ g , wobei g := sup{an |n ∈ N} sei.

=⇒ g − ε < an0 ≤ an ≤ g < g + ε , n ≥ n0

=⇒ − ε < an − g < ε , n ≥ n0

analog für
”
monoton fallend, nach unten beschränkt“.

Beispiel 3.2.9 an =
( 1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n

)

a1 = 1 +
1

2
= 1.5

a2 =
1

2
+

1

3
+

1

4
≈ 1.08

a3 =
1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
≈ 0.95

Vermutung: (an) monoton fallend

an+1 − an =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2(n+ 1)
− 1

n
− · · · − 1

2n

=
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n
<

1

2n
+

1

2n
− 1

n
= 0

=⇒ {an}n∈N monoton fallend, nach unten beschränkt

Satz 3.2.8
=⇒ {an}n∈N konvergent

C. Rechenregeln

Satz 3.2.10 {an}n∈N , {bn}n∈N konvergente Folgen, an ≤ bn , n ∈ N =⇒

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn

Beweis. a := lim
n→∞

, b := lim
n→∞

bn

Annahme: a > b , ε :=
a− b

2
=⇒ |a− an| < ε , |b− bn| < ε , n ≥ N(ε)
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=⇒ bn < b+ ε = b+
a− b

2
=

b+ a

2
= a− ε < an , n ≥ N(ε)

Satz 3.2.11 {an}n∈N , {bn}n∈N konvergent =⇒ {cn}n∈N ,

cn := an + bn ist konvergent und

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = a+ b = c (3.2.2)

Beweis. ε > 0 beliebig =⇒

|an − a| < ε

2
, n ≥ N1

|bn − b| < ε

2
, n ≥ N2

N := max(N1, N2) =⇒
|cn − c| = |(an + bn)− (a+ b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε , n ≥ N

Beispiel 3.2.2 iv) cn =
n+ 1

n
, n ≥ 1

cn = an + bn , an := 1 , bn =
1

n
=⇒

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = 1 + lim
n→∞

1

n
= 1

Satz 3.2.12 lim
n→∞

an = a , lim
n→∞

bn = b =⇒
{anbn}n∈N ist konvergent und

lim
n→∞

anbn =
(

lim
n→∞

an

)(
lim

n→∞
bn

)
= a · b (3.2.3)

Beweis. Satz 3.2.4 =⇒ |b| ≤ K, ∀n ∈ N : |an| ≤ K =⇒

|an − a| < ε

2K
, n ≥ N1

|bn − b| < ε

2K
, n ≥ N2

N := max(N1, N2) =⇒
|anbn − ab| = |anbn − anb+ anb− ab|

≤ |an(bn − b)|+ |(an − a)b|
Satz 2.2.9

= |an|︸︷︷︸
≤K

|bn − b|︸ ︷︷ ︸
< ε

2K

+ |b|︸︷︷︸
≤K

|an − a|︸ ︷︷ ︸
< ε

2K

<
ε

2
+
ε

2
= ε , n ≥ N
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Korollar 3.2.13

i) lim
n→∞

an = a , λ ∈ R =⇒
{λan}n∈N konvergent und

lim
n→∞

λan = λ lim
n→∞

an = λa (3.2.4)

ii) lim
n→∞

an = a , lim
n→∞

bn = b =⇒

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = a− b (3.2.5)

Beweis. Übungen

Satz 3.2.14 lim
n→∞

an = a , lim
n→∞

bn = b 6= 0 =⇒
∃n0 ∈ N mit bn 6= 0 , n ≥ n0 und

lim
n→∞

(an

bn

)
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
=

a

b
(3.2.6)

Beweis. Zunächst an = 1 ∀n ∈ N

b 6= 0 =⇒ |bn − b| ≤ |b|
2
, n ≥ n0 =⇒ |b| − |bn| ≤

∣∣|b| − |bn|
∣∣ ≤ |b− bn| < |b|

2

=⇒ |b|
2
≤ |bn| =⇒ bn 6= 0 , n ≥ n0

∃N1 mit |bn − b| < ε
|b|2
2

∀n ≥ N1

N := max(N1, n0) =⇒
∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣ =
∣∣∣b− bn
bnb

∣∣∣ =
1

|bn||b| |b− bn|

≤ 2

|b| ·
1

|b| |b− bn|

≤ 2

|b|2
ε|b|2

2
= ε , n ≥ N

an

bn
= an · 1

bn

Satz 3.2.12
=⇒ lim

n→∞
an

bn
= lim

n→∞
an lim

n→∞
1

bn
=

a

b

Beispiel 3.2.15 cn =
3n2 + 13n

n2 − 2

cn =
3n2 + 13n

n2 − 2
=

n2(3 + 13
n

)

n2(1− 2
n2 )

=
3 + 13

n

1− 2
n2

=
an

bn
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Beispiel 3.2.2 =⇒ lim
n→∞

1

n
= 0

Satz 3.2.12
=⇒ lim

n→∞
1

n2
= lim

n→∞
1

n
· 1

n
= lim

n→∞
1

n
lim

n→∞
1

n
= 0

lim
n→∞

2

n2

Korollar 3.2.13
= 2 lim

n→∞
1

n2
= 0

=⇒ lim
n→∞

3 + 13
n

1− 2
n2

Satz 3.2.14
=

lim
n→∞

(3 + 13
n

)

lim
n→∞

(1− 2
n2 )

=
3 + lim

n→∞
13
n

1− lim
n→∞

2
n2

= 3

Beispiel 3.2.16 Die Zahl e

e := lim
n→∞

an , an :=
(
1 +

1

n

)n

, n ≥ 1 (3.2.7)

Wir zeigen:

A.) an ist streng monoton wachsend

B.) an ist beschränkt

}
Satz 3.2.8

=⇒ {an}n∈N ist konvergent

Zu A.) zu zeigen: an+1 > an , also

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

>
(
1 +

1

n

)n

⇐⇒
(
1 +

1

n+ 1

)n+1(
1− 1

n+ 1

)n+1

>
(
1 +

1

n

)n(
1− 1

n+ 1

)n+1

=
(
1 + 1

n

)n(
n

n+1

)n+1

=
(
1 + 1

n

)n(
1 + 1

n

)−n−1

=
(
1 + 1

n

)−1

= n
n+1

= 1− 1
n+1

zu zeigen: (
1−

( 1

n+ 1

)2)n+1

> 1− 1

n+ 1
(3.2.8)

Es gilt die Bernoulli-Ungleichung (Übung)

(1 + a)n > 1 + na , a 6= 0 , a > −1 n ≥ 2 (3.2.9)

(3.2.9)
=⇒

(
1−

( 1

n+ 1

)2)n+1

> 1− (n+ 1)
( 1

n+ 1

)2

= 1− 1

n+ 1
=⇒ (3.2.8)

B.) Es gilt

(
1 +

1

n

)n Satz 2.3.11
=

n∑

k=0

(
n

k

)
1

nk
= 1 +

n∑

k=1

(
n

k

)
1

nk

(
n

k

)
1

nk
=

1 · n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!n · n · n · n · · ·n <
1

k!
≤ 1

2k−1
, k ≥ 2
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=⇒
(
1 +

1

n

)n

≤ 1 +
n∑

k=1

1

2k−1

Es gilt die geometrische Summenformel

n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
, q 6= 1 , n ≥ 0 . (3.2.10)

=⇒
n∑

k=1

1

2k−1
=

n−1∑

k=0

(1

2

)k (3.2.10)
=

1− (
1
2

)n

1
2

< 2

=⇒
(
1 +

1

n

)n

< 3

Also existiert e := lim
n→∞

an .

Es gilt weiter

e = lim
n→∞

bn , bn :=
n∑

k=0

1

k!
. (3.2.11)

{bn}n∈N monoton wachsend, an < bn < 3

Satz 3.2.8
=⇒ ∃ lim

n→∞
bn = e′ Satz 3.2.10

=⇒

e = lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn = e′

Es ist zu zeigen: e ≥ e′. Sei dazu m ≥ 1 fest. Dann gilt für n > m

an =
n∑

k=0

(
n

k

)
1

nk
>

m∑

k=0

(
n

k

)
1

nk
=

m∑

k=0

1

k!

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

n · n · · ·n

=⇒ e = lim
n→∞

an ≥ lim
n→∞

m∑

k=0

1

k!

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

n · n · · ·n

Satz 3.2.11
=

m∑

k=0

lim
n→∞

1

k!

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

n · n · · ·n

Satz 3.2.12
=

m∑

k=0

1

k!
= bm

=⇒ bm ≤ e =⇒ lim
m→∞

bm = e′ ≤ e

Def. 3.2.17 Ist {an}n∈N eine Zahlenfolge und {nk}k∈N eine streng monoton wachsende

Folge natürlicher Zahlen, so heißt

{ank
}k∈N (3.2.12)

eine Teilfolge.
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Satz 3.2.18 Sei {an}n∈N konvergent, lim
n→∞

an = a , f : N −→ N injektiv. Dann gilt

lim
n→∞

af(n) = a (3.2.13)

Beweis. lim
n→∞

an = a =⇒ an ∈ Uε(a) außer a0, . . . , am

f injektiv =⇒ ∃ höchstens m+1 paarweise verschiedene Zahlen mit f(n) ∈ {0, . . . ,m}
=⇒ für fast alle n gilt f(n) 6∈ {0, . . . ,m}
=⇒ für fast alle n gilt af(n) ∈ Uε(a)

D. Konvergenzkriterien

Def. 3.2.19 {an}n∈N heißt Cauchy-Folge (Fundamentalfolge), falls gilt:

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ≥ n0 : |an − am| < ε . (3.2.14)

Beispiel 3.2.20 an = an−1 + an−2 (vgl. Beispiel 3.2.2)

bn :=
an

an+1

=
an

an + an−1

=
1

1 + an−1

an

=
1

1 + bn−1

{ak}k∈N ⊂ R+ streng monoton wachsend =⇒ bn ∈ (0, 1) =⇒ bn+1 >
1

2
=⇒

|bn+k+1 − bn+1| =
∣∣∣ 1

1 + bn+k

− 1

1 + bn

∣∣∣

=
|bn+k − bn|

|1 + bn||1 + bn+k| ≤
(
1 +

1

2

)−2

|bn+k − bn| =
4

9
|bn+k − bn|

Induktion
=⇒ |bn+k+1 − bn+1| ≤

(4

9

)n+1

|bk − b0|︸ ︷︷ ︸
≤1

≤
(4

9

)n+1

Wähle n0 mit
(4

9

)n0

< ε =⇒ |bm − bn| < ε

=⇒ {bn}n∈N ist Cauchy-Folge

Satz 3.2.21 Eine Folge reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-

Folge ist.

Beweis.
”
=⇒“ {an}n∈N konvergent =⇒

zu ε > 0 ∃n0(ε) mit |an − a| < ε

2
, n ≥ n0 =⇒

|an − am| = |an − a+ a− am| ≤ |an − a|︸ ︷︷ ︸
≤ ε

2

+ |a− am|︸ ︷︷ ︸
≤ ε

2

< ε , n,m ≥ n0

”
=⇒“ Sei {an}n∈N Cauchy-Folge.

i) {an}n∈N ist beschränkt
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ε = 1 =⇒ |an − am| < 1 für n,m ≥ n0 =⇒
1 > |an − an0| ≥

∣∣|an| − |an0|
∣∣ ≥ |an| − |an0| =⇒

1 + |an0| > |an| , n ≥ n0 =⇒ |an| ≤ 1 + |an0|+ max
{|a0|, |a1|, . . . , |an0−1|

}

ii) X = {x ∈ R | an ≤ x für höchstens endlich viele n ∈ N}
wir zeigen: X 6= ∅ , nach oben beschränkt

i) =⇒ |an| < K =⇒ −K < an < K =⇒ −K ∈ X =⇒
X 6= ∅ und X ≤ K

(V)
=⇒ ∃ g := supX

iii) wir zeigen: lim
n→∞

an = g

Sei ε > 0 =⇒ g − ε < an < g + ε für unendlich viele n .

Beweis hierzu: Wähle x ∈ X mit g − ε < x =⇒ an > x für fast alle n

=⇒ an > g − ε für fast alle n

an < g + ε für endlich viele n =⇒
an ≤ g +

ε

2
für endlich viele n =⇒ g + ε

2
∈ X =⇒ g 6= supX (Widerspruch)

{an}n∈N Cauchy-Folge =⇒ |am − an| < ε

2
, m, n ≥ n0

∃m0 ≥ n0 mit g − ε

2
< am0 < g +

ε

2

=⇒ |am0 − g| <
ε

2

=⇒ |an − g| ≤ |an − am0 + am0 − g|

≤ |an − am0|︸ ︷︷ ︸
< ε

2

+ |am0 − g|︸ ︷︷ ︸
< ε

2

< ε , n ≥ m0

Def. 3.2.22 g ∈ R heißt Häufungspunkt von {an}n∈N , falls

∀ ε > 0 ∃ unendlich viele n mit |an − g| < ε . (3.2.15)

Satz 3.2.23 (Bolzano/Weierstraß)

Jede beschränkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Beweis von Satz 3.2.21 =⇒ jede beschränkte Folge besitzt Häufungspunkt g

=⇒ ∃n1 mit |an1 − g| < 1 , n2 > n1 mit |an2 − g| < 1

2

=⇒ lim
k→∞

ank
= g , denn für

1

k0

< ε folgt
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|ank
− g| < 1

k
<

1

k0

< ε , k ≥ k0

Def. 3.2.24 {an}n∈N heißt bestimmt divergent (uneigentlich konvergent) gegen ∞ , falls

∀ k ∈ R ∃N ∈ N mit

an > k , n ≥ N . (3.2.16)

Man schreibt auch: lim
n→∞

an = ∞ .

3.3 Unendliche Reihen

A. Definition, Konvergenz

Def. 3.3.1 Sei {an}n∈N ⊂ R . Die Folge

sn :=
n∑

k=0

ak , n ∈ N (3.3.1)

der Partialsummen heißt unendliche Reihe
∞∑

k=0

ak . Falls sn konvergiert, so schreibt man

s := lim
n→∞

sn =
∞∑

k=0

ak . (3.3.2)

s heißt Summe der Reihe.

Bemerkung 3.3.2
∞∑

k=0

ak existiert genau dann, wenn

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀n ≥ N(ε) :
∣∣∣

n∑

k=0

ak − s
∣∣∣ < ε . (3.3.3)

Satz 3.3.3
∞∑

k=0

ak existiert genau dann, wenn

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∀m ≥ n ≥ N(ε) :
∣∣∣

m∑

k=n

ak

∣∣∣ < ε . (3.3.4)

Beweis. Satz 3.2.21: lim
n→∞

sn = s ⇐⇒ {sn}n∈N ist Cauchy Folge

⇐⇒ |sm − sn−1| =
∣∣∣

m∑

k=0

ak −
n−1∑

k=0

ak

∣∣∣ =
∣∣∣

n∑

k=m

ak

∣∣∣ < ε

für m,n hinreichend groß.
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Beispiele 3.3.4

i)
∞∑

k=1

1

k(k + 1)
Man kann zeigen (Übungen)

sn =
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
=⇒

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n

n+ 1

Bsp. 3.2.2
= 1 =⇒

∞∑

k=1

1

k(k + 1)
= 1

ii)
∞∑

k=0

1

k!

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑

k=0

1

k!

(3.2.13)
= e

iii) geometrische Reihe
∞∑

k=0

qk , |q| < 1

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑

k=0

qk (3.2.12)
= lim

n→∞
1− qn−1

1− q
=

1

1− q

iv)
∞∑

k=1

1

k
harmonische Reihe

s2n =
2n∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

n−1∑

l=1

( 2l+1∑

k=2l+1

1

k

)

= 1 +
1

2
+

(1

3
+

1

4

)

︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2

+
(1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)

︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2

+ . . .+
( 1

2n−1 + 1
+ . . .+

1

2n

)

︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2

≥ 1 +
n

2
=⇒

∞∑

k=1

1

k
ist divergent

Satz 3.3.5
∞∑

k=0

ak ,

∞∑

k=0

bk konvergent =⇒

∞∑

k=0

(tak + ubk) , t, u ∈ R ist konvergent und

∞∑

k=0

(tak + ubk) = t

∞∑

k=0

ak + u

∞∑

k=0

bk (3.3.5)
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Beweis.

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

( n∑

k=0

(tak + ubk)

)
= lim

n→∞

(
t

n∑

k=0

ak + u

n∑

k=0

bk

)

Satz 3.2.11, Korollar 3.2.13
= t lim

n→∞

n∑

k=0

ak + u lim
n→∞

n∑

k=0

bk

= t

∞∑

k=0

ak + u

∞∑

k=0

bk

Satz 3.3.6
∞∑

k=0

ak , ak ≥ 0 konvergiert genau dann, wenn {sn}n∈N beschränkt ist.

Beweis.

”
=⇒ “

∞∑

k=0

ak konvergent ⇐⇒ {sn}n∈N konvergent

Satz 3.2.5
=⇒ {sn}n∈N beschränkt

”
⇐=“ ak ≥ 0 =⇒ {sn}n∈N monoton wachsend

Satz 3.2.8
=⇒ {sn}n∈N konvergent

Satz 3.3.7 (Leibniz-Kriterium)

Sei {an}n∈N monoton fallende Nullfolge, an ≥ 0 =⇒ die alternierende Reihe

∞∑
n=0

(−1)nan (3.3.6)

ist konvergent.

Beweis.

s2m = (a0 − a1) + (a2 − a3) + . . . a2m ≥ 0

s2m+1 = a0 − (a1 − a2) + . . . a2m+1 ≤ a0

s2m+2 = s2m + (−1)2m+1a2m+1 + (−1)2m+2a2m+2

= s2m − a2m+1 + a2m+2 ≤ s2m

s2m+1 = s2m−1 + (−1)2ma2m + (−1)2m+1a2m+1

= s2m−1 + a2m − a2m+1 ≥ s2m−1

Satz 3.2.8
=⇒ {s2m}m∈N, {s2m+1}m∈N konvergent

s2m = s2m−1 + (−1)2ma2m

= s2m−1 + a2m
Satz 3.2.9

=⇒
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lim
m→∞

s2m = limm→∞ s2m−1 + lim
m→∞︸︷︷︸
−0

a2m = s

Aufgabe 14, Blatt 4
=⇒ lim

m→∞
sm = s

Beispiel 3.3.8
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
± . . .

ist konvergent.

Satz 3.3.9
∞∑

k=0

ak konvergent =⇒ lim
k→∞

ak = 0

Beweis. Satz 3.3.3 =⇒
∣∣∣

m∑

k=n

ak

∣∣∣ < ε,m ≥ n ≥ N(a)

speziell m = n =⇒ |an| < ε, n ≥ N(ε)

B. Konvergenzkriterien

Def. 3.3.10 Eine Reihe
∞∑

k=0

ak heißt absolut konvergent, wenn
∞∑

k=0

|ak| konvergiert.

Satz 3.3.11
∞∑

k=0

ak absolut konvergent =⇒
∞∑

k=0

ak konvergent und

∣∣∣
∞∑

k=0

ak

∣∣∣ ≤
∞∑

k=0

|ak| (3.3.7)

Beweis.
∞∑

k=0

|ak| konvergent
Satz 3.3.3

=⇒

∀ ε > 0 ∃N(ε) mit
∣∣∣

m∑

k=n

|ak|
∣∣∣ =

m∑

k=n

|ak| < ε, m ≥ n ≥ N(ε)

=⇒
∣∣∣

m∑

k=n

ak

∣∣∣ ≤
m∑

k=n

|ak| < ε

=⇒
∞∑

k=0

ak erfüllt Cauchy-Kriterium
Satz 3.3.3

=⇒
∞∑

k=0

ak konvergent

∣∣∣ lim
n→∞

n∑

k=0

ak

∣∣∣ Aufgabe 18, Blatt 5
= lim

n→∞

∣∣∣
n∑

k=0

ak

∣∣∣
Satz 3.2.8≤ lim

n→∞

n∑

k=0

|ak|

Satz 3.3.12 (Majorantenkriterium)
∞∑

k=0

bk konvergent, bk ≥ 0, |ak| ≤ bk =⇒
∞∑

k=0

ak absolut konvergent
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Beweis.
n∑

k=0

|ak| ≤
n∑

k=0

bk ≤
∞∑

k=0

bk
Satz 3.2.6

=⇒ Beh.

Satz 3.3.13 (Quotientenkriterium)

Sei ak 6= 0 für fast alle k, ∃ 0 < q < 1 mit

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ ≤ q für fast alle k (3.3.8)

=⇒
∞∑

k=0

ak ist absolut konvergent.

Gilt ∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ ≥ 1 für fast alle k, (3.3.9)

so ist
∞∑

k=0

ak divergent.

Beweis.∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ ≤ q =⇒ |a1| ≤ q|a0| =⇒ |a2| ≤ q|a1| ≤ q2|a0|

Induktion =⇒ |ak| ≤ qk|a0| =⇒
n∑

k=0

|ak| ≤ |a0|
n∑

k=0

qk = |a0|1− qn+1

1− q
≤ |a0| 1

1− q
<∞

|ak+1|
|ak| ≥ 1 =⇒ |ak+1| ≥ |ak| ≥ · · · ≥ |a0| > 0

=⇒ {ak}k∈N keine Nullfolge

Satz 3.3.9
=⇒

∞∑

k=0

ak divergent

Beispiel 3.3.14
∞∑

k=1

k2

2k

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ =
(k + 1)2

2k+1

2k

k2
=

1

2

(
1 +

1

k

)2

≤ 1

2

(
1 +

1

3

)2

=
8

9
=: q < 1, k ≥ 3

Satz 3.3.13 =⇒
∞∑

k=1

k2

2k
konvergent!

Satz 3.3.15 (Wurzelkriterium)

Gilt
k
√
|ak| ≤ ρ, 0 < ρ < 1, für fast alle k, (3.3.10)
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so ist
∞∑

k=0

ak konvergent. Ist k
√
|ak| ≥ 1 für fast alle k, so folgt Divergenz.

Beweis.

k
√
|ak| ≤ ρ =⇒ |ak| ≤ ρk,

∞∑

k=0

ρk =
1

1− q

Satz 3.3.12
=⇒

∞∑

k=0

ak absolut konvergent

k
√
|ak| ≥ 1 =⇒ |ak| ≥ 1 =⇒ {ak}k∈N keine Nullfolge

C. Umordnung

Beispiel 3.3.16
∞∑

k=1

(−1)k−1 1

k

Satz 3.3.7
=⇒

∞∑

k=1

(−1)k−1 1

k
= s

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . .

=
(
1− 1

2

)
− 1

4
+

(1

3
− 1

6

)
− 1

8
+

(1

5
− 1

10

)
− 1

12
+

1

7
− . . .

=
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− 1

12
+

1

14
− . . .

=
1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

)

=⇒ s′ =
1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

)
=

1

2
s

Def. 3.3.17 Sei σ : N −→ N bijektiv, bk = aσ(k).
∞∑

k=0

bk heißt Umordnung der Reihe
∞∑

k=0

ak.

Satz 3.3.18 ak ≥ 0 ∀ k ∈ N,
∞∑

k=0

ak = s =⇒
∞∑

k=0

aσ(k) = s für jede Umordnung.

Beweis.

sn :=
n∑

k=0

ak

s′m :=
m∑

k=0

aσ(k)

sn, s
′
m monoton wachsend

n := max{σ(0), σ(1), . . . , σ(m)} =⇒
s′m ≤ sn ≤ s =⇒ lim

m→∞
s′m = s′ ≤ s
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aber:
∞∑

k=0

ak ist Umordnung von
∞∑

k=0

bk, ak = bσ−1(k) =⇒

lim
n→∞

sn ≤ lim
m→∞

s′m =⇒ s ≤ s′

Satz 3.3.19
∞∑

k=0

ak absolut konvergent =⇒
∞∑

k=0

aσ(k) absolut konvergent und

∞∑

k=0

ak =
∞∑

k=0

aσ(k) (3.3.11)

Beweis. Satz 3.3.18 =⇒
∞∑

k=0

|ak| =
∞∑

k=0

|aσ(k)| =⇒
∞∑

k=0

aσ(k) absolut konvergent

=⇒
∞∑

k=0

aσ(k) = s′

Zu zeigen: s =
∞∑

k=0

ak =
∞∑

k=0

aσ(k) = s′

sn :=
n∑

k=0

ak, s′kn
=

kn∑

k=0

aσ(k)

kn : kleinste Zahl mit

{σ(0), σ(1), . . . , σ(k)} ⊃ {0, 1, 2, . . . , n}
∞∑

k=0

ak absolut konvergent =⇒
m∑

k=n

|ak| < ε,m ≥ n ≥ N(ε)

=⇒ |sn − s′kn
| < ε, n ≥ N(ε) =⇒ lim

n→∞
(sn − s′kn

) = 0

sn, s
′
kn

konvergent =⇒ lim
n→∞

sn = lim
n→∞

s′kn
=⇒

∞∑

k=0

ak =
∞∑

k=0

aσ(k)

D. Die Exponentialreihe

Satz 3.3.20 Für jedes x ∈ R ist die Exponentialreihe

exp(x) :=
∞∑

k=0

xk

k!
(3.3.12)

absolut konvergent.

Beweis. ak :=
xk

k!
, x 6= 0, k ≥ 2|x| =⇒

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ =
∣∣∣ xk+1

(k + 1)!

k!

xk

∣∣∣ =
|x|
k + 1

<
1

2
=⇒

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ < 1

2
für fast alle k

Satz 3.3.13
=⇒ Beh.
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Bemerkung 3.3.21 Beispiel 3.2.14, Formel (3.2.11), (3.3.11) =⇒ exp(1) = e.

Satz 3.3.22 Es gilt exp(x) =
n∑

k=0

xk

k!
+Rn+1(x),

|Rn+1(x)| ≤ 2
|x|n+1

(n+ 1)!
, |x| ≤ 1 +

n

2
(3.3.13)

Beweis.

|Rn+1(x)| ≤
∞∑

k=n+1

|x|k
k!

=
|x|n+1

(n+ 1)!

(
1 +

|x|
n+ 2

+
|x|2

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

)

≤ |x|n+1

(n+ 1)!

(
1 +

|x|
n+ 2

+
|x|2

(n+ 2)2
+

|x|3
(n+ 2)2

+ . . .
)

|x| ≤ 1 +
1

2
n =

1

2
(n+ 2) =⇒

|Rn+1(x)| ≤ |x|n+1

(n+ 1)!

(
1 +

1

2
+

1

4
+ . . .

)

Beispiel 3.3.4,iii)

≤ |x|n+1

(n+ 1)!

( 1

1− 1
2

)

Satz 3.3.23 exp(x) genügt der Funktionalgleichung

exp(x+ y) = exp(x) exp(y). (3.3.14)

Beweis. später!

4 Stetigkeit

4.1 Definition und Beispiele

Def. 4.1.1 a ∈ R heißt Berührpunkt von D ⊂ R, falls {an}n∈N, an ∈ D existiert mit

lim
n→∞

an = a.

Def. 4.1.2 f : D −→ R, a ∈ R Berührpunkt von D. Man schreibt

i) lim
x→a

f(x) = c,

falls für jede Folge {xn}n∈N, xn ∈ D, mit

lim
n→∞

xn = a gilt

lim
n→∞

f(xn) = c
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ii) lim
x↘a

f(x) = c,

falls für jede Folge {xn}n∈N, xn ∈ D, xn > a,

lim
n→∞

xn = a gilt

lim
n→∞

f(xn) = c

iii) lim
x↗a

f(x) = c,

falls für jede Folge {xn}n∈N, xn ∈ D, xn < a,

lim
n→∞

xn = a gilt

lim
n→∞

f(xn) = c

iv) lim
x→∞

f(x) = c,

falls D nach oben unbeschränkt ist und für jede Folge xn ∈ D und lim
n→∞

xn = ∞ gilt

lim
n→∞

f(xn) = c

Beispiel 4.1.3 P (x) =
n∑

k=0

akx
k, an = 1, lim

x→∞
p(x) = ∞

P (x) = xn
( a0

xn
+

a1

xn−1
+ . . .+ 1

)

︸ ︷︷ ︸
g(x)

x ≥ c := max(1, 2n|a0|, 2n|a1|, . . . , 2n|an−1|) =⇒

g(x) ≥ 1

2
=⇒ P (x) ≥ 1

2
xn ≥ x

2

lim
n→∞

xn = ∞ =⇒ xn ≥ c, n ≥ n0 =⇒ P (xn) ≥ xn

2
=⇒ lim

n→∞
P (xn) = ∞

Def. 4.1.4 f : D −→ R, a ∈ D. f heißt stetig im Punkt a, falls

lim
x→a

f(x) = f(a). (4.1.1)

f heißt stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Beispiele 4.1.5

i) f : R −→ R, f(x) = c ist stetig in R
lim

n→∞
xn = a =⇒ lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
c = c = f(a)

ii) f(x) = id(x) = x ist stetig in R
lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
id(xn) = lim

n→∞
xn = a = f(a)

iii) abs : R 7−→ R, x 7−→ |x| ist stetig in R

A) a > 0, lim
n→∞

xn = a
Satz 3.2.12

=⇒ xn > 0, n ≥ n0 =⇒
lim

n→∞
abs(xn) = limn→∞ |xn| = lim

n→∞
xn = a = abs(a)

B) a < 0, lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

abs(xn)

= lim
n→∞

(−xn)
Korollar 3.2.11

= (−1) lim
n→∞

xn = −a = abs(a)
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C) a = 0, lim
n→∞

xn = 0
Aufgabe 18

=⇒ lim
n→∞

|xn| = 0 = abs(0)

iv) Die Exponentialfunktion exp : R −→ R ist stetig in R.

Zunächst:

lim
x→0

exp(x) = 1 (4.1.2)

(3.3.13), n = 0 =⇒ | exp(x)− 1| ≤ 2|x|, |x| ≤ 1

{xn}n∈N, lim
n→∞

xn = 0 =⇒ |xn| < 1, n ≥ n0

=⇒ | exp(xn)− 1| ≤ 2|xn|, n ≥ n0 =⇒ lim
n→∞

exp(xn) = 1

Sei jetzt lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

(xn − a) = 0

=⇒ lim
n→∞

exp(xn − a) = 1

3.3.14
=⇒ lim

n→∞
exp(xn) = lim

n→∞
exp(a) exp(xn − a) = exp(a) lim

n→∞
exp(xn − a) = exp(a)

Satz 4.1.6 f, g : D −→ R stetig in a, λ ∈ R. Dann sind

f + g : D −→ R
λf : D −→ R

f · g : D −→ R

stetig in a. Ist g(a) 6= 0, so ist auch

f

g
: D′ −→ R, D′ := {x ∈ D | g(x) 6= 0}

stetig in a.

Beweis. {xn}n∈N, xn ∈ D, lim
n→∞

xn = a =⇒

lim
n→∞

(f + g)(xn) = lim
n→∞

(
f(xn) + g(xn)

)

Satz 3.2.11
= lim

n→∞
f(xn) + lim

n→∞
g(xn)

f,g stetig
= f(a) + g(a)

= (f + g)(a)

Rest analog

Beispiele 4.1.7

i) p(x) =
n∑

k=0

akx
k ist stetig in R

p(x) = a0 + a1x+ a2x · x+ a3x · x · x+ · · ·
f(x) = a0 ist stetig

f(x) = x ist stetig
Satz 4.1.6

=⇒ a1x ist stetig
Satz 4.1.6

=⇒ a0 + a1x ist stetig usw.

ii) Jede rationale Funktion ist stetig (in ihrem Definitionsbereich).

35



Satz 4.1.8 f : D −→ R, g : E −→ R, f(D) ⊂ E,

f sei in a ∈ D und g in f(a) stetig =⇒
g ◦ f : D −→ R

ist stetig in a.

Beweis. {xn}n∈N, xn ∈ D, lim
n→∞

xn = a =⇒
lim

n→∞
f(xn) = f(a) =⇒

lim
n→∞

(g ◦ f)(xn) = lim
n→∞

g(f(xn))
g stetig

= g(f(a)) = (g ◦ f)(a)

Beispiel 4.1.9 f : D −→ R stetig =⇒
|f | : D −→ R, x 7−→ |f(x)| ist stetig

Beispiel 4.1.5 iii): abs ist stetig
Satz 4.1.8

=⇒ |f | = abs ◦ f ist setig

4.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 4.2.1 (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a, b] −→ R stetig, f(a) < 0, f(b) > 0 (bzw. f(a) > 0, f(b) < 0)

=⇒ ∃ p ∈ [a, b] mit f(p) = 0

Beweis. f(a) < 0, f(b) > 0

Konstruiere Folge [an, bn] mit

1) [an, bn] ⊂ [an−1, bn−1], n ≥ 1

2) bn − an = 2−n(b− a)

3) f(an) ≤ 0, f(bn) ≥ 0

vollständige Induktion

IA : [a0, b0] := [a, b]

IS : n −→ n+ 1

m :=
an + bn

2
2 Fälle

1. f(m) ≥ 0 =⇒ [an+1, bn+1] := [an,m]

2. f(m) < 0 =⇒ [an+1, bn+1] := [m, bn]

=⇒ 1) - 3) erfüllt!

{an} monoton wachsend, beschränkt

{bn} monoton fallend, beschränkt

}
Satz 3.2.8

=⇒ {an}, {bn} konvergent

2)
=⇒ lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn =: p

f stetig =⇒ lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

f(bn) = f(p)
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f(an) ≤ 0, f(bn) ≥ 0
Satz 3.2.8

=⇒
f(p) = lim

n→∞
f(an) ≤ 0 ≤ lim

n→∞
f(bn) = f(p) =⇒ f(p) = 0

Korollar 4.2.2 Sei f : [a, b] −→ R stetig, c ∈ R zwischen f(a) und f(b). Dann existiert

p ∈ [a, b] mit f(p) = c.

Beweis. Sei f(a) < c < f(b)

g : [a, b] −→ R
x 7−→ f(x)− c

g stetig, g(a) < 0, g(b) > 0
Satz 4.2.1

=⇒ ∃ p ∈ [a, b]

mit g(p) = 0 =⇒ f(p) = c

Def. 4.2.3

i) Die Mengen

[a,∞) := {x ∈ R |x ≥ a} (−∞, a] := {x ∈ R |x ≤ a}
(a,∞) := {x ∈ R |x > a} (−∞, a) := {x ∈ R |x < a}

heißen uneigentliche Intervalle.

ii) Ein kompaktes Intervall ist ein abgeschlossenes und beschränktes Intervall [a, b] ⊂
R.

Def. 4.2.4

i) Falls D ⊂ R nicht nach oben (unten) beschränkt ist, so schreibt man

sup(D) = +∞, inf(D) = −∞. (4.2.1)

ii) f : D −→ R heißt beschränkt, falls ∃K ∈ R+ mit

|f(x)| ≤ K x ∈ D. (4.2.2)

Satz 4.2.5 Sei f : [a, b] −→ R stetig =⇒ ∃ p, q ∈ [a, b] mit

f(p) = sup{f(x) : x ∈ [a, b]} (4.2.3)

f(q) = inf{f(x) : x ∈ [a, b]} (4.2.4)

Beweis. nur (4.2.3)

A := sup{f(x) : x ∈ [a, b]} (∈ R ∪ {∞})
∃ Folge xn ∈ [a, b] mit lim

n→∞
f(xn) = A (vgl. Beweis von Satz 3.2.7 bzw. Satz 3.2.21)

{xn}n∈N beschränkt
Satz 3.2.23

=⇒ ∃ konvergente Teilfolge {xnk
}k∈N mit lim

k→∞
xnk

= p

f stetig =⇒ f(p) = f( lim
k→∞

xnk
) = lim

k→∞
f(xnk

) = A
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Bem. 4.2.6 Satz 4.2.5 ist für nichtkompakte Intervalle falsch!

f : (0, 1) −→ R, x 7−→ 1

x
Beispiele 4.1.7 =⇒

f ist stetig, aber unbeschränkt

id(0, 1) −→ R x 7−→ x =⇒ sup{id(x), x ∈ (0, 1)} = 1

Satz 4.2.7 (ε− δ−Def.)

f : R ⊃ D −→ R ist stetig in p ∈ D genau dann, wenn

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ {y ∈ D | |y − p| < δ} : |f(x)− f(p)| < ε. (4.2.5)

Beweis.
”
=⇒“ {xn}n∈N ∈ D, lim

n→∞
xn = p, lim

n→∞
f(xn) = f(p)

Annahme: (4.2.5) gelte nicht

=⇒ ∃ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃x ∈ D mit |x− p| < δ, |f(x)− f(p)| ≥ ε

=⇒ ∃ xn ∈ D mit |xn − p| < 1

n
, |f(xn)− f(p)| ≥ ε (wähle ein n >

1

δ
hierzu)

=⇒ lim
n→∞

xn = p =⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(p) (Widerspruch)

”
⇐=“ {xn}n∈N, lim

n→∞
xn = p =⇒ ∃N ∈ N mit |xn − p| < δ, n ≥ N

(4.2.5)
=⇒ |f(xn)− f(p)| < ε, n ≥ N

=⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(p) =⇒ f ist stetig

Satz 4.2.8 Sei f : D −→ R stetig in p ∈ D, f(p) 6= 0 =⇒ f(x) 6= 0 in Uδ(p), d. h.

∃ δ > 0 ∀x ∈ {y ∈ D | |y − p| < δ} : f(x) 6= 0. (4.2.6)

Beweis. ε := |f(p)| > 0
Satz 4.2.7

=⇒ ∃ δ > 0 mit |f(x)− f(p)| < ε, |x− p| < δ

=⇒ |f(x)| = |f(x)− f(p) + f(p)|

≥ |f(p)| − |f(x)− f(p)|︸ ︷︷ ︸
<ε

> |f(p)| − ε︸ ︷︷ ︸
=0

Def 4.2.9 f : D −→ R heißt gleichmäßig stetig in D, falls

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 mit |f(x)− f(x′)| < ε ∀x, x′ ∈ D mit |x− x′| < δ. (4.2.7)

Bem. 4.2.10 stetig 6=⇒ gleichmäßig stetig!

f : (0, 1) −→ R,

x 7−→ 1

x
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|f(x)− f(x′)| < 1, |x− x′| < δ

∃n mit
∣∣∣ 1
n
− 1

2n

∣∣∣ < δ, aber

∣∣∣f
( 1

n

)
− f

( 1

2n

)∣∣∣ = |n− 2n| = n ≥ 1

Satz 4.2.11 f : [a, b] −→ R stetig =⇒ f ist gleichmäßig stetig

Beweis. Annahme: f nicht gleichmäßig stetig

=⇒ ∃ ε > 0 und Punkte xn, x
′
n ∈ [a, b] mit

|xn − x′n| <
1

n
, |f(xn)− f(x′n)| ≥ ε

Satz 3.2.23 =⇒ ∃ konvergente Teilfolge {xnk
}k∈N mit lim

k→∞
xnk

=: p ∈ [a, b]

|xn − x′n| <
1

n
=⇒ lim

k→∞
x′nk

= p
f stetig
=⇒

lim
k→∞

(
f(xnk

)− f(x′nk
)
)

= f(p)− f(p) = 0 (Widerspruch)

Satz 4.2.12 Sei f : [a, b] −→ R stetig. ∀ ε > 0 ∃ Treppenfunktionen ϕ, ψ : [a, b] −→ R
mit

i) ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x), x ∈ [a, b]

ii) |ϕ(x)− ψ(x)| ≤ ε, x ∈ [a, b]

Beweis. Satz 4.2.11 =⇒ f ist gleichmäßig stetig

=⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 mit |f(x)− f(x′)| < ε, |x− x′| < δ

a = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = b

tk = a+ k
b− a

n
,

b− a

n
< δ

=⇒ tk − tk−1 < δ

ck := sup{f(x) | tk−1 ≤ x ≤ tk}
c′k := inf{f(x) | tk−1 ≤ x ≤ tk}
Satz 4.2.5 =⇒ ∃ ζ, ζ ′ ∈ [tk−1, tk] mit ck = f(ζ), c′k = f(ζ ′)

=⇒ |ζ − ζ ′| < δ =⇒ |f(ζ)− f(ζ ′)| = |ck − c′k| < ε

ϕ(x) =

{
f(a), x = a

c′k, tk−1 < x ≤ tk
ψ(x) =

{
f(a), x = a

ck, tk−1 < x ≤ tk

Satz 4.2.13 Sei I ⊂ R Intervall, f : I −→ R stetig =⇒ f(I) ⊂ R ist Intervall.

39



Beweis.
B := sup f(I) ∈ R ∪ {∞}
A := inf f(I) ∈ R ∪ {−∞}

wir zeigen: (A,B) ⊂ f(I)

sei A < y < B =⇒ ∃ a, b ∈ I mit f(a) < y < f(b)

Korollar 4.2.2
=⇒ ∃ x ∈ I mit f(x) = y =⇒ y ∈ f(I)

=⇒ f(I) ∈ {(A,B), [A,B], [A,B), (A,B]}

Def. 4.2.14

i) Sei f : M −→ N injektiv. Die Umkehrabbildung f−1 : f(M) −→M ist durch

f−1(y) = x⇐⇒ y = f(x) (4.2.8)

definiert.

ii) Sei f : D −→ R Funktion. f heißt




monoton wachsend

streng monoton wachsend

monoton fallend

streng monoton fallend


 , falls




f(x) ≤ f(x′)

f(x) < f(x′)

f(x) ≥ f(x′)

f(x) > f(x′)


 (4.2.9)

∀x, x′ ∈ D mit x < x′

Satz 4.2.15 f : [a, b] −→ R stetig, injektiv

=⇒ f ist streng monoton wachsend (fallend)

Beweis. O.B.d.A. sei f(a) < f(b). Wir zeigen, dass f streng monoton wachsend ist.

Zunächst ist

f(a) = min{f(x)|x ∈ [a, b]}
f(b) = max{f(x)|x ∈ [a, b]},
denn angenommen f(c) = min{f(x), x ∈ [a, b]} für ein c ∈ (a, b)

Korollar 4.2.2
=⇒ ∃ c′ ∈ [c, b] mit f(c′) = f(a) (Widerspruch zu f injektiv)

Annahme: f nicht streng monoton wachsend

=⇒ ∃ x1, x2 ∈ [a, b], x1 < x2, f(x1) ≥ f(x2)

=⇒ f(a) ≤ f(x2) ≤ f(x1)
Korollar 4.2.2

=⇒ ∃ z ∈ [a, x1] mit f(z) = f(x2)

(Widerspruch zu f injektiv)

Frage: f : D −→ R stetig, injektiv =⇒ f−1 stetig?
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Antwort: nein!

Beispiel 4.2.16 D : [−2,−1) ∪ [1, 2]

f : D −→ R

x 7−→
{
x+ 1 , falls −2 ≤ x < −1

x− 1 , falls 1 ≤ x ≤ 2

f stetig, streng monoton =⇒ f injektiv =⇒ f−1 existiert

f−1(x) =

{
x− 1 , −1 ≤ x < 0

x+ 1 , 0 ≤ x ≤ 1

f−1 unstetig!

Aber:

Satz 4.2.17 f : I −→ R stetig und streng monoton (wachsend oder fallend)

=⇒ f−1 : f(I) = I ′ −→ R ist stetig und streng monoton (wachsend oder fallend)

Beweis. f streng monoton wachsend

x1 < x2 ⇐⇒ f(x1) < f(x2)

=⇒ f−1 streng monoton wachsend

Satz 4.2.13 =⇒ f(I) ist Intervall

η ∈ f(I), η = f(ξ), ξ = f−1(η) ∈ I
Annahme: ξ kein Randpunkt =⇒ ∃ ε > 0 mit [ξ − ε, ξ + ε] ⊂ I

f streng monoton
=⇒ f(ξ − ε) < η < f(ξ + ε) =⇒ ∃ δ > 0 mit

=⇒ f(ξ − ε) < y < f(ξ + ε) ∀ y ∈ Uδ(η) ∩ f(I)

f−1streng monoton
=⇒ ξ − ε < f−1(y) < ξ + ε =⇒ |f−1(y)− ξ| < ε

=⇒ |f−1(y)− f−1(η)| < ε, y ∈ Uδ(η)

Satz 4.2.7
=⇒ f−1 stetig in η!

η Randpunkt: analog mit [ξ, ξ + ε] bzw. [ξ − ε, ξ]

streng monoton fallend analog
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5 Differentiation

5.1 Grundbegriffe

A. Definition und Beispiele

Def. 5.1.1 Sei f : D −→ R. f heißt in x ∈ D differenzierbar, falls

f ′(x) := lim
ξ→x

ξ∈D\{x}

f(ξ)− f(x)

ξ − x
(5.1.1)

existiert. f ′(x) heißt Differentialquotient oder Ableitung von f in x. f heißt differenzierbar

in D, falls f in jedem Punkt x ∈ D differenzierbar ist.

Bemerkungen 5.1.2

i) h = ξ − x =⇒ ξ = x+ h =⇒

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
(5.1.2)

ii) Es muss {ξn}n∈N, ξn ∈ D\{x} mit lim
n→∞

ξn = x existieren!

iii) Differenzenquotient
f(ξ)− f(x)

ξ − x
ist Steigung der Sekante durch (x, f(x)), (ξ, f(ξ))

ξ −→ x =⇒ (Sekante −→ Tangente)

=⇒ f ′(x) = Steigung der Tangente in x

iv) Schreibweisen

f ′(x) =
df(x)

dx
,

f(ξ)− f(x)

ξ − x
=

∆f

∆x
(5.1.3)

v) f heißt in x von rechts differenzierbar, falls

f ′+(x) = lim
ξ↘x

f(ξ)− f(x)

ξ − x
(5.1.4)

existiert. f ′−(x) bzw. Differenzierbarkeit von links analog.

Beispiele 5.1.3

i) f : R −→ R
x 7−→ c

f ′(x) = lim
ξ→x

f(ξ)− f(x)

ξ − x
= lim

ξ→x

c− c

ξ − x
= 0

ii) f(x) = c · x

f ′(x) = lim
ξ→x

f(ξ)− f(x)

ξ − x
= lim

ξ→x

cξ − cx

ξ − x
= c
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iii) f(x) = x2

f ′(x) = lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim

h→0

x2 + 2hx+ h2 − x2

n

= lim
h→0

h(2x+ h)

h
= lim

h→0
(2x+ h) = 2x

iv) exp : R −→ R, vgl. 3.3, D

exp′(x) = lim
h→0

exp(x+ h)− exp(x)

h
(3.3.14)

= lim
h→0

exp(x) exp(h)− exp(x)

h

= exp(x) lim
h→0

exp(h)− 1

h

Satz 3.3.22 =⇒
| exp(h)− (1 + h)| ≤ |h|2, |h| ≤ 3

2

=⇒
∣∣∣exp(h)− 1

h
− 1

∣∣∣ =
∣∣∣exp(h)− (1 + h)

h

∣∣∣ ≤ |h|

=⇒ lim
h→0

exp(h)− 1

h
= 1 =⇒ exp′(x) = exp(x) !

v) f : R −→ R
x 7−→ √

x

f ′(x) = lim
h→0

√
x+ h−√x

h
= lim

h→0

1

h

h√
x+ h+

√
x

= lim
h→0

1√
x+ h+

√
x

=
1

2
√
x

vi) abs : R −→ R ist nicht differenzierbar in 0 !

hn = (−1)n 1

n
, lim

n→∞
hn = 0

lim
n→∞

abs(0 + hn)− abs(0)

hn

= lim
n→∞

1
h
− 0

(−1)n 1
h

= lim
n→∞

(−1)n

es gilt aber:

abs+(0) = 1 , abs−(0) = −1

B. Approximationseigenschaften

Def. 5.1.4 (Landau-Symbole o,O)

i) Seien f, g : (a,∞) −→ R

f(x) = o(g(x)), x→∞, falls

∀ε > 0 ∃R > a mit |f(x)| ≤ ε|g(x)| für x ≥ R

(
Für g(x) 6= 0, x ≥ R ist f(x) = o(g(x)), x→∞ äquivalent zu lim

x→∞
f(x)

g(x)
= 0

)
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f(x) = O(g(x)), x→∞, falls

K ∈ R+, R > a existieren mit |f(x)| ≤ K|g(x)| für x ≥ R

ii) f, g : D −→ R, x0 Berührpunkt

f(x) = o(g(x)) für x→ x0, falls

∀ε > 0 ∃δ > 0 mit |f(x)| ≤ ε|g(x)|, x ∈ D, |x− x0| < δ

f(x) = O(g(x)) analog

iii) f1(x) = f2(x) +O(g(x)) ⇐⇒ f1(x)− f2(x) = O(g(x))

Beispiele 5.1.5

i) P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n =⇒ P (x) = O(xn)

x ≥ R > 1 =⇒ |P (x)| ≤ |a0|+ |a1||x|+ . . .+ |an||x|n

≤ |a0||x|n + |a1||x|n + . . .+ |an||x|n

= (|a0|+ . . .+ |an|)|x|n

ii) ex = 1 + x+O(x2), x→ 0 (Übung)

iii) f(x) = f(x0) + o(1), x→ x0 =⇒ f stetig in x0 (Übung)

Satz 5.1.6 R ⊃ D 3 a mit {ξn}n∈N, ξn ∈ D, lim
n→∞

ξn = a. Dann ist f : D −→ R genau

dann differenzierbar in a, wenn ein c ∈ R existiert mit

f(x) = f(a) + c(x− a) + ϕ(x) (5.1.5)

und

lim
x→a
x6=0

ϕ(x)

x− a
= 0. (5.1.6)

Dann gilt c = f ′(a).

Bemerkung 5.1.7 Satz 5.1.6 bedeutet:

f differenzierbar ⇐⇒ f durch affin-lineare Funktion approximierbar

L(x) := f(a) + c(x− a) = f(a) + f ′(a)(x− a)=̂ Tangente

f(x)− L(x) = ϕ(x)
(5.1.6)
=⇒ ϕ(x) = o(|x− a|) !

Beweis von Satz 5.1.6

”
=⇒“ c := f ′(a), ϕ(x) := f(x)− f(a)− c(x− a)

=⇒ ϕ(x)

x− a
=
f(x)− f(a)− c(x− a)

x− a
=
f(x)− f(a)

x− a
− c

=⇒ lim
x→a

ϕ(x)

x− a
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
− c = f ′(a)− c = 0
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”
⇐=“ lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

f(a) + c(x− a) + ϕ(x)− f(a)

(x− a)

= lim
x→0

(c(x− a)

(x− a)
+
ϕ(x)

x− a

)
= c+ lim

x→a

ϕ(x)

x− a
= c

Korollar 5.1.8 Ist f : D −→ R in a differenzierbar, so ist f in a stetig.

Beweis. Übungen

5.2 Ableitungsregeln

Satz 5.2.1 Seien f, g : D −→ R diffb., λ ∈ R =⇒
f + g, λf, f · g : D −→ R sind diffb. und

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) (5.2.1)

(λf)′(x) = λf ′(x) (5.2.2)

(f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) Produktregel (5.2.3)

Ist ∀ξ ∈ D, g(ξ) 6= 0 =⇒ f

g
: D −→ R ist diffb. und

(f
g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)
g(x)2

Quotientenregel (5.2.4)

Beweis (5.2.2)

(λf)′(x) = lim
h→0

λf(x+ h)− λf(x)

h

Korollar 3.2.13
= λ lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= λf ′(x)

(5.2.1) analog

(5.2.3) (f · g)′(x) = lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)[g(x+ h)− g(x)] + [f(x+ h)− f(x)]g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)[g(x+ h)− g(x)]

h
+ lim

h→0

[f(x+ h)− f(x)]g(x)

h

Korollar 5.1.8
= f(x)g′(x) + f ′(x)g(x)

(5.2.4) zunächst f = 1
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(1

g

)′
(x) = lim

h→0

1

h

( 1

g(x+ h)
− 1

g(x)

)

= lim
h→0

1

g(x+ h)g(x)

(g(x)− g(x+ h)

h

)

= lim
h→0

1

g(x+ h)g(x)
lim
h→0

(g(x)− g(x+ h)

h

)

=
−g′(x)
g2(x)

Für allgemeines f gilt dann

(f
g

)′
(x) =

(
f · 1

g

)′
(x)

(5.2.3)
= f ′(x)

1

g(x)
+ f(x)

−g′(x)
g2(x)

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

Satz 5.2.2 (Kettenregel) f : D −→ R, g : E −→ R, f(D) ⊂ E. Sei f in x ∈ D und g

in y = f(x) diffb.

=⇒ g ◦ f : D −→ R is diffb. in x und

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x). (5.2.5)

Beweis.

g∗(η) =





g(η)− g(y)

η − y
η 6= y

g′(y) η = y

lim
η→y

g∗(η) = g∗(y) = g′(y), g(η)− g(y) = g∗(η)(η − y)

=⇒ (g ◦ f)′(x) = lim
ξ→x

g(f(ξ))− g(f(x))

ξ − x

= lim
ξ→x

g∗(f(ξ))(f(ξ)− f(x))

ξ − x

= lim
ξ→x

g∗(f(ξ)) lim
ξ→x

f(ξ)− f(x)

ξ − x

= g′(f(x))f ′(x)

Beispiele 5.2.3

i) fn(x) = xn f ′n(x) = nxn−1

vollständige Induktion

IA : n = 0, 1, 2 Bsp. 5.1.3

IS : n −→ n+ 1

fn+1(x) = xn+1 = x · xn = f1 · fn
(5.2.3)
=⇒
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f ′n+1(x) = f ′1fn + f ′nf1

(IV)
= 1 · xn + nxn−1 · x
= xn + nxn = (1 + n)xn

ii) f : R\{0} −→ R

x 7−→ 1

xn

f ′(x) =
( 1

xn

)′ (5.2.4)
=

−nxn−1

(xn)2
= −nx−n−1

iii) f : R+ −→ R
x 7−→ √

x exp(x2)

f ′(x)
(5.2.3)
= (

√
x)′ exp(x2) +

√
x exp(x2)′

Bsp. 5.1.3 v)
=

1

2
√
x

exp(x2) +
√
x exp(x2)′

Satz 5.2.2
=

1

2
√
x

exp(x2) +
√
x exp′(x2)(x2)′

Bsp. 5.1.3
=

1

2
√
x

exp(x2) +
√
x exp(x2)2x

=
( 1

2
√
x

+ 2x3/2
)

exp(x2)

iv) F (x) := f(ax+ b), a, b ∈ R
F ′(x) Satz 5.2.2

= f ′(ax+ b) · a

Satz 5.2.4 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f : I −→ R stetig, streng monoton, f−1 : f(I) = I ′ −→ R. Ist f in x ∈ I diffb.,

f ′(x) 6= 0, so ist f−1 in y = f(x) diffb. und

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
=

1

f ′(x)
. (5.2.6)

Beweis. Satz 4.2.13 =⇒ f(I) = I ′ Intervall =⇒ ∃ ζn ∈ I ′\{y} mit lim
n→∞

ζn = y.

Satz 4.2.17 =⇒ f−1 ist stetig, ηn := f−1(ζn) =⇒ lim
n→∞

ηn = lim
n→∞

f−1(ζn) = f−1(y)

lim
n→∞

f−1(ζn)− f−1(y)

ζn − y
= lim

n→∞
ηn − x

f(ηn)− f(x)
= lim

n→∞
1

f(ηn)−f(x)
ηn−x

=
1

f ′(x)

=⇒ (f−1)′(y) =
1

f ′(x)
=

1

f ′(f−1(y))

Def. 5.2.5

i) f : D −→ R sei in D diffb. Falls f ′ : D −→ R wieder in x ∈ D diffb. ist, so heißt

d2f(x)

dx2
:= f ′′(x) := (f ′)′(x) (5.2.7)
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zweite Ableitung von f in x.

ii) f : D −→ R heißt k-mal diffb. in x ∈ D, falls

f |D∩(x−ε,x+ε) −→ R

(k − 1)-mal diffb. ist und die (k − 1)-te Ableitung in x diffb. ist. Man schreibt

f (k)(x) :=
dkf(x)

dxk
:=

(
d

dx

)k

f(x) (5.2.8)

:=
d

dx

(
dk−1f(x)

dxk−1

)

iii) f heißt k-mal diffb. in D, falls f in jedem x ∈ D k-mal diffb. ist.

f heißt k-mal stetig diffb. in D, wenn f (k) : D −→ R in D stetig ist.

5.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

A. Extrema

Def. 5.3.1 f : (a, b) −→ R. f hat in x ∈ (a, b) ein lokales Maximum (Minimum), falls

ε > 0 existiert mit

f(x) ≥ f(ξ) (f(x) ≤ f(ξ)) für alle ξ mit |x− ξ| < ε. (5.3.1)

Satz 5.3.2 f : (a, b) −→ R besitze in x ∈ (a, b) lokales Extremum und sei diffb. in x.

Dann gilt f ′(x) = 0.

Beweis. Sei x lokales Maximum

=⇒ f(ξ) ≤ f(x), ξ ∈ (x− ε, x+ ε)

=⇒ f ′+(x) = lim
ξ↘x

f(ξ)− f(x)

ξ − x
≤ 0

f ′−(x) = lim
ξ↗x

f(ξ)− f(x)

ξ − x
≥ 0

f diffb. =⇒ f ′+(x) = f ′−(x) = f ′(x) = 0

(Minimum analog)

Bemerkung 5.3.3

i) f ′(x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend!

ii) f : [a, b] −→ R stetig
Satz
=⇒ f nimmt Max., Min. an. Extremum am Rand 6=⇒

f ′(x) = 0 !
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Satz 5.3.4 (Rolle) f : [a, b] −→ R stetig, f(a) = f(b), f in (a, b) diffb. =⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)

mit f ′(ξ) = 0.

Beweis. f nicht konstant =⇒ ∃ x0 ∈ (a, b) mit f(x0) > f(a) oder f(x) < f(a).

=⇒ f nimmt Maximum (Minimum) in ξ ∈ (a, b) an
Satz 5.3.2

=⇒ f ′(ξ) = 0

Korollar 5.3.5 (Mittelwertsatz) a < b, f : [a, b] −→ R stetig, in (a, b) diffb.

=⇒ ∃ ξ ∈ (a, b) mit
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ) (5.3.2)

Beweis.

F : [a, b] −→ R,

F (x) = f(x)− (f(b)− f(a))

b− a
(x− a)

F stetig, diffb. in (a, b), F (a) = f(a) = F (b)

Satz 5.3.4
=⇒ ∃ ξ ∈ (a, b) mit F ′(ξ) = 0 =⇒ 0 = F ′(ξ) = f ′(ξ)− (f(b)− f(a))

b− a

Korollar 5.3.6 f ; [a, b] −→ R stetig, in (a, b) diffb. und es gelte

∀ ξ ∈ (a, b) : m ≤ f ′(ξ) ≤M

Dann gilt

m(y − x) ≤ f(y)− f(x) ≤M(y − x), x ≤ y, x, y ∈ (a, b)

Beweis. Korollar 5.3.5, a = x, b = y

=⇒ f(y)− f(x)

y − x
= f ′(ξ)

=⇒ m(y − x) ≤ f ′(ξ)(y − x) = f(y)− f(x) ≤M(y − x)

Korollar 5.3.7 Sei f : [a, b] −→ R stetig, in (a, b) diffb. und f ′(x) = 0 für alle x ∈ (a, b).

Dann ist f konstant.

Beweis. Korollar 5.3.6 =⇒ 0 ≤ f(y)− f(x) ≤ 0 =⇒ f(x) = f(y)

B. Monotonie

Satz 5.3.8 Sei f : [a, b] −→ R stetig und in (a, b) diffb.

i) Gilt f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) > 0, f ′(x) ≤ 0, f(x) < 0) für alle x ∈ (a, b), so ist f monoton

wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton fallend, streng monoton fallend).

ii) Ist f monoton wachsend (fallend), so folgt f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) für alle x ∈ (a, b).
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Beweis.

i) f ′(x) > 0, x ∈ (a, b)

Annahme: f nicht streng monoton wachsend

=⇒ ∃ x1, x2 ∈ [a, b], x1 < x2, f(x1) ≥ f(x2)

Korollar 5.3.5
=⇒ ∃ ξ ∈ (x1, x2) mit

f ′(ξ) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ 0

ii) f monoton wachsend

=⇒ f(ξ)− f(x)

ξ − x
≥ 0 , ξ > x

=⇒ f ′(x) ≥ 0

Bemerkung 5.3.9 f streng monoton wachsend 6=⇒ f ′(x) > 0 ∀x ∈ (x1, x2),

Beispiel: f(x) = x3 !

Satz 5.3.10 f : (a, b) −→ R diffb., in x ∈ (a, b) zweimal diffb. und

f ′(x) = 0 , f ′′(x) > 0 (bzw. f ′′(x) < 0)

=⇒ x ist strenges lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis. Sei o.B.d.A. f ′′(x) > 0 und

f ′′(x) = lim
ξ→x

f ′(ξ)− f ′(x)
ξ − x

> 0.

=⇒ ∃ ε > 0 mit
f ′(ξ)− f ′(x)

ξ − x
> 0 für alle ξ mit |ξ − x| < ε

f ′(x) = 0 =⇒
f ′(ξ) < 0 , x− ε < ξ < x

f ′(ξ) > 0 , x < ξ < x+ ε

Satz 5.3.8
=⇒ f streng monoton fallend in (x− ε, x)

f streng monoton wachsend in (x, x+ ε)

=⇒ f besitzt strenges Minimum in x

C. Die Regel von l’Hospital

Lemma 5.3.11

i) f : (0, a) −→ R diffb., lim
x↘0

f(x) = 0, lim
x↘0

f ′(x) =: c ∈ R

Dann gilt lim
x↘0

f(x)

x
= c.
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ii) f : (a,∞) −→ R diffb., lim
x→∞

f ′(x) =: c ∈ R.

Dann gilt lim
x→∞

f(x)

x
= c.

Beweis.

i) Übungen

ii) zunächst c = 0

lim
x→∞

f ′(x) = 0 =⇒ ∀ ε > 0 ∃x0 > max(a, 0) mit |f ′(x)| ≤ ε

2
, x ≥ x0

Korollar 5.3.6
=⇒ |f(x)− f(x0)| ≤ ε

2
(x− x0), x ≥ x0

=⇒
∣∣∣∣
f(x)

x

∣∣∣∣ =
|f(x)− f(x0) + f(x)|

x

≤ |f(x)− f(x0)|
x

+
|f(x0)|
x

≤ ε

2

(x− x0)

x
+
|f(x0)|
x

≤ ε

2
+
ε

2

≤ ε, x ≥ max

{
x0,

2|f(x0)|
ε

}

allgemein: g(x) := f(x)− cx

Satz 5.3.12 f, g : I = (a, b) −→ R diffb., g′(x) 6= 0 ∀x ∈ I und es existiere

lim
x↗b

f ′(x)
g′(x)

=: c. Dann gilt

i) Falls lim
x↗b

g(x) = lim
x↗b

f(x) = 0, so ist g(x) 6= 0 für x ≥ x0, a < x0 < b und es gilt

lim
x↗b

f(x)

g(x)
= c.

ii) Falls lim
x↗b

g(x) = ±∞, so ist g(x) 6= 0 ∀x ∈ I und

lim
x↗b

f(x)

g(x)
= c.

Beweis.

i) Übungen

ii) Satz 5.3.4 =⇒ g ist injektiv

=⇒ g ist streng monoton, g′ wechselt (nicht) Vorzeichen

Annahme: g streng monoton wachsend
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=⇒ g(I) = J = (A,∞), A := lim
x↘a

g(x)

ψ := g−1 : J −→ I

F := f ◦ ψ : J −→ R

F ′(y) = (f ◦ ψ)′(y) Satz 5.2.2
= f ′(ψ(y))ψ′(y) Satz 5.2.4

=
f ′(ψ(y))

g′(ψ(y))
=⇒

lim
y→∞

F ′(y) = lim
x↗b

f ′(x)
g′(x)

= c

Lemma5.3.11
=⇒ lim

y→∞
F (y)

y
= c

{xn}n∈N ⊂ I , lim
n→∞

xn = b

yn := g(xn) =⇒ lim
n→∞

yn = ∞ und

lim
n→∞

f(xn)

g(xn)
= lim

n→∞
F (yn)

yn

= c

6 Einige spezielle Funktionen

6.1 Nochmals Exponentialreihe

Satz 6.1.1 (Cauchy-Produkt)

Seien
∞∑

n=0

an,

∞∑
n=0

bn absolut konvergent und

cn :=
n∑

k=0

akbn−k = a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0. (6.1.1)

Dann ist
∞∑

n=0

cn absolut konvergent mit

∞∑
n=0

cn =

( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
. (6.1.2)

Beweis.

cn =
∑

k+`=n
k,`≥0

akb`

=⇒ CN :=
N∑

n=0

cn =
∑

(k,`)∈∆N

akb`

52



∆N := {(k, `) ∈ N× N | k + ` ≤ N}

AN :=
N∑

n=0

an, BN :=
N∑

n=0

bn

=⇒ AN ·BN =
∑

k,`≤N

akb` =
∑

(k,`)∈QN

akb`

∆N ⊂ QN =⇒ ANBN − CN =
∑

(k,`)∈QN\∆N

akb`

A∗N :=
N∑

n=0

|an|, B∗
N :=

N∑
n=0

|bn|

=⇒ A∗NB
∗
N =

∑

(k,`)∈QN

|ak||b`|

bxc := größte ganze Zahl ≤ x (6.1.3)

dxe := kleinste ganze Zahl ≥ x

QbN
2
c ⊂ ∆N =⇒ QN\∆N ⊂ QN\QbN

2
c

=⇒ |ANBN − CN | ≤
∑

(k,`)∈QN\QbN
2 c

|ak||b`|

= A∗NB
∗
N − A∗N − A∗bN

2
cB

∗
bN

2
c

∞∑
n=0

an,

∞∑
n=0

bn absolut konvergent =⇒ A∗NB
∗
N konvergent =⇒ A∗NB

∗
N Cauchy-Folge

=⇒ lim
N→∞

|ANBN − CN | ≤ lim
N→∞

(
A∗NB

∗
N − A∗bN

2
cB

∗
bN

2
c
)

= 0

=⇒ lim
N→∞

ANBN =
(

lim
N→∞

AN

)(
lim

N→∞
BN

)
= lim

N→∞
CN

=⇒ (6.1.2)

|cn| ≤
n∑

k=0

|ak||bn−k| =⇒ absolute Konvergenz

Jetzt können wir den Beweis von Satz 3.3.23 nachliefern:

Satz 3.3.23 exp(x) genügt der Funktionalgleichung

∀x, y ∈ R : exp(x+y) = exp(x) exp(y). (3.3.13)

Beweis. Satz 3.3.20 =⇒ exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
, exp(y) =

∞∑
n=0

yn

n!

Satz 6.1.1
=⇒ exp(x) · exp(y) =

∞∑
n=0

cn

cn =
n∑

k=0

xk

k!

yn−k

(n− k)!

(2.3.4)
=

1

n!

n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k (2.3.6)

=
1

n!
(x+ y)n, also

∞∑
n=0

cn = exp(x+ y).
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Satz 6.1.2 Es gilt

i) exp(x) > 0

ii) exp(−x) =
1

exp(x)

iii) exp(n) = en, n ∈ Z

Beweis.

ii) (3.3.13) =⇒
exp(x) exp(−x) = exp(x− x) = exp(0) = 1 =⇒
exp(x) 6= 0, exp(−x) = exp(x)−1

i) x ≥ 0 =⇒

exp(x) = 1 + x+
x2

2
+ . . . ≥ 1 > 0

x < 0 =⇒ −x > 0 =⇒ exp(−x) > 0 =⇒ exp(x) = exp(−x)−1 > 0

iii) vollständige Induktion

IA : exp(0) = 1 = e0

IS : n −→ n+ 1

exp(n+ 1) = exp(n) exp(1)
(IV)
= en exp(1)

(3.2.11)
= en · e1 = en+1

also: exp(n) = en, n ≥ 0

aber: exp(−n) =
1

exp(n)
=

1

en
= e−n

Wegen Satz 6.1.2 iii) schreibt man auch

exp(x) = ex.

6.2 Logarithmus und allgemeine Potenz

Satz 6.2.1 exp : R −→ R ist streng monoton wachsend und bildet R bijektiv auf R+ ab.

Die Umkehrabbildung

log : R+ −→ R

ist stetig, streng monoton wachsend, und heißt natürlicher Logarithmus. Es gilt

log(x · y) = log(x) + log(y). (6.2.1)

Wir schreiben log x := log(x) für x ∈ R+.
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Beweis.

i) exp ist streng monoton

exp(ξ) = 1 + ξ +
ξ2

2
+ . . . > 1, ξ > 1

x < x′ =⇒ ξ := x′ − x > 0 =⇒ exp(ξ) > 1 =⇒
exp(x′) = exp(x+ ξ) = exp(x) · exp(ξ) > exp(x)

ii) exp bijektiv etc.

exp(n) ≥ 1 + n, exp(−n) = exp(n)−1 ≤ 1

1 + n
=⇒

lim
n→∞

exp(n) = ∞, lim
n→∞

exp(−n) = 0 =⇒ exp(R) = R+

exp stetig, streng monoton wachsend

Satz 4.2.17
=⇒ log : R+ −→ R stetig und streng monoton wachsend

iii) Funktionalgleichung (6.2.1)

ξ := log x, η := log y =⇒ exp(ξ) = x, exp(η) = y

=⇒ exp(ξ + η) = exp(ξ) · exp(η) = x · y =⇒
log(x · y) = log(exp(ξ + η)) = ξ + η = log x+ log y

Def. 6.2.2 Die Exponentialfunktion zur Basis a, expa, a > 0 ist definiert durch

expa(x) := exp(x log a). (6.2.2)

Satz 6.2.3 expa ist stetig und es gilt

i) expa(x+ y) = expa(x) expa(y), x, y ∈ R

ii) expa(n) = an, n ∈ Z

iii) expa

(p
q

)
= q
√
ap, p ∈ Z, q ∈ N, q ≥ 2

Beweis. expa(x) = (exp ◦g)(x), g(x) = x · log a

exp, g stetig
Satz 4.1.8

=⇒ exp ◦g ist stetig

i) expa(x+ y) = exp((x+ y) log a)

= exp(x log a+ a log a)

= exp(x log a) exp(y log a)

= expa(x) expa(y)
(

=⇒ expa(−x) =
1

expa(x)

)
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ii) vollständige Induktion =⇒ expa(nx) = (expa(x))
n

expa(1) = exp log a = a, expa(−1) =
1

a
=⇒

expa(n) = an, expa(−n) = a−n

iii) ap = expa(p) = expa

(
q
p

q

)
=

(
expa

(p
q

))q

=⇒ q
√
ap = expa

(p
q

)

Schreibweise:

ax := expa(x) = exp(x log a) (6.2.3)
(
log e = 1 =⇒ ex = exp(x) = expe(x)

)

Satz 6.2.4 Für a, b ∈ R+, x, y ∈ R gilt

i) axay = ax+y

ii) (ax)y = ax·y

iii) axbx = (ab)x

iv)
(1

a

)x

= a−x

Beweis.

ii) ax = exp(x log a)

=⇒ log ax = x log a

=⇒ (ax)y = exp(y log ax) = exp(x · y log a)

= expa(x · y) = ax·y

i), iii) iv) Übungen

Satz 6.2.5 Es gilt

i) lim
x→∞

ex

xk
= ∞, k ∈ N

ii) lim
x→∞

xke−x = 0, lim
x↘0

xke1/x = ∞

iii) lim
x→∞

log x = ∞, lim
x↘0

log x = −∞

iv) lim
x↘0

xα = 0, lim
x↘0

x−α = ∞
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Beweis.

i) Es gilt

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
>

xk+1

(k + 1)!
, x > 0

=⇒ ex

xk
>

x

(k + 1)!

ii) Übungen

iii) k ∈ R beliebig. Satz 6.2.1 =⇒ log streng monoton wachsend

x > ek =⇒ log x > log ek = k =⇒ lim
x→∞

log x = ∞

lim
x↘0

log(x) = lim
y→∞

log
1

y
= − lim

y→∞
log y = −∞

iv) {xn}n∈N Folge, xn > 0, lim
n→∞

xn = 0

iii) =⇒ lim
n→∞

α log xn = −∞
i) =⇒ lim

x→−∞
ey = 0 =⇒

lim
n→∞

xα
n = lim

n→∞
exp(α log xn) = 0 =⇒

lim
x↘0

xα = 0

x−α =
1

xα
=⇒ lim

x↘0
x−α = ∞

6.3 Exponentialfunktion im Komplexen

A. Komplexe Zahlen

Satz 6.3.1 R× R bildet mit

(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2) (6.3.1)

(x1, y1) · (x2, y2) := (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2)

einen Körper C, den Körper der komplexen Zahlen. Nullelement ist (0, 0), Einselement

ist (1, 0) und

(x, y)−1 =
( x

x2 + y2
,

−y
x2 + y2

)
, (x, y) 6= (0, 0). (6.3.2)

Beweis. Übungen

(x1, 0) + (x2, 0) = (x1 + x2, 0)

(x1, 0) · (x2, 0) = (x1 · x2, 0)
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Wir können also x ∈ R mit (x, 0) ∈ C identifizieren.

Def. 6.3.2

i) i := (0, 1) heißt imaginäre Einheit, es gilt

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1. (6.3.3)

Man schreibt auch

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y)

= (x, 0)︸ ︷︷ ︸
x

+ (0, 1)︸ ︷︷ ︸
i

(y, 0)︸ ︷︷ ︸
x

= x+ iy, x, y ∈ R (6.3.4)

ii) Sei z = x+ iy. Dann heißt

Re(z) := x der Realteil und

Im(z) := y der Imaginärteil von z.

iii) z = x− iy heißt komplexe konjugierte Zahl zu z = x+ iy.

iv) |z| = √
z · z heißt Betrag von z, es gilt

|z| =
√

(x+ iy)(x− iy) =
√
x2 + ixy − ixy − (iy)2 =

√
x2 + y2.

Satz 6.3.3 Es gilt

i) Re z =
1

2
(z + z), Im(z) =

1

2i
(z − z)

ii)
=
z = z

iii) z + w = z + w

iv) z · w = z · w

Beweis.

i)
1

2
(z + z) =

1

2
(x+ iy + x− iy) =

2x

2
= x

1

2i
(z − z) =

1

2i
(x+ iy − x+ iy) =

2iy

2i
= y

Rest analog

Satz 6.3.4

i) ∀z ∈ C : |z| ≥ 0, |z| = 0 ⇐⇒ z = 0

ii) |z1z2| = |z1||z2|
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iii) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

Beweis. nur iii)

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2| = z1z1 + z1z2 + z2z1 + z2z2

Satz 6.3.3
= |z1|2 + 2Re(z1z2) + |z2|2

Re(z1z2) ≤ |z1z2| ii)
= |z1||z2| = |z1||z2| =⇒

|z1 + z2|2 ≤ |z1|2 + 2|z1||z2|+ |z2|2

= (|z1|+ |z2|)2

B. Folgen und Reihen komplexer Zahlen

Def. 6.3.5 {cn}n∈N, cn ∈ C, heißt konvergent gegen c ∈ C, falls

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∀n ≥ N(ε) : |cn − c| < ε. (6.3.5)

Man schreibt: lim
n→∞

cn = c.

Satz 6.3.6 {cn}n∈N konvergent ⇐⇒ {Im cn}n∈N, {Re cn}n∈N konvergent. Dann gilt

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

Re(cn) + i lim
n→∞

Im(cn). (6.3.6)

Beweis.

”
=⇒“ lim

n→∞
cn = c = a+ ib

=⇒ |c− cn| < ε, n ≥ N(ε)

cn = an + ibn

=⇒ |a− an| = |Re(c− cn)| ≤ |c− cn| < ε,

|b− bn| = |Im(c− cn)| ≤ |c− cn| < ε

=⇒ lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b

”
⇐=“ |an − a| < ε

2
, n ≥ N1, |bn − b| < ε

2
, n ≥ N2

c := a+ ib =⇒
|cn − c| = |(an − a) + i(bn − b)|

Satz 6.3.4≤ |an − a|︸ ︷︷ ︸
< ε

2

+ |bn − b|︸ ︷︷ ︸
< ε

2

< ε

Satz 6.3.7 {cn}n∈N konvergent =⇒ {cn}n∈N konvergent und

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

cn. (6.3.7)
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Beweis. Re(cn) = Re(cn), Im(cn) = −Im(cn)

Def. 6.3.8 {cn}n∈N heißt Cauchy-Folge, falls

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∀n,m ≥ N(ε) : |cn − cm| < ε. (6.3.8)

Satz 6.3.9

i) {cn}n∈N ist Cauchy-Folge genau dann, wenn {Re(cn)}n∈N und {Im(cn)}n∈N Cauchy-

Folgen sind.

ii) In C konvergiert jede Cauchy-Folge.

Beweis. Analog zu Satz 6.3.6.

Satz 6.3.10 Seien {cn}n∈N, {dn}n∈N konvergent. Dann sind {cn + dn}n∈N, {cndn}n∈N
konvergent und

lim
n→∞

(cn + dn) = lim
n→∞

cn + lim
n→∞

dn (6.3.9)

lim
n→∞

cn · dn = lim
n→∞

cn · lim
n→∞

dn. (6.3.10)

Ist außerdem lim
n→∞

dn 6= 0, so ∃n0 mit dn 6= 0, n ≥ n0 und

lim
n→∞

cn
dn

=
lim

n→∞
cn

lim
n→∞

dn

. (6.3.11)

Beweis. Analog zu Satz 3.2.11, 3.2.12, 3.2.14.

Def. 6.3.11 Eine Reihe
∞∑

n=0

cn, cn ∈ C heißt konvergent, falls

sn :=
n∑

k=0

ck konvergiert,

und absolut konvergent, wenn
∞∑

n=0

|cn| konvergiert.

Satz 6.3.12

i) (Majoranten-Kriterium) Sei
∞∑

n=0

an, an ∈ R, an ≥ 0 konvergent, |cn| ≤ an ∀n ∈ N.

Dann ist
∞∑

n=0

cn absolut konvergent.

ii) (Quotienten-Kriterium) Sei cn 6= 0, n ≥ n0 und
∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣ ≤ q, 0 < q < 1, n ≥ n0.

Dann ist
∞∑

n=0

cn absolut konvergent.
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Beweis. wie Satz 3.3.12, 3.3.13

C. Die komplexe Exponentialreihe

Satz 6.3.13 Für jede z ∈ C ist die Exponentialreihe

ez := exp(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
(6.3.12)

absolut konvergent.

Beweis. Setze cn :=
zn

n!
. O.B.d.A. sei z 6= 0, also cn 6= 0 für alle n ∈ N.

=⇒
∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣ =
∣∣∣ zn+1 n!

(n+ 1)! zn

∣∣∣ =
|z|

(n+ 1)
≤ 1

2
, n ≥ 2|z|

Satz 6.3.12 ii) =⇒ Beh.

Satz 6.3.14.

i) Es gilt

ez =
N∑

n=0

zn

n!
+RN+1(z),

|RN+1(z)| ≤ 2
|z|N+1

(N + 1)!
, |z| ≤ 1 +

N

2
. (6.3.13)

ii) Es gilt

∀ z1, z2 ∈ C : ez1+z2 = ez1 · ez2 . (6.3.14)

Beweis. i) wie Satz 3.3.22

ii) wie Satz 3.3.23

Satz 6.3.15 Es gilt

∀ z ∈ C : ez = ez. (6.3.15)

Beweis.

sn(z) :=
n∑

k=0

zk

k!
, s∗n(z) :=

n∑

k=0

zk

k!

Satz 6.6.3
=⇒ sn(z) =

n∑

k=0

zk

k!
=

n∑

k=0

zk

k!
= s∗n(z)

=⇒
ez = lim

n→∞
s∗n(z) = lim

n→∞
sn(z)

= lim
n→∞

sn(z) = ez
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Def. 6.3.16

i) f : C ⊃ D −→ R heißt stetig in p ∈ D, falls

lim
z→p
z∈D

f(z) = f(p).

ii) f heißt stetig in D, wenn f für alle p ∈ D stetig ist.

Satz 6.3.17 exp : C −→ C, z 7−→ exp(z) ist stetig in C.

Beweis. wie Beipiel 4.1.5 iv)

6.4 Trigonometrische Funktionen

A. Die Funktionen sin(x), cos(x)

Def. 6.4.1 Es sei
cosx := cos(x) := Re(eix), x ∈ R,
sinx := sin(x) := Im(eix), x ∈ R ,

(6.4.1)

d. h. eix = cos(x) + i sin(x).

Satz 6.4.2 Es gilt für x, y ∈ R

|eix| = 1 (6.4.2)

cos(x) =
1

2
(eix + e−ix), sin(x) =

1

2i
(eix − e−ix) (6.4.3)

cos(−x) = cos(x), sin(−x) = − sin(x) (6.4.4)

cos2(x) + sin2(x) = 1 (6.4.5)

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y) (6.4.6)

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) (6.4.7)

Beweis.

(6.4.2): |eix|2 = eix · eix
(6.3.15)

= eixe−ix = e0 = 1

(6.4.3) – (6.4.5): folgt aus (6.4.1)

(6.4.6), (6.4.7):

cos(x+ y) + i sin(x+ y) = ei(x+y) = eix · eiy

=
(
cos(x) + i sin(x)

)(
cos(y) + i sin(y)

)

= cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y)

+ i
(
sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

)
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Korollar 6.4.3 Es gilt

sin(x)− sin(y) = 2 cos
(x+ y

2

)
sin

(x− y

2

)
(6.4.8)

cos(x)− cos(y) = −2 sin
(x+ y

2

)
sin

(x− y

2

)
(6.4.9)

Beweis. u :=
x+ y

2
, v :=

x− y

2
=⇒ s = u+ v, y = u− v =⇒

sin(x)− sin(y) = sin(u+ v)− sin(u− v)

(6.4.7)
= sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v)− (

sin(u) cos(−v) + cos(u) sin(−v))
(6.4.4)
= 2 cos(u) sin(v)

= 2 cos
(x+ y

2

)
sin

(x− y

2

)
=⇒ (6.4.8)

(6.4.9) analog

Satz 6.4.4 Es gilt

cos(x) =
∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
(6.4.10)

sin(x) =
∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
(6.4.11)

mit absoluter Konvergenz auf ganz R.

Beweis. Es gilt

in =





1, falls n = 4m

i, falls n = 4m+ 1

−1, falls n = 4m+ 2

−i, falls n = 4m+ 3

eix =
∞∑

n=0

(ix)n

n!
=

∞∑
n=0

in
xn

n!

=
∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
︸ ︷︷ ︸

cos(x)

+ i

∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
︸ ︷︷ ︸

sin(x)

Die absolute Konvergenz folgt mit Satz 6.3.13.

Satz 6.4.5 Es gilt

cos(x) =
n∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
+R2n+2(x)

sin(x) =
n∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
+R2n+3(x)
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mit

|R2n+2(x)| ≤ |x|2n+2

(2n+ 2)!
, |x| ≤ 2n+ 3 (6.4.12)

|R2n+3(x)| ≤ |x|2n+3

(2n+ 3)!
, |x| ≤ 2n+ 4 (6.4.13)

Beweis. (6.4.12)

(6.4.10) =⇒ R2n+2(x) = ± x2n+2

(2n+ 2)!

(
1− x2

(2n+ 3)(2n+ 4)
± . . .

)

ak :=
x2k

(2n+ 3)(2n+ 4) . . . 2n+ 2(k + 1

=⇒ R2n+2(x) = ± x2n+2

(2n+ 2)!
(1− a1 + a2 − a3 + . . .)

ak = ak−1
x2

(2n+ 2k + 1)(2n+ 2k + 2

=⇒ 1 > a1 > a2 > a3 > . . . falls |x| ≤ 2n+ 3

analog zum Beweis von Satz 3.3.7 =⇒ 0 ≤ 1− a1 + a2 − a3 ± . . . ≤ 1

=⇒ |Rn+2(x)| ≤ |x|2n+2

(2n+ 2)!

(6.4.13) analog

Korollar 6.4.6 Es gilt

lim
x→0
x6=0

sin(x)

x
= 1. (6.4.14)

Beweis. (6.4.14), n = 0 =⇒

sin(x) = x+R3(x), |R3| ≤ |x|3
3!
, |x| ≤ 4

=⇒ | sin(x)− x| ≤ |x|3
6
, |x| ≤ 4 =⇒

∣∣∣sin(x)

x
− 1

∣∣∣ ≤ |x|2
6
, 0 < |x| ≤ 4

Def. 6.4.7

i) Für x ∈ R\
{π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
setzt man

tan x := tan(x) :=
sin(x)

cos(x)
. (6.4.15)

ii) Für x ∈ R\{kπ, k ∈ Z} setzt man

cot x := cot(x) :=
cos(x)

sin(x)
. (6.4.16)
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Satz 6.4.8 Die Funktionen sin, cos, tan, cot sind differenzierbar, und es gilt

sin′(x) = cos(x) (6.4.17)

cos′(x) = − sin(x) (6.4.18)

tan(x)′ =
1

cos2(x)
(6.4.19)

cot(x)′ = − 1

sin2(x)
(6.4.20)

auf dem jeweiligen Definitionsbereich.

Beweis. Übungen

Satz 6.4.9 Die Funktion cos ist in [0, 2] streng monoton fallend.

Beweis. Man kann zeigen (Übungen):

sin(x) > 0 ∀x ∈ (0, 2)

(6.4.18) =⇒ cos′(x) = − sin(x) < 0 ∀x ∈ (0, 2)

Satz 5.3.8
=⇒ cos(x) streng monoton fallend

Satz 6.4.10 Die Funktion cos hat in [0, 2] genau eine Nullstelle. Diese wird mit
π

2
bezeichnet.

Beweis. Man kann zeigen (Übungen):

cos(2) ≤ −1

3
cos(0) = 1

Satz 4.2.1
=⇒ cos(x)

besitzt Nullstelle
Satz6.4.10

=⇒ cos(x) besitzt genau eine Nullstelle.

Satz 6.4.11 Es gilt

cos(x+ 2π) = cos(x), sin(x+ 2π) = sin(x)

cos(x+ π) = − cos(x), sin(x+ π) = − sin(x)

cos(x) = sin
(

π
2
− x

)
, sin(x) = cos

(
π
2
− x

)





(6.4.21)

Beweis. Übungen

Bem.: Satz 6.4.11 =⇒
D = R\

{π
2

+ kπ
}

D′ = R\{kπ}
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B. Die Umkehrfunktionen

Satz 6.4.12

i) cos ist in [0, π] streng monoton fallend und eine Bijektion auf [−1, 1]. Die Umkehrfunktion

arccos : [−1, 1] −→ R ist auf (−1, 1) diffb. und es gilt

arccos′(x) = − 1√
1− x2

. (6.4.22)

ii) sin ist in
[
−π

2
,
π

2

]
streng monoton wachsend und Bijektion auf [−1, 1]. Die Umkehrfunktion

arcsin : [−1, 1] −→ R ist in (−1, 1) diffb. und es gilt

arcsin′(x) =
1√

1− x2
. (6.4.23)

Beweis.

i) Satz 6.4.9 =⇒ cos in
[
0,
π

2

)
streng monoton fallend

(6.4.21) =⇒ cos(x) = − cos(π − x)

=⇒ cos(π − ·) monoton wachsend in
[
0,
π

2

]

=⇒ cos streng monoton fallend auf
[π
2
, π

]

Satz 4.2.17
=⇒ cos Bijektion auf [cos π, cos(0)] = [−1, 1]

Satz 5.2.4 =⇒ (f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))

=⇒ arccos′(x) =
1

cos′(arccos(x))

(6.4.18)
=

1

− sin(arccos(x))

x ∈ (−1, 1) =⇒ arccos(x) ∈ (0, π), sin y > 0, y ∈ (0, 2)

(6.4.21) =⇒ sin(y) = cos
(π

2
− y

)
=⇒ sin(y) > 0, y ∈ (0, π)

(6.4.5)
=⇒ sin(arccos(x)) =

√
1− cos2(arccos(x)) , x ∈ (−1, 1)

=
√

1− x2

=⇒ (6.4.22)

ii) sin(x) = cos
(π

2
− x

)
ii.)

=⇒ sin streng monoton wachsend in
[
− π

2
,
π

2

]
, Bijektion auf

[−1, 1]

Satz 5.2.4 =⇒ arcsin′(x) =
1

sin′(arcsin(x))

(6.4.17)
=

1

cos(arcsin(x))

cos(arcsin(x)) =
√

1− sin2(arcsin(x)) =
√

1− x2

=⇒ arcsin′(x) =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1)
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Satz 6.4.13 tan ist in
(
− π

2
,
π

2

)
streng monoton wachsend und Bijektion auf R. Die

Umkehrfunktion arctan : R −→
(
− π

2
,
π

2

)
ist diffb. und es gilt

arctan′(x) =
1

1 + x2
. (6.4.24)

Beweis.

i) tan ist streng monoton wachsend.

0 ≤ x < x′ <
π

2
=⇒ sin(x) < sin(x′), cos(x) > cos(x′) > 0

=⇒ tan(x) =
sin(x)

cos(x)
<

sin(x′)
cos(x′)

= tan(x′) =⇒

tan(x) in
[
0,
π

2

)
monoton wachsend, tan(−x) = − tan(x)

=⇒ tan monoton wachsend in
(
− π

2
,
π

2

)

ii) lim
x↗π

2

tanx = ∞

Sei {xn}n∈N Folge, lim
n→∞

xn =
π

2

=⇒ lim
n→∞

cosxn

sinxn

=
cos(π

2
)

sin(π
2
)

=
0

1
= 0

=⇒ lim
n→∞

tan(xn) = lim
n→∞

sin(xn)

cos(xn)
= lim

n→∞
1

cos(xn)
sin(xn)

= ∞

iii) lim
x↘−π

2

tan(x) = −∞

lim
x↘−π

2

tan(x) = lim
x↘−π

2

− tan(−x) = lim
x↗π

2

− tan(x) = −∞

iv) (6.4.24)

Satz 5.2.4 =⇒
arctan′(x) =

1

tan′(arctan(x))

(6.4.19)
= cos2(arctan(x))

tan2(y) =
sin2(y)

cos2(y)
=

1− cos2(y)

cos2(y)
=

1

cos2(y)
− 1

=⇒ 1

1 + tan2(y)
= cos2(y) =⇒

arctan′(x) =
1

1 + tan2(arctan(x))
=

1

1 + x2
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7 Integralrechnung

Aufgabe: Bestimmung der Fläche unterhalb von Kurven.

Vorgehen: 1. Betrachte
”
einfache“ Funktionen.

2. Berechne Fläche für
”
einfache“ Funktion.

3. Approximiere beliebige Funktion durch
”
einfache“ .

7.1 Treppenfunktionen

Beispiele 3.1.2 ii)

a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b

c1, . . . , cn, d0, . . . , dn ∈ R

ϕ : [a, b] −→ R

x 7−→ ϕ(x) =

{
ck, falls x ∈ (tk−1, tk)

dk, falls x = tk

Satz 7.1.1 T [a, b] := Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b]. Dann gilt

i) 0 ∈ T [a, b]

ii) δ, ψ ∈ T [a, b] =⇒ δ + ψ ∈ T [a, b]

iii) δ ∈ T [a, b] =⇒ λδ ∈ T [a, b], λ ∈ R

Beweis. i), iii) klar

ii) δ =̂ Z : a = x0 < x1 < . . . < xn = b

ψ =̂ Z ′ : a = x′0 < x′1 < . . . < x′m = b

Z̃ = Z ∪ Z ′ = {t0, . . . , tk} = {x0, x1, . . . , xn} ∪ {x′0, x′1, . . . , x′m}
=⇒ δ, ψ konstant auf (tj−1, tj)

=⇒ ϕ+ ψ konstant auf (tj−1, tj) =⇒ δ + ψ ∈ T [a, b]

Def. 7.1.2 δ ∈ T [a, b], δ(x) = ck, x ∈ (xk−1, xk)

∫ b

a

δ(x)dx :=
n∑

k=1

ck(xk − xk−1) (7.1.1)

Satz 7.1.3 (7.1.1) ist unabhängig von der Zerlegung.
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Beweis.

Z : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b, δ|[xi−1,xi) = ci

Z ′ : a = t0 < t1 < t2 < . . . < tm = b, δ|[tj−1,tj) = c′j
∫

Z

δ(x)dx =
n∑

i=1

ci(xi − xi−1),

∫

Z′
δ(x)dx =

m∑
j=1

c′j(tj − tj−1)

1. Fall: xi = tki
für alle i

=⇒ xi−1=tki−1
< tki−1+1 < . . . < tki

= xi

c′j = ci, ki−1 < j < ki

=⇒
∫

Z′
δ(x)dx

(7.1.1)
=

m∑
j=1

c′j(tj − tj−1)

=
n∑

i=1

ki∑

j=ki−1−1

ci(tj − tj−1)

=
n∑

i=1

ci(xi − xi−1) =

∫

Z

δ(x)dx

2. Fall: Z,Z ′ beliebig, Z̃ := Z ∪ Z ′

Fall 1
=⇒

∫

Z

δ(x)dx =

∫
eZ
δ(x)dx =

∫

Z′
δ(x)dx

Schreibweise:

δ ≤ ψ ⇐⇒ δ(x) ≤ ψ(x) ∀x ∈ [a, b] (7.1.2)

Satz 7.1.4 ϕ, ψ ∈ T [a, b], λ ∈ R

i)

∫ b

a

(δ + ψ)(x)dx =

∫ b

a

δ(x)dx+

∫ b

a

ψ(x)dx

ii)

∫ b

a

(λδ)(x)dx = λ

∫ b

a

δ(x)dx

iii) δ ≤ ψ =⇒
∫ b

a

δ(x)dx ≤
∫ b

a

ψ(x)dx

Beweis. Satz 7.1.3 =⇒ o.B.d.A. dieselbe Zerlegung
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7.2 Das Riemann-Integral

A. Ober- und Unterintegral

Def. 7.2.1 Sei f : [a, b] −→ R beschränkt.

∫ b∗

a

f(x)dx := inf
{ ∫ b

a

δ(x)dx, δ ∈ T [a, b], δ ≥ f
}

(Oberintegral) (7.2.1)

∫ b

a∗
f(x)dx := sup

{ ∫ b

a

δ(x)dx, δ ∈ T [a, b], δ ≤ f
}

(Unterintegral) (7.2.2)

Beispiele 7.2.2

i) δ ∈ T [a, b]
∫ b∗

a

δ(x)dx =

∫ b

a

δ(x) =

∫ b

a∗
δ(x)dx

ii) f : [0, 1] −→ R

f(x) =

{
1, falls x rational

0, falls x irrational
=⇒

∫ 1∗

0

f(x)dx = 1,

∫ 1

0∗
f(x)dx = 0

Satz 7.2.3 f.g : [a, b] −→ R beschränkt

i)

∫ ∗
(f + g)(x)dx ≤

∫ ∗
f(x)dx+

∫ ∗
g(x)dx

ii)

∫ ∗
(λf)(x)dx = λ

∫ ∗
f(x)dx, λ > 0

Beweis.

i) zu zeigen:
∫ ∗

(f + g)(x)dx ≤
∫ ∗

f(x)dx+

∫ ∗
g(x)dx+ ε ∀ε > 0

(7.2.1) =⇒ ∃δ, ψ ∈ T [a, b] mit δ ≥ f, ψ ≥ g und
∫
δ(x)dx ≤

∫ ∗
f(x)dx+

ε

2
,

∫
ψ(x)dx ≤

∫ ∗
g(x)dx+

ε

2

δ + ψ ≥ f + g =⇒∫ ∗
(f + g)(x)dx ≤

∫
(δ + ψ)(x)dx

Satz 7.1.4
=

∫
δ(x)dx+

∫
ψ(x)dx

≤
∫ ∗

f(x)dx+
ε

2
+

∫ ∗
g(x)dx+

ε

2

=

∫ ∗
f(x)dx+

∫ ∗
g(x)dx+ ε
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ii) zu zeigen:

λ

∫ ∗
f(x)dx− ε

2
≤

∫ ∗
(λf)(x)dx ≤ λ

∫ ∗
f(x)dx+

ε

2
∀ε > 0

λ > 0 =⇒ ∃δ ∈ T [a, b], δ ≥ f , mit
∫
δ(x)dx ≤

∫ ∗
f(x)dx+

ε

λ

λδ ≥ λf =⇒∫ ∗
(λf)(x)dx ≤ ∫

(λδ)(x)dx
Satz 7.1.4

= λ
∫
δ(x)dx

≤ λ
( ∫ ∗

f(x)dx+
ε

λ

)

= λ
∫ ∗
f(x)dx+ ε

Analog: λ

∫ ∗
f(x)dx ≤

∫ ∗
(λf)(x)dx+ ε

Korollar 7.2.4 f, g : [a, b] −→ R beschränkt

i)

∫

∗
(f + g)(x)dx ≥

∫

∗
f(x)dx+

∫

∗
g(x)dx

ii)

∫

∗
(λf)(x)dx = λ

∫

∗
f(x)dx, λ > 0

iii)

∫ ∗
(λf)(x)dx = λ

∫

∗
f(x)dx, λ < 0

Beweis. Übungen

B. Riemann-Integrierbarkeit

Def. 7.2.5 f : [a, b] −→ R beschränkt heißt Riemann-integrierbar, wenn

∫ b∗

a

f(x)dx =

∫ b

a∗
f(x)dx. (7.2.3)

Man setzt ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b∗

a

f(x)dx. (7.2.4)

Beispiele 7.2.6

i) ϕ ∈ T [a, b] =⇒ ϕ Riemann-integrierbar (Beispiel 7.2.2 i))

ii) f(x) :=

{
1, falls x rational

0, falls x irrational
∫ 1∗

0

f(x)dx = 1,

∫ 1

0∗
f(x)dx = 0 =⇒ f nicht Riemann-integrierbar
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Satz 7.2.7 f : [a, b] −→ R ist genau dann integrierbar, wenn ∀ε > 0 ∃ δ, ψ ∈ T [a, b] mit

δ ≤ f ≤ ψ,

∫ b

a

ψ(x)dx−
∫ b

a

δ(x)dx ≤ ε.

Beweis.
”
=⇒“ Annahme:

∫ b

a

ψ(x)dx−
∫ b

a

δ(x)dx > ε =⇒
∫ b

a

ψ(x)dx > ε+

∫ b

a

δ(x)dx

=⇒ inf
{ ∫ b

a

ψ(x)dx, ψ ≥ f
}
≥ ε+ sup

{ ∫ b

a

δ(x)dx, δ ≤ f
}

=⇒
∫ b∗

a

f(x)dx ≥ ε+

∫ b

a∗
f(x)dx

”
⇐=“ analog

Satz 7.2.8 Jede stetige Funktion f : [a, b] −→ R ist integrierbar.

Beweis. Satz 4.2.12 =⇒ ∀ε > 0 ∃ δ, ψ ∈ T [a, b] mit

δ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x), ψ(x)− δ(x) ≤ ε

b− a
, x ∈ [a, b]

∫ b

a

ψ(x)dx−
∫ b

a

δ(x)dx
Satz 6.1.4

=

∫ b

a

(ψ(x)− δ(x))dx

Satz 6.1.4≤
∫ b

a

ε

b− a
dx

Def. 6.1.2
=

ε(b− a)

b− a
= ε

Satz 7.2.7 =⇒ Beh.

Satz 7.2.9 Jede monotone Funktion f : [a, b] −→ R ist integrierbar.

Beweis. f monoton wachsend

Z :=
{
xk : xk = a+

k(b− a)

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n

}

δ(x) := f(xk−1), xk−1 ≤ x < xk

ψ(x) := f(xk), xk−1 ≤ x < xk

δ(b) = ψ(b) = f(b)

f monoton wachsend =⇒ δ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x)

Also∫ b

a

ψ(x)dx−
∫ b

a

δ(x)dx

Def. 7.1.2
=

n∑

k=1

f(xk)(xk − xk−1)−
n∑

k=1

f(xk−1)(xk − xk−1)
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=
n∑

k=1

(
f(xk)− f(xk−1)

)
(xk − xk−1)

=
n∑

k=1

(
f(xk)− f(xk−1)

)(b− a

n

)

=
b− a

n

n∑

k=1

(
f(xk)− f(xk−1)

)
=
b− a

n

(
f(b)− f(a)

) ≤ ε,

n hinreichend groß, Satz 7.2.7 =⇒ Beh.

”
monoton fallend“ analog

C. Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Satz 7.2.10 f, g : [a, b] −→ R integrierbar, λ ∈ R =⇒ f + g, λf integrierbar und es gilt

i)

∫ b

a

(f + g)(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

ii)

∫ b

a

(λf)(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)dx

iii) f ≤ g =⇒
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx

Beweis. i)
∫ b

a∗
f(x)dx+

∫ b

a∗
g(x)dx

Korollar 7.2.4≤
∫ b

a∗
(f + g)(x)dx

≤
∫ b∗

a

(f + g)(x)dx

Satz 7.2.3≤
∫ b∗

a

f(x)dx+

∫ b∗

a

g(x)dx

f, g integrierbar =⇒
∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a∗
(f + g)(x)dx

≤
∫ b∗

a

(f + g)(x)dx

≤
∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

ii), iii) Übungen
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Def. 7.2.11 f : D −→ R

f+(x) :=





f(x), f(x) > 0

0 sonst
(7.2.5)

f−(x) :=





f(x), −f(x) < 0

0 sonst

f = f+ − f− , |f | = f+ + f−

Satz 7.2.12 f, g : [a, b] −→ R integrierbar

i) f+, f−, |f | sind integrierbar und

∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)|dx. (7.2.6)

ii) |f |p ist integrierbar, p ∈ [1,∞).

iii) f · g ist integrierbar.

Beweis.

i) zunächst f+

f integrierbar
Satz 7.2.7

=⇒
∫ b

a

(ψ − δ)(x) ≤ ε, δ ≤ f ≤ ψ

δ+, ψ+ ∈ T [a, b], δ+ ≤ f+ ≤ ψ+, ψ+ − δ+ ≤ ψ − δ

=⇒
∫ b

a

(ψ+ − δ+)(x)dx
Satz 7.1.4

=⇒
∫ b

a

(ψ − δ)(x)dx ≤ ε

Satz 7.2.7
=⇒ f+ integrierbar, f− analog

Satz 7.2.10 =⇒ |f | = f+ + f− integrierbar

(7.2.6): f ≤ |f |, −f ≤ |f |

=⇒
∫ b

a

f(x)dx
Satz 7.2.10≤

∫ b

a

|f(x)|dx

−
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx

ii) f beschränkt =⇒ o.B.d.A 0 ≤ f ≤ 1

Satz 7.2.7 =⇒ ∃ δ, ψ ∈ T [a, b] mit 0 ≤ δ ≤ f ≤ ψ ≤ 1,

∫ b

a

(ψ − δ)(x)dx ≤ ε

p

δp, ψp ∈ T [a, b], δp ≤ f p ≤ ψp

Korollar 5.3.5:
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ) für ein ξ ∈ (a, b)
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h(x) = xp (6.2.6)
=⇒ h′(x) = pxp−1 Korollar 5.3.5

=⇒ ψp − δp ≤ p(ψ − δ)

=⇒
∫ b

a

(ψp − δp)dx ≤ p

∫ b

a

(ψ − δ)dx ≤ p
ε

p
= ε

Satz 7.2.7 =⇒ f p integrierbar

iii) f · g =
1

4

[
(f + g)2 − (f − g)2

]

Satz 7.2.13 (Mittelwertsatz)

f, g : [a, b] −→ R stetig, g ≥ 0 =⇒ ∃ ξ ∈ [a, b] mit

∫ b

a

(f · g)(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx. (7.2.7)

Beweis. f, g stetig
Satz 4.2.5

=⇒
f(p) = sup{f(x), x ∈ [a, b]}
f(q) = inf{f(x), x ∈ [a, b]}
=⇒ f(q)g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ f(p)g(x)

Satz 7.2.10
=⇒

∫ b

a

f(q)g(x) = f(q)

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

(f · g)(x)dx ≤ f(p)

∫ b

a

g(x)dx

=⇒
∫ b

a

(f · g)(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx, f(q) ≤ µ ≤ f(p)

Korollar 4.2.2 =⇒ ∃ ξ ∈ [q, p] mit f(ξ) = µ

D. Riemannsche Summen

Def. 7.2.14 f : [a, b] −→ R Funktion, a = x0 < x1 < . . . < xn = b, ξk ∈ [xk=1, xk]

Dann heißt

S(Z, f) :=
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1) (7.2.8)

Riemannsche Summe der Funktion f bgzl. {xk}0≤k≤n

η := max
1≤k≤n

(xk − xk−1) ”
Feinheit“. (7.2.9)

Satz 7.2.15 Sei f : [a, b] −→ integrierbar =⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, so dass für jede

Unterteilung a ≤ x0 < x1 < . . . < xn = b mit η < δ gilt

∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx−
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)
∣∣∣ ≤ ε. (7.2.10)

Beweis. δ, ψ ∈ T [a, b], δ ≤ f ≤ ψ =⇒

75



S(Z, δ) ≤ S(Z, f) ≤ S(Z, ψ)

o.B.d.A.: f ∈ T [a, b]

f =̂Z : a = t0 < t1 < . . . < tm = b

M := sup{|f(x)|, x ∈ [a, b]}
Z ′ :=

({xk}0≤k≤n, {ξk}0≤k≤n

)

φ(x) =

{
f(a), x = a

f(ξk), xk−1 < x ≤ xk

(7.2.8)
=⇒ S(Z ′, f) =

∫ b

a

ϕ(x)dx =⇒
∣∣∣S(Z ′, f)−

∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ b

a

ϕ(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣

(7.2.6)

≤
∫ b

a

|ϕ(x)− f(x)|dx

f = f auf (xk−1, xk), falls tj 6∈ [xk−1, xk] ∀j
=⇒ |ϕ(x)− f(x)| 6= 0 auf 2m Teilintervallen, Gesamtlänge 2mη =⇒
∫ b

a

|f(x)− ϕ(x)|dx ≤ 4mMη, da |f(x)− ϕ(x)| ≤ 2M

lim
η→0

4mMη = 0 =⇒ Beh.

Satz 7.2.16 Sei a < b < c, f : [a, c] −→ R. Dann ist f ist genau dann integrierbar, wenn

f |[a,b] und f |[b,c] integrierbar sind und
∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx. (7.2.11)

Beweis. Übungen

Def. 7.2.17 ∫ a

a

f(x)dx := 0, (7.2.12)

∫ b

a

f(x)dx := −
∫ a

b

f(x)dx, falls a > b. (7.2.13)

7.3 Integration und Differentiation

A. Unbestimmtes Integral, Stammfunktion

Satz 7.3.1 Sei f : I −→ R stetig, a ∈ I

F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt (7.3.1)

=⇒ F ist differenzierbar und es gilt

F ′(x) = f(x) (7.3.2)
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Beweis.

F (x+ h)− F (x)

h
=

1

h

(∫ x+h

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

)

Satz 7.2.16
=

1

h

(∫ x

a

f(t)dt+

∫ x+h

x

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

)

=
1

h

∫ x+h

x

f(t)dt

Satz 7.2.13
=

1

h
f(ξh)h (g = 1, a = x, b = x+ h)

= f(ξh)

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0
f(ξh)

f stetig
= f

(
lim
h→0

ξh
)

= f(x)

Def. 7.3.2 F : I −→ R heißt Stammfunktion von f , falls F ′ = f .

Satz 7.3.3 F Stammfunktion von f =⇒ G : I −→ R ist genau dann Stammfunktion

von f , falls F −G konstant ist.

Beweis.
”
⇐=“ F −G = c =⇒ G = F − c =⇒ G′ = (F − c)′ = F ′ = f

”
=⇒“ G Stammfunktion von f =⇒ G′ = f = F ′

=⇒ (F −G)′ = 0
Korollar
=⇒ F −G = c

Satz 7.3.4 (Fundamentalsatz)

Sei f : I −→ R stetig und F eine Stammfunktion von f . Dann gilt

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a). (7.3.3)

Beweis. Fa(x) :=

∫ x

a

f(t)dt
Satz 7.3.1

=⇒ Fa ist Stammfunktion.

Fa(a) =

∫ a

a

f(t)dt
Def. 7.2.17

= 0

Fa(b) =

∫ b

a

f(t)dt =⇒
∫ b

a

f(t)dt = Fa(b)− Fa(a)

F weitere Stammfunktion =⇒
F (b)− F (a)

Satz 7.3.3
= (Fa(b) + c)− (Fa(a) + c) = Fa(b)− Fa(a) =

∫ b

a

f(t)dt

Schreibweise.

F (x)
∣∣∣
b

a
:= F (b)− F (a) ,

∫ b

a

f(x)dx = F (x)
∣∣∣
b

a
,

∫
f(x)dx = F (x) (7.3.4)
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Beispiele 7.3.5

i) 0 < a < b
∫ b

a

xαdx =
xα+1

α + 1

∣∣∣
b

a
, α 6= −1

F (x) =
xα+1

α+ 1

(6.2.6)
=⇒ F ′(x) =

(α + 1)xα

(α + 1)
= xα

ii)

∫
sin(x)dx = − cos(x) (6.4.18)

iii)

∫
1

cos2(x)
dx = tan(x) (6.4.19)

iii)

∫
− 1√

1− x2
dx = arccos(x) (6.4.22)

iv)

∫
exdx = ex

v)

∫ b

a

dx

x

(6.2.4)
= log(x)

∣∣∣
b

a
, 0 < a < b

∫ b

a

dx

x
= log(−x)

∣∣∣
b

a
, log′(−x) =

1

(−x)(−x) , a < b < 0

∫
1

x
dx = log |x| , x 6= 0

B. Substitutionsregel

Satz 7.3.6 Sei f : I −→ R stetig, ϕ : [a, b] −→ R stetig diffb., ϕ([a, b]) ⊂ I =⇒
∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx. (7.3.5)

Beweis. F : I −→ R Stammfunktion von f

(F ◦ ϕ)′(t) Satz 5.2.2
= F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t)

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt Satz 7.3.4
= (F ◦ ϕ)(b)− (F ◦ ϕ)(a)

= F (ϕ(b))− F (ϕ(a))

Satz 7.3.4
=

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx
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Bemerkung 7.3.7

i) Man schreibt

dϕ := ϕ′(t)dt
(
dϕ

dt
= ϕ′(t)

)
(7.3.6)

∫ b

a

f(ϕ(t))dϕ =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx

ii) ϕ braucht nicht invertierbar sein! Falls ϕ−1 existiert, dann gilt

∫ b

a

f(x)dx =

∫ ϕ−1(b)

ϕ−1(a)

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt. (7.3.7)

Beispiele 7.3.8

i)

∫ b

a

f(t+ c)dt =?

ϕ(t) = t+ c, ϕ′(t) = 1 =⇒
∫ b

a

f(t+ c)dt =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫ b+c

a+c

f(x)dx

∫ 4

2

(t+ 3)2dt =

∫ 7

5

x2dx =
x3

3

∣∣∣
7

5
=

73

3
− 53

3
=

218

3

ii)

∫ b

a

tf(t2)dt =? ϕ(t) = t2 =⇒ ϕ′(t) = 2t =⇒ dϕ = 2tdt

=⇒
∫ b

a

tf(t2)dt =

∫ b

a

1

2
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫ b2

a2

1

2
f(x)dx

iii)

∫ b

a

tan(t)dt =?, [a, b] ∈
(
−π

2
,
π

2

)

∫ b

a

tan(t)dt =

∫ b

a

sin(t)

cos(t)
dt

f(x) = 1
x
, ϕ(t) = cos(t), ϕ′(t) = − sin(t)

=⇒ tan(t) = −f(ϕ(t))ϕ′(t) =⇒
∫ b

a

tan(t)dt = −
∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

= −
∫ cos(b)

cos(a)

1

x
dx = − log x

∣∣∣
cos(b)

cos(a)

= − log(cos(b)) + log(cos(a))

iv)

∫ 2

1

x
√

5x− 1dx =?

t2 = 5x− 1, t =
√

5x− 1 =: ϕ−1(x)
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ϕ(t) =
1 + t2

5
, ϕ′(t) =

2t

5

(7.3.7)
=⇒

∫ 2

1

x
√

5x− 1 dx =

∫ ϕ−1(2)

ϕ−1(1)

(1 + t2

5

)
t
(2t

5

)
dt

=

∫ 3

2

2

25
(t2 + t4)dt =

2

25

[t3
3

+
t4

4

]3

2

v)

∫ b

a

√
1− x2 dx =? − 1 < a < b < 1

x = ϕ(t) = sin(t) =⇒ ϕ−1(x) = arcsin(x)

ϕ′(t) = cos(t)
(7.3.7)
=⇒

∫ b

a

√
1− x2 dx =

∫ arcsin(b)

arcsin(a)

√
1− sin2(t) cos(t)dt

=

∫ arcsin(b)

arcsin(a)

cos2(t)dt =

∫ v

u

cos2(t)dt,

wobei u = arcsin a, v = arcsin b.

cos2(t) =
(eit + e−it

2

)2

=
1

4
(e2it + e−2it) +

1

2
=

1

2
(cos 2t+ 1)

∫ b

a

√
1− x2 dx =

1

2

∫ v

u

(
cos(2t) + 1

)
dt =

[1

4
sin 2t+

1

2
t
]v

u

=
1

4

(
sin(2 arcsin(b))

)− sin(2 arcsin(a))
)

+1
3

(
arcsin(b)− arcsin(a)

)

C. Partielle Integration

Satz 7.3.9 Seien f, g : [a, b] −→ R stetig differenzierbar. Dann gilt

∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

g(x)f ′(x)dx. (7.3.8)

Beweis. F = f · g (5.2.3)
=⇒ F ′ = f ′ · g + f · g′ =⇒ f · g′ = F ′ − f ′g

=⇒
∫ b

a

f · g′dx =

∫ b

a

(
F ′(x)− f ′(x)g(x)

)
dx

=

∫ b

a

F ′(x)dx−
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx

= F (b)− F (a)−
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx

= f(x)g(x)
∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

f ′(x)g(x)dx
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Man schreibt auch ∫
fdg = f · g −

∫
gdf. (7.3.9)

Beispiele 7.3.10

i)

∫ b

a

log(x)dx, 0 < a < b

log(x) = f(x), g′(x) = 1 =⇒ g(x) = x
∫ b

a

log(x)dx =

∫ b

a

f(x)g′(x)dx

(7.3.8)
= f(x)g(x)

∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

g(x)f ′(x)dx

= log(x) · x
∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

x · 1

x
dx

= log(x) · x
∣∣∣
b

a
− (b− a)

ii) Im :=

∫ b

a

sinm(x)dx

=

∫ b

a

sinm−1(x)︸ ︷︷ ︸
f(x)

sin(x)︸ ︷︷ ︸
g′(x)

dx

= − sinm−1(x) cos(x)
∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

(m− 1) sinm−2(x) cos(x)
(− cos(x)

)
dx

= − sinm−1(x) cos(x)
∣∣∣
b

a
+ (m− 1)

∫ b

a

(
1− sin2(x)

)
sinm−2(x)dx

= − sinm−1(x) cos(x)
∣∣∣
b

a
+ (m− 1)

∫ b

a

sinm−2(x)dx

︸ ︷︷ ︸
Im−2

−(m− 1)

∫ b

a

sinm(x)dx

︸ ︷︷ ︸
Im

=⇒ Im = − 1

m
sinm−1(x) cos(x)

∣∣∣
b

a
+
m− 1

m
Im−2

I0 = b− a, I1 =

∫ b

a

sin(x)dx = cos(x)
∣∣∣
b

a

Folgerung 7.3.11 (Wallis’sches Produkt)

Es gilt
π

2
=

∞∏
n=1

4n2

4n2 − 1

(
= lim

n→∞

n∏

k=1

4k2

4k2 − 1

)
.

Beweis.

Am :=

∫ π
2

0

sinm(x)dx , A0 =
π

2
, A1 = 1

Beisp. 7.3.10ii)
=⇒

Am =
m− 1

m
Am−2 , m ≥ 2
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A2n =
(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1 · π

2

2n(2n− 2) · · · 4 · 2

A2n+1 =
2n(2n− 2) · · · 4 · 2

(2n+ 1)(2n− 1) · · · 5 · 3

sin2n+2(x) ≤ sin2n+1(x) ≤ sin2n(x), x ∈
[
0,
π

2

]
=⇒ A2n+2 ≤ A2n+1 ≤ A2n

=⇒ lim
n→∞

A2n+2

A2n

= lim
n→∞

2n+ 1

2n+ 2
= 1 =⇒ lim

n→∞
A2n+1

A2n

= 1

A2n+1

A2n

=
2n · 2n · (2n− 2)(2n− 2) · · · 4 · 2 · 2
(2n+ 1)(2n− 1)(2n− 1) · · · 3 · 3 · 2

π

=
n∏

k=1

4k2

4k2 − 1
· 2

π

=⇒ 1 = lim
n→∞

A2n+1

A2n

=
2

π
lim

n→∞

n∏

k=1

4k2

4k2 − 1

Satz 7.3.12 Sei f : [a, b] −→ R stetig differenzierbar und

F (k) :=

∫ b

a

f(x) sin(kx)dx. (7.3.10)

Dann gilt lim
|k|→∞

F (k) = 0.

Beweis.
∫ b

a

f(x) sin(kx)︸ ︷︷ ︸
g′(x)

= −f(x)
cos kx

k

∣∣∣
b

a
+

1

k

∫ b

a

f ′(x) cos(kx)dx

f, f ′ stetig
Satz 4.2.5

=⇒ |f(x)| ≤M, |f ′(x)| ≤M, x ∈ [a, b]

=⇒ |F (k)| =
∣∣∣
∫ b

a

f(x) sin(kx)dx
∣∣∣

≤ 2M

|k| +
1

|k|
∫ b

a

|f ′(x)|| cos(kx)|dx

≤ 2M

|k| +
M(b− a)

|k|

Satz 7.3.13 (Trapez-Regel)

Sei f : [0, 1] −→ R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

∫ 1

0

f(x)dx =
1

2

(
f(0) + f(1)

)−R, (7.3.11)

R =
1

2

∫ 1

0

x(1− x)f ′′(x)dx =
1

12
f ′′(ξ), ξ ∈ (0, 1). (7.3.12)
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Beweis. ϕ(x) :=
1

2
x(1− x) , ϕ′(x) =

1

2
− x , ϕ′′(x) = −1

=⇒ R =
1

2

∫ 1

0

x(1− x)f ′′(x)dx
(7.3.8)
= ϕ(x)f ′(x)︸ ︷︷ ︸

=0

∣∣∣
1

0
−

∫ 1

0

ϕ′(x)f ′(x)dx

(7.3.8)
= −ϕ′(x)f(x)

∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

ϕ′′(x)f(x)dx

=
1

2

(
f(0) + f(1)

)−
∫ 1

0

f(x)dx

aber: ϕ(x) ≥ 0, x ∈ [0, 1]
Satz 7.2.13

=⇒

R =

∫ 1

0

ϕ(x)f ′′(x)dx = f ′′(ξ)
∫ 1

0

ϕ(x)dx =
1

12
f ′′(ξ)

D. Integration rationaler Funktionen

Berechnung von

∫
u(x)

v(x)
dx, u, v Polynome

o.B.d.A. Grad u(x) < Grad v(x) , denn

u(x)

v(x)
= p(x) +

r(x)

s(x)
, Grad r < Grad s

Beispiel: f(x) =
x2 − 2x+ 1

x+ 1

( x2 − 2x + 1 ) : (x+ 1) = x− 3

x2 + 1

− 3x + 1

− 3x − 3

4

x2 − 2x+ 1

x+ 1
= x− 3 +

4

x+ 1

Man kann zeigen:
u(x)

v(x)
besitzt Partialbruchzerlegung, d. h. Summe von

1)
1

(Ax+B)k
, A 6= 0 , k ≥ 1

2)
1

(Ax2 + 2Bx+ C)k
, A 6= 0 , k ≥ 1

D = AC −B2 > 0

3)
x

(Ax2 + 2Bx+ C)k
, A 6= 0 , k ≥ 1
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Typ 1

∫
dx

(Ax+B)k

t = Ax+B, ϕ(t) =
1

A
(t−B), ϕ′ =

1

A

(7.3.5)
=⇒

∫
dx

(Ax+B)k
=

1

A

∫
dt

tk
=





1

A
log |t|, k = 1

1

A

1

1− k

1

tk−1
, k > 1

Typ 2

∫
dx

(Ax2 + 2Bx+ C)k

Ax2 + 2Bx+ C = A−1((Ax+B)2 +D), D = AC −B2

(Ax+B)2

D
= t2 =⇒ x = ϕ(t) = A−1(

√
Dt−B) =⇒ ϕ′(t) = A−1

√
D =⇒

∫
dx

(Ax2 + 2Bx+ C)k
= Ak

∫
dx

((Ax+B)2 +D)k

=
Ak

Dk

∫
1

(t2 + 1)k

√
D

A
dt

=
Ak−1

Dk−1/2

∫
dt

(t2 + 1)k

Ik :=

∫
dt

(t2 + 1)k

k = 1:
Satz 6.4.13

=⇒ I1 = arctan(x)

k ≥ 1:
Satz 7.3.9

=⇒ f(x) =
1

(t2 + 1)k
, g′(x) = 1 =⇒

Ik =

∫
dt

(t2 + 1)k
=

t

(t2 + 1)k
−

∫
t

(−2kt)

(t2 + 1)k+1
dt

=
t

(t2 + 1)k
+ 2k

∫ ( 1

(t2 + 1)k
− 1

(t2 + 1)k+1

)
dt

=
t

(t2 + 1)k
+ 2kIk − 2kIk+1

=⇒ Ik+1 =
2k − 1

2k
Ik +

1

2k

t

(t2 + 1)k

Typ 3

∫
xdx

(Ax2 + 2Bx+ C)k
=

1

2A

∫
(2Ax+ 2B)

(Ax2 + 2Bx+ C)k
dx− B

A

∫
dx

(Ax2 + 2Bx+ C)k

︸ ︷︷ ︸
Typ 2

√

ϕ(x) = Ax2 + 2Bx+ C =⇒
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1

2A

∫
(2Ax+ 2B)

(Ax2 + 2Bx+ C)k
dx =

1

2A

∫
ϕ′(x)

(ϕ(x))k
dx =

1

2A





log |ϕ(x)| k = 1

1

1− k

1

ϕ(x)k−1
k > 1

Beispiel.
x2 − x+ 1

x3 − x2 + 2x− 2

x3 − x2 + 2x− 2 = (x− 1)(x2 + 2)

Ansatz:

x2 − x+ 1

(x− 1)(x2 + 2)
=

a

x− 1
+

b

x2 + 2
+

cx

x2 + 2

x2 − x+ 1 = a(x2 + 2) + b(x− 1) + cx(x− 1) =⇒
1 = a+ c

−1 = b− c

1 = 2a− b





a =
1

3
, b = −1

3
, c =

2

3

x2 − x+ 1

x3 − x2 + 2x− 2
=

1
3

x− 1
−

1
3

x2 + 2
+

2
3
x

x2 + 2

7.4 Uneigentliche Integrale

A. Definition und Beispiele

I unendlich, f unbeschränkt : uneigentliche Integrale

Def. 7.4.1 Sei f : [a,∞] −→ R integrierbar über [a,R] für alle R ∈ (a,∞). Falls

lim
R→∞

∫ R

a

f(x)dx (7.4.1)

existiert, so heißt

∫ ∞

a

f(x)dx konvergent,

∫ ∞

a

f(x)dx = lim
R→∞

∫ R

a

f(x)dx. (7.4.2)

Analog:

∫ a

−∞
f(x)dx

Beispiel 7.4.2

∫ ∞

1

dx

xs
konvergiert für s > 1.

∫ R

1

dx

xs
=

∫ R

1

x−sdx
Bsp. 7.3.5i)

=
x−s+1

−s+ 1

∣∣∣∣
R

1

=
1

1− s
[R−s+1 − 1]

=⇒ lim
R→∞

∫ R

1

dx

xs
= lim

R→∞
1

1− s
R−s+1

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

s− 1
=

1

s− 1
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Def. 7.4.3 Sei f : (a, b] −→ R auf [a+ ε, b] Riemann-integrierbar. Falls

lim
ε↘0

∫ b

a+ε

f(x)dx (7.4.3)

existiert, so heißt

∫ b

a

f(x)dx konvergent

∫ b

a

f(x) = lim
ε↘0

∫ b

a+ε

f(x)dx. (7.4.4)

Beispiel 7.4.4

∫ 1

0

dx

xs
konvergiert für s < 1.

∫ 1

ε

dx

xs
=

x−s+1

−s+ 1

∣∣∣
1

ε
=

1

1− s
− ε−s+1

1− s
=⇒

lim
ε↘0

∫ 1

ε

dx

xs
=

1

1− s
− lim

ε↘0

ε1−s

1− s

Def. 7.4.5 Sei f : (a, b) −→ R, a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞} und f auf [α, β] ⊂ (a, b)

Riemann-integrierbar, c ∈ (a, b).

Falls ∫ c

a

f(x)dx = lim
α↘a

∫ c

a

f(x)dx (7.4.5)

∫ b

c

f(x)dx = lim
β↘b

∫ β

c

f(x)dx

konvergieren, so heißt

∫ b

a

f(x)dx konvergent und

∫ b

a

f(x)dx :=

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx. (7.4.6)

Beispiel 7.4.6

i)

∫ 1

−1

dx√
1− x2

= ?

Def. 7.4.5 =⇒
∫ 1

−1

dx√
1− x2

= lim
ε↘0

∫ 0

−1+ε

dx√
1− x2

+ lim
ε↘0

∫ 1−ε

0

dx√
1− x2

(6.4.23)
= lim

ε↘0
arcsin(x)

∣∣∣
0

−1+ε
+ lim

ε↘0
arcsin(x)

∣∣∣
1−ε

0

= − lim
ε↘0

arcsin(−1 + ε) + lim
ε↘0

arcsin(1− ε)

= −
(
− π

2

)
+
π

2
= π
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ii)

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= ?

Def. 7.4.5 =⇒
∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= lim

R→∞

∫ 0

−R

dx

1 + x2
+ lim

R→∞

∫ R

0

dx

1 + x2

(6.4.24)
= lim

R→∞
arctan(x)

∣∣∣
0

−R
+ lim

R→∞
arctan(x)

∣∣∣
R

0

= − lim
R→∞

arctan(−R) + lim
R→∞

arctan(R)

Satz 6.4.13
= −

(
− π

2

)
+
π

2
= π

B. Integral-Vergleichskriterien

∞∑
n=1

f(n) = ?

Satz 7.4.7 Sei f : [1,∞] −→ R monoton fallend. Dann gilt

∞∑
n=1

f(n) konvergent ⇐⇒
∫ ∞

1

f(x)dx konvergent. (7.4.7)

Beweis. Es gilt

f(n+ 1) ≤ f(x) ≤ f(n), n ≤ x < n+ 1

δ := f(n+ 1), n ≤ x < n+ 1, ξ = f(n), n ≤ x < n+ 1

=⇒ δ ≤ f ≤ ψ
Satz 7.2.10

=⇒
∫ N

1

δ(x)dx =
N∑

n=2

f(n) ≤
∫ N

1

f(x)dx ≤
∫ N

1

ψ(x)dx =
N−1∑
n=1

f(n)

∫ ∞

1

f(x)dx konvergent =⇒
∞∑

n=2

f(n) beschränkt

=⇒
∞∑

n=1

f(n) konvergent. Umgekehrt:

∞∑
n=1

f(n) konvergent =⇒
∫ R

1

f(x)dx beschränkt, monoton wachsend in R

=⇒
∫ ∞

1

f(x)dx konvergent

Beispiel 7.4.8
∞∑

n=1

1

ns
<∞, s > 1

Beispiel 7.4.3 =⇒
∫ ∞

1

dx

xs
konvergent für s > 0
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Satz 7.4.7 =⇒ Beh.

C. Die Gamma-Funktion

Def. 7.4.9 Die Funktion

Γ(x) :=

∫ ∞

0

tx−1e−tdt, x > 0 (7.4.8)

heißt Gamma-Funktion.

Bem. 7.4.10 Γ(x) ist wohldefiniert.

Γ(x) = lim
ε↘0

∫ t0

ε

tx−1e−tdt+ lim
R→∞

∫ R

t0

tx−1e−tdt

≤ lim
ε↘0

∫ t0

ε

tx−1dt+ lim
R→∞

∫ R

t0

tx−1e−tdt

Satz 6.2.6 =⇒ lim
t→∞

tx+1e−t = 0 =⇒ tx−1e−t ≤ 1

t2
, t ≥ t0

=⇒ Γ(x) ≤ lim
ε↘0

tx

x

∣∣∣
t0

ε
+ lim

R→∞
(−t−1)

∣∣∣
R

t0
=
tx0
x

+ t−1
0

Satz 7.4.11 Es gilt Γ(n+ 1) = n! für alle n ∈ N, sowie allgemeiner

∀x > 0 : Γ(x+ 1) = xΓ(x). (7.4.9)

Beweis.

∫ R

ε

tx︸︷︷︸
f

e−t︸︷︷︸
g′

dt
Satz 7.3.9

= −txe−t
∣∣∣
R

ε
+

∫ R

ε

xtx−1e−tdt

=⇒ lim
ε↘0

R→∞

∫ R

ε

txe−tdt = lim
ε↘0

R→∞
(−txe−t)

∣∣∣
R

ε

︸ ︷︷ ︸
=0

+ lim
ε↘0

R→∞

∫ R

ε

xtx−1e−tdt

=⇒ Γ(x+ 1) = xΓ(x)

D. Stirlingsche Formel

Def. 7.4.12 {an}n∈N, {bn}n∈N heißen asymptotisch gleich, an ∼ bn, falls

lim
n→∞

an

bn
= 1. (7.4.10)

Satz 7.4.13 Es gilt

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n

. (7.4.11)
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Beweis.∫ k+1

k

log(x)dx
Beisp. 7.3.8i)

=

∫ 1

0

log(x+ k)
Satz 7.3.13

=
1

2
(log(k) + log(k + 1)

−
∫ 1

0

1

2
x(1− x)

︸ ︷︷ ︸
ϕ(x)

log′′(x+ k)dx

=
1

2
log(k) + log(k + 1) +

∫ 1

0

ϕ(x)
1

(x+ k)2
dx

=
1

2
log(k) + log(k + 1) +

∫ k+1

k

ϕ(x− k)
1

x2
dx

ϕ̃(x) :=
1

2
x(1− x), x ∈ [0, 1]

ϕ̃(x+ n) := ϕ(x), n ∈ Z, x ∈ [0, 1]
∫ k+1

k

log(x)dx =
1

2

(
log(k) + log(k + 1)

)
+

∫ k+1

k

ϕ̃(x)

x2
dx

=⇒
∫ n

1

log(x)dx =
1

2

n−1∑

k=1

(
log(k) + log(k + 1)

)
+

n−1∑

k=1

∫ k+1

k

ϕ̃(x)

x2
dx

=⇒
∫ n

1

log(x)dx

︸ ︷︷ ︸
n log n−n+1

=
n∑

k=1

log(k)− 1

2
log(n) +

∫ n

1

ϕ̃(x)

x2
dx

=⇒
n∑

k=1

log(k) =
(
n+

1

2

)
log(n)− n+ γn, γn = 1−

∫ n

1

ϕ̃(x)

x2
dx

=⇒ e

nP
k=1

log(k)
= n! = e(n+ 1

2
) log(n)−n+γn = nn+ 1

2 e−ncn, cn := eγn

=⇒ cn =
n!en

√
nnn

ϕ beschränkt,

∫ ∞

1

x−2dx <∞ =⇒ γ := lim
n→∞

γn = 1−
∫ ∞

1

f(x)

x2
dx existiert

=⇒ c := lim
n→∞

cn = eγ existiert

c2n
c2n

=
(n!)2

√
2n(2n)2n

n2n+1(2n)!
=

(n!)2
√

222n

√
n(2n)!

lim
n→∞

c2n
c2n

=
c2

c
= c

(7.3.10) =⇒ π = 2
∞∏

k=1

4k2

4k2 − 1
= 2 lim

n→∞
2 · 2 · 4 · 4 · · · 2n · 2n

1 · 3 · 3 · 5 · 5 · · · (2n− 1)(2n− 1)
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=⇒
(

2
n∏

k=1

( 4k2

4k2 − 1

))1/2

=
√

2
2 · 4 · · · 2n

3 · 5 · · · (2n− 1)
√

(2n+ 1)

=
1√
n+ 1

2

22 · 42 · · · (2n)2

2 · 3 · 4 · 5 · · · (2n− 1) · 2n

=
1√
n+ 1

2

22n(n!)2

(2n)!
=⇒

√
π = lim

n→∞
22n(n!)2

√
n(2n)!

=⇒ c =
√

2π =⇒ lim
n→∞

n!√
2πnnne−n

= 1

8 Konvexe Funktionen

A. Definition und Beispiele

Def. 8.1 f : I −→ R heißt konvex, wenn

∀x1, x2 ∈ I, 0 < λ < 1 : f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (8.1)

f heißt konkav, wenn −f konvex ist.

Satz 8.2 Sei I ein offenes Intervall und f : I −→ R zweimal differenzierbar. f ist genau

dann konvex, wenn ∀x ∈ I : f ′′(x) ≥ 0.

Beweis.
”
⇐=“ ∀x ∈ I : f ′′(x) ≥ 0

Satz 5.3.8
=⇒ f ′ monoton wachsend

x1, x2 ∈ I, x1 < x2, x = λx1 + (1− λ)x2

x1 = λx1 + (1− λ)x1 ≤ λx1 + (1− λ)x2 = x ≤ λx2 + (1− λ)x2 = x2

Korollar 5.3.5 =⇒ ∃ξ1 ∈ (x1, x), ξ2 ∈ (x, x2) mit

f(x)− f(x1)

x− x1

= f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2) =
f(x2)− f(x)

x2 − x

x− x1 = λx1 + (1− λ)x2 − x1 = (1− λ)(x2 − x1)

x2 − x = x2 − λx1 − (1− λ)x2 = λ(x2 − x1)

}
=⇒ f(x)− f(x1)

(1− λ)(x2 − x1)
≤ f(x2)− f(x)

λ(x2 − x1)

⇐⇒ λ
(
f(x)− f(x1)

) ≤ (1− λ)
(
f(x2)− f(x)

)

⇐⇒ f(x) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

”
=⇒“ Annahme: f ′′(x0) < 0 für ein x0 ∈ I

ϕ(x) = f(x)− f ′(x0)(x− x0)

=⇒ ϕ′(x0) = f ′(x0)− f ′(x0) = 0

ϕ′′(x0) = f ′′(x0) < 0

Satz 5.3.10 =⇒ ϕ besitzt in x0 strenges lokales Minimum, d.h.
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ϕ(x0 − h) > ϕ(x0), ϕ(x0 + h) > ϕ(x0), für h hinreichend klein

=⇒ f(x0) = ϕ(x0) >
1

2

(
ϕ(x0 − h) + ϕ(x0 + h)

)
=

1

2

(
f(x0 − h) + f(x0 + h)

)

x1 := x0 − h, x2 = x0 + h, λ :=
1

2
=⇒ λx1 + (1− λ)x2 =

1

2
x1 +

1

2
x2 = x0

=⇒ f(x0) = f(λx1 + (1− λx2) ≥ λ · f(x1) + (1− λ)f(x2)

Bespiele 8.3

i) f(x) = 5x2 − 7x+ 1, f ′(x) = 10x− 7, f ′′(x) = 10 > 0 =⇒ f(x) konvex

ii) f(x) = ex, f ′(x) = f ′′(x) = ex > 0, ex konvex

iii) f(x) = cos(x), x ∈
(
− π

2
,
π

2

)

f ′(x) = − sin(x), f ′′(x) = − cos(x) < 0, x ∈
(
− π

2
,
π

2

)
=⇒ cos(x) konkav

iv) f(x) = log(x), x ∈ R+

f ′(x) =
1

x
, f ′′(x) = −x−2 < 0 =⇒ log(x) konkav

Satz 8.4 (Young-Ungleichung) Seien p, q ∈ (1,∞),
1

p
+

1

q
= 1. Dann gilt

∀x, y ∈ R+ : x
1
py

1
q ≤ x

p
+
y

q
. (8.2)

Beweis. Beispiel 8.3 iv). log(x) konkav =⇒
log(λx+ (1− λ)y) ≥ λ log(x) + (1− λ) log(y)

λ =
1

p
=⇒ 1− λ =

1

q

=⇒ log
(x
p

+
y

q

)
≥ 1

p
log(x) + 1

q
log(y)

=⇒ elog(x
p
+ y

q
) ≥ e

1
p

log(x) · e 1
q

log(y)

=⇒ x
1
py

1
q ≤ x

p
+
y

q

B. Hölder- und Minkowski-Ungleichung

Def. 8.5 Die Abbildung

Cn = C× · · · × Cn

︸ ︷︷ ︸
n−mal

−→ R

x = (x1, . . . , xn) 7−→ ‖x‖p =

( n∑

k=1

|xk|p
)1/p

(8.3)
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heißt p-Norm.

( ‖x‖p = 0 ⇐⇒ x = 0, ‖λx‖p = |λ|‖x‖p )

Satz 8.6 (Hölder-Ungleichung)

Seien p, q ∈ (1,∞),
1

p
+

1

q
= 1. Dann gilt

∀x, y ∈ Cn :
n∑

k=1

|xkyk| ≤ ‖x‖p‖y‖q. (8.4)

Beweis. o.B.d.A. ‖x‖p 6= 0, ‖y‖q 6= 0

ξk =
|xk|p
‖x‖p

p
, ηk :=

|yk|q
‖y‖q

q
=⇒

n∑

k=1

ξk =
n∑

k=1

ηk = 1

Satz 8.4, x = ξk, y = ηk =⇒ (ξk)
yp(ηk)

yq =
|xk|
‖x‖p

|yk|
‖y‖q

≤ ξk
p

+
ηk

q

=⇒
n∑

k=1

|xk|
‖x‖p

|yk|
‖y‖q

≤
n∑

k=1

(ξk
p

+
ηk

q

)
=

1

p
+

1

q
= 1

Satz 8.7 (Minkowski-Ungleichung)

Sei p ∈ [1,∞). Dann gilt

∀x, y ∈ Cn : ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p. (8.5)

Beweis. p = 1
√

p > 1,
1

p
+

1

q
= 1, z = (z1, . . . , zn), zk := |xk + yk|p

=⇒ zq
k = |xk + yk|(p−1)q = |xk + yk|

p
p−1

(p−1) = |xk + yk|p

=⇒ ‖z‖q =
( n∑

k=1

|zk|q
)1/q

=
( n∑

k=1

|xk + yk|p
)1/q

= ‖x+ y‖p/q
p

=⇒
n∑

k=1

|xk + yk||zk| ≤
n∑

k=1

|xk||zk|+
n∑

k=1

|yk||zk|
(8.4)

≤ ‖x‖p‖z‖q + ‖y‖p‖z‖q

≤ (‖x‖p + ‖y‖p

)‖x+ y‖p/q
p

=⇒
n∑

k=1

|xk + yk||xk + yk|p−1 = ‖x+ y‖p
p ≤

(‖x‖p + ‖y‖p

)‖x+ y‖p/q
p

=⇒ ‖x+ y‖p− p
q

p = ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p
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