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Aufgabe 1

1. wahr, f ist stetig, also beschriankt

2. wahr, Ubungsaufgabe 31

0 ,z€@Q

auf [0,1]
1 , sonst

3. falsch, betrachte f(z) = {

4. falsch, jede stetige Funktion auf [a, b] ist glm. stetig

5. wahr, Mittelwertsatz: 0 < w =19
6. wahr, f ist streng monoton fallend

7. wahr, siehe Vorlesung

8. wahr, f ist stetig, also integrierbar

9. falsch, betrachte f(z) = {11 : :ois(t@ auf [0, 1]

10. falsch, betrachte f(x) = |z| und g(x) = x auf [-1,1]

Aufgabe 2

Sei x € R beliebig und ¢ > 0. Wéhle § := 5 und ein y € R
mit |z — y| < 4. Fallunterscheidung: Wenn | d(y) > d(z) |,
dann existiert ein z € M mit [z — z| — d(z) < 5. Also

dy) —d(@)| = d(y) - d()
3
< ly—zl—le—zl+3
9
< ly—zl—le—2l|+ 3
< ly—ol+3
_y332
< ¢

d(y) < d(x) |: wihle analog z € M mit |y — 2| —d(y) < §
und rechne

dly) —d@)| = d() - d(y)
9
< le—z-ly—2l+3
9
< le—zl=ly—=2l|+3
< ly—al+g
> Y 9
< e

Nach der e-0-Def. ist f stetig in x. Da § nicht von z«
abhéingt, ist f auch glm. stetig.

Aufgabe 3

Auf R\ {0} ist f offenbar differenzierbar mit f’'(x) = 0 fiir
z < 0und f'(z) = e Y/? fiir x > 0. Differenzierbarkeit
im Nullpunkt:

e—1/h

7 , h>0
g <
0 ,h<0

e—1/h

h

7

‘fm+Mfmw{
h

also existiert

£ (0) = lim

nach I’'Hospital. f ist damit auf ganz R differenzierbar,

0 , <0
fl(x) =40 , L= 0.
Le VT x>0
Wegen
1 2
lim —e Y% = lim ¥ _ 0
rz—0 x y—oo eY

nach 'Hospital ist f’ auf ganz R stetig.

Aufgabe 4

Induktion iiber n. (IA) n = 1 ist richtig nach Vorlesung.
(IS) n — n+ 1: Sei f bei zg 2(n + 1)-mal differenzierbar
und

f@o) =+ fP D (z0) = 0 # ) (2)

O.B.d.A. sei zunichst f(?*+2)(29) > 0. Dann hat f” nach
(IV) bei ¢ ein relatives Minimum. Also f”(z) > 0 in einer
Umgebung U von xzy. Damit ist f’ monoton wachsend in
U. Sei x € U. Dann gilt nach dem MWS

f(@) = f(xo) = f'(§)(x — xo)

fiir ein £ € (x,z0). Falls < 1z, dann gilt £ < xo, also
(&) < 0 wegen der Monotonie und damit f/(&)(z—xg) >
0, also f(x) > f(xo). Umgekehrt: falls © > z(, dann gilt
& > xo, also f/(§) > 0 und damit auch f/'(§)(z — xo) > 0,
also f(z) > f(xo). Daher ist bei z( ein lokales Minimum
von f. Falls f?"*+2)(24) < 0, dann hat g := —f bei z¢ ein
lokales Minimum, also f ein lokales Maximum.

Aufgabe 5

Wegen f(0) = f(1) =0, f(4) = —1, f(5) = 6 hat f nach
dem ZWS mindestens drei Nullstellen. f ist auf ganz R
beliebig oft differenzierbar,

f'(z) =2%log2 — 2z, f"(z)=2%(log2)? -2,

" (x) =2"(log2)® > 0

Also hat [ auf R keine Nullstelle. Hétte f vier
Nullstellen, dann hétte f/ nach dem Satz von Rolle
mindestens drei Nullstellen, und f” wiederum nach Rolle
mindestens zwei Nullstellen, also f”/ nach Rolle eine
Nullstelle, ein Widerspruch. Also hat f hochstens und
damit genau drei reelle Nullstellen.
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Aufgabe 6

0.B.d.A. sei z > 0, denn fiir x = 0 ist nichts zu zeigen.
Betrachte die Funktion

f(z):=azx+ (1 —a)y— 2%y
f ist fiir z > 0 differenzierbar mit
fl@)=a-

Offenbar gilt f(y) = 0. Fiir z # y eine Fallunterscheidung,
m Dann ist nach dem MWS

fl@) = fx) = fly) = () —y)

fiir ein € € (z,y), also 0 < z < £ < y. Es folgt

a—1, 1—-«a

az™ Ty

) =
);

flz) = a(l—¢ 71y ") (z —y)
= o Qj/ y' = 1) (y —x)
>0 S ya-1 daa—1<0 >0
>y0—1=0
> 0.
Analog fiir
fx) = f(z) = fly) = f{(§)(z—y)

fiir € € (z,y), also 0 < y < £ < z und damit

r) = o (1-— a-l =y (g —
f(x) o § y )@ —y)

>0 <ye-1, da a—1<0 >0

>1—y9=0
> 0.
Insgesamt also f(z) > 0.
Aufgabe 7
f(z) := log(x) ist streng monoton wachsend, also
integrierbar iiber [1,a]. Wihle .Z’](cn) a®/™ und
Treppenfunktionen
(n)

T € [z, 1ax§€n))

on(x) = f(a\™), nlz) = fa),

mit oy, (a) := 0, Yp(a) := 1. Wegen der Monotonie von f
gilt o, (z) < f(x) < ¥, (z), also

/laan(x) dzx < /1af(ac)dx < /lawn(:r)dx

Berechne die begrenzenden Integrale:

/ ,(/}n(x) dx Z Ogak/n k/n a(k—l)/n)
1 k=1

n

also bei z = a/™

@ a/" =1 ((n+1)a oD/ 1
/1 Vnl@de = logla)— (al/” —1 (@1 >
! n+1  atb/m 1
= log(a) ( p @l 1) ) .

Anwendung des Satzes von I'Hospital ergibt (riickwérts
gelesen)

lim [ 9 (z)de
n—oo 1
1 (n+1)/n _ 1
= alogla) Jiny " - log(a) Jimy Ty
z+1 1
= alog(a) —log(a) il{% %
a® — 1+ xlog(a)a®!
= alog(a) —log(a) lim
5(a) ~ log(a) lim
= alog(a)—a+1
Analog fiir die Unterintegrale:
a
/ on(x)dx
1
— Zlog a(k—l)/n(ak/n _ a(k—l)/n)
k=1
at/n —1 &
= 1 - - _ (k=1)/n
og(a) ™ 3"k~ 1)
k=1
a n n
= log(a) ija(k_l)/" Za(k_l)/"
k=1 k=1
| —
=l ak/r=t
l/n o 1 n - 1
= log(a)ai ka*=1) — log(a)a ,
n k=1 HL/
—aloga—a+1, s.o. -0
also auch
a a
lim on(z)dx =alog(a) —a+1= / log(z) dx.
n—oo 1 1

_ 10g(a)g S kalk-D/n,
[ -
Fiir fp(z) := Xn:xk = i und z > 1 gilt
P z—1
, m+Dz™(z—1) — (2" —=1)  (n+1)2" 2"t -1
falz) = (x—1)2 T -1 (-1
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