Nachklausur Analysis I

Aufgabe 1

1. Jede beschréinkte, nichtleere Teilmenge M C R besitzt
eine kleinste obere Schranke.

2. Jede beschrinkte Folge {a, }nen C R ist konvergent.

Jede Cauchy-Folge {a,}nen C R ist beschrankt.

oro W

Eine Folge {ay}nen C R konvergiert genau dann, wenn
>0 o an konvergiert.

6. Sei f: R — R gegeben mit |f(z)| < |z| fir alle z € R.
Dann ist f in z = 0 stetig.

7. Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann existiert ein
x € [a,b] mit f(z) = sup{f(y)ly € [a,0]}.

8. Sei f : [a,b] — R differenzierbar mit f(a) # f(b). Dann
existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) # 0.

9. Jede integrierbare Funktion f : [a,b] — R ist stetig.

10. Jede integrierbare Funktion f :
(wachsend oder fallend).

[a,b] — R ist monoton

Aufgabe 2

Beweise:

3

Sl-

Vvn <

k=1

Vn € N\ {0} : <2yn-—-1
Aufgabe 3

Sei M C R nichtleer, nach unten beschrénkt und inf M > 0.
Zeige, dass 0 ¢ M, so dass N := {1|z € M} existiert. Zeige

weiter, dass sup NV existiert mit supN = mf 7

Aufgabe 4
Betrachte die durch

2+zx
14+ =z

fz) =

gegebene Funktion f: R\ {-1} — R.

(i) Zeige, dass f([1,2]) C
¢ € [1,2] besitzt.

[1,2] und dass f einen Fixpunkt

(ii) Zeige mit (i) und dem Mittelwertsatz, dass die durch

ap € [1,2] beliebig, Vn € N: ayy1:= f(ay)

rekursiv gegebene Folge die Eigenschaft |a,, — £| < 4%

besitzt und daher gegen & konvergiert.

Aufgabe 5

Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz und bestimme,
wenn vorhanden, ihre Summen:
n+1

oo
D e
—=n 2n+5 =

Hinweis zu (iii): Benutze zuerst AED = w AT

Jede monoton wachsende Folge {a,, }neny C Rist konvergenku fgabe 6

Zeige, dass die durch

V1+ 22,

00) — R auf ihrem Definitionsbereich

fz) =
gegebene Funktion f : [0,

x>0

gleichméBig stetig ist.

Aufgabe 7
Zeige, dass die durch

I’2 €T x
f(ac)zz{.+ e

sin(z) ,x<0

gegebene Funktion f : R — R auf ganz R einmal stetig
differenzierbar ist und berechne f’(z) fiir = € R.

Aufgabe 8

Sei f : R — R differenzierbar und es existiere ¢ := lim, . f(z) €
R. Zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass eine Folge {ay, } nen
existiert mit lim,,_, a, = co und lim,,_,~, f'(a,) = 0.

Aufgabe 9

Sei v € [0, 1] beliebig. Zeige mit Hilfe einer Extremwertaufgabe,
dass dann die folgende Version der Bernoulli-Ungleichung gilt:

Ve>—-1: (1+2)*<l+ax
Aufgabe 10
Uberpriife, ob die durch
_Jx ,2eQn](0,1]
f@y_{07xemJﬂQ

gegebene Funktion f : [O 1] — R iiber [0, 1] Riemann-integrierbar
ist und berechne ggf. fo x)dx.

Hinweis: Der Hauptsatz fa F'(z)dz = F(b) —

benutzt werden!

F(a) darf nicht



L6sungen

Aufgabe 1

1. wahr: Vollstdndigkeitsaxiom fiir R

2. falsch: a,, = (-1)"

3. wahr: Cauchy-Folgen sind konvergent, also beschrankt.

4. falsch: a,, = n

5. falsch: nur “=" gilt, fiir a,, = 1 konvergiert > - ay,
nicht.

6. wahr: Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig, 0 := ¢

7. wahr: f ist stetig, nimmt also das Supremum an.

8. wahr: MWS

9. falsch: Treppenfunktionen

10. falsch: f(z) = 2% auf [-1,1]

Aufgabe 2
Die linke Ungleichung ist sofort klar, da fiir jedes n € N\ {0}

Induktion iiber n fiir die rechte Ungleichung: (IA) n = 1 ist
klar. (IS) n — n+ 1:

| /\

%\

also
1 1 1 1
: > = > = : -
infM —a  infM+6§ infM
Jetzt muss man nur noch oben § > 0 so wéhlen, dass
1 1 _1—cinfM
inf M +6 infM inf M
also dquivalent
. inf M
inf M +6 = Tt il
und damit
inf M
= ——— —infM
0 1—cinf M m
~ inf M — (1 — einf M) inf M
B 1 —einf M
_ cinf M 50
 l—cinfM ’

0O.B.d.A. sei dabei € schon echt kleiner als ﬁ > 0.

Aufgabe 4
(i) Sei x € [1,2]. Dann gilt

1 1
1<1 = <14+-<2
<1+ f(z) < +t5=2

also f(x) € [1,2]. Die Fixpunktbedingung f(§) = ¢

n+1 n

Sk - Lo

k=1 k=1
(I<V) 2vn — 1+ !
- Vn+1

2¢/n(n+1)+1

IRV
- 2. 3@2n+1)+1
- vn+1
= 2Vn+1-1

nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem
geometrischen Mittel vab < 1(a +b).

Aufgabe 3

Wegen inf M > 0 gilt fiir jedes © € M bereits « > inf M > 0.
Also ist die Definition von N sinnvoll. Da M nichtleer, ist auch
N nichtleer Sei y =1 € Nmitz € M. Dann gilt y = 1 <
mf 7> also ist f 7 eme obere Schranke von N. Da N mchtleer
und nach oben beschrankt, existiert sup N € R. Da sup N
die kleinste obere Schranke von N ist, gilt sup N < inflM.
Es bleibt zu zeigen, dass sup N > inflM. Sei € > 0 beliebig.
Angenommen, § > 0 wire “klein genug”. Dann existiert nach
Definition des Infimums ein z € M mit

inf M <z <inf M + 6,

ergibt
2 +§ —¢
1+¢ 7
also £€2 = 2 und damit ist £ = /2 ein Fixpunkt in [1, 2].
(ii) Wegen
1
gilt
f'@)) < =>1

Also mit dem Mittelwertsatz
1
|flan) = FE] = | (E)llan—E&| < lan =&l

Da |ag —&| <lao — 5|+ 15 ¢/ < 5

|any1 =& =

+i=1=4,gilt

la, —&| < 4% und damit lim, o an, = & = V2.
Aufgabe 5
(i) Fiir n > 1 gilt 4n > 4, also —2n + 5 < 2n + 1 und
deshalb
i ntl 1*2]\]: n+1
~n?-2n+5 5 n2 —2n+5

3
Il
-

1
+1

= 7Zn+1

Fiir N — oo divergiert dies gegen +00, also ist die Reihe
(bestimmt) divergent.

IV
(G2
+
Mz

3

Il
_




(ii) Quotientenkriterium:

3" (n+1)In"
(n+ 1)7+13nn!

- 3<nil>n
(el

Fiir n — oo konvergiert dies gegen % > 1, also existiert
> 1 fur alle n > ng. Nach

dem zweiten Teil des Quotientenkriteriums divergiert

CLn+1
2%

ein ng € N mit

An 41
an

die Reihe.
(iii) Teleskopreihe:
ngl (n+1)(n+2)
N —\n n+l n+2

- i ;<71Ln—1&-2)<n—1|—1n—1|—2>)
G- ()
- ;<(1—N11>—<;—N12)>

Fir N — oo konverglert dies gegen <, also konvergiert

Yot AT =

Aufgabe 6

Sei € > 0 beliebig. Fiir z,y > 0 gilt nach binomischer Formel

(@)~ )] = [V1ta?— V1t
1

_ 2 2
’\/1+x2+\/1+y2|’x v
= ‘LE—y|,

fiir § := e und |z — y| < § gilt also

d. h. f ist gleichméBig stetig, da d unabhéngig von x wihlbar

ist.

Aufgabe 7

Fiir z # 0 ist f stetig differenzierbar als Kombination stetig
differenzierbarer Funktionen,

o) = {2x+1

cos(x)

, x>0
<0’

) = 1. Also rechnet man

f'(0
f(h)

Vermutung f’(0) existiert und f

‘f(h)—f(O)_1’ _ ‘h 1‘
Rdh _q|  h>0
R a<o
< |+ Sin}Eh)l‘

Fiir h — 0 konvergiert dies gegen 0, also existiert f/(0) = 1.
Offenbar gilt lim, o f'(z) = lim, o f/(x) = 1 = f/(0), also
ist f" auf ganz R stetig (aber sicherlich nicht differenzierbar).

Aufgabe 8
Da f auf ganz R differenzierbar, folgt nach dem MWS auf
[n,n + 1] die Existenz von a,, € (n,n + 1) mit

fn+1) = f(n) = f'(an)(n+1-n) = f'(an), neN.

Also lim,, . a, = co. Andererseits gilt
[f(an)l = f(n+1) = f(n)] < |f(n+1) =] +|f(n) — |

Wegen lim,_, f(x) = c existiert ein R = R(e), so dass
|f(z) — | <e/2 fiir alle z > R. Also gilt fir n > R

[f'(an)| < |f(n+1) —c[+|f(n) —c|<e

und damit lim, . f'(a,) = 0.

Aufgabe 9

O.B.d.A. sei o € (0,1), fir @ = 0 und o = 1 ist nichts zu
zeigen. Betrachte die Funktion

flx)=1+azx—(1+2) zec(-1,00).
Wegen o ¢ {0,1} ist f auf R zweimal differenzierbar mit
f(x) =

Also f'(z) = 0 genau fiir x = 0. Wegen f”(0) = —a(a—1) >0
hat f bei = 0 ein relatives Minimum. Fiir —1 < z < 0 gilt
1+x € (0,1),also (1+z)*" ! > 1 wegen a € (0,1) und damit

F@)=a—a(l+2)°, —a(a - 1)(1+2)*"?

fll@) =a(l = (1 +2)*71) <0,
also ist f dort streng monoton fallend. Fiir z > 0 gilt analog
f'(=)

also ist f dort streng monoton wachsend. Daher ist bei x =
0 das absolute Minimum f(0) = 0, also f(z) > 0 fiir z €
(‘71700)

=a(l-(1+2)*"1 >0,

Aufgabe 10

Die Funktion kann anschaulich nicht Riemann-integrierbar
sein. Es reicht, zu zeigen, dass [, f(z)dz < [~ f(z)dz gilt.
Offenbar gilt [, f(x)dz = 0, denn fiir jedes o € T[0,1] mit

(n) ()

o < f gibt es bei jeder Treppenstufe I = (z,’;,x, ) ein



x € I\Q,d h. f(x) =0 fiir ein z € I. Also 0 < 0. Sei
dann ¢ € T[0,1] mit ¢ > f. Es folgt (x) > =z fiir alle
x € [0,1]. Da die Funktion g(z) = z als stetige Funktion
Riemann-integrierbar ist, folgt

/Olw(x)de/olxdx

Betrachte jetzt die Treppenfunktion

o(a) ={ DAL

0 , sonst

Offenbar gilt g > ¢, und fol p(z)dx = 1. Also fol g(z)dz > 1
und damit [* f(z)dz > 1. Daher kann f nicht Riemann-
integrierbar sein.



