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Aufgaben

Aufgabe 1

1. Sei f € Cla,b]. Dann existiert ein F' € Ct[a,b] mit F'(z) = f(z) fiir alle z € [a, b].
Sei f : [0,00) — R stetig und monoton fallend. Wenn [;° f(z)dz existiert, dann
existiert auch lim, o f(z).

3. Sei {fn}nen C Cla,b]. Dann ist auch f(z) := >_7°  f(x) stetig. auf [a, b].

4. Sei (M,d) ein metrischer Raum, A C M abgeschlossen und K C M kompakt. Dann
ist AU K kompakt.

5. Sei (M,d) ein metrischer Raum, O C M offen und K C M kompakt. Dann ist O \ K
offen.

6. Sei (M,d) ein metrischer Raum und K C M kompakt. Dann ist (K,d|gxk) ein
vollstédndiger metrischer Raum.

7. Eine Abbildung f : R? — R ist genau dann stetig in x = (z1, 2
fG,z2) : R —Rund f(z1,-) : R — R in 21 bzw. xs stetig sind.

8. Sei f:R?— Rin zy € R? partiell differenzierbar. Dann besitzt f in zo alle Rich-
tungsableitungen.

9. Jede stetig partiell differenzierbare Abbildung f : R™ — R™ ist differenzierbar.

)T € R?, wenn

10.  Sei f:R? — R in xg € R? zweimal partiell differenzierbar. Dann ist H (7o) symme-
trisch.
Aufgabe 2

Uberpriife die Existenz folgender Integrale und berechne ggf. deren Werte:

0 2 o0 1
(i) / drtr (ii) / %% i
1

1dad —da2 -1 x

Aufgabe 3
Zeige, dass durch

=1
f(w):;xnﬂ

eine stetige Funktion f : (1,00) — R festgelegt ist.

Aufgabe 4

Bestimme mit Hilfe einer geeigneten Taylorentwicklung eine Zahl z € Q mit |z — /17| < 107%.
Hinweis: 17 = 42 + 1.

Aufgabe 5

Welche der folgenden Mengen K C (V|| - ||v) sind kompakt? Die Antworten sind zu begriinden.

(i) K:=Qnlo,1] c (R,|-])

o= { () <=116)- G160 -6)

(iil) K= {(z,9)T €eR? |z >y> Ay >2?} C (R%]||2)

= 3} C (B2l [l2)

Hinweis: Zeichnungen helfen.
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Aufgabe 6
Sei A € R¥*? symmetrisch. Zeige, dass der durch
Az, x)
vz e R\ {0} : = (Az,
RN} o) = T

gegebene Rayleigh-Quotient ¢ : R?\ {0} — R stetig differenzierbar ist und berechne grado(z). Zeige, dass genau dann
grado(z) = 0 gilt, wenn Az = o(z)x.

Hinweis: Schreibe g als Verkettung.

Aufgabe 7

Sei f: R? — RY stetig differenzierbar und ¢ € R? ein Fixpunkt von f mit ||Df|¢| < 1. Zeige, dass Zahlen r > 0 und
q € (0,1) existieren, so dass fiir alle z € B(&,r) schon || f(x) — |2 < ¢llz — £]|2 gilt.
Bem.: Ein solcher Fixpunkt £ heifit attraktiv.

Aufgabe 8
Sei f:R? — R gegeben durch

zt (y+1) T T
L 22142 ; (x,y) 7é (070)
f“”*‘{)ﬂ (@,9)T = (0,07

Zeige, dass f in (x,y)T = (0,0)T zweimal partiell differenzierbar ist und berechne H(0,0).
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Lﬁsungen (ii) Kritisch ist die obere Grenze. Fiir R > 1 rechnet

man mit Substitution z = e¥ und anschlielender
Aufgabe 1 partieller Integration (u =y, v/ = e~ ¥)

1. wahr, F(t) := fi f(x) dr gemiB Hauptsatz

R log R
1 g
/ og(2x) der = / ye Y dy
2. wahr: Es ist f > 0, sonst wiirde [, f(z)dx nicht 1T 0

existieren (!). Und lim;_,, f(t) = 0 wegen log R log R
= —ye Y —I—/ e Ydy
t e} 0 0
0<fW< | fls)yds< [ fls)ds—0 logR gk
t—1 t—1 = — _ eV
R 0
3. falsch, dazu braucht man glm. Konvergenz, vgl. VL _ logR+1 1
R

4. falsch, K =[0,1], A = [0, 00), K U A nicht kompakt

.. 1 . logR (1s .
5. wahr, K ist abgeschlossen, also M\ K offen, O\ K = gurlR - sttrebt & sowie =5~ (I'Hospital) gegen
O N M\ K offen als Schnitt offener Mengen » 8180 existier
6. wahr, vgl. VL /°° L
1 x

7. falsch, f(z,y) := 0 fiir 2y = 0 und 1 sonst ist
in (0,0)7 nicht stetig (betrachte Folge (1/n,1/n)T), Aufgabe 3
aber f(-,0) und f(0,-) sind stetig auf ganz R
Bezeichne f,,(z) := i, offenbar ist f,, € C(1, 00). Punkt-

417

8. falsch, vgl. Ubung weise Konvergenz (und damit Wohldefiniertheit) von >~ | f, ()
9. wahr, vgl. VL ist klar, denn fiir z > 1 gilt ﬁ < ml,,” so dass die geo-

metrische Reihe >0 | -L- eine Majorante fiir f(z) ist.

Fiir die Stetigkeit zeigen wir gleichméflige Konvergenz auf
jedem Intervall [a,b] C (1,00). Fiir z € [a,b] gilt z > a,

10. falsch, dazu muss f zweimal stetig p.db. sein

Aufgabe 2 also ﬁ < a%_’_l, also ||fn||LOC(a,b) = a%-i-l' Also
() Wegen . .,
= < _—
4o — 42’ 4o — 1= (x—1)(42® 4+ 1) z_:luf"HL‘”(a’b) z_:la"—l-l T ian =

hat der Integrand auf [—1,0] keine Nullstellen, das

> 1 trische Reih d nach dem Weierstrafl—
Integral existiert als ganz gewohnliches Integral. Der weeen (geometrische Reihe), und nach dem Wejerstra

Kriterium konvergiert f gleichmifig auf [a,b]. Da f,, ste-

PBZ-Ansatz tig auf [a,b], gilt dies auch fiir f, und mit beliebigem
4% + x A N Bz +C [a,b] C (1,00) ist f sogar auf (1,00) stetig.
43 — 422+ —1 x—1 4a2+1
fithrt nach Mult. mit HN auf Aufgabe 4

A(42? +1) + Bz(z — 1) + C(z — 1) = 422 + , Mit dem Hinweis gilt

; 1
also VIT=VI6+1=4/1+ -

4A+B = 4
-B+C =1 Mit f(z) = V14w, 39 =0, z = {5 also V17 = 4f(z).
A-C =0 Nach Ubung ist die Taylorreihe von f um zo = 0 gerade
und damit C =1 = A, B = 0. Damit < 1172
: =3 (1)
/ S dx n=o \ "
1 da’ —da?+x -1 . . — . .
0 0 In einer Umgebung von xg ist f beliebig oft differenzierbar
— / 1 dr + / 1 als Verkettung, also gilt fiir jedes n € N die Taylorformel
1T — 1 -1 43}'2 =+ 1
") (20)
= IREYIe. @) =3 L @ 0t 4 R )
=Y Joglr— 1 ‘ +-o | ——d 0 01
ogle —1f|  +3 i L
1 0
= —log2+ 5 arctany} , und
1 FoE) 1
= —arctan2 — log?2 =4 (g —
2 g RTL+1($) (n+ 1)' (l‘ 250) ) 5 € (0, 16)
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In der Aufgabe also speziell

1 1/2 Lo _
it (— 1 /2=(n+1) 16— (n+1)
Rl (7)o :
€0, 35 1/2
< 16~ (D —.
- ‘(n—%l)‘ ° o
Wir bestimmen ein n € N mit ¢, < i 21074 = m.
Tabelle liefert:
1/2
n | (,43) | n
0] 1/2 1/32
1] -1/8 1/2048
2| 1/16 | 1/65536 < 1/40000

Also n = 2 und die gesuchte Zahl lautet

e () () 5 ()
1 1 2111

32 2048  2048°

Aufgabe 5

(i) K ist nicht abgeschlossen, kann also nicht kompakt
sein.

(i) Fiir (z,y)T € K gilt
I@,9) Iz < 11, 0)ll2+[I(z, )" = (1,0)]]2 < 1+3 = 4,
also ist K beschriankt. Die Abbildung

fo@y)t = Iz y)" = (L0 [la+l(z.9)" —(1,0)" 2

ist stetig als Komposition stetiger Abbildungen, also
ist K = f~1(3) als stetiges Urbild einer abgeschlos-
senen Menge abgeschlossen und damit kompakt nach
Heine-Borel.

K ist beschréinkt. Denn fiir (x,y)” € K gilt zunsichst
x> y?>0und y > z? > 0. Andererseits gilt =,y <
1. Denn falls (z,3)”7 € K mit 2 > 1, dann gilt x >
y? > (22)? = 2* (Widerspruch). Analog gilt im Fall
(r,y)T € Kmity > 1y > 22 > (y?)? = y*. Also
Beschrinktheit ||(x, )72 < v/2. Schreibt man

K={(zy)" 2>y} {(x,9)" |y >2?},

so identifiziert man K als Schnitt zweier abgeschlos-
sener Mengen (jeweils stetiges Urbild einer abgeschl.
Menge), also abgeschlossen und damit kompakt nach
Heine-Borel.

(iii)

Aufgabe 6

Setze f(r) := (Az,z) und g(z) := (x,z). Nach Ubung
sind sowohl f als auch ¢ differenzierbar mit

gradf(z) = 227 A, gradg(z) = 227,

Das ist jeweils noch stetig in « und g(x) # 0 fiir  # 0, also
ist o(x) = f(x)/g(x) stetig differenzierbar als Verkettung
stetig differenzierbarer Abbildungen s und ¢

t(x) = (f(x)) . s(y,2) =y/2

o=sot,
g9(z)

s und ¢ haben die Ableitungen
_ _ (eradf(x)\ _
Dt|, = Jiy(x) = (gradg(a:) =

(1/'2’ _y/ZQ)'

22T A
22T )7
Ds|(y,.yr = grads(y,z) =

Y,2)
Also liefert die Kettenregel

grado(z) = Ds|yx)Dt[s
- (o) (5)

2 TA— o(x)z”
= <JE,@(IA o(z)z")

Wegen z # 0 wird also grade(z) genau dann Null, wenn
2T A = g(x)2T, oder nach Transponieren Az = o(x)x.

Aufgabe 7

Da |[J¢(§)|| < 1 und f stetig differenzierbar, existiert eine
Umgebung U von € mit [Jy(@)]| < (1+ [JA(€))/2 =
q < 1 fir alle z € U. Da U offen, existiert ein r > 0
mit B(¢,r) C U. B(&,r) ist konvex nach Vorlesung, also
liegt fiir jedes z € B(&,r) die Verbindungsstrecke zwischen
¢ und z noch in B(§,r). Fir x € B(E,r) ist daher der
(allgemeine) Mittelwertsatz anwendbar:

[fx) =&l = [f(z)— &l
MWS
< sup [[Dfloroe—allllz =<2
0€10,1]
< dllz =&l
Aufgabe 8

Fiir (2,9)T # (0,0)T gilt lokal nur der erste Zweig, dort ist
f eine Verkettung partiell differenzierbarer Funktionen:

af _ 4ty + 1)@ +y?) 220y + 1)
%(l’,y) - (LIJQ +y2)2

of _ @ +y?) - 2aty(y +1)
aiy(xay) - (.’K2 +y2)2

Partielle Differenzierbarkeit im Nullpunkt:
f(h7 O) — f(070)

W = h—0 (h—0)
B) —
ORS00 _ o g
Also %(0,0) = 2—5(0,0) = 0. Fiir die zweiten partiellen
Ableitungen betrachte nur den Nullpunkt:
91 (h,0) — 2L(0,0) 4h5 — 213
ox \' ™" Ox \ _ _
- = % =2—-2 (h—0)
95 0,n) — 2£(0,0
8;5(? )ham(7) — 04)0 (h"O)
oy (h.0) = 550,00 o0
Oy \ '™ Oy \ 7 _ -
W = s -0 (h—0)
970, h) — 2L(0,0
w2000 o o

Also Hf(0,0) = ((2) 8)
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