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Merkblatt zur Differentiation in normierten Riumen

e Definition: Seien (V,|| - ||v), (W, | - ||lw) normierte Réume. Dann heifit f : V. — W differenzierbar in z € V,
wenn eine lineare, stetige Abbildung D f|, € L(V, W) existiert mit

[f(x+h) = f(z) = Dflshlly = o([|h]v), h—0
Hinreichend dafiir ist z.B.
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Beachte also: ’D f:V = LV,W) ‘ Wir fithren Df (und die hoheren Ableitungen) in dieser abstrakten Form

ein, um einen koordinatenfreien Ableitungsbegriff zur Verfiigung zu haben, der fiir die Fille V = R", W = R™
die dort iiblichen Ableitungsbegriffe { Gradient, Jacobimatriz, Hessematriz} induziert.

e Beispiel: f:RY = R, f(z) = ||z]3.
fla+h) = f(@) = llz+ A3 = |2l = (2 + h,x + h) — (z,2) = 2(z, h) + (h, )
Also Df|,h = 2(z, h) (linear in h, stetig als Abb. endlich-dim. Rdume), denn
[f(z+h) = f(z) = 2(z, )| = [(h, k)] = ||1]|3 = o(||h]]2).

e Zusammenhang zwischen Df und Jacobimatrix Jy: Ist dimV = n < oo mit Basis {v1,...,v,} C V, dann
ist die lineare, stetige Abbildung Df|, : V — W ja schon durch Angeben von

(Dfl|av1y...y, Df]|gv,) € W"

eindeutig festgelegt (algebraisch ausgedriickt: ’ L(V,w)y=wn ‘) Fiir V.= R" und W = R™ besitzt dann Df|,

eine Matrizdarstellung Df|,h = Jh mit J € R™*™. Beziiglich der kanonischen Basen {e;} ist J genau die
Jacobimatrix Jy(x), also Jr(z) = (Df|s€i)i=1,....n € R™*™

e Beispiele:

— [ RY =R, f(z) = ||z||3, Jp(x) = grad f(z) = 22T, aber Df|,h = 2(x, h) = 22T h = grad f(x)h. Man sieht
grad f(z) = (Df|xei)i=17___,d.
— f:R" = R™, f(z) = Az, A€ R™*", Jy(z) = A, aber Df|,h = Ah(= f(h)), Js(z) = (Df|mei)i:1
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e Hohere Ableitungen (z.B. Hessematrix Hy): L(V,W) ist ein normierter Raum mit der Operatornorm

lull == [lulloev,wy = SuPgszev ”“H(;‘ww. Méoglicherweise ist also bei differenzierbarem f : V. — W auch Df :

V — L(V,W) wieder differenzierbar. Falls ja, so wire

D*f:=D(Df):V — L(V,L(V,W)) & Ly(V, W).
Hier ist Ly (V, W) der Raum aller stetigen Bilinearformen ¢ : V x V — W (zur Isomorphie vgl. Lemma 12.3.10).
Falls dimV = n < oo mit Basis {vy,...,v,} C V, so L(V,L(V,W)) = L(V,W") = W"’. Falls V = R" und
W =R, so besitzt D?f eine Matrizdarstellung D?f|.(y, 2) = (y, Hz) mit einer quadratischen Matrix H € R"*",
Beziiglich der kanonischen Basen ist dies genau die Hessematrix H = Hy(x). Wie bei der Jacobimatrix gilt
Hf(.’L’) = (D2f|:p(ei,ej))i,j:l,...,n € R»X™,
Die hoheren Ableitungen D f sind analog Abbildungen von V nach L(V, L(V,--- L(V,W)---) 2 Ly(V, W), dem
Raum der stetigen k-Linearformen ¢ : V x--- x V — W. Ist dimV = n < co mit Basis {v,...,v,} C V, so gilt
wie oben Ly (V, W) = Wn".

e Beispiele:

— f:RY =R, f(z) = ||z||%3, Df|.h = 2(x, h) wie oben. Fiir D? f rechnet man: D f|,+ny—Df|.y = 2(h,y), also
|D flo4ny — D flay — 2(h,y)| = 0, Supremum iiber alle 0 # y € R? liefert || D f|oqn — D f o —2(h, )| L(rery =
0 = o(||h]|2) und damit D?f|,h = 2(h,-). Man beachte D?f|.h € L(R%,R) und D?f|, € L(R?, L(R?, R)) =
Ly(R%,R))! Und offenbar Hy(z) = (D? |, (e, €;5)) g = 2L

—Seif:R2—>R2,f(x):<
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); das entspricht z — 2% in C = R2. Es ist Jy(z) = <§i1 _23562> bzw.
2 1

Df|yh = J¢(z)h. Fiir D? f rechnet man Df|,4ny — Dfloy = (Jr(z + h) — Jy(z))y = 2 (}}gzi J_r Z?gi) =

J(h)y, also ||Df|s+ny — Dflzy — Jp(R)y|l2 = 0 fiir jedes y € R2. Supremum iiber y liefert schlieBlich
|Dflagn — Dfle — Jp(R) - |o@erzy = 0 = o||hll2), also D?fl,y = J¢(-)y. Beachte auch hier wieder
D2f|,y € L(R?,R?) und D2f|, € L(R?, L(R%, R?)) 2 L,(R?,R?)!
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