Analysis 11 Prof. Dr. S. Dahlke
SoSe 2004 Dipl.-Math. T. Raasch

Probeklausur zur Analysis II (Dauer: ca. 2.5h)

Aufgabe 1
Entscheide, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind (Bewertung wie iiblich).
1. Sei f:[a,b] — R stetig. Dann ist F(t) := fat f(z) dz auf [a, b] stetig differenzierbar. wahr 0 falsch O
2. Sei f:[0,00) — [0,00) stetig und streng monoton fallend. Dann existiert [~ f(z) dz. wahr O falsch O
3. Jede punktweise konvergente Funktionenfolge f, : [a,b] — R konvergiert auch gleichmiBig wahr [0 falsch [J
auf [a, b].
4. Sei (M,d) ein metrischer Raum, K C M kompakt und A C M abgeschlossen. Dann ist KUA wahr 00 falsch O
kompakt.
5. Sei (M,d) ein metrischer Raum, O C M offen und A C M abgeschlossen. Dann ist O \ A wahr OO falsch O
offen.

6. Seien (M,dn), (N,dn) metrische Riume und f : M — N stetig. Dann ist fiir jede abge- wahr OO falsch O
schlossene Menge A C M auch f(A) C N abgeschlossen.

7. Seien (M,du), (N, dn) metrische Rdume und f : M — N stetig. Dann ist fiir jede kompakte wahr 0 falsch O
Menge K C M die Menge f(K) C N abgeschlossen.

8. Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ ist stetig. wahr O falsch O

9. Jede partiell differenzierbare Abbildung f : R™ — R™ ist differenzierbar. wahr O falsch O

10.  Jede stetig differenzierbare Abbildung f : R™ — R™ ist stetig partiell differenzierbar. wahr [J falsch [J
Aufgabe 2

Uberpriife die Existenz folgender Integrale und berechne ggf. deren Werte:
o (1l
(i) [, %dw

Aufgabe 3
Sei f(z) := 3>, <% . Bestimme D := {x € R|f konvergiert punktweise}. Zeige, dass f auf D stetig ist.

n=1 1—zm

Aufgabe 4
Bestimme mit Hilfe einer geeigneten Taylorentwicklung eine Zahl € € Q, so dass |£ — %\5/ 34| < 1073.

Aufgabe 5

Welche der folgenden Mengen K C (V, || - ||v) sind kompakt? Die Antworten sind zu begriinden.
(i) K:={zeR|e" =2} C (R,]-])
(i) K:={(z,y) eR? |y<1Ay>a’ -2z} C (R? ] |2)

(iii) K := {f € Cla,b] ) 1fllow <2A [ f(2)da > o} c (Cla,bl, || - |2..)

Aufgabe 6
Sei § # U C R% offen und f : [a,b] — U eine stetige Kurve. Zeige, dass die Kurve f dem Rand von U nicht beliebig nahe kommt:

nf{[|f(2) ~yll» | 2 € [a.b,y € RAV) := T\ T} > 0

Aufgabe 7
Zeige, dass die folgende Abbildung f : R? — R auf ganz R? differenzierbar ist und berechne gradf(z,y):

3

z , (z, 0,0
fayy) im | Vo o B9 #00
0 , (z,9) = (0,0)

Aufgabe 8

Sei f : R? — R stetig differenzierbar und g : [a,b] — R? eine regulire Kurve, d.h. stetig differenzierbar und g'(t) # 0 fiir alle
t € [a,b]. Ferner sei f(g(a)) = f(g(b)). Zeige, dass trotz g'(t) # 0 ein s € (a,b) existiert mit

gradf(g(s))g'(s) = 0.
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W
Aufgabe 1 ceen

1. wahr: Hauptsatz der Differential-/Integralrechnung

falsch: f(z) = Eil

falsch: f,(z) = 2™ auf [0, 1]

falsch: M =R, K =[0,1], A=R

wahr: O\ A = ON (M \ A) offen als Schnitt endlich vieler

offener Mengen

falsch: f(z) =e€*, f(R) =

7. wahr: f(K) ist kompakt wegen Stetigkeit, also insbesondere
abgeschlossen

A N

e

(0, 00) nicht abgeschlossen

8. wahr: Jede lineare Abbildung zwischen endlich-dim. normier-
ten Raumen ist beschrankt, also stetig.

9. falsch: siche A36

10. wahr: Das ist sogar dquivalent, siehe VL.

Aufgabe 2
_ _1(_1
(i) fl=) = ﬁ =3 (x_l - ?> ist auf [2, c0) stetig, kritisch
bei der Integration ist nur co. Fiir R > 2:
R R 1 R 1
2/ flx)dze = / dx —/ dz
2 5 = —1 2 41

= log(R—1)—log(R+1)+1log3

R—-1
= log —— +1log3
Ry T8
— log3 (R— o)

Also existiert [;° f(z)dz = 1 5 log 3.

(ii) f(z) ist stetig auf (O, 1], hmz\o = +o00. Also ist z = 0 kri-
tisch. Fiir R > 0:

1
/f(:v)d:c = /\fd:c—‘r/ —dz
R
_ 213/2| +2:v1/2|
- 3 z=R z=R
= 2 2psi9 op12
3 3
> ®’-0
— = —
3
Also existiert fo x)dr = %

Aufgabe 3

Offenbar kann man f bei € {£1} nicht so definieren. Fiir |z| > 1

gilt ’1 x"‘ — 1 # 0, also konvergiert f(x) nicht. Fiir |z] < 1 QK:
an+1 "1 —am)| " —1
an (1 —antlhygn| o] zntl —1
Firr |z] < 1 gilt 2™ — 0, also ‘z“;”&fiJ — 1. Und wegen |z|] < 1

An41
a

gilt fiir grofle n ‘
Demnach D := (—1,1). Sei [a,b] C D beliebig, wir zeigen glm Kon-
Ze 1 1 = eine
Cauchyfolge bzgl. || - ||z, bildet. Sei 0.B.d.A. m > n und z € [a, b]
beliebig. Wegen z € [a,b] gilt |z| < max{|a|,|b]} =: M < 1. Also
auch |z|* < |z| und damit 1 — |z|* > 1 — M. Damit rechnet man

) < 1, also konvergiert f(x) (sogar absolut).

vergenz von [ auf [a, b]. Es reicht z.z., dass fi(s) :=

LA et
[fm(2) = fn(z)] = Z 1 _ 2k < Z - k|
k=n+1 z k=n+1 z
|[e=d|=|c|—|d| m MFE
< < MF.
< > TR S DY
k=n+1 k n+1

Als Reihenrest der geometrischen Reihe wird dies fuir m > n >
N — oo beliebig klein. Also konvergiert f gleichmiBig auf [a, b].
Als gleichméBig konvergente Summe stetiger Funktionen ist auch f
stetig auf [a, b]. Da [a, b] beliebig war, ist f auch auf D stetig.

1 34\ /7 1\/®
V= =(1+—)
2 32 16

i \5/3 4 der Wert der Funktion f(z) := (1 + 2)'/5 an der Stelle

x := ==. Nach Ubung gilt die Taylorentwicklung mit xo := 0
o~ (1/5\
n=0

Wegen

@) =

%(é—l)~-~(é—(n—l)) (1+z)t/5-"
n!(lr/ls)(wm)l/f’*"

gilt fiir das Restglied Ryp41(z) in der Taylor-Approximation
=3

die Abschitzung (€ € (zo, z), vgl. Ubung)

(*) (¢
0 (2~ 20)F + Rusr ()

FOr ()
(n+1)!

hier ‘(1/5>(1+5)1/0 (nt1) 1

‘CT/LS)‘ 16’1l+1 i

Tabelle liefert die Losung:

|Rnt1(z)| = (z —zo)"

16n+1

n | (43 | n
0| 1/5 1/80
1| —2/25 | 1/3200 < 1/1000

Ason=1,6= () 1+ () k= 5

Aufgabe 5

(i) K ist abgeschlossen als Urbild von {0} unter f(z) := e® —z2.
K ist auch beschrinkt, denn fiir x < —1 gilt e* < % <1<a?
fir £ > 0 gilt immer e* > 1+ x + %x2 + %xg’ > %x3. Und
fir z > 6 gilt £2® > 22. Also K C [—6,6], damit ist K
abgeschlossen und beschrankt, daher kompakt nach Heine-
Borel.

(i) Fiir z — —oo gilt 3 — 22 — —o0, also gilt fiir fast alle n € N
(=n,—n% + 2n) € K, K kann nicht beschrinkt sein.

(iii) K ist zwar beschrinkt, aber nicht abgeschlossen (Vorsicht:

selbst das wire nur notwendig fiir Kompaktheit, nicht hmrei—

chend, da wir nicht im R? sind!). Wihle einfach f,, := ; auf

[a, b]. Das konvergiert bzgl. || - |1, gegen 0 ¢ K.

Aufgabe 6

Da K := [a,b] kompakt in R, ist auch f(K) C U C R¢ kompakt
in R%, da f stetig. Zu 2z := f(x) € f(K) existiert je ein r = r(x)
mit B(f(x),r(z)) C U. Alle solchen offenen Mengen bilden eine
Uberdeckung von f(K). Da f(K) kompakt, reichen hierfiir end-
lich viele B; := B(f(z;),r(z;)) aus mit 1 < 7 < n. Da U offen,
gilt RAU N B; = 0, also gilt fiir alle z € [a,b] und y € RAU die
Abschétzung

1f(z) =

> i i) =:
yll2 > 121%1”7“(@) m

Die rechte Seite héngt nicht von z,y ab, also gilt die Abschitzung
auch noch fiir das Infimum, f kann niemals den Rand von U beriihren.
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Aufgabe 7

Fiir (z,y) # (0,0) gilt lokal nur der erste Zweig, dort ist f stetig
differenzierbar (und damit differenzierbar), denn

2.2 2 2 _ 3 E .

8f( : 3x“\/z+y T =i 2% + 3022

—(z, = v =

oz DY 2 + 42 (=2 + y2)3/2
g3y

of Va2 +y? —ay

oo(@y) = 2102 (22 1 22)3/2

dy 2 +y (22 +y2)3/

Differenzierbarkeit in (0,0): Wir zeigen zunéchst, dass f dort auch
partiell differenzierbar ist:

i RO =F00 R Of

L BN A
hmw = ]imOZO:g(O,O)
h—0 h h—0 oy

f ist sogar auf ganz R? stetig partiell differenzierbar, denn fiir (z,y) —
(0,0) gilt

of of
a(iﬁ,y) - %(07 0)

224 + 3x2y> 3zt + 3x2y?
(22 +y2)3/2 = (22 + y2)3/2
32 < 22 4 32
(:c2 +y2)1/2 — (ac2 +y2)1/2
3va2 +y2 =3(z, )72 — 0

sowie

of of =[] (@? +y?)|z[ly|

i — 22(0,0 <

8y(x,y) 890( ,0) (22 +92)3/2 = (22 +y2)3/2
ellyl 2+’

(22 +y2)1/2 = (22 4 y2)1/2

(2, )|

|2 — 0.

Also ist f stetig partiell differenzierbar auf ganz R2, daher sogar
stetig differenzierbar.

Aufgabe 8

h:= fog:[a,b — R ist stetig diff'bar (Verkettung!) mit h(a) =
h(b). Also nach dem Satz von Rolle h/(s) = 0 fiir ein s € (a,b).
Andererseits gilt nach Kettenregel

Doty = Tile)Ig(0)

dt
= gradf(g(t))g'(t)

Also gradf(g(s))g’(s) =0 fiir ein s € (a,b), obwohl g regulér ist.
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