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Aufgabe 45:

Sei f : R2 −→ R gegeben durch

f(x, y) :=





xy
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y)T 6= (0, 0)T

0 , (x, y)T = (0, 0)T

Zeige, dass f in (x, y)T = (0, 0)T zweimal partiell differenzierbar ist und berechne Hf (0, 0). Ist
Hf (0, 0) symmetrisch? (4)

Aufgabe 46:

Sei (V, ‖ · ‖V ) ein normierter Raum. Zeige die in der Vorlesung benutzte Tatsache, dass die
Abbildung

T : L(Rd, V ) −→ V d, Tϕ := (ϕ(e1), . . . , ϕ(ed))T

ein linearer Homöomorphismus (also insbesondere stetig und stetig invertierbar) ist. (4)

Aufgabe 47:

Seien (V, ‖ · ‖V ), (W, ‖ · ‖W ) normierte Räume und für r ∈ N, r ≥ 1 sei

Lr(V,W ) := {ϕ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r−mal

−→ W linear, stetig}.

Zeige die in der Vorlesung benutzte Tatsache, dass die Abbildung

T : L(V, Lr(V, W )) −→ Lr+1(V, W ), (Tϕ)(v1, . . . , vr+1) := ϕ(v1)(v2, . . . , vr)

ein linearer Homöomorphismus ist. (4)

Aufgabe 48:

Seien f, g : Rd ⊃ G −→ R n-mal partiell differenzierbar. Zeige, dass dann das punktweise
Produkt fg : G −→ R ebenfalls in G n-mal partiell differenzierbar ist und die Leibniz-Regel gilt:

∀x ∈ G ∀α ∈ Nd, |α| = n : ∂α(fg)(x) =
∑

β≤α

(
α

β

)
∂α−βf(x)∂βg(x).

Hier ist β ≤ α und α− β komponentenweise zu verstehen,
(
α
β

)
:=

∏d
i=1

(
αi
βi

)
. (4)


