Geometrische und analytische Eigenschaften von

Hyperflichen in der Eguchi-Hanson—Metrik

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades
doctor rerum mnaturalium

(Dr. rer. nat.)
im Fach Mathematik

eingereicht an der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat 11

der Humboldt-Universitit zu Berlin

von
Dipl.-Phys. Pablo Ramacher
geboren am 30. Juli 1972 in Freiburg im Breisgau

Der Priasident der Humboldt-Universitat zu Berlin
Prof. Dr. Jiirgen Mlynek

Der Dekan der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat 11
Prof. Dr. Bodo Krause

Erster Gutachter: Prof. Dr. sc. Thomas Friedrich
Zweiter Gutachter: Prof. Dr. Jiirgen Eichhorn
Dritter Gutachter: Prof. Dr. Helmut Friedrich

Tag der miindlichen Priifung: 19. Oktober 2001






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Teil 1. Hyperflachen in der Eguchi—-Hanson—-Metrik und deren Geometrie
1. Der Eguchi-Hanson-Raum (T*P1(C), g;)
2. Hyperflichen in (T*P*(C), g;) und deren innere Geometrie
3. Die zweite Fundamentalform der Hyperflichen M3
4. Der geoditische Flufi der Hyperflichen M3

Teil 2. Das Spektrum des Dirac— und des Laplace-Operators
1. Integrale subharmonischer Funktionen auf den Hyperflichen M2
2. Einstein— und T-Killing-Spinoren auf den Hyperfliichen M3
3. Das Spektrum des Dirac-Operators
4. Das Spektrum des Laplace-Operators

Literaturverzeichnis

iii



iv

Inhaltsverzeichnis




Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Spektralgeometrie gewisser Familien von Hyperflachen,
welche als komplexe Linienbiindel im Eguchi-Hanson-Raum iiber Kurven auf $? ~
CU{oo} entstehen. Es handelt sich dabei um dreidimensionale, asymptotisch flache Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten nicht positiver Skalarkriimmung, welche fiir den Fall einer
geschlossenen Kurve in Hopf—Tori gebléittert sind. Wir beschreiben deren Geometrie im
Detail, indem wir den vollstiandigen dreidimensionalen Kriimmungstensor und die zweite
Fundamentalform berechnen. Desweiteren treffen wir einige Aussagen iiber die Struktur
des geodétischen Flusses. Da die geometrischen Eigenschaften dieser Hyperflichen expli-
zit beschrieben werden konnen, ist man in der Lage, prizise Aussagen iiber die Spektren
des Laplace— und des Dirac—Operators sowie iiber die Existenz von Lésungen spinorieller
Feldgleichungen auf diesen Hyperfldchen zu treffen. Insbesondere werden wir zeigen, dafl
fiir beliebige Kurven und p > 1 keine LP—harmonischen Funktionen existieren kénnen
und dafl im Fall von Kurven, welche mittels Mobius-Transformationen aus geschlossenen
Kurven hervorgehen, die Spektren des Laplace— und des Quadrates des Dirac-Operators
beliebig nahe an null heranreichen und demzufolge Null im Spektrum der betrachte-
ten Operatoren liegt. Wie sich herausstellt, ist Null in diesem Fall auch Spektralwert des
Dirac—Operators selbst. Fiir den Fall, daf} die betrachteten Kurven verallgemeinerte Krei-
se in C sind, welche durch Mo6bius—Transformationen aus Kreisen in C um den Ursprung
hervorgehen, kann der L2-Kern des Dirac-Operators im Sinne der Spektraltheorie be-
rechnet werden und wir zeigen, dafl dieser trivial ist. Die Untersuchungen in dieser Arbeit
zeigen, dafl die betrachteten Hyperflichen keine Losungen des Einstein—Dirac—Systems
zulassen; derartige Losungen kénnen nur durch Deformation in eine singuldre Situation
hinein erhalten werden. Es kénnen jedoch explizite Beispiele von Loésungen einer verall-
gemeinerten Killing—Gleichung fiir Spinoren, sogenannte 7T-Killing—Spinoren, konstruiert
werden.

Hopf-Tori sind in der Literatur eingehend studiert worden [25], und wurden zuerst von
Pinkall untersucht [20]. Bezeichnet 7 : S® — S? die Hopf-Faserung, so ist das Urbild ei-
ner jeden geschlossenen Kurve in S? ein immergierter Torus in S®; derartige Tori werden
Hopf-Tori genannt. Mittels solcher Tori zeigte Pinkall, dafl jede kompakte Riemannsche
Fliche vom Geschlecht eins konform als ein flacher Torus in die Einheitssphiire S ein-
gebettet werden kann. Als eine weitere Anwendung und unter Verwendung elastischer
Kurven in S? konstruierte er neue Beispiele von kompakten, eingebetteten Willmore—
Flichen in R3. Besagte Flichen sind Extremalpunkte des Willmore-Funktionals [ dA,
wobei $ die mittlere Kriimmung bezeichnet.

Die Eguchi-Hanson—Metrik ist eine vierdimensionale Metrik, die in dem Totalraum der
Faserung p : T*P}(C) — P!(C) ~ S? konstruiert werden kann und deren Holonomie-
gruppe in SU(2) enthalten ist; sie ist somit Ricci—flach und selbstdual. Sowohl die Hopf-
Faserung 7 als auch die Projektion p sind kompatibel mit der Wirkung von U(2) in
Cu{oo}, und, gleich der Standard-Metrik in S3, ist die Eguchi-Hanson-Metrik invariant
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unter dieser Wirkung. Deshalb entspricht deren Einschrankung auf den dreidimensiona-
len reell projektiven Raum P3(R), welcher in T*P!(C) als die Menge aller Kotangenti-
alvektoren der Linge eins enthalten ist, genau der Standard-Metrik in S3. Aus diesem
Grund ist die Projektion p eine geometrische Erweiterung der Hopf-Faserung, und als
Urbild einer beliebigen geschlossenen Kurve auf S? unter der Projektion p entsteht eine
dreidimensionale, nicht kompakte, in Hopf-Tori gebldtterte Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Deren Ende ist vom topologischen Typ T2 x (0,00)/{£1}, wobei T2 den zwei-
dimensionalen Torus bezeichnet. Das entsprechende Willmore-Funktional bleibt jedoch
unbeschrénkt und die betrachteten Hyperflichen sind der Integralgeometrie somit nicht
zugénglich. Das Interesse an der Eguchi-Hanson—Metrik selbst geht auf ein Resultat von
Schoen und Yau zuriick [21], welches besagt, daf eine vollstindige, asymptotisch euklidi-
sche, vierdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Ricci-Tensor verschwindet,
notwendig flach sein mufl. Fiir asymptotisch lokal euklidische Kahler—-Metriken mit ver-
schwindendem Ricci—Tensor trifft eine entsprechende Aussage jedoch nicht zu, und die
Eguchi-Hanson-Metrik stellte das erste Beispiel einer solchen Metrik dar [4].

Wir geben nun die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit wieder. Sie ist in zwei Teile
gegliedert. Der erste Teil ist der Geometrie der betrachteten Hyperflichen gewidmet,
der zweite, dem Spektrum des Laplace— und des Dirac-Operators auf besagten Hy-
perflichen sowie der Untersuchung spinorieller Feldgleichungen. Zur Konstruktion der
Eguchi—-Hanson-Metrik in Teil 1, Abschnitt 1 identifizieren wir das Kotangentialbiindel
des komplex projektiven Raumes P!(C) mit dem Quadrat H? des kanonischen Biindels
und realisieren den Totalraum als die Menge aller Aquivalenzklassen von Tripeln [, B, 7]
beziiglich der Aquivalenzrelation (o, 3,7) ~1 (Aa, AB,7/A?), A € C*, wobei [a : ]
homogene Koordinaten in P*(C) sind und 7 eine komplexe Zahl ist. Die Eguchi-Hanson—
Metrik ist dann durch das Kahler—Potential

]2 g4 42 U1 _
fei=/uf +¢ +tlog\/m+t2, t >0,

gegeben, wobei u; : H2 — R die Funktion u ([a, 3,7]) = (Jef® + |8]°)]7] ist. AuBerhalb
der exzeptionellen Kurve, also des Nullschnittes, ist u; eine C*°—Funktion, und dasselbe
gilt fiir f;. Die zu f; gehorige Form w; = 190 f; ist sogar auf dem Nullschnitt regulir
und definiert somit eine Kihler-Form auf ganz H?2. Fiir eine beliebige, auf Bogenlinge
parametrisierte Kurve T'(s) = r(s)e™"(*) in CU {oo} ~ P'(C) betrachten wir dann deren
Urbild

M =p~' () = {[[(s),1,7] € H* : v € C},

und erhalten eine Familie von Hyperflichen (Mg, ht), wobei h; die induzierte Riemann-
sche Metrik bezeichnet. Jede dieser Hyperflichen ist ein komplexes Linienbiindel iiber I'
und mittels Einfiihrung von Polarkoordinaten /v = 0e'? in jeder Faser erhalten wir eine
Parametrisierung von Ml‘f auflerhalb des Nullschnittes durch die Koordinaten s, g, ¢, sie-
he Abschnitt 2; da die Koeffizienten von h; nicht von ¢ abhéngen, ist die entsprechende
S1-Wirkung eine Isometrie. Wir bestimmen die innere Geometrie dieser Hyperflichen
und in Satz 1.1 auf Seite 10 wird der vollsténdige Ricci—Tensor beziiglich eines aufler-
halb der Ausnahmekurve globalen Schnittes im Reperbiindel berechnet. Ein Eigenwert
ist positiv, ein zweiter negativ und der dritte wird negativ fiir grofle Abstdnde o und 7.
Fiir die Skalarkriimmung ergibt sich der Ausdruck

ot(r® +1)°

S =— .
(Q4(7"2+1)2+t4)3/2
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Sie ist fiir o > 0 strikt negativ und geht fiir groBe o und r wie 1/0%(r? + 1) gegen null.
Fiir t # 0 bleibt S bei o = 0 regulidr und verschwindet somit lings des Nullschnittes.
In Abschnitt 3 wenden wir uns der Untersuchung des Levi—Civita—Zusammmenhangs
des Eguchi-Hanson-Raums zu und berechnen die zweite Fundamentalform II der Hyper-
fliichen M3; wir erhalten fiir deren Komponenten beziiglich des erwihnten Orthonormal-
repers

0 0 0
K K
II* = 0 0 % r241 ’
K K
0 4_g 241 f.)

siehe Satz 1.2 auf Seite 23 sowie Korollar 1.1 auf Seite 26. Dabei bezeichnet K die
Funktion K = 20%(r? + 1)/y/0*(r2 + 1)2 + t* und § die mittlere Kriimmung. Sie ist
durch die geoditische Kriimmung k, von I, aufgefaBt als eine Kurve in S2, geméf der

Formel
2
H = ky
Q4(7"2 + 1)2 +t4

gegeben. Dies erscheint natiirlich, da die Geometrie des Vektorbiindels 7*P*(C) durch
die elliptische Geometrie von P!(C) ~ S? bestimmt ist. Desweiteren impliziert obige For-
mel, da8 M2 genau dann eine Minimalfiéiche ist, falls kg = 0, also I' ein Grofikreis in 52
ist. Da weiter die Funktion 0?(r? + 1) der Entfernung in T*P!(C) entspricht, sind sowohl
die Skalarkriimmung S und die mittlere Kriimmung $) sowie sémtliche Komponenten des
Ricci-Tensors und der zweiten Fundamentalform offenkundig invariant unter der Wir-
kung der Isometriegruppe U(2). Der Abschnitt 4 enthélt schlieBlich einige Bemerkungen
zur Struktur des geoditischen Flusses der Hyperflichen M{. So berechnen wir fiir den
Fall, da8 T" ein Kreis in C mit Radius r(s) = r ist, den Abstand eines Punktes in M3
mit den Koordinaten s, go, ¢o zu der Kurve I' C M2 und erhalten

oo(rg +1)°
t4 ’

1
dist (po, T') = mgg(rg +1)F(1/2,1/4,3/2, -
siehe Proposition 1.11 auf Seite 31; dabei bezeichnet F die hypergeometrische Funktion.
In dieser Situation kann dann das exponentielle Wachstum von M} explizit bestimmt
werden.

In Abschnitt 1 von Teil 2 wird fiir p > 1 das Verschwinden des LP—Kerns des Laplace—
Operators auf den Hyperfliichen (M3, h;) fiir jedes t > 0 und beliebige Kurven I' bewie-
sen, indem die Existenz einer kanonischen ausschopfenden Funktion auf den betrachte-
ten Hyperflachen, siehe Proposition 2.2 und Korollar 2.1 auf Seite 37, gezeigt wird. Das
Resultat folgt dann aus Ergebnissen von Greene und Wu [10], die Integrale gewisser ver-
allgemeinerter subharmonischer Funktionen auf zusammenh#ngenden, nicht kompakten
Riemannschen Mannigfaltigkeiten, welche eine solche Funktion zulassen, untersuchten
und zeigten, dafl besagte Integrale nicht beschrinkt bleiben kénnen. Fiir den kleinsten
Spektralwert des Laplace—Operators auf Funktionen erhalten wir in Abschnitt 4 die erste
Abschétzung

MO(ME) < t_27 t> 07
wobei I' eine geschlossene Kurve ist, siehe Korollar 2.2 auf Seite 59, da allgemein un-

tere Schranken fiir den Ricci—Tensor einer offenen, vollstéindigen Mannigfaltigkeit obere
Schranken fiir den kleinsten Spektralwert des Laplace—Operators implizieren [5]. Unter
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Verwendung des min—max—-Prinzips sind wir dann in der Lage, das Infimum des Spek-
trums des Abschlusses des Laplace-Operators A auf (M3, h;) zu bestimmen, und erhalten

info(A) <46

fiir jedes 6 > 0 und beliebige t > 0 und geschlossene Kurven I'. Demnach ist po(M3) = 0.
Aufgrund der Tatsache, da8 Null kein L2-Eigenwert sein kann, folgt somit 0 € gess(A).
Ein Resultat von Brooks [3] impliziert dann, daf in diesem Fall die Hyperflichen M3
von subexponentiellem Wachstum sein miissen.

Abschnitt 2 ist dem Studium spinorieller Feldgleichungen gewidmet. In [8] zeigten Fried-
rich und Kim, dafl in Dimension 3 die Existenz einer Losung des Einstein—Dirac—Systems
dquivalent zur Existenz eines sogenannten schwachen Killing—Spinors oder WK-Spinors
ist. Fiir die Existenz eines solchen Spinors bestimmten sie wiederum geometrische Inte-
grabilitdtsbedingungen, die unabhéngig von der zugrundeliegenden Spin—Struktur sind,
und wir zeigen, dafl fiir ¢ > 0 diese Bedingungen niemals erfiillt sein koénnen. Somit
konnen keine Lésungen des Einstein-Dirac—Systems auf den Hyperflichen (Mg, hy) fiir
beliebige ¢ > 0 und Kurven T, siehe Proposition 2.4 auf Seite 40, existieren. Nichts-
destotrotz konnen solche Losungen im Fall ¢ = 0 und beziiglich der trivialen Spin—
Struktur explizit konstruiert werden, doch sind die betrachteten Mannigfaltigkeiten dann
nicht mehr vollstéindig. Hingegen kénnen fiir den Fall, daf8 M2 eine Minimalfisiche ist,
Losungen von weniger restriktiven spinoriellen Feldgleichungen, sogenannten T—Killing—
Spinoren, bestimmt werden. Dabei wird von der Tatsache, dafl die Eguchi—-Hanson—
Metrik selbstdual ist, Gebrauch gemacht, was zur Folge hat, dafl ein paralleler Spinor
auf dem Eguchi-Hanson-Raum existiert. Durch Einschrankung dieses Spinors auf die
Hyperflichen M2 C T*P!(C) zeigen wir dann in Proposition 2.6 auf Seite 45, daf ein
T-Killing-Spinor auf M2 genau dann existiert, wenn M3 eine Minimalflziche ist. Fiir ein
Vektorfeld X € X(M3) geniigt dann ein solcher Spinor 1* der Feldgleichung

1~ 1
Vxw = — 5Ty (X) 97 =~ TI(X) - g,

wobei Tw* (X) das durch ¢* definierte normalisierte Energie-Impuls—Tensorfeld bezeich-
net und II(X) die zweite Fundamentalform, aufgefafit als Endomorphismus im Tangen-
tialbiindel, darstellt. Die zugrundeliegende Spin—Struktur ist nach Konstruktion die in-
duzierte. Das Spektrum des Dirac—Operators D wird in Abschnitt 3 untersucht. Durch

Auffinden von oberen Schranken fiir den Rayleigh—Quotienten und mittels abermaliger
Benutzung des min-max—Prinzips zeigen wir, dafl das Infimum des Spektrums von D

auf (M2, hy) fiir den Fall, daB8 T eine geschlossene Kurve ist, beliebig klein wird; es gilt

infe(D”) <46

fiir jedes § > 0, siehe Satz 2.2 auf Seite 46. Der Parameter ¢ > 0 ist dabei beliebig und
die betrachtete Spin—Struktur ist die triviale. Mittels der expliziten Konstruktion einer
approximierenden Folge ergibt sich in diesem Fall zudem, da 0 € o(D). Ist T ein Kreis in
C um den Ursprung, so hingen die Koeffizienten von h; weder von ¢ noch von s ab, und
es liegt eine isometrische S! x S'~Wirkung vor. Der L?-Kern des Dirac-Operators sowie
der des Abschlusses zerfillt dann in die unitdren Darstellungen besagter Wirkung und
kann explizit berechnet werden. Bezeichnet Kerp2(D) = @, 5 Ha ® Hp die Zerlegung

des Kerns von D in die jeweiligen Eigenunterrdume gemifl der Spektralzerlegung der
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entsprechenden Generatoren %0, ¢ 0s, so berechnet man beziiglich der trivialen Spin—
Struktur

KerLz(Dl(Mg\F)) = @ HO ®Hﬁ,
pf=—1,-2,...

siehe Satz 2.5 auf Seite 58, withrend auf M3 die L2~Kerne des Dirac-Operators und seines
Abschlusses trivial sind. In diesem Fall ist somit 0 € o (D). Da M3 und M3 fiir A €
U(2) isometrisch sind, gelten Aussagen, die fiir eine bestimmte Kurve in CU{co} zutreffen,
auch fiir Kurven, welche durch Mébius—Transformationen aus diesen hervorgehen.

Danksagung. Der Verfasser wiinscht Prof. Dr. sc. Thomas Friedrich fiir seine Betreuung
und Hilfsbereitschaft wihrend der Erstellung dieser Arbeit zu danken.



Einleitung




Teil 1

Hyperflichen in der Eguchi-Hanson—Metrik und
deren Geometrie

In diesem ersten, der Geometrie der betrachteten Familien von Hyperflichen gewidmeten
Teil erortern wir eingangs die Konstruktion der Eguchi—-Hanson—Metrik, die das einfach-
ste Beispiel einer hyper—kédhlerschen asymptotisch lokal euklidischen Metrik darstellt.
Sie kann im Totalraum des Kotangentialbiindels iiber dem eindimensionalen komplex
projektiven Raum realisiert werden. Die zu untersuchenden Hyperfliichen M} entstehen
dann als komplexe Linienbiindel in 7*P!(C) iiber Kurven I in P!(C) ~ CU{oc} und wir
bestimmen deren vollstdndigen Kriimmungstensor sowie die zweite Fundamentalform.
Desweiteren untersuchen wir die Struktur des geodétischen Flusses derselben, welcher
im Fall einer geschlossenen Kurve drei erste Integrale aufweist. Fiir den Fall, daf3 die be-
trachtete Kurve I' ein Kreis in C um den Ursprung ist, berechnen wir den Abstand eines
Punktes zum Nullschnitt von M2 und sind so in der Lage, das exponentielle Wachstum
von M3 fiir A € U(2) explizit zu bestimmen.

1. Der Eguchi-Hanson-Raum (T*P!(C), g;)

Sei G eine endliche, nicht—triviale Untergruppe von U(m), die frei auf C™ \ {0} wirke.
Dann besitzt C™/G eine isolierte Quotientensingularitéit bei null und jede Auflésung
(M,m) von C™/@G ist eine nicht kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Kéhler—
Metrik g auf M heifit asymptotisch zu der euklidischen Metrik h auf C™/G, falls eine
glatte, surjektive Abbildung f : M — C™/G derart existiert, dal f~1(0) eine zusam-
menhingende, einfach zusammenhéngende, endliche Vereinigung von kompakten Unter-
mannigfaltigkeiten von M ist und f einen Diffeomorphismus M/f~1(0) ~ (C™/{0})/G
induziert. Unter diesem Diffeomorphismus hat f.(g) den Relationen

(1.1) flg) =h+00™), Vi) =007,  Vfilg) =00

fiir grofles r zu geniigen, wobei r die Entfernung vom Ursprung und V der flache Zu-
sammenhang in C™/G ist. Eine Metrik dieser Beschaffenheit heifit asymptotisch lokal
euklidisch oder einfach ALE-Metrik. Man beachte, dafl der topologische Typ des Endes
durch einen Quotienten des euklidischen Raumes gegeben ist. Im folgenden werden wir
uns auf den Fall m = 2 beschréanken.

Urspriinglich wurden vierdimensionale ALE-Mannigfaltigkeiten in der Relativitdtstheo-
rie als Analoga zu Instantonen in der Eichtheorie eingefiihrt. In [21] bewiesen Schoen und
Yau, daf} eine vollstdndige, asymptotisch euklidische, vierdimensionale Mannigfaltigkeit,
deren Ricci—Tensor verschwindet, notwendig flach sein mufl. Eine entsprechende Aussage
fiir Ricci-flache ALE-K&hler—-Metriken gilt jedoch nicht, da, wie bereits erwéhnt, in die-
sem Fall die Topologie des Endes von der des euklidischen Raumes verschieden ist. Eine
wichtige Klasse von Kahler—Metriken, die zu Beispielen von Ricci-flachen ALE-R&um-
en fiihrt, bilden die sogenannten Hyper—Ké&hler—Strukturen. Im Fall einer orientierten,
vierdimensionalen C*°—Mannigfaltigkeit X entspricht eine Hyper—Kéahler—Struktur einer

1



2 1. Hyperflichen in der Eguchi-Hanson—Metrik

Metrik, deren Holonomie in SU(2) enthalten ist. Eine Mannigfaltigkeit mit einer sol-
chen Struktur ist Ricci-flach und selbstdual, und deren Metrik ist k&hlersch beziiglich
jeder der drei antikommutierenden komplexen Strukturen. Eine Hyper—Ké&hler—Struktur
kann auch als ein Tripel von glatten, geschlossenen 2—-Formen o1, 03, o3 auf X definiert
werden, die lokal eine Darstellung der Form

(1.2) o1 =11 Nlg+ 15 Nl3, o0 =11 N3 — 13 Ny, o3 =11 Ny + 13 Nly,

besitzen, wobei (l1,...,l4) ein lokales orientiertes Reper von 1-Formen auf X ist. Die
systematische Konstruktion von ALE-Ké&hler—-Metriken mit Holonomie SU(2) als Hyper—
Kédhler—Quotienten wurde von Hitchin [12] begonnen und anschlieflend von Kronheimer
[16, 17] durchgefiihrt, die die Réume C?/G fiir allgemeine Polyedergruppen G C SU(2)
studierten. Sie zeigten die Existenz von Hyper—K#&hler—-Metriken auf der Auflésung M
fir die jeweils betrachteten Gruppen G und erzielten eine vollstindige Klassifikation.
Fiir zyklische Gruppen sind diese Metriken explizit bekannt. ALE-Metriken mit Holo-
nomie SU(2), SU(3) oder SU(4) spielten bei der Konstruktion kompakter 7— und 8-
Mannigfaltigkeiten mit Holonomie Go und Spin(7) durch Joyce [13] eine entscheidende
Rolle.

Das erste Beispiel einer vierdimensionalen Hyper—Ké&hler—-ALE-Mannigfaltigkeit wurde
von Eguchi und Hanson gefunden [4]. Wir beschreiben im folgenden die Konstruktion
dieser Metrik. Sei m = 2 und G = Zs und ® die Abbildung

d:C2— C?, D(z1,29) = (Z%,Z%,leg).
Das Bild von C? unter ® ist gegeben durch
X =Im® = {(wl,wg,wg) e C?:wwy = wg},

und @ induziert eine Bijektion ® : C2/{#£1} — X, so dal X analytisch dquivalent zu
C?/ {#£1} wird. Das kanonische Biindel iiber P!(C),

H = {(l,v) € PY(C) XCQ:UEZ},

kann explizit wie folgt realisiert werden. Fiihren wir die homogenen Koordinaten [« : 8] in
P!(C) ein, so besteht der Totalraum H aus allen Aquivalenzklassen von Tripeln [a, 3,7]
beziiglich der Aquivalenzrelation (o, 3,7) ~ (Aa, AB,7v/A), wobei A € C* und 7 eine
komplexe Zahl ist, d. h.

H = {(a,3,7) € (C*\ {0}) xC} / ~.

Das eindimensionale komplexe Tangentialbiindel TP!(C) ist biholomorph zum Quadrat
des zu dem kanonischen Biindel dualen Biindels [19],

TPY(C) = H*® H*,
woraus man fiir das Kotangentialbiindel T*P!(C) die Beschreibung
T*PH(C) = H* = {(a, 8,7) € (C°\ {0}) x C} / ~
mit der Aquivalenzrelation (o, 3,7v) ~1 (Aa, AB,~/A?) erhilt. Wir bemerken dabei, daf
H? einfach zusammenhéngend ist. Wir definieren nun die Abbildung
i H? — X, (e, ,9]) = (@®y, 8%y, aB).

Das Urbild des Punktes (0,0,0) unter m entspricht dem Nullschnitt des Biindels H?2.
AuBlerhalb dieser Menge ist 7 : H? \ P*(C) — X \ {(0,0,0)} bijektiv, und (H?,7) stellt
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eine Auflssung der Singularitit von C2/{#£1} bei null dar. Zusammenfassend erhalten
H2

wir das Diagramm
K

1 X
/
€2/ {+1} =

Die Abbildung 7 ist dabei durch die Formel 7 ([c, 3,7]) = [a/7, 31/7] gegeben. Die

geschlossene 2-Form dz; A dzy und die Funktion uy := |z|* + |22|® auf C2 sind invari-
ant unter Reflexionen am Ursprung und kénnen infolgedessen als Formen auf C?/ {+1}
aufgefait werden. Durch Zuriickziehen erhilt man Formen auf H?2, die wir im folgenden
ebenfalls mit dz; A dzs und u; bezeichnen werden.

Wir kommen nun zur Beschreibung der Eguchi-Hanson—Metrik. Le Brun folgend [18]
betrachten wir auf der komplexen Mannigfaltigkeit H? die Familie von reellwertigen
Funktionen fi,

fi ::\/uf+t4+t21og#, t>0.
Vui 4t + 12

Die Funktion u; : H2 — R ist dabei explizit durch u; ([or, 8,7]) = (|a]® +|8/%)|y| gegeben
und man sieht, dafl aulerhalb der exzeptionellen Kurve, also des Nullschnittes, u; eine
glatte Funktion ist, und dasselbe gilt fiir f;. Fiir ¢ > 0 ist die assoziierte Form

Wy = z@gft S 51’1(H2)

sogar auf der exzeptionellen Kurve reguldr und definiert somit eine Kéhler—Metrik auf
H?. So kann unter Benutzung von homogenen Koordinaten eine komplex analytische
Struktur auf H? wie folgt definiert werden: Wir betrachten in H? die offenen Teilmengen
Ua = {[e,3,7] : a # 0}, Ug = {[e, B,7] : B # 0} und definieren die Homeomorphismen

ho : Ua — C?,  [a, 8,7] = [1, B/, va*] — (B/a, va?),
hg : Uy — C*, [, 3,7] = [a/B,1,78%] — (o/B,75°).

Da hg o hgl : hg(Ua NUB) — ha(Uy N Ug) biholomorph ist, ergibt dies eine komplex
analytische Struktur auf H2. Wir konnen deshalb die Funktionen 3 und v als lokale
Koordinaten in U, auffassen, indem wir a gleich eins setzen, so daB 9 : £P9)(H?) —
EWTLa)(H?) und 9 : EPD(H?) — €9tV (H?) auf U, durch

0 0 — 0 — 0
0=-"ag+Lay, 9=-Lig+-Lay
a5 T oy h 530 T a5 ™

gegeben sind. Die Regularitdt von wy fiir ¢ > 0 folgt dann aufgrund der Tatsache, dafl

die Ableitungen von f; beziiglich v, 8 und 7, 8 regulir werden (beachte, dal u; = (1 +
BB)VY7 ); so gilt beispielsweise in C

09 [ V2P + 1 + 2 log 12 _ A Q)i e,
V22t + 12 4(t* + z22) (12 + Vi* + 22)?

Fiir ¢t = 0 werden fy = u; und wqg lings des Nullschnittes singuldr. Auf H? induziert die
Kahler-Form w; eine Riemannsche Metrik geméafl der Formel

g(X,Y) = w(X,JY), XY €X(H?,
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wobei J die komplexe Struktur von H? bezeichnet. Fiir ¢ # 0 wird damit (H?, g;) eine
vollstéandige Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Da die komplexe Mannigfaltigkeit M* := H? \ P!(C) eine offene, dichte Teilmenge von
H? ist, geniigt es fiir das Studium der geometrischen Eigenschaften von H?, sowohl w;
als auch die anderen relevanten geometrischen GréBen auf M* zu betrachten. Da weiter
M* unter m; bijektiv auf C2\ {0}/ {£1} abgebildet wird, kann w; auf M* beziiglich
der Koordinaten z1, zo explizit berechnet werden. So ergibt sich fiir u; = 2121 + 2222 €
EOO(R?), aufgefaft als eine Funktion auf C2,

duy dur 1,0 mp4 0,1 /mp4
dup = —dz; + —dz; PR (R,
U1 i512< Ziz Ziz)eé' (R @ &% (RY)

5u1 = z1dZ1 + 29dZs, Ouy = Z1dz1 + Zadzo,
siehe beispielsweise [23], woraus wiederum mit 0f; = (\/u? + t*/u;) Ouy die Gleichheit
1 u? + t4 — Ju2 4+t
wt =1 — 1; ouy N Ouy +i17+88u1
Vu? +t uy uy

t4
=~ |z? dz1 AdZ1 + |22|" d22 A dZ2 + 2122 d2a N d

Nzt

+ Z122 d21 A dZQ} +1
Ui

dz1 A dz + dzg A dzs)

folgt. Beziiglich der Koordinaten z; = 1 + iy1, 20 = xo + iys driickt sich die Form
dz; N\ dz; gemaB

dz; A de =dx; A dl‘j + dy; N dyj — Z(dl‘z AN dyj + d!Cj A dyl)
aus und die Wirkung von J ist durch die Relationen J(0g,) = 0y,, J(0y,) = — Ox, gege-

ben. Die Berechnung von g; eingeschriinkt auf M* beziiglich des Repers {0, , 0z,, 0y, , Oy, }
liefert dann

Gy 0 -Gy —Gs
o 0 G1 G3 —G4
=1 —qs G G 0 ’
—G3 -Gy 0 Gy
wobei
Gi1 =G — H(z? +y3), Gy =G — H(x3 + v3),
Gs = H(z1ys — 1172), Gy = H(x122 + 1172),

und G, H : M* — R die glatten Funktionen

G2 u%+t4’ o 2t4
Uy u2/u? + t4
sind. Hieraus wird ersichtlich, daf} g; die Bedingung (1.1) erfiillt. Fiir den spéteren Ge-
brauch definieren wir weiter die glatte Funktion
K :M* >R, K =G — Hu; = 4G L.

Die Volumenform dM* = w; A wy berechriet sich weiterhin zu V(dz1 A dzZ; A dza A CiZQ),
wobei V' = 2. Die Ricci-Form Ric = i 9dlogV, siehe beispielsweise [14], verschwindet
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demnach, und es folgt unmittelbar, dafl der Riemannsche Kriimmungstensor beziiglich
der Zerlegung A\*(M*) = /\i(M‘l) & A% (M*) durch

(WL 0 0 B* S (Wi 0

R_( 0 W)+(B 0 )_E_( 0 0
gegeben ist; dabei bezeichnen W_ und W, jeweils den negativen und positiven Teil des
Weyl-Tensors, B den spurfreien Teil des Ricci-Tensors und S die Skalarkriimmung. Die
Bedingung B = 0 impliziert, da$ (H?, g;) ein Einstein-Raum ist und das Verschwinden

von W_ bedeutet, dafl (H?,g;) selbstdual ist; es ist der Aussage dquivalent, dafl das
Biindel A% (M*) flach ist und demzufolge drei parallele Formen auf A% (M*) existieren.
Als solche kénnen w; und die zwei geschlossenen 2-Formen o3, o3, die durch o5 + io3 =
dz1 N dzy definiert sind, gewéhlt werden. Es kann dann gezeigt werden, dafl das Tripel
(w1,092,03) lokal in der Form (1.2) geschrieben werden kann und somit eine Hyper—
Kahler—Struktur auf M* und damit auf H? darstellt.

Wir betrachten nun die Projektion

p: H? = T*P(C) — P'(C) 2 CU {00} = 52,

die explizit durch [a, 8,7] — [a : 8] — «/B gegeben ist. Die Funktion u; ist unter
der Standardwirkung von U(2) auf C? bzw. C? \ {0} / {1} ~ M*, die durch ihre Ma-
trixdarstellung gegeben ist, invariant. Andererseits wirkt U(2) als Gruppe holomorpher
Transformationen auf C U {oo} vermoge der Mdbius—Transformation

a by, _azth
c d ez +d
bzw. auf P*(C) gemif

Cc

Unter Einfithrung der Abbildung p := pom ! : C?\ {0} /{£1} — PY(C), die durch
plz1, z2] = [21 : 22] gegeben ist, sieht man dann, dafl

ﬁ<< Z Z ) [21722]) = < Z Z )ﬁ[zhzﬂ,

was impliziert, dal das Diagramm

H?\P1(C) —=— C?\ {0} / {1}
p .
p
PL(C)

kompatibel mit der Gruppenwirkung von U(2) ist. Da die Menge C? \ {0} / {£1} unter
U(2) auf sich selbst abgebildet wird, folgt, dal nach Ausdehnung der Wirkung von U(2)
auf H? die exzeptionelle Kurve in H? gleichermaBen auf sich selbst abgebildet werden
muB. Die Projektion p : H? — P!(C) ist demnach ebenfalls mit der U(2)-Wirkung
kompatibel. Da u; auf dem Nullschnitt verschwindet, wird u; auf H? U(2)-invariant.
Die Kéahler-Metrik w; und die Riemannsche Metrik g¢;, die vermoge der Funktion u;
definiert wurden, sind somit auf H? ebenfalls unter U(2) invariant.
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2. Hyperflichen in (7*P!(C), g;) und deren innere Geometrie

Wir fithren nun gewisse Hyperfliichen in T*P!(C) ein und betrachten zu diesem Zweck
fiir eine beliebige Kurve T'(s) = u(s) + iv(s) = 7(s)e™(*) in C U {oo} deren Urbild

Mg :=p 1 (T)={[[(s),1,7] € H* : y € C},

wodurch wir eine dreidimensionale reelle Hyperfliche in H? erhalten. Sei h; die durch
g+ auf M2 induzierte Riemannsche Metrik. Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit M2
ist offen und im Fall einer geschlossenen Kurve ist ihr Ende vom topologischen Typ
T? x (0,00)/ {£1}, wobei T? = S* x St der zweidimensionale Torus ist. Die Hyper-
fliichen M3 sind asymptotisch flach, jedoch keine ALE-Réume, da deren Ende nicht nach
dem Ende von R?/G geformt ist. Man beachte, dafl M3 ein eindimensionales komplexes
Vektorbiindel {iber I ist.

Da p : H> — PY(C) mit der Wirkung von U(2) kompatibel ist, und g; und somit h;
invariant unter dieser Wirkung sind, wird M isometrisch auf M3 abgebildet, wobei
A € U(2). Wir erinnern an dieser Stelle daran, da§ unter Mobius-Transformationen
verallgemeinerte Kreise in C wieder auf verallgemeinerte Kreise abgebildet werden.

Wir wollen im folgenden die innere Geometrie der Hyperflichen M2 bestimmen und
werden hierzu annehmen, daff T'(s) auf Bogenlidnge parametrisiert ist. Unter Verwendung
der Projektion p erhiilt man eine Parametrisierung ¥ : [0, L) x (0, 00) x [0, 27r) — 1 (M2N
M*), (s, 0,¢) — [T1,y1, T2, y2] der Hyperfliichen M3 in M* gemifl

MENM* ~ { [Q(U(S) cos @ — v(s)sin ), o(v(s) cos p + u(s)siny), pcosy, psin cp] } ,

wobei s dem Lingenparameter von I' entspricht und /vy = o- €? € C* den Parameter in
der Faser iiber I' bezeichnet. Alle weiteren Rechnungen werden auf der Mannigfaltigkeit
M3 NM*, welche dicht in M liegt, durchgefiihrt werden. Die durch die Parametrisierung
U auf M2 induzierten Vektorfelder lauten

0s =W, (05) = (g(acoscp —vsinp), o(vcosyp + using), 0, 0),
0, =",(0,) = (ucosga —vsiny, vcosy + usinp, cosy, sincp),
0o =V, (0,) = (— o(usinp +vcosp), —p(vsing —ucosy), —psing, o cosgo).
Desweiteren gilt
0(s)|* = 0% + % = 72 + r2p} = 1.

Wir bemerken, dafi uit + v0 = r#* und ud — vt = r2¢r. Weiterhin gelten aulerhalb des
Nullschnittes die Identitdten

($f+yf)|M§=97‘ : ($§+y§)|M§:QQ7
(z1y2 — ylfvz)‘Mg = —vg”, (z172 + yly2)|M1§ = up?,

sowie uy |z = 0?(r?+1). Im Fall einer geschlossenen Kurve I' ist die Hyperfliiche (M2, ht)
eine vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit solange ¢t # 0. Unter Gebrauch obiger
Relationen erhalten wir dann folgende Proposition.

Proposition 1.1. Sei h; die durch die Eguchi-Hanson—Metrik g. auf Mg C H? in-
duzierte Riemannsche Metrik. Die Koeffizienten von hy sind dann beziiglich des lokalen
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Koordinatenrepers {05, 0,,0,} auf ME N M* gegeben durch

hi = (K + HQQ)QQ; his = r7oK,
hiz = @FT292K; hag = (7“2 + 1K,
haz =0, haz = (1” +1)0°K.

Auf M2 N M* ist die Funktion K durch die Formel
20°(r* +1)
A2+ 12+
gegeben, und die Funktionen G und H, durch

a2 o (r? +1)2 4+t I 2t
02(r2 +1) ’ A2 +1)2/0 (r2 + 1)2 + ¢4

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dafl die geometrische Bedeutung der Funktion K bzw.
G darauf beruht, da K ! gleich dem Quadrat der Linge des Gradienten der Funktion
oV12 + 1, vgl. Teil 2, Abschnitt 1, entspricht. Zur Berechnung der geometrisch relevanten
Grofen von M3 stellt es sich als zweckmiBig heraus, innerhalb des Cartanschen Forma-
lismus zu arbeiten. Zu diesem Zweck bestimmen wir ein Orthonormalreper beziiglich A,
mittels des Ansatzes

1 1
(13&) Yl:\/TEag’ }/2:\/738@, }%:D85+E89+F8¢

Die Vektorfelder Y7 und Y5 sind auf Lidnge 1 normiert; da hog = 0, sind sie zueinander
orthogonal. Aus den Bedingungen h;(Y7,Y3) = hy(Y2,Y3) = 0 und hy(Ys,Ys) = 1 erhiilt
man dann

h
(1.3b) D=hp¥y, E=-h;8,  F=-—%,
0

wobei wir die Funktion 3 := Q\/W einfithrten, und man berechnet

80%(r? + 1)2

ot(r2+1)2 + ¢4

Die so bestimmten Vektorfelder Y1, Ys, Vs sind auf ganz M2 N M* definiert und stellen
somit auBerhalb der exzeptionellen Kurve einen globalen Schnitt im Reperbiindel von

M3 dar. Wir bemerken, da8 D stets positiv ist, da has positiv ist. Die zu dem gegebenen
Orthonormalreper duale Basis von 1-Formen {wl, w?, w3} ist dann durch

(1.4) wl = \/h_22<dg — %ds), w? = \/hf_33<dga — %ds), wd = %ds

gegeben; zusammen mit den Zusammenhangsformen w;; = ht(VY;,Y;) des Levi-Civita—
Zusammenhangs V von M2 sowie den Komponenten des Riemannschen Kriimmungsten-
sors R},, = Ry, sind sie eindeutig durch die Strukturgleichungen von Cartan

det ht = h22(h11h33 — h%2Q2 — h%3) = 4(7“2 + 1)KQ4 =

3
(1.5) dw' = Zwii AW,
j=1

3 3
1 ,
(1.6) dw;; = Zwik A wkj + 3 Z Ry, wh AW
k=1 k=1
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bestimmt. Wir bestimmen nun die Zusammenhangsformen der betrachteten Hyperflichen.

Proposition 1.2. In der Basis (1.3) sind die Formen wj; des Levi-Civita—Zusammen-
hangs von (Mg, hy) gegeben durch

Wiz = \/;1; (1 5 (log ), ) - (1 + Q(logK),g> (dcp gds) :

(log D) ,w® = — D\/E(IOgD 0 ds,

1
w13 = —
Vhao

wo3 = 0.

Beweis. Unter Benutzung des Orthonormalrepers (1.3) auf M2 N M* kénnen die Kom-
ponenten des Levi—-Civita—Zusammenhangs mittels der sich aus der Koszul-Formel erge-
benden Beziehungen

(1.7) 2hi(Vy,Yj, Vi) = ha([Yi, Y], Vi) = ha([Y5, Vi), Vi) + Ra([Yi, Yi], Y5)

berechnet werden. Eine direkte Berechnung der Kommutatoren ergibt

1 1 1K
Vi Vel = —— (=4 =22 vy,
¥, Y2l \/h22< 2K>

D
V3, Ys] = <E,Q + 5 (2K + P+ DKL) +
22

E E
VWK,——=D,|Y;
2h22 (T. + ) 5@ D ,9) 1

1 D,
Vhaa D

D
Vs, V3] = (%92 (zm'«K 0+ 1)K7s> +

F
+Q(Eg__D )Yé+

D

E
ST (r* +1)(20K + 92K79)) Ya.

Desweiteren berechnet man
(1.8) (r* + DK 5 = 170K ,,

und hieraus

E h
Eo—=D,=%(20?+ 1)K, —riK —rioK , | = —=SriK,
D haa

D(wK + 2+ 1)K7s) + B + 1)K, =20 + 1)ri K23,

dies zeigt, daB der erste Koeffizient von [Y7, Y3] verschwindet,

E
E,—=D
0 D 0 +t 5 2h22
Auf dhnliche Weise sieht man, daf§ der zweite Koeffizient ebenfalls verschwinden muf3,

denn

(D@rPE + (2 + 1)K,,) + B + 1)K ;) = 0.

F 1 1 1
FQ - BD o = —hlg,gEE - h13 (—QEE + ?279)

1 2
—Em(’r + 1) (K792 + szg)

1 1 1
=Y (7"250{‘(2@}{ + 92K7Q)E + 27"2¢F (EK + §K79>) =0.
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Der Kommutator [Y2, Y3] verschwindet vollstéindig: unter abermaliger Beriicksichtigung
von (1.8) erhilt man

Do (wK 0+ 1)K,s) + E(r? +1)(20K + 0°K ,) = 0.

Zusammenfassend erhalten wir fiir die Kommutatoren [Y;,Y;] die Ausdriicke

1 11 1
Y,Ys] = ——— =+ =(logK) , | V. Y1, Y3 =
e @(QU(% )"-’) R

der Kommutator [Y3, Y3] ist identisch null. Damit verbleiben in den Gleichungen (1.7)
lediglich die Terme

(log D), Ys;

1 1 1 1
he([Yo,Y1],Ys) = -+ =(log K he([Y3, Y1],Y3) = — log D
(9211 %) = i (3 GlIog ), ) (VL) = —— (g D),
und wir erhalten fiir die Formen w;; die angegebenen Ausdriicke. O

Unter Beriicksichtigung dieser Ergebnisse lautet die erste Gruppe (1.5) der Strukturglei-
chungen

dw' = wis /\w2+w13/\w3 =0,

1 1 1
dw? = wog Aw! + was Aw? = (—Jr—logK )wl/\w2
\/@ 0 2( ),Q )

1
dw® = wg1 Aw! +wsg Aw? = —
Vha2

Wir sind nun in der Lage, die Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors so-
wie den vollstédndigen Ricci-Tensor und die Skalarkriimmung der Hyperflichen M3 zu
berechnen.

(log D) ,w' Aw?.

Proposition 1.3. Die Komponenten R;;i; des Riemannschen Kriimmungstensors R der
Hyperflichen (M2, hy) sind beziiglich des Orthonormalrepers (1.3) durch

1 1
Ris12 = . (E(IOE’; K)o+ (log K),Qg) )
1 2
Ra3zo3 = T (E + (log K),g) (log D) o,
1
Ri313 = T (72(1og D) po + (log K) ,(log D) , + 2(log D)i))

gegeben, wihrend Ry213, Ras12 und Ros1s verschwinden.

Beweis. Wir berechnen die Komponenten von R mit Hilfe der Strukturgleichungen (1.6).
Nach Proposition 1.2 verschwinden die 2-Formen wi3 A wss und wis A weg wihrend

1 1 1
wor Awig = — [ =+ z(log K) , (IOgD),9W2 Aw?
haa \ 0 2
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ist. Weiter berechnen sich die Differentiale dw;; der Zusammenhangsformen zu

dwig = (g(logK),g)g do ANdy + (g(logK),g)5 ds A dy

_ (% (1+ g(logK)&))’ng/\ ds
|
(

1
dw3< 1ogD7) do N ds
1 D h22( )g y

1
(oK) g+ 2102 ) 0y ) it 12
220

1
2
1 0 E 0 D 2, 3
—(logK) ,+ - (logK), > + —(logK) s )w Aw®,
(5008200 + $008 )00 ) =+ S0 ). 0=

1 1 1 2 ), 1,3
— (108 D) o + oK) 0 D) + (08 D, ) 0t 1,

dWQg = 0
und unter Verwendung der Gleichungen (1.6) ergeben sich schlielich die angegebenen

Ausdriicke fiir die Komponenten R;ji; des Kriimmungstensors. Dabei beachte man, daf
((log K)o + 0(log K) ) E + 0(log K) 5o D
orr

— (o8 K) 0+ 608 K) o) (kD) 4 0 ( 208 K) ) (% 4 DS

= ((log K) p + 0(log K) 50) (—170KE 4+ r79K¥) = 0,
was zur Folge hat, dafl Ro312 verschwindet. O

Satz 1.1. Die Komponenten R;; des Ricci—Tensors Ric der Riemannschen C*°~Mannig-
faltigkeiten (M3, h;) sind beziiglich des Schnittes (1.3) im Reperbiindel durch

1 2t4 0 0
Ric = 3 0 2t*—*(r? +1)? 0
72
2(94(7’2 +1)2+ t4) 0 0 —4tt — o' (r? + 1)

gegeben und die Skalarkrimmung lautet
ol (r? +1)2

(94(7"2 +1)2 4 t4>3/2

S'=Ri1 + Ro2 + Rz = —

Beweis. Man berechnet

2 4
(1OgK)7g = ! )
(94(7,.2 + 1)2 + t4> 0
(log K) py = — 2t* 8t PP+ 1)?
,00 — 3
(02 + 12+ 14)e (g6 412 4 11)
1 t 1 1
(log¥) p=——— =————(log K) ,,

0 <g4(r2+1)2+t4)g o 2

1 1
(log D), = (log K),, + (logX) , = _E + 5(1ogK)7g,
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und erhélt mittels vorangehender Proposition fiir die Komponenten R;; = Zzzl R
des Ricci-Tensors die Beziehungen

Rur = g |~ 008 ), (108 ) gy — (oK) o (5 + 5108 ).,
-2 (i — —(logK) , + l(logK)2 > +2 <i + 1(logK) )]
Q2 ICER] e 02 9 00
_ ! (—(logK)2 - 21(1ogK) )
2ha2 ¢ o )
Ros = 2;22 {—%(bg K),, — (log K) oo + %(2 +0(10gK)., ) (—% + %(1ogK)7g)]
1

1 2 1
— i (3 0u K. = (08 K) g0 = 5+ 0w 2 )

1 1 1 1
{(logK)yg (E + §(logK)yg> -2 <? — E(logK),g +

1

4

+2 (i—i-l(logK) )+1(2+Q(logK) )(—l—l—l(logK) )}
35 0 0 0 0 2 0

1 , 3 2
i ({108 ) g = 00w 0%+ 20y ), — 5 )
die verbleibenden Koeffizienten sind gleich null. Wie die Komponenten des Riemannschen
Kriimmungstensors bleiben die Komponenten von Ric und S fiir den Fall, dafl ¢ gegen

null geht, bei expliziter Berechnung beschriankt. So ergibt sich

1 oy 2, 44 t8
Ry = 373 —2(9 (r*+1) +t)f—2
92(7“2+1)2(Q4(7“2+1)2+t4) 0 Y
t
- 3/27
(94(7"2 +1)2+ t4)
1 8

t4 40 2 4 3
Ry = —E(g (r +1)+t)+E

3/2
20%(r2 + 1)2<g4(r2 +1)2+ t4)
t4 1
+?((Q4(7‘2 1) +t4) At (rt + 1) — E(QS(TQ P18 42002 + 1)4>)
2t — o' (r* + 1)

3/27
2(g4(r2 +1)2 +t4)

1 t
R33 = 3/2 (——2 (Q4(T2 —+ 1)2 + t4) — 42‘:4@2(7”2 + 1)2
202 (12 +1)2<g4(r2 + 1)2+t4) ¢
t8 3t4 402 2 4 1 8/..2 4 8 4/ 2 2,4
—?‘F?(Q(T +1) +t>—?(g(r +1)% +t° 4+ 20%(r +1)t>

—4t* — o' (r* + 1)

3/2
2(@4(7"2 + 1)2 + t4)

)
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und man sieht, dafl sich die divergenten Terme gegenseitig aufheben; damit sind die
inneren Kriimmungsgrofien der betrachteten Hyperflichen vollstéindig bestimmt. O

Die Skalarkriimmung S ist negativ und geht fiir groBes o und r wie 1/0%(r? + 1) gegen
null. Fiir ¢t # 0 bleiben alle Komponenten des Riemannschen Krmmungstensors und des
Ricci-Tensors sowie S bei ¢ = 0 reguldr und sind demnach iiberall auf den Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten M2 definiert. Fiir ¢ = 0 degeneriert die Skalarkriimmung bei
o0 = 0, der Tatsache entsprechend, dafl die Hyperflichen Mg in diesem Fall nicht ldnger
vollsténdig sind.

3. Die zweite Fundamentalform der Hyperflichen M3

Wir gehen nun dazu iiber, die zweite Fundamentalform der Hyperflichen M3 zu stu-
dieren. Hierfiir ist es erforderlich, den Levi-Civita-Zusammenenhang V! * des Eguchi-
Hanson-Raumes (H?, g;) zu bestimmen. Er kann mittels der Koszul-Formel berechnet
werden, welche fiir kommutierende Vektorfelder
2
20:(VY Y, Z) = X(9:(Y, 2)) + Y (9:(Y, Z)) — Z(g:(X,Y))

lautet. Im folgenden werden wir die Koordinaten x1,¥1,x2,y2 der dichten, komplexen

Mannigfaltigkeit M* C H? mit x1, 22, 23,24 bezeichnen, so dal die Komponenten von
2

VH" auf M* durch die Relationen

1 (Ogik | Ogix  0gij k kl
( ) ijk 2 ( 8xj + 821 al'k ) ij g gl
gegeben sind. Aufgrund der Symmetrie
(1.10) gkl(xm) = g,;[(acm), k:=k+2 mod4

der kovarianten Koeffizienten der Metrik erh&lt man fiir die Christoffel-Symbole die
Relationen

(1.11) it (n) = T ()
Die kontravarianten Koeffizienten g* von g; sind durch die Matrix
Gy O Gy Gs
1 1 0 Gy —G3 Gy

9t :\/detgt g4 *GG:a C(T;1 C?
3 4 1

gegeben, wobei det g; = (G1G2 — G2 — G%)? = 16. Desweiteren berechnen sich die Ablei-
tungen der Funktionen G und H zu
G,CE-; = 721‘2'H, nyi = 72111

mit [ := 2t4(3u? +t4) /u3 (u? + t*)3/2. Eine direkte Rechnung ergibt dann die Christoffel -
Symbole erster Art.

Proposition 1.4. Die Christoffel-Symbole erster Art des Eguchi—Hanson—Raumes (H?,
gt) sind auf M* gegeben durch

1
T = =1 (2H = I(af + 23)), Pig =21 <:C1:c2z3 + 5934(%3 - x%)),
P11 = 22(2H — I(af + 23)), T3 = —a3(H — I(a] + 27)),

1
g =21 (11502994 + 5933(55% - Zg))v Tiso = 24(H — I (27 + 23));
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die verbleibenden Symbole lassen sich mittels dieser erhalten, indem man die Identititen
Tiji = Tjir sowie die Relationen (1.11) zusammen mit den zusdtzlichen Symmetrien

Pagi = —T'114, Lya; = —T'ss4, [a3i = T, Fogi = =Ty
und
[i2i = T1g-1), 4 = Tis3-1)s 34 = T333-1) fir gerades i,
Tioi = —Tiigg1), Thai = —Tisern,  Dsa = —T'azign) fiir ungerades i
beriicksichtigt. O

Die Christoffel-Symbole zweiter Art ergeben sich aus diesen Formeln wie in (1.9) angege-
ben. Aufgrund der Symmetrien des Levi-Civita-Zusammenhangs V * ist es hinreichend,
lediglich sechs von diesen explizit zu berechnen. So ist

1 1
I} = —Zsch(QH —I(2? +23)) + e [acﬂm% + 23 (2H — I(2? + 22))

1
+ 21 |:(£L'11‘3 + x2xy4) <:E1:E2x4 + 5933(93% - m%))

1
— (124 — @223) ($1$2$3 + 5554(30% - I%))”

1 1 1
=1 [ — ZG(2H — I(xf + x%)) + §H2(x§ + xi) + ZHI{ — (xf + x%)(:vg + xi)

+ @+ alo - )+ 20eded + ofad)] | = o,

wobei wir die Funktion 4y = 1H?*(z} + 2%) — 1G(2H — I(2% + 23)). einfithrten. Auf
dhnliche Weise erhilt man

1 1
I3 = JoaGERH — 1 +a3) + 1H |~ aalad + ) CH - 163 +3)
1
+21 { — (v174 — T273) (931932964 + 5%(1@ - 933))

1
— (2123 + ®224) <$1$2$3 + 5954(303 - x%))”

— 2| JGCH - 10} + ) - 32 + o) + A0 + ) (e} + o)
e ad)(et - o) - 2eted + adad)] | =
Desweiteren bestimmen sich die Christoffel-Symbole I'}; und I'{; gem#fl
s = iGF113 + EH[ —Tyy3(2? + 23)
— (2H — I(27 + 23)) [z1 (2123 + 2224) + 22 (21224 — achg)]}
= iGFHB - %H2(2m1m2x4 + z3(23 — 23))

1
+ ZH [ - ].—‘113(1'% + :E%) + I(:L'% + 1’%)(21‘11'21'4 + ms(x% - m%))}
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1 1
= §C<m1x2x4 + 5993(;& — m%)),
4 1 1 2 2
Fll = ZGFlM + ZH[* F114(l‘1 -+ 1‘2)
— (2H — I(27 + 23)) [21 (2174 — T223) — 22 (2123 + m2x4)]}

1 1
= ZGFIM + §H2(2£L'11‘21‘3 + 24(22 — 22))

1
+ ZH{ - F114(:Ef + :L'%) + I(:Ef + 1’%)(721’11’21‘3 + :c;;(:c% - m%))}

1 1

= ——C(I1$2I3 + —m(ac% — x%)),
2 2

wobei C = (IG — 2H?). Schlielich berechnet man
1 1
Il = ZGFlSl + ZH[ —Ti31 (23 + 23)

+ (H — I(z3 + 23)) [ — z1(z2ma + 2123) + 22 (2124 — achg)]}
1

= =% [G(H —I(21 +23)) + H*(—23 — 23 + 23 + x%)}

1
+ SHI (@} + 23)(a3 + o3) — (2 + ) (e} + 23)| = —ws By,

4
1 1
I, = ZGFBQ + ZH[ —Ty30(x2 + 27)

+ (H — I($§ + Ii)) [$1 (I1$4 — $2I3) + I2($2I4 + I1$3)H

1
= % [G(H — (23 4+ 23)) + H?(—2% — 22 + 23 + x%)}

1
+ 1 HI|wa(o} +3) (0} +a3) — wa(ad + 2d)(at +23)| = 2uBy;

dabei ist By durch By = [G(H — I(x} + 23)) + H*(2? + 23 — 2} — 23)] gegeben.
Unter Beriicksichtigung der Relationen (1.10), (1.11) erhélt man auf diese Weise folgende

Proposition.

Proposition 1.5. Die Komponenten F;k des Levi-Civita—Zusammenhangs des Equchi—
Hanson—Raumes (H?, g;) sind auf M* gegeben durch

F%l = l‘lAl, Fg3 = 1'3A2,
F%l = —IQAl, F§3 = —$4A2,
C 1 C 1
F?l =5 (x1x2x4 + 5]}3(.%% — x%)), F§3 =5 (x2x3x4 + §x1($§ — xi)),
C 1 C 1
F‘lll =3 (I1$2$3 + 5304(3@% — x%)), I’§3 =3 (x1x3x4 + §x2(xi — x%)),
F%S = —IgBl, Fi’3 = —xlBQ,

2 4
F13 = 1‘431, F13 = :L'QBQ,
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wobei

1 1
Ay = §H2($§ +a3) - ZG(QH — I(x7 + 23)),

1

By = 3 [GUH — I(a3 +28)) + H2(a3 + a3 — 23 — 23)]
1 1

Ay = §H2(:E? +a3) - 7GC2H - I3+ 23)),
1

By = £ [G(H — I(a3 + o3)) + B*(03 + o3 — a3 — a3)]

und C = (IG — 2H?). Alle verbleibenden F;k konnen aus den obigen unter Verwendung
der Identitdten Ffj = I‘?i sowie der Relationen

FéQ = _Flﬁv Ffm = _Fégv Fég = Fi4a F§4 = _Fi3
und
=T, =T, D =Ty Jir gerades i,
Iy, = —Fﬁﬂ), ri, = —ngg,ﬂ), I, = —Féi;l) fiir ungerades i
berechnet werden. |

Um die duBere Geometrie der Hyperflichen Mg zu beschreiben, bestimmen wir zuerst
ein Einheitsnormalenvektorfeld N : M2 — (T'M2)+ an M3. Bis auf Orientierung ist ein
solches auf M2 N M* durch die Bedingungen

gt(}/i;N):Oa Z.:]-a273a gt(NvN):]'
gegeben, welche dquivalent zum Gleichungssystem
Ni(ucosp —vsinp)K + Na(veosy + usinp) K + N3K cosp + NyK sinp =0,
—Ni(using +vcosp)K — Na(vsinp — ucosp)K — N3K sinp + NyK cosp = 0,
{Nl(ucosgo —vsing) + Na(vcosp + asirup)}(K + Ho?) — Ng(cosgo(m} + ui)
+ sin p(uv — bu))Hgf - N4(sin o(vd + ut) — cos (v — bu))Hgf =0,
(N7 + N3)(K + Ho®) + (N§ + Ni)(K + Ho®r?) + 2(Ny Ny — N3NoJvo® H
72(N3N1 + N4N2)UQ2H =0

sind. Lost man diese Gleichungen beziiglich der Komponenten N; des Normalenvektors,
erhilt man folgende Proposition.

Proposition 1.6. Der Normalenvektor der Hyperflichen (M3, hy) ist auf M2 N M* bis
auf Orientierung gegeben durch

1 K
N = 2\ / 7’2—+1(w1’ —Wa, —TW3, TW4),

wobel die Funktionen w;
wy = U Cos Y + Usin @, Wy = UCOS Y — Vsin g,
w3 = 7 sin ¢ + r¢Yr cos ¢, Wy = T COSY — rYrsinp

lauten. O
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Wir bemerken, dafl w, und w; als Real- bzw. Imaginérteil von I"(s)ew, wy und ws als
Real- bzw. Imaginiirteil von I'(s)e??e " aufgefaBt werden kénnen. Nach Konstruktion
sind die Hyperflichen Mg in H? eingebettet. Bezeichnet N das oben bestimmte Ein-
heitsnormalenvektorfeld, so ist die zweite Fundamentalform von Mﬁ durch

(1.12) IT: X(ME) x X(ME) — F(MP), I(X,Y) = g,(X,VE N)

definiert. Sie ist symmetrisch und bilinear. Im folgenden werden wir die Koordinaten
S, 0, mit 11, M2, M3 bezeichnen, und die Komponenten von II beziiglich des induzierten
Koordinatenrepers mit 1I;;. Der Kiirze halber werden wir fiir VH fiir den Rest des
Abschnittes V schreiben. Explizit ist

Vo, N®) = (00, Nilw) + Nip) Vo, ) Do Iy,

v&,j Oy p = dxk(am)(p) Féu‘ (p) 9z, |p,

wobei p € M2 N M*. Auf M2 N M* kénnen die Koordinaten x1,z2, 3, z4 mittels der
Koordinaten s, ¢, o geméfl

(1.13)

r1 = 0(1, T2 = 02, T3 =0 cosp, Ty = sing
ausgedriickt werden; dabei setzten wir
(1 :=ucosy — vsiny, (o :=vcosp + usin .

Die in den Ausdriicken fiir die Fé- i auftretenden Polynome lassen sich somit als

T1Toxy + %ms(x% —22) |z = 0? [ —wvsing 4 (u? — 1}2)% cos ga},
T1Tows + 514(333 —2?) |z = 0? [uvcosgp + (u? — 1)2)% singp},

[ 1 2 2y] o

|Z223T4 + 511(:03 - :c4)_ |z = 7[1} sin ¢ + u cos @),

[ 1 2 2y] o

12324 + §mg(x4 - :c3)_ |z = 7[u sin ¢ — v cos @)

schreiben. Wir berechnen nun die kovarianten Ableitungen Vg, N. Zu diesem Zweck
bemerken wir zuerst die Relationen

W3 COS Y — Wy SIN Y = TYr, w4 COS + w3 sing =7,
(1.14) Wa COS  + w1 sin @ = U, Wy COs Y — wasinp = 0,
. 2 .
Gws +wiCe = 17, Grwy — Gws = 17¢r.

Wegen
ri, = r(7 cos r — ror sin pr) = fu — rero,
r0 = r(rsingr + rorcos pr) = 1 + roru

gelten weiterhin die Gleichungen

(1.15a) rwy = €08 @(Tv + r¢u) + sin p(ru — rorv) = uws + vwy,
(1.15b) rwy = €oS P(Fu — rY,v) — sin p(rv + reru) = —vws + uwy,
und somit

(1.15¢) rws = cos or(uws + vwy) — sin pp(—vws + uwy) = vw; — Vwa,

(1.15d) rwg = sin or(uws + vwy) + cos pr(—vws + uwy) = w1V + Wau.
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Proposition 1.7.

4
Vo,N = (Nis+ ®(N; +r¢rNiy)) 0z, = No + (N + 1¢rN,,),

i=1

wobei ® = —1HK g*r.

Beweis. Unter Beriicksichtigung der Symmetrien der Christoffel-Symbole I’fj erhélt
man
4
[Ni,s + ) Ni (T4 0wz + Ty 0wy } O,
1 k=1

Vo, N

|
&M%

3

I
'M%

I
A

{Ni,s + oI (Nywy — Nowy) 4 ol o (Nowsy + Nywy)

(2

+ ol 5(N3wy — Nyws) + oIy (Naws + Nswl)} Ogz,

K
r2+1

1 . )
=3 [Nis+ o3 (20 wiws + Ty (] — i)

-

1

3

+ T ar(—wswe — wawr) + T yr(waws — w3w1))} O, -

Die erste Komponente von Vg _N lautet

1 . .
dxq (VasN) = Nl,s + = QQT(Al + Bl)(rwl + ’I“(prwg),

2V 241
da aufgrund der Relationen (1.14)
2T wiwy + iy (wf — wh) = Aro(2Gwiws + Go(wi — w3))
= Ayo[wi (Crwz + w1Ca) + wa(Grwy — Cowy)]
= Ajor(rwy + rorws),
F}37’(7w3w2 —wqwy) + }yr(waws — wzw;)

= Blgr[cos p(waws + wiwy) — sin p(wawe — wgwl)}
= Byor [wg (w3 cos p — wy sin ) + w1y (w4 cos ¢ + w3 sin cp)]

= Byor(wargr + wir)

gilt. Da weiterhin

2T wiws + Ty (w] — w3) = Ayo(—2Guwiws + (1 (wi — w3))

= Ayo[wi(—Caws + w12) 4+ wa(—Cawr — Grwy)]
= Ay or(—rws + rorwn),
T2 r(—wswy — wawy) + T2, r(wiws — waw:)
= Byor|sin p(—wows — wiwy) — cos p(wswy — wzwy )]
= Bjor [wl(—w4 sin ¢ + w3 sin @) + we (—ws sin ¢ + wy cos <p)]

= Bior(wirgr — war),
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ist die zweite Komponente entsprechend durch

1/ K . .
dx2(Vo,N) = Na s+ 3 7‘2—+1927’(A1 + B1)(—7wa + réprw)

gegeben. Was die dritte Komponente anbelangt, so berechnet man unter Benutzung von
(1.15)
u? — v?

1
213 wiws + T3y (w? — wd) = 5930 [(—uv sin ¢ + cos go) 2wy ws

u? — v?
+ (uv cosp + 5 sin go) (w? — w%)}

1
— 5930 [uv (w1 (—wa sin ¢ + w1 cos ) + wa(—wy sin ¢ — wa cos cp))

’U,2—’U2

+

(w1 (wg cos @ + w1 sin ) + wa(wy cos @ — wa sin go))]

1 2 2
= QSC[ v(w1v — watt) + 4 5 v (wr + ’IUQ’I'J):|

2
1
5930 % DU — U +%(m+m)+%(m+m)”—lf(uu+m)}

1 1
=1 3C[(vw1 + uwg)r or + (uwy — vwe)rr] = Zr2g30(7‘gbrw4 + rws)

sowie
I3yr(—wsws — wawr) + Tyr(wawy — wzw:)
= B2Q7"[ — 1 (—wows — wiws) — Ca(wawg — w3w1)}
= Baor[ws(Crwa + Gw1) + wa(Gwy — Gws)| = Baor® (wst + wargr),
so daf3

1 K 1 . .
dx3(Vo,N) = Ngs + 3\ 73—“92r2 (ZQQC + 32) (fws + rérws).

Auf dieselbe Weise verifiziert man, daf3
[isr(—wswy — wyw) + Tiyr(wiws — waw:)
= Byor [(a(—waws — wiwy) — (1 (wsws — waw)]
= Boor| — wa(Crwz + Gwr) + ws(Grwy — Gwa)] = Baor® (—war + wsrér)

und

u? —v?

1
2T wiws + Ty (w? — wd) = 5930 [— (uv cosp + sin @) 2wy ws

) -]

u? — v?

2

+ (—uv sin ¢ +

1
= 5930 [uv (w1 (—w3 cos p — w1 sin ) + wa(—w; cos ¢ + wa sin @))
u? —v?

2

+ (w1 (—wa sin ¢ + wy cos ) + wa(—wy sin ¢ — wa cos @))}
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1 2 2
=—0%C {uv(—wﬂl — wa?) + L

5 (w10 — wﬂ)]

1

= 20°C| P (Caw — o) + 22 (Cow — i) + P (i 4 o) — D22 (i + vn)
2 2 2 2 2
1

1
= 1930[ — (vwy 4 vwa)rr + (uwy — vwg)r%bp} = Zr2930(—7'°w4 + rorws)

gilt, und man erhilt letztlich fiir die vierte Komponente

1 [ K 1
dz4(Vo,N) = Nus + 54/ 3 1 o*r’ <1920 + 32) (=7ws + rérws).

Der angegebene Ausdruck fiir Vs, IV ergibt sich dann, indem man die Identitéten
1 1
A1+ By = Z(H%ﬂ(ﬁ +1)—-GH) = -7 HK,

1 1 1
1092 + By = 1(IG ~ 2H?)0? + Z(G(H — I10°) — H?0*(r* = 1))

1 1
= ZH(G —He*(r* +1)) = 1K

berticksichtigt und beachtet, daf die Ableitungen N; , der Komponenten des Normalen-
vektors beziiglich ¢ durch die Komponenten N; gemifl

(1.16) N; , = N;,—1 for i gerade, N; , = —N,;11 for i ungerade

gegeben sind, und die Behauptung ist bewiesen. Zu bemerken sei an dieser Stelle, dafl auf-
grund der Relation Vg; = 0 fiir alle Vektorfelder Y € X (M3) die Beziehung g:(N, Vy N) =
0 gilt, und tatséchlich zeigt eine Rechnung, daf§ der Normalenanteil von Vs, N verschwin-
det. O

Proposition 1.8.
VBQN =0.

Beweis. Es ist
4

4
Vo, N = Z [Ni,g + Z Ny (P34¢1 + Dhylo + Iy, cos o + Ty, sin o) } Oa,
i=1 k=1

4
=3 [Nio + TH (NG = Naa) + T (N + Nio)
=1
+ Fig(NSQ — NuC2 + Ny cosp — Nasing)
+ I, (NaGi + N3Gz 4 Ny cos g + Ny sin )
+ T3(N3 cosp — Nysing) + b, (Ny cos ¢ + N3sin @) | 9y, -

Abermals berechnen wir die Komponenten von Vg, N einzeln. Unter Benutzung der
Symmetrien der Fj‘k und (1.14), (1.15) erhélt man

T (NG — NaGo) + Dy (NoC1 + NiGo)

1 K 1 K
=35\ m/hg[ﬁ(wlﬁ + wale) + Ca(—walt + wie)] = 3\ mA1QT2w1a
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F}3 (N3<1 — Ny(2 + Nj cosp — Na sin gp) + I‘h (N4C1 + N3(3 + Ny cos ¢ + Nj sin gp)

1/ K .
- _Z r2+1Blg[cos<p( r(— w;;(l7w4C2)+w1coscp+wgsmga)

+ singp(r(w4cl — w3(a) — wa cos ¢ + wi sin cp)}
1 K

=3\ 1B1Q[w1 + rwa (G sing — G2 cos ) — rws(Czsing + ¢ cos <P)}
1
2

K 1 K
=3\ o Brelwr + rwa(=v) = rwsu] = — 54 mBlg(l —r?)w,

'35 (N3 cos ¢ — Nysin @) + '3, (N cos p + N3 sin p)
1 [ K
“aVeet”

3C{<— sing + § cos go) (—w3 cos p — wy sin p)

u v .
+ 5 sitly — 5 cos ga) (w4 cos p — ws smcp)]

1 [ K 1 [ K,
=3 7’2+1TQC( uw3—0w4)=—§ 7n2+17‘ngl,

und hiermit

1 | K 1
dlEl(VagN) ng 2+1 ((A1+B1)r2<B1+192r20>)u}1.

Die zweite Komponente erhélt man, indem man

I'Y (N1 — NaGa) + Iy (NoCr + NiGo)

- % 7,2Ii 11419[ — G(wiCy + w2la) + G (—w2ly + wila)]

1 [ K
=/ ——— A or?
S\ e,

I’%3 (N3C1 — Ny(o + Njcosp — Nysin <p) + I’i (N4C1 + N3(2 + Ny cos ¢ + Ni sin <p)

1 K .
— 21/r2+1Blg[s1n@( r(—wsC — wala) +wlcosap+wgsm<p)

— cos @(r(w4C1 — w3(2) — Wy €os p + wy sin (p)]
1 K ) '

=5\ =7 1 Bio [wz — rwg(Casinp + (3 cos ) + rws(C2 cosp — (1 sin (p)}
1

K 1 K
= 21/72—H31g[w2 — rwau + rwsv] = S\ 3 Jr1319(1 — %) wa,

I'35(N3 cos ¢ — Nysin @) + '3, (N4 cos p + N3 sin p)
1 K

u v
rQ3C[ — (= sinp — = cos ) (—w3 cos p — w4 sin )

4V r2 41 2 2
v, u .

—|—(§ sinp + 5 cos ©) (w4 cos p — ws sin go)}

_! ro>C(—vws + uwy) = 1 203 Cwy
8Vr2+1 8V r2+4+1
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berechnet, so daf3

1 [ K 1
N) = N. —\/—=——0( (A1 + B)r? By 4+ =22
dz3(Vo,N) = N + 3 r2+1@( (A1 + By)r +( 1470770 ) | ws

Auf dhnliche Weise verifiziert man

I3 (N1C1 = Nao) + T3 (N2 + NiGa)

1 [ K 2 —p?
=3 T2+1QBC|:<’U/USiHQO+u Y COSsD) (w11 + w2l2)
U2 — 2
+( uvcos p + singp) (—w21 +w1C2)}
1 [k, . .
=1V 77 C[ — uv (w1 (¢ sing — (2 cos @) + wa((esing + (1 cosp))
U2 — 2

Y (w1 (1 cos + (asinp) + wa(Ca cosp — (4 sin go))}

K
r2+1

1

4

1 [ K 4 u?+0? 1L/ K 334
=7 T2+1QC 5 (uwlfvwg):g r2+1ngw3,

A

0*C [ — uv(—vwy + vws) + Y

sowie

I (N3¢ — NaCa + Nycosp — Nosing) + r}, (NaC1 + N3(a + Na cos o + Ny sin o)

1 K .
5\ TQ—HQBQ [ — G (r(—wsC1 — wal2) + w1 cos @ + wa sin p)

—Co(r(waly — w3la) — wa cos ¢ + wy sin cp)]

_ \/IQBQ [w1(—C1 cos p — (o sinp) + wa(—Ci sing + (2 cos ) + rws (¢F + CQQ)]

1
T2
= %\/ o 1QB2 —uwy + vws 4 r3ws) = %\/ 742—1_7_197’(7"2 — 1)Baws,
3CO
1
5

I'35(Ns cos o — N4 sin @) + I's, (N4 cos ¢ + N3 sin )

grAg cos p(—ws cos p — wy sin ) + sin (w4 cos ¢ — w3 sin go)}

K
r2 4

QTAQ ws,

—_

und man erhilt fiir die dritte Komponente von Vs, N den Ausdruck

1 [ K 1
N) = N. )= —(As + B By + =02 2 )
dx3(Va,N) 3,g+2 r2+19?‘( (Az + 2)+( 2+4QC>r)w3
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Eine letzte Rechnung ergibt dann
D31 (N1G1 = NaGa) + Ty (N2 + Nica)
1 K 4

=1 7“2—1—19 C| - <uvcosgp+

[ u? — 2

sin 80) (w1C1 + wal2)

w2 — 2
+< —wuvsing + 5 cos ga) (—wal1 + wlgg)}
1 K o[ . .
=1 19 C U’U(wl(*fl cos ¢ — (2 8in @) + wa(—C2 cos ¢ + (1 sin 90))
u? — v2 )
+ 5 (w1(—Cising + (o cos @) 4+ wa(— Cgsinap—clcosgo))]
1/ K 2 —p?
=1\ = n 1930 [uv(—uwl —vws) + v v (vwy — uwg)]

1 [ K 5 u?+0? 1 [ K 5,
== C - - =—= C
Ve 19 5 (—vwy — uws) sV 107" Cw,

F‘ll3 (N3C1 — Ny(s + Nj cos ¢ — Nasin cp) + F‘ll4 (N4C1 + N3(o + Ny cosp + Nj sin cp)

1 K .
=35\ mQBz {C2 (r(—wsC1 — wala) + w1 cos  + wy sin p)

,Cl (T(w4<1 — 'LU3C2) — w3 COS Y + wq sin 80)} =

\/KQBz [UH (Gacosp — (1 sing) + wa(Casing + 1 cos ) + rws(—¢F — 422)}

1 K
1/7“2 n 1QB2 vwy + uws — riwy) = f—\/—ﬂ 1 or(r? — 1) Bowy,

0Sp — N4 sin ) 4 '3, (N4 cos p + N3 sin @)

|>—l wl»—l o N)Ir—~ N | =

T (N3

QTAQ — sin p(—ws cos ¢ — wy sin @) + cos p(wy cos Y — ws sin @)}

\/ 7"2 ¥ 1QTA2U}47

und die vierte Komponente liest sich
1 K 1, )
dz4(Vo,N) = Ny + s\ 21" (A2 + By — (Bz + 1 C’) T ) wy.

1 1 1 1
As + By = §H2927“2 - ZG(H —I0°) + ZG(H —Ip%) — ZH292(7“2 +1)

1 1
= —ZH(G —He*(r* +1)) = —ZHK,

1 1 1 1
B+ 10%°C = [G(H — I0*r?) + H20*(r? — 1)} + 0P (1G = 2H?) = {HK,

folgt die Behauptung, indem man schlielich bemerkt, da8 N; , = %(log K) ,N; und
2(logK) , — HK o(r* +1) = 0.
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Als letztes berechnen wir die kovariante Ableitung von N beziiglich 0.

Proposition 1.9.
4

Va N = ZuNchaxl =EN ReD)
i=1
wobei E=1— THKe*(r* +1).

Beweis. Abermals gilt

4 4
Vo, N = Z [Nip + Z Ne[ = 06Tl + 0GiTh, — osin @l + ocos Ty ] | s,

Z [Nip + 0051 (—G2Ny = GiN2) + 0T (=GeNa + GLNY)

+ QF13( — (2N3 — Nysingp — (1 Ny — No cos<p)
+ Fh@( — (2N + Nicos @ + (1 N3 — Ny sin p)
+ ol'%5(—N3sing — Nycosp) + I's 0(— Ny sin ¢ + N3 cos ga)} O, -
Infolge der Symmetrien der F};j ergibt sich fiir ungerades ¢, dafl
dxi(Vo,N) — Nip = —0(dzit1(Vo o N) — Nit1,,),

und man erhilt fiir die erste und dritte Komponente die Ausdriicke

1 K 2 2 1 2.2
dml(qu,N) :N1,<p+ 5 7“2—4-10 <(A1 +Bl)r — (Bl +ZQ r“C w2,

1 K 1
dr3(Vo, N) = Ny, + V21 2+1 ( (A2 + B2) + <BQ+ZQQC) r2) Wy.

Auf analoge Weise erhiilt man fiir gerades 4
dﬂji(vaN) — Ni,ap = Q(dﬂji_l(Va QN) — Ni—l,g)7

und somit fiir die zweite und vierte Komponente

1 K 1

dra(Vo,N) = Nz, + 3\ 72—“92 ((A1 + Bi)r® — (31 + 1927“20)) wi,
1 | K 1

d:C4(Va¢ ) N4 <P 2 + 1 ((A2 + B2) + <BQ + ZQQC) 7”2) w3,

und die Behauptung folgt. Erneut zeigt eine Rechnung, daf g;(N, Vs, N) = 0.

O

Wir sind nun in der Lage, die zweite Fundamentalform der Hyperfliichen M3 zu berech-

nen.

Satz 1.2. Die Komponenten der zweiten Fundamentalform der Riemannschen C'°°—Man-
nigfaltigkeiten (M3, ht) sind beziiglich des Koordinatenrepers (05, 0,,0.,), sieche Abschnitt

2, gegeben durch

G(ib — vii) — 2H o> (ui —vi)) 0 K
o | K
e K 0 0
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Beweis. Vermoge (1.12) und (1.13) berechnet man mittels Proposition 1.7

4
My = Y gijdwi(9,)de; (Vo,N) = 0| (No,s + DNy + 1 No, ) (~waGa + wi Gs)

i,j=1
+(Na s+ (P Ny + r¢r Ny o)) (—w2Gs + w1Gy)
+((Nis + @(FNY + 1Ny p)Jws + (Nays + O(Na + 160 Na,g)Jwr ) Gi |
- Q[HQQ [®(—r7(Nswy + Naws) + r?¢r(Nywy — Naws))
—7 (N3 swa + N4,sw3)] + (G — Ho*r?) [(Nl,sw2 + wiNas)
+®(r(Nywe + Nawy ) + rér(—Nawg + N1w1))]}7
wobei wir von den Beziehungen (1.16) sowie von
—weGy + w1 G3 = (—wau — wlv)QQH = —rwy0®H,
—wyG3 — w1Gy = (wov — wiu) o> H = —rwso*H
Gebrauch machten. Da weiterhin Nywy + Nyws = 0, Nyws + Nowy = 0 und

1 K
r(wi +wi) =

Nywy — Nawz =

K, o 1[K
~Nawa Ny = ST et en) = 5y

gilt, erhalten wir fiir obigen Ausdruck

5. 1 | K 1 [ K
— 3 3 .
My =Ho | ergroy oy —7 | - <§ V72t 1T> (w3ws — waws)
- \/ i ( + )
2V r2 4+ 1T W3 sW4 T Wy, sW3
1 K 1 K
9\ 2 +—17“ (w1w2 — wown) + s\ 2y 1 (’UJLS’UJQ — ’UJQ,SU}l)

,S

K
_ %’, / - [Hﬂg? (Bprr — réi + #(idr + rér))

+ (Pror + i — vit) (G — HQQTQ)}

. 5\/;[0(@7% + i — 0it) — Ho*r*¢r].

1 [ K
Dror=
"oV e

+ 0(G — Ho*r?)

_|_

Dabei machten wir von den Beziehungen —ws ;w4 4+ wy sws = —7(ror + ror) + rerd

und wq swe — wo w1 = WY — Vi sowie von
b — vt = ¢r + 7(ror + rgr) — rerf
Gebrauch. Da G®r¢r = —iGHKQZI“Q@F = —Ho?r%¢r, erhilt man schlieflich

K
r2 4+ 1

Iy = % o[G(ub — vit) — 2H o (ui — vi)],
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wobei wir 72¢r = u® — vt benutzten. Nach Proposition 1.8 ist

oo = Z gijdzi(0y)dz;(Va,N) = 0,

4,j=1
und indem man zusétzlich zu den obigen Relationen die Identitéiten
Gaws — Gawy = (uws + vwy)o*H = ro*wi H,
—Gsws — Gawy = (vws — uw4)92H = —ro®woH
heranzieht, sieht man, dafl auch II33 verschwindet, da wegen (1.16)

4
II33 = Z 9ijdx;(0,)dr; (Vo N)

i,j=1
= E|:7 QCQ(GINI,LP — G4N37<p - G3N4,Lp) + QCI (GINQ,Q@ + G3N3,<P - G4N47<P)
—osing(—G4Ny,, + G3Na , + G2N3 )
+ocosp(—G3N1,, — GaNa o, + GaNy )
= E[f 0G2(=G1N2 + G4Ny — G3N3) + 061 (G1 N1 — G3Ny — G4 N3)

—osin QD(G4N2 + G3N71 — G2N4) + ocos QD(GP,NQ — G4Ny + G2N3)

1 K
=3 [ —— o [Gl(clwl — Caws) + Gar(—ws cos ¢ + wy sin @)
+Cir(Gaws — Gawy) + Cor(=GsWs — Gaws)

+ cos p(—Gawy — Gaws) + sin p(—Gawy + G4w2)}

1/ K _ ) )
=5 m:g [(G - H92r2)72<pp — (G- HQQ)T2<,0F

+H92r((1w1r — Gawar — w3 cos  + wy sin gp)}

_1 /K
“aVeeiit

unter Benutzung von Proposition 1.9 gilt. Analog ist

[1]

(—HQr® + He®r*gr + Ho*r(r* ¢r — rgr)| =0

I = g4(ds, Vo, N) Z 9i7d2i(95)dz;(Vo,N) = 0

7,j=1
sowie
1113 = gt(as, ngpN Z g”dﬂjl dﬂjj (VB N)

3,7=1
= E0[N3,,(—Gaws + Gawy) + Ny o (—Gswa — Gawy) + G1(Ny pwa + No wi)]
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(1]

[1]

1 [ K ) , .
s\ o rwa(-rotwaH) — rws(—ro*ws H
05\ 7z qlTrwa(=retwall) — rws(—retwsH) + Gu(wi +w3)]
1 K 5, -
=1/ H+G-H
05\ gl e H+ G- Horl

1 K 1 K
=o0-\/5— (1 --HEK*(r* +1 LR g

3 7“2+1< 4 o(r+ )>G 211

Schliefilich ist

I3 = Z 9i7d2;(,)dz;(Vo,N) = 0.
4,5=1
Die verbleibenden Komponenten sind durch die Symmetrie von II bestimmt. O

Um die Invarianten von II zu bestimmen, ist es erforderlich, die zweite Fundamentalform
beziiglich des Orthonormalrepers Y7, Y3, Y3 auszudriicken. In diesem Fall bezeichnen wir
deren Komponenten mit II;‘j. Seien k1, ko, kg die Eigenwerte von II in besagter Basis,
aufgefaBit als symmetrische Transformation auf TM3. Die mittlere Kriimmung, die erste
mit II assoziierte elementar symmetrische Funktion, ist dann durch die Summe $ =
k1 + ko + k3 = I} + 115, + 1135 gegeben. Indem man Y; = a;; 0, schreibt, erhdlt man

3 3
(1.17) I}, = gu(Ys, Vv, N) = > ainajige(9n,, Vo, N) = > aixaj I,
k,l=1 k,l=1

also in Matrizenschreibweise, II* = A - 11T A, wobei die Koeffizienten von A = (a;;); ;
durch die Gleichungen (1.3) bestimmt sind. Als eine Folge obigen Theorems erhalten wir
folgendes Resultat.

Korollar 1.1. Die mittlere Kriimmung der Hyperflichen (M3, hy) ist gegeben durch

\/ 7~2+1 i

wobei kg == ((4d — vit)(r? + 1) — 2(ud — vi)) /2 die geoditische Kriimmung der Kurve T
in S? bezeichnet. Insbesondere ist M2 eine Minimalfliche genau dann, falls kg =0, d.h.
wenn I ein Grofkreis in S? ist

Beweis. Man verifiziert sofort II7; = II5, = 0 sowie

1T, = D211y, +2DFTly5 = g

T (r* + K222 [(r? + 1)G(ub — i)

— 2(ud — vi)(H(r* + 1)0* + K)]

:\/2 i L [(0d — i) (r® + 1) — 2(ud — va)].

A2+ 1)2 4+t

Damit ist $ = II55. Ferner bemerken wir, daf II7, = II75 = 0 und

I g K DK K K (r? +1)0?
BNV T VR 4oV 2T VR(oAr 4 1)2 + 43/
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Wir berechnen die geodétische Kriimmung von der Kurve I', welche wir vermége der
stereographischen Projektion als eine Kurve in $% ~ C U {oo} auffassen. Beziiglich der
Koordinaten u, v lautet die auf S? induzierte Metrik

1
(1.18) gs2zm(é ‘1))

Schreiben wir vy, vy fiir u, v, so ist die geoditische Kritmmung von I' in S? gegeben durch
(siehe beispielsweise [15])
’l'Jl 7}2
_ ./ 2 2 o N3/2
kg = v/ det gs2 b+ S leji]ii]j B4+ 3 ngi}ﬂ.}j /(9i0i0)" %,
i,j=1 ij=1

wobei die Christoffel-Symbole Fék sich aus den Formeln (1.9) ergeben; dort sind nun
unter g;; die Komponenten von gg2 zu verstehen und die Koordinaten x; durch die
entsprechenden v; zu ersetzen. Man beachte, dafl 3 4+ 03 = 1. Wir setzen L := (r? 4+ 1)2,
M := —4/(r? +1)® und erhalten

Fh = F%Q = F§1 = Tvla F% = 7027
LM LM
F%Q = F%1 = FgQ = TUQ’ F%Q = —Tvl;
eine direkte Rechnung ergibt dann
U1 Vg
.. 2 1 - - . 2 2 . . = 1.}1"02 — ’[)Q"Ul + —(1)1’[)2 - U21>1),
V1 + Z FijUin V2 + Z Fij’Ui’Uj 2L
ij=1 ij=1

so daB man wegen LM/2 = —2/(r* + 1) und g;;v;0; = /detgs: = 1/L bis auf ein
Vorzeichen schliefllich
1
Ky =5 ((uv — @) (r? + 1) — 2(ud — ml))
erhélt. Damit folgt die Behauptung. o

Die dritte mit II assoziierte elementar symmetrische Funktion entspricht der Gauflschen
Kriimmung; sie ist durch &1 - ko - kK3 = det II" gegeben und damit gleich null; die zweite
ist die sogenannte homogene Kriimmung zweiter Ordnung.

Korollar 1.2. Die homogene Kriimmung zweiter Ordnung der Hyperflichen (Mg, hy) ist
gleich einem Achtel der Skalarkrimmung,

ol (r? +1)2
8(o*(r2 + 1)2 + t4)3/2

= /8.

K1K2 + K1K3 + Kok = —

Beweis. Wie im Beweis des vorangehenden Korollar berechnet wurde, sind die Kompo-
nenten von IT beziiglich des Orthonormalrepers (1.3) durch

0 0 0
m =] 0 0 o\ 7
K K

0 Zyea 9

gegeben. Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms

det (II" ~1) = —k( — £(§ — k) = K°/160°(r* + 1))
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bestimmen sich dann zu k1 = 0, k23 = (=9 £ 1/H2 + K3/1602(r2 + 1)) /2. O

Da uy ME = 0?(r? + 1)2, sind die drei mit der zweiten Fundamentalform assoziierten
elementar symmetrischen Funktionen, also im wesentlichen $) und die Skalarkriimmung
S, offensichtlich invariant unter der Wirkung der Isometriegruppe U(2). Die Tatsache, daf3
die mittlere Kriimmung der Hyperfliichen M3 sich mittels der geod#tischen Kriimmung
von I' in S? ausdriicken la8t, erscheint natiirlich, da die Geometrie des Vektorbiindels
T*PY(C) durch die elliptische Geometrie von P*(C) ~ S? bestimmt ist. Man beachte
dabei, dal w9 — vi die geodéatische Kriimmung von I' als eine Kurve in C, mit der
euklidischen Metrik versehen, ist.

Als eine unmittelbare Konsequenz erhalten wir folgende Aussage.

Korollar 1.3. Sei T eine Kurve in S? mit beschrinkter geoddtischer Kriimmung. Dann
bleibt das Funktional

/saa dM3 = /saa Vdethyds Ado A dp
fiir a > 3 beschrdinkt. Auf dhnliche Weise ist
/(Iillig + K1KR3 + Iiglig)ﬁ dMg

fiir 8> 3/2 endlich.

Folglich bleibt das Willmore-Funktional [ $% dM3 unbeschréinkt, so dafi die Hyperflichen
M3 der Integralgeometrie nicht zugéinglich sind.

4. Der geoditische Fluf3 der Hyperfliichen M}

In diesem Abschnitt werden wir die Struktur des geodétischen Flusses der Hyperflichen
(M3, ht) studieren und deren exponentielles Wachstum pioo (M) zumindest fiir den Fall,
dal T' ein Kurve in C ist, welche durch eine M&bius—Transformation aus einem Kreis
in C um den Ursprung hervorgeht, explizit berechnen. Allgemein ist das exponentielle
Wachstum einer offenen, vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M™, g) definiert
als
oo 1= limsup — log vol (Br(a0)).
R—o0 R
wobei go ein Punkt in M™ ist und vol (Bgr(go)) das Volumen der geoditischen Kugel
vom Radius R um ¢y bezeichnet. Fiir den Fall, dafl u,, = 0, spricht man davon, dafl
M™ subexponentielles Wachstum hat. Ist das Volumen von M™ endlich, so ist diese
Grofle uninteressant, da dann stets o, = 0 gilt, doch fiir vol (M™) = oo steht das
exponentielle Wachstum unmittelbar mit dem Infimum des wesentlichen Spektrums des
Laplace—Operators auf M™ in Verbindung. Wir werden auf diesen Zusammenhang in
Abschnitt 4 von Teil 2 zuriickkommen. Insbesondere werden wir dort in der Lage sein, dafl
exponentielle Wachstum von (M3, h;) fiir beliebige geschlossene Kurven zu berechnen.
Sei (1) = ¥(s(7), 0(7), (7)) eine glatte Kurve in M3 und X (1) = Z?Zl Xi(r) 0/ 0,
ein Vektorfeld langs v(7). Dessen kovariante Ableitung beziiglich v ist durch die Formel
X Sad 50 ,
TR =S (XM + Y DX (1) 0y
i,j=1

gegeben, wobei F;k = ht(Vam On;, 0y, ) die Komponenten des Levi-Civita-Zusammen-
hangs von M3 beziiglich des Koordinatenrepers {95, d,, 0., } bezeichnen. Nach Definition
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gilt fiir eine geoditische Linie V4(7)/dt = 0 und man erhilt das Differentialgleichungs-
system

3

(1.19) ﬁ/k(T) + Z F?j(V(T));Yi(T);Vj(T) =0, k=1,23.
i,j=1

Nun ist
1 hazhss —hiah3s —hizhao
—hizhgs  hithgs — hig hiahis
—hizhas hiz2his hiihgs — hi,
und die Christoffel-Symbole zweiter Art konnen auf {ibliche Weise mit Hilfe der Formeln
(1.9), die nun auf (Mg, h:) ausgewertet und beziiglich der Koordinaten n; zu verstehen
sind, berechnet werden. Obwohl es sich als einfacher herausstellt, die geodéitischen Linien
der Hyperflichen M3 mittels des Studiums der ersten Integrale des geodiitischen Flusses
zu bestimmen, fithren wir das Ergebnis der oben erwdhnten Rechnungen explizit an.

-1

h =
t det h,t

Proposition 1.10. Die Komponenten des Levi—Civita—Zusammenhangs der Hyperfldich-
en (M2, hy) beziglich der Koordinatenrepers {0s,0,,0,} sind gegeben durch

K o .. ..
th = (32560~ Kridh 77 4+ %))
2 or ., 9 .9 2 4 2p2 . ., 9
s = GRSV (7"(7" +1)—rep(2rf+1—1%) + (sarrkg + i (r" + 1)))
2,.2 2 402
o°r 3re — r ot
£ (loeK) & *L
+ D) (Og ),9 (T2+1)2 )

. K? 37 2737 1 1
F3 N (S A A .92 . L
11 ( ( g T orr +r2+1(pr(r2+1+g)

t4 3 4
233 2 6 * .
g (ot (04 ))):

die verbleibenden sind von einfacherer Gestalt und man berechnet

1 1
FiQ = E - §(IOgK),Qv FiB =0,
. . 2 2
2 _ T o prroet (1 1
I'fy = m(lOgK),ga Iy =— 21 (E + §(IOgK),g) ;
. 2 .
3 _ prr 3 TTQ 1 1
Iy = "2 1(10gK),g, I'is = 21 (5 + 5(10gK)79) )
sowie
T}, =0, L =0, 33 =0,
1 1
F%Q = S(log K) o, ng =0, ng = —0— —(10gK)79927
1 1
I3, =0, I33==+ 5(1ogK)7g, I3 =0
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Wir betrachten nun das geoditische System (T'M3,€) von M3, wobei die Lagrange—
Funktion £ durch die Metrik gemé&f

1
E:TME —R, X §ht(X,X)

gegeben ist. Die Funktion & ist ein erstes Integral des geodétischen Flusses, d. h. beziiglich
des Koordinatenrepers {0y, 0y, 0, } ist

E(y(r)) = % [h118%(7) + 2(h128(7)0(7) + hass(T)p(7)) + haod?(T) + hasg®(T)] = €

konstant fiir jede beliebige Geoditische. Sei nun p = W¥(s, 0,¢) und z = €7 € St. Da
die Koeffizienten der Metrik h; nicht von der Winkelvariablen ¢ abhéngen, stellt die
S1-Wirkung

Kot MEOM* — MENM* k.(p) = (s, 0, (¢ + 7) mod 27),
eine einparametrige Familie von Isometrien dar. Demzufolge ist nach dem Satz von

Noether die Funktion

d
M T(MEAMY - R, M(X) = ht(Emz(p)h:O, X) = (0, X)

Ip>
ein zweites erstes Integral des geodétischen Flusses und man berechnet
(1.20) Ml(’y(T)) = hlgé(T) +h33(,b(7’) = M;.

Fiir den Fall, dafi $ = 0 und ¢ = 0 ist, kann unmittelbar mittels der Gleichungen (1.19)
fiir eine Geodétische oder der Relation £(¥(7)) = £ eingesehen werden, daf fiir
28 A1) + ¢4

1.21 ? = =& konstant
die Kurve (1) = ¥(s, o(T), ) eine geoditische Linie in M3 ist.
Wir werden von nun an annehmen, dafl 7(s) = ro konstant ist, und in diesem Fall den
Abstand eines Punktes p = ¥(s, g, ) zu der Menge I' = {[0,0]} C M3 bestimmen. Da
r(s) = 1o und ¢r(s) = €/ro, € = £1, konstant sind, héngen die Koeffizienten h;; ebenfalls
nicht von s ab, so daf3

pe: MENM?* — MENM?*, p.(p) = U((s 4+ 77) mod 277, 0, @),

eine weitere einparametrige Familie von Isometrien darstellt und wir, abermals nach dem
Satz von Noether, ein drittes erstes Integral

d
Mo T(MEAMY) =R, Ms(X) = ht(—

dT,U/z(p)\'r:mX) = ht(ast)|pa

erhalten; fiir eine beliebige Geodétische ist somit

(1.22) M (¥(7)) = h115(7) + hasp(T) = Mo
ebenfalls konstant. Mittels der Gleichungen (1.20), (1.22) erhélt man
(1.23) 26 = K(r* +1)0° + My + Mas

sowie

6/\/11 — (r? +1)Ko*¢p

6/\/12 — (K + Hp?) 0%
ro?K ’ '

ro*K

§ = p=
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Lost man die beiden letzten Gleichungen nach ¢ und s auf, so ergibt sich einerseits

K + Ho%)¢?
¢<w@<+ﬂé¥Mﬁ@ﬁKW+Hﬁ5w+nml
(4 + GHo*)M; — 4eMor

40%°G

und andererseits
€

- 4K Go?r
- TZ%WG — K(r? +1) — Ho*(r® +1))M1 + 4e(r® + 1)rK My

_ —erMi + (TQ + 1)M2 K:

= i :

die Funktionen s = s(7) und ¢ = ¢(7) sind somit durch die Funktion o = o(7) bestimmt.
Gleichung (1.23) lautet nun

$

[AGM; — (r* +1)(4(M1 — eMar)K + 40° HM ;)]

1
402
Man beachte, dal M? — 2e My Maor + (r? + 1) M3 = (M1 — eMar)? + M3 nicht negativ
ist. Setzt man die Ausdriicke fiir G und H in die vorangehende Gleichung ein, so erhélt
man schliefflich folgende gewshnliche Differentialgleichung fiir o = o(7):

(1.24)

1
2 = = 407 + )6 + 5 (4MF = 2eMiMor + (2 + M) + GHfM%)] .

A1)+t 1 M3

7 T 1) 20T\ + 1P
Man erkennt somit, daB fiir r(s) = ro sdmtliche Geodétischen v(7) = ¥(s(7), o(T), (7))
in M2 N M* durch die drei Parameter £, M1, My charakterisiert sind. Wir sind nun in
der Lage, den Abstand eines Punktes p € Mg zur Kurve I' zu berechnen.

+ (M1 — 6./\/127“)2 + M%) .

Proposition 1.11. Sei I' = 9 B(0,r) ein Kreis in C vom Radius r = ro. Der Abstand
eines Punktes po = V(so, 00, p0) in (M3, ht) zur Kurve ' C M3 ist dann gegeben durch

. o 1 5, 5 93(7”(2) + 1)2
(1.25) dist (po, ) = mgo(ro 4 1)]—"(1/2, 1/4,3/2, —T),

wobei F die hypergeometrische Funktion bezeichnet. Sie ist fir z € C, |z| < 1, durch die

Reihe
B O‘(O‘+1)ﬂ(6+1)z2+...

«

definiert, wobei die Parameter o, (3,7 beliebige komplexe Zahlen mit v # 0,+1,+2, ...
sind.

Beweis. Sei v(£, M1, M2) : (0,70] — M3 eine geoditische Linie positiver Energie &,
die die Kurve I' mit dem Punkt py verbindet. Dessen Koordinaten seien sg, 0o, . Fiir
My, Mo =0 ist die geoditische Linie v(E€, M1, M2) die bereits beschriebene Geodéiti-
sche (1.21). Wére My nicht gleich null, so wére zumindest ¢ fast iiberall von null ver-
schieden; dann wiirde Gleichung (1.24) implizieren, daf§ ein kritischer Wert gy > 0
existiert, fiir welchen

2 1 4 2
(1.26) EVAT TR+ =] ( o +<M1—6M2r)2+M5)

4 \ot(rz+1)
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gilt. Fiir kleinere Werte von p wiirde die rechte Seite von (1.24) negativ werden, was
bedeutet, dal o(7) > gt > 0 fiir alle 7 € (0, 7] gelten mufl. Dies bedeutet, dafl fiir
M # 0 die Geoditische (&, M1, M3) niemals die Kurve I erreichen kann. Wir nehmen
deshalb M; = 0 an, wobei M3 beliebig sei. Nach Gleichung (1.24) gilt dann

o Ao (P 12+ — 7~+12M2

¢ 12(rF 1)

Fiir den Fall, dal 4t2€ — (r? + 1)2M3 < 0, wird dieser Ausdruck negativ fiir kleine o,
so daB8 y(&, M; = 0, 4t2£/(r* + 1)2 < M2) niemals die Menge I' erreichen kann. Fiir
412 — (r? +1)2M3 > 0 bleibt ¢ jedoch nicht negativ fiir alle 7, und es gilt

2 1 2 1 2
¢ = —er s My, =D
2o (r2+1)2 +t4 204 (r2 +1)2 +t4

so dafl eine unendliche Schar geodétischer Linien (&£, My = 0, 4t2£/(r? + 1)? < M2)
existiert, welche die Menge I' in M in einer spiralfsrmigen Bewegung erreichen. In
diesem Fall impliziert Gleichung (1.24) fiir u1(7) = 02(7)(r? + 1) die Relation

(1.27) uy = 200(r* +1) = \/45\/1@ +tt— (r2 +1)2M3 > 0,

d.h., sowohl u; , als auch u; sind strikt monoton wachsend als Funktionen in 7 und
der Punkt pg wird am ehesten, das ist, fiir kleinstes 7y, genau dann erreicht, wenn Ms
ebenfalls null ist. Da die Lange einer Geodétischen durch

T0 T0
L’Y(E,M17M2) = / |7(5a M17M2)|dT = / ht(’)/aﬁy)d’r =V 257—07
0 0

gegeben ist, mufl der Abstand des Punktes py zu der Menge I' C M3 durch die Lénge
der Geoditischen v(€, M1 = M3 = 0) gegeben sein.

Das Integral [ 1/+v/ax? + t*dx kann nicht mittels elementarer Funktionen dargestellt wer-
den, sondern es gilt

(1.28) F(1/2,1/4,3/2, —az?/t*),

/ dx o
Vaz?2 +t4 t
wobei F(«, 8,7, z) die oben eingefithrte hypergeometrische Funktion ist. Fiir Re (a +
B — ) < 0 konvergiert die definierende Reihe sogar in |z| < 1; die hypergeometrische
Funktion hat eine analytische Fortsetzung fiir |z| > 1 und unter der Annahme, dafl
Rey > Re 8 > 0 kann sie fiir alle z als das Integral

Fla,foy7) = / QI = ¢a) o
0

dargestellt werden, wobei I' die Gamma-Funktion bezeichnet und |arg(—z)| < 7 ange-
nommen werde, damit der Integrand eindeutig definiert ist. Ist z reell, so ergibt Differen-
tiation nach z unter dem Integral die angegebene Gleichheit (1.28), falls man zusétzlich
noch von der Relation F(m, 3,0,z) = (1 —z)~™, m € R, § beliebig, Gebrauch macht.
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Fiir My = My = 0 schlieBen wir endlich mittels (1.27)

To u1 (7o)
]- Ui, r /
-
0 Vu? +t4 2\/_ V/u? +t4
1
= ——u(10)F(1/2,1/4,3/2, —u(0) /1),
WEl(o)(/ /4,3/2, =) /1")
und somit
) 1 94(7’2+1)2
dist (po,T') = —=02(r? + 1)F(1/2,1/4,3/2, ——>—n——
18 (pov ) t\/igo(r+) (/a/?/a 4 )7
und die Behauptung ist bewiesen. O

Wir sind nun in der Lage, dafi exponentielle Wachstum der Hyperflichen M fiir den Fall,
dafl T' = 9 B(0,r) ein Kreis in C vom Radius r = 7 ist, zu bestimmen. Wir bemerken,
daB8 das Volumen der geoditischen Kugel um einen Punkt ¢o € I' C M2 mit Radius
R durch das Volumen der Vereinigung aller R—-Kugeln um Punkte von I' abgeschétzt
werden kann, und erhalten hierdurch

27 OR 27T

vol (Br(qo)) < vol Br(q)) = Vdethyds Ado Ad
R{q0 (qLEJF RQ) 0/0/0/ 0 0
_271'\/_// r2+1 )+t4d5/\dg_34(7r 7;:/1_)[( 4(r2 4 1)? +t4)3/4—t3],

da infolge unserer vorangehenden Ausfithrungen
U Brl(g) = {p = U(s,0n,¢) € Mi : s € [0,277), ¢ € [0,2m)} ;
qel

dabei ist pp durch den Ausdruck (1.25) mit R = dist (p,I') gegeben. Die analytische
Fortsetzung von F(«, 8,7, z) fir |z| > 1 ist durch

F(aB72) = R (-2) “Flaa+ 1= y.a+1- 5,1/
()M - B)
+W( 2)PFB,B+1—78+1—a,1/z)

gegeben, so daf} fiir hinreichend grofles gy der Abstand von pg = ¥(so, 0o, o) zu der
Menge I' durch

(/2T (=1/4) (
1 )

_ 5 t4
st onT) = ale” +) | S e 5 i)
I'(3/2)0(1

/4) t 1 13 —t4
T(1/2)0(5/4) o0V 71 f<4’ 1T ﬂ
_LE/20(=1/4) ¢t TE/2T01/4) [r2+1 1 t
- Tr/Arq) f+ T(1/27GM) V2 90(”12@3<r2+1>2+'“)
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gegeben ist, was bedeutet, dafl dist (pg, I') proportional zu gov/r2 + 1 fiir 1 < gg ist. Wir
erhalten fiir go € I", daf}
R—o00

1
lim Z log vol (Br(qo))

4\/§7T2r
3(r2+1)

+ log ((94(r2 + 1)2+t4)3/4 _t3)1 . [%%

LE/2)r(1/4) [r2+1 1 ” -1
T2 6/4) \/TQ (1 TRy )
= lim 3¢°(r” +1)* T(3/2)T(1/4) \/ﬁ
s Q4(T2+1)2+t4_t3W T(1/2)0(5/4) >

1 t4 -t
(11— -
(- iagrm )] =0

und der entsprechende Limes Superior ist demnach ebenfalls null. Infolge von Isometrie-
betrachtungen gelangen wir somit zu folgendem Ergebnis.

Proposition 1.12. Ist T' = 9 B(0,7) ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius
r =10, S0 gilt oo (M3p) =0 fiir alle A € U(2). O

Wir mo6chten diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen iiber geschlossene Geodiiten in
M3 beenden, wobei wir abermals annehmen, da§ T’ ein Kreis in C vom Radius r = rg
um den Ursprung ist. In diesem Fall ist Mg in die zweidimensionalen Tori Tgwd07 00 >0
konstant, geblittert. Sei y(r) = ¥(s(7),00,¢(7)) : [0,L,] — T2 . C M eine auf
Bogenlidnge parametrisierte geodétische Linie. Da ¢ = 0, sind § und ¢ ebenfalls null. Die
Relation (1.23) liest sich dann Msys = 26 — M1¢ und Gleichung (1.26) muf gelten, was
eine Bedingung an €& = &£(pp, o) fiir gegebene Werte von My, My darstellt. Vermége der

S' x §'-Symmetrie von T, . ist nun

lI/(SOHQOa(pO) :W(SO+2WTO'n; QQ,SDQ-FQTF"’TL), n7m€Z'

Indem wir s(7) = so+ 57, (7) = po+ @7 schreiben, sehen wir, dafl v(7) eine geschlossene
Geodétische genau dann ist, falls L., = 27rg - n und ¢L., = 27 - m erfiillt sind, also falls
i.:TO'ﬁET’O'@*, fir n,m # 0;

b m
sind n oder m gleich null, so ist () selbstverstindlich ebenfalls eine geschlossene
Geodaétische. Einsetzen der oben berechneten Ausdriicke fiir § und ¢ ergibt fiir obige
Bedingung

—ergMiy + (7“(2) + )My *
2 €7 Q ;

4(M1 — 67”0./\/12) + GHQOMl
man beachte, dal GH = 4t*/0%(r? + 1)3. Als Losungen fiir M; und My erhalten wir
insgesamt

m(ré +1)/4+enrd , , 5 0
0 7“+1), My = ———(n+eMy),
gé(r§+1)2+t4 0( 0 ( )

2+
wobei n,m ganze Zahlen sind. Die Kurve v(€, M1, M) ist dann eine geschlossene

Geodite in Tgmm und &, M1, My hingen von gg, 79, n, m wie oben beschrieben ab. Ins-

besondere existieren mindestens abzéhlbar viele geschlossene Geodéten in Tgo ry C ME.

My =




Teil 2

Das Spektrum des Dirac— und des Laplace—Operators

Der zweite Teil dieser Arbeit hat die Spektralgeometrie der untersuchten Hyperflichen
zum Gegenstand. Im Gegesatz zum Fall kompakter Riemannscher Mannigfaltigkeiten
konnen fiir offene Riemannsche Mannigfaltigkeiten a priori nur wenige priizise Aussa-
gen iiber das Spektrum von Operatoren vom Laplace-Weitzenbock—Typ wie etwa der
Laplace—Operator A oder der Dirac—Operator D gemacht werden und eine detaillierte-
re Kenntnis der geometrischen Eigenschaften der untersuchten Rdume ist erforderlich.
Ausgehend von den im vorangehenden Teil angestellten Betrachtungen zeigen wir durch
Auffinden einer geeigneten kanonischen ausschépfenden Funktion, die aus einer Modi-
fikation der Abstandsfunktion hervorgeht, dal auf den betrachteten Hyperflichen M3
fir p > 1 und beliebige Kurven I" keine LP—harmonischen Funktionen vorliegen kénnen,
und untersuchen desweiteren die Existenz von Losungen spinorieller Feldgleichungen.
Im Fall von Kurven, welche durch Mobius—Transformationen aus geschlossenen Kurven
hervorgehen, sind die die betrachteten Hyperflichen vollstdndig und wir zeigen unter
Verwendung des min-max—Prinzips und der im ersten Teil berechneten geometrischen
Grofen, daB die Infima der Spektren von A und D” auf M3 beliebig nahe an null her-
anreichen. Letztere Aussage beziiglich des Laplace-Operators impliziert dann zusammen
mit der Nicht-Existenz L?-harmonischer Funktionen, da die betrachteten Hyperflichen
in diesem Fall von subexponentiellem Wachstum sind. Unter der Voraussetzung, daf§ '
ein verallgemeinerter Kreis in C ist, welcher durch eine Mobius—Transformation aus ei-
nem Kreis in C um den Ursprung hervorgeht, berechnen wir weiterhin den L2-Kern des
Dirac-Operators im Sinne der Spektraltheorie und zeigen, dafl dieser trivial ist; Null liegt
somit in diesem Fall im wesentlichen Spektrum von D.

1. Integrale subharmonischer Funktionen auf den Hyperflichen M3

Wir zeigen im folgenden, dafl der LP—Kern des Laplace—Operators auf den Hyperflichen
(M, hy) fiir beliebige t > 0 und p > 1 sowie Kurven T trivial ist. Wir werden bei unseren
Betrachtungen von den um vieles allgemeineren Arbeiten von Greene und Wu ausgehen
[10], die Integrale gewisser verallgemeinerter subharmonischer Funktionen auf zusam-
menh#ngenden, nicht—kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die eine kanonische
ausschopfende Funktion zulassen, untersuchten und zeigten, daf§ diese Integrale nicht
beschrankt bleiben kénnen. Insbesondere bewiesen sie folgenden Satz.

Satz 2.1 (Greene und Wu). Sei M eine zusammenhingende, nicht kompakte, orien-
tierte Riemannsche C*°—-Mannigfaltigkeit. Angenommen, es existieren eine stetige und
eigentliche Funktion ¢ : M — R und eine kompakte Menge K, C M derart, dafs

a) olank, eine C?-Funktion ist,

b) ¢lank, gleichmdfiig Lipschitz-stetig ist,

¢) ¢la\k, subharmonisch ist.

35
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Bezeichne weiter (M) den Abschlufl der Menge aller subharmonischen C*—Funktionen
in CO(M). Ist f eine nicht negative Funktion in (M) welche so beschaffen ist, daf

{peM: f(p) >0, p(p) > maxp, gradp(p) # 0} # 0,

so existieren Konstanten Ay > 0 und 79, so dafs

/ fdM > Ag(t — 10)

M
fiir alle T > 19, wobei M¥ die Menge aller p € M fiir welche p(p) < 7 gilt, bezeichnet;
insbesondere folgt [, fdM = 4oo.

Eine Beschreibung der Menge X(M) ist durch folgende Proposition gegeben.

Proposition 2.1 (Greene und Wu). Es sei eine nicht kompakte Riemannsche C*°-Man-
nigfaltigkeit M gegeben. Dann sind die folgenden Funktionen in 3(M):

1) Jede Funktion f : M — R, die auf kompakten Teilmengen von M der gleichmiflige
Limes einer Folge von Funktionen in 3(M) ist,

2) subharmonische C?—Funktionen,

3) uP, wobei u eine nicht negative subharmonische C?~Funktion ist und p > 1,

4) |ulP wobei u eine harmonische Funktion ist und p > 1,

5) jede geoditisch konvexe Funktion.

Allgemein ist der Laplace—Operator auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M™, g),
auf C*°—Funktionen wirkend, durch Af = —div (grad f) definiert, wobei fiir ein Vektor-
feld X € X(M™) beziiglich eines lokales Orthonormalrepers {Y7,...,Y,} dessen Diver-

genz durch
n n

div(X) =) g(VyvX.Y;) = Y Yi(X)+ Y Xwj(Yi)
i=1 i=1 i,j=1
gegeben ist. Dabei bezeichnen X die Komponenten von X und w;; die Zusammenhangs-
formen des Levi—Civita—Zusammenhangs V von M". Im folgenden werden wir obige
Ergebnisse auf die hier untersuchten Hyperflichen M2 fiir jede beliebige Kurve I iibert-
ragen und so insbesondere das Verschwinden des LP—Kerns des Laplace—Operators sogar

in dem Fall, dal M2 nicht vollstéindig ist, beweisen. Wir betrachten zuniichst die Funktion
p i=oVri+1,
welche C* auf M2 N M* ist. Man berechnet dann in der Basis (1.3)

1 1
Yl(w*)=\/h—22 r? 41, Y1Y1(<p*)=—2h22(10gK),gv7“2+1,

und somit

3
* x x L /1 2
Ap* = -NYi(p") = Yi(e") D wli(yi):h_22(§(10gK),g—5)\/7“2+ =
i=1

o*(r2 +1)2 + ¢4 t
203(r2 + 1)3/2 (94(r2 F12 i )
Wegen sup, t*(0*(r? +1)?+t*)~! = 1 folgt, daBl ¢* subharmonisch ist und man berechnet
ferner
o(r2 4+ 1)2 + 14
20%(r2 +1)

(2.1) lgrad "> = Y7 (p*) = K" =
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Wir definieren nun die C*°~Funktion A : R — [0, 1) durch A(z) = e~V fiir 2 > 0 und
A(z) =0 fir z <0 und setzen

T +oo
(22) uw)i= [ A1 =wdy/ [ A .

Die Funktion p : R — [0,1] ist ebenfalls C°°, monoton und gleich null fiir x < 0 bzw.
gleich eins fiir z > 1. Sei 0 < sg < Lr eine beliebige reelle Zahl. Dann ist

¢ = oVr?+1-pu(o)

eine C*°~Funktion auf M3 und subharmonisch auf M3\ K, wobei

Ky :={p=p(s,0.0) € Mt 15 <s0,0<1}.
Man beachte dabei, da8 K, kompakt und ¢ eigentlich ist, d.h.

so’l[Om]:{pGMf‘: oVr?+1-pu(o) Sn}

ist kompakt fiir alle kK € RT. Wir zeigen, daf3 ¢ global Lipschitz ist. Hierzu bemerken wir
zunéichst, daB | grad p| < B, auf M gilt, wobei B, eine Konstante ist, da | grad ¢|* auf
M3\ K, asymptotisch gegen 1/2 geht und, als eine glatte Funktion, beschrénkt auf K,
bleibt. Seine nun p und ¢ zwei Punkte in Mg, und ~(7) die kiirzeste Geodite zwischen
ihnen, so da8 dist(p, ¢) = L,; wir nehmen an, daf§ v auf Bogenldnge parametrisiert ist.
Da

. . d
hi(grad ¢ (v(70)), 4(10)) = dip(7(70))((70)) = ——@(¥(7))lr=r0,
folgt mittels Cauchy—-Schwarz, dafl

o) ol =| [ sotaimar] =| [ nlardgtar) i(ein
L

< [ lamad ()] {(n)ldr < By dist (p,0),
0

d.h., ¢ ist gleichmiBig Lipschitz—stetig auf M. Insgesamt erhalten wir folgende Propo-
sition.

Proposition 2.2. Auf den zusammenhingenden, nicht kompakten, orientierten Rie-
mannschen C*®-Mannigfaltigkeiten (M3, hy) existieren fiir jedes t # 0 und jede Kurve
T eine eigentliche stetige Funktion ¢ : M — R und eine kompakte Menge K, C M
derart, dafl

a) ¢ eine C®—Funktion ist,

b) ¢ gleichmdfig Lipschitz ist,

¢) ¢lup\k, subharmonisch ist.

Insbesondere gelten die Folgerungen von Theorem 2.1. |

Man beachte, dafl obige Proposition auch in dem Fall, dafl ¢ = 0 ist, also fiir die nicht
vollstéindigen Riemannschen C°°-Mannigfaltigkeiten (M2 N M*, ho) richtig bleibt. Als
Konsequenz erhalten wir folgenden Verschwindungssatz.

Korollar 2.1. FEs existieren keine LP—harmonischen Funktionen, p > 1, auf den Hyper-
flichen (ME, hy) fiir beliebige t € R und Kurven T.
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Beweis. Seien ¢ und K, wie in der vorangehenden Proposition gegeben und sei u
eine harmonische Funktion auf M{. Nach Proposition 2.1 gilt |ulP € X(M3) fiir al-
le p > 1. Nach dem Aronszajn—Cordes—Eindeutigkeitssatz fiir Differentialoperatoren
2 laj<2 @a(z) 0% zweiter Ordnung mit elliptischem, metrischem Hauptsymbol [1] kann
u nur dann identisch auf M3\ K, verschwinden, wenn es iiberall verschwindet. Demzu-
folge ist fiir ein nicht triviales v die Menge

{m € M2 : |uP(m) > 0, o(m) > max g, grad p(m) # 0}
nicht leer, und nach Theorem 2.1 existieren Konstanten A und 7y derart, daf3
/ P dME > A(r — 7o)
M7
fiir alle 7 > 7. Insbesondere ist Kerp,» (A) = {0} fiir alle p > 1. O

2. Einstein— und T—Killing—Spinoren auf den Hyperfliichen M}

In folgenden werden wir den Dirac-Operator D auf den Hyperflichen M3, deren Geo-
metrie in den vorangehenden Abschnitten studiert worden war, untersuchen. Fiir ¢ > 0
ist der Homotopietyp von M3 durch R? x I'/ {1} gegeben. Ist die Kurve I' nicht ge-
schlossen, so kann M2 nicht vollstéindig sein und hat demzufolge nur eine Spin—Struktur.
Anderenfalls hat M1§ denselben Homotopietyp wie der Kreis S! und la8t dementspre-
chend zwei Spin—Strukturen zu. Die triviale Spin—Struktur ist dadurch charakterisiert,
dafl eine globale Trivialisierung des Spin(3)-Hauptfaserbiindels, welches ein beliebiges
Orthonormalreper—Biindel iiberlagert, existiert, wihrend die nicht triviale Spin—Struktur
eine solche Trivialisierung nur lokal zuldt. Andererseits induziert die Spin—Struktur des
Eguchi-Hanson-Raumes H? eine Spin-Struktur auf den Hyperflichen MZ C H? durch
Reduktion der ersteren beziiglich des duBeren Normalenvektorfeld von M. Es stellt sich
heraus, dafl die induzierte Spin—Struktur genau dann die triviale ist, wenn die Win-
dungszahl der geschlossenen Kurve I' gerade ist. In den folgenden Betrachtungen werden
die meisten Aussagen beziiglich der trivialen bzw. induzierten Spin—Struktur hergeleitet
werden, obwohl manche von ihnen, die aus rein geometrischen Uberlegungen folgen, fiir
beide Spin—Strukturen gelten.

Zu Beginn werden wir versuchen, Losungen der Dirac-Gleichung zu bestimmen, welche
gleichzeitig Losungen der Einstein—Gleichungen sind, und zeigen, dafl die betrachteten
Hyperflachen fiir den Fall, daf} ¢ # 0 ist, keine solche Losungen zulassen. Es ist jedoch
moglich, solche Losungen explizit mittels Deformation in eine singulére Situation hinein
zu konstruieren, obwohl diese Losungen dann nicht ldnger vollstdndig sind. Fiir den
Fall, daB die zugrundeliegenden Hyperfliichen vollstindig sind und M} eine Minimal-
Fléche ist, kann weiterhin die Existenz eines Spinorfeldes, welches einer verallgemeinerten
Killing—Gleichung fiir Spinoren geniigt, gezeigt werden.

Wir bezeichnen mit eq,...,e, die Standard-Basis des euklidischen Raumes R™ und
fithren die komplexen, zweidimensionalen Matrizen

i 0 0 i 10 0 —i
o0 %) o= (T0) m=(o ) =7 0)
ein. Fiir den Fall, dafl n = 2m, ist die Spin—Darstellung der komplexen n—dimensionalen
Clifford—-Algebra C¢ durch den Isomorphismus
Kom + Cg ~ End(Azp), Kom(e;)) = E® - QE®gy;) T ®@---@T

[(j—1)/2]-mal



2. Einstein— und 7-Killing—Spinoren auf den Hyperflichen M3 39

gegeben, wobei j = 1,...,2m und «(j) gleich 1 bzw. 2 fiir ungerades bzw. gerades j ist.
Fiir n = 2m + 1 erhélt man die Darstellung

Kama1: Csppy = End(Dgpms1) ® End(Aomi1) 2 End(Aami),

K2m+1(€j) = ngm(ej), Iigm+1(€2m+1) = T R R T,

wobei Agy, = Agpg1 = A2m+1 = C2" sowohl fiir die entsprechenden Darstellungsrdume
als auch die Darstellungen selbst stehen. Die induzierten Darstellungen von Spin(n) C C¢
werden mit denselben Symbolen bezeichnet.

Sei X(Mg) oder einfach X das jeweils betrachtete Spinorbiindel von M2, (-, -) dessen her-
mitesches inneres Produkt und I'(X) der Raum aller glatten Schnitte. Wir identifizieren
das Tangentialbiindel T M7 und das Kotangentialbiindel 7* M3 mit Hilfe von h;. Dem-
zufolge kann die Clifford-Multiplikation TM2 ®@g S(M3) — X(Mg) eines Spinors mit
einem Vektor auf natiirliche Weise zu einer Multiplikation A(M3) ®@g X(M3) — X(M3)
eines Spinors mit einer Form erweitert werden. Der Levi—Civita—Zusammenhang V von
(M3, g¢) induziert in X(M2) eine kovariante Ableitung, die wir ebenfalls mit V bezeich-
nen werden. Beziiglich eines lokalen Orthonormalrepers {Y7, Y2, Y3} erhilt man fiir V
die Darstellung

3
1
ViD(E) — NI MY) @),  Ve=dp+5d wyYi Yo,
i<j
wobei die w;; die Zusammenhangsformen des Levi-Civita—Zusammenhangs bezeichnen

und X - ¢ die Clifford-Multiplikation eines Vektorfeldes mit einem Spinor darstellt. Der
Dirac-Operator D : ['(X) — ['(X) auf M3 laBt sich dann lokal gem#f}

3
Dy => Y Vy¢
i=1

schreiben. In der oben gegebenen Realisierung der komplexen Clifford-Algebra C§ o~
M(2,C)® M(2,C) werden die Vektoren Y7, Ya, bzw. Y3 mittels der Matrizen g1, go bzw.
—iT dargestellt. Man beachte dabei, daf in der dreidimensionalen Clifford-Algebra e; =
€ijk ek gilt, wobei €51 den total schiefsymmetrischen Tensor bezeichnet. Beziiglich des
globalen Schnittes (1.3) wurden die 1-Formen w;; bereits in Proposition 1.2 berechnet.
Wir fithren nun folgende Definitionen ein.

Definition 2.1. Ein nicht triviales Spinor—Feld ¢ auf einer Riemannschen Spin—-Mannig-
faltigkeit (M™,g) der Dimension n > 3 heifit positiver bzw. negativer Einstein—Spinor
mit Eigenwert A € R, falls er eine Losung der Dirac— und der Einstein—Gleichung

1
4

ist, wobei Ty (X,Y) =Re (X - Vy¢ +Y - Vx),¢) das durch ¢ definierte symmetrische
(0,2)-Tensor-Feld, der Energie-Impuls—Tensor von 1, ist.

1
D¢ =M,  Ric—3Sg==+.T,

Wie in [8] von Friedrich und Kim gezeigt, ist in Dimension n = 3 und im Fall, daf} die
Skalarkriimmung nicht verschwindet, die Existenz eines Einstein—Spinors dquivalent zur
Existenz eines sogenannten WK-Spinors:

Definition 2.2. Sei (M™,g) eine Riemannsche Spin—-Mannigfaltigkeit, dessen Skalar-
kritmmung S nirgends verschwindet. Ein nicht triviales Spinorfeld auf M heift schwacher
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Killing-Spinor oder WK-Spinor mit WK-Zahl X\ € R, falls es der Feldgleichung
-1

(2.3)  2(n—1)S V= ndS(X)w + 2)\% (2Ric(X) = SX) -9+ X - dS - ¢

genigt.

Fiir allgemeines n entspricht jede Losung ¢ der Feldgleichung (2.3) mit AS < 0 bzw.
AS > 0 einem positiven bzw. negativen Einstein—Spinor mit Eigenwert A. Fiir die Existenz
eines WK—Spinors ist folgende notwendige Bedingung bekannnt [8]:

Proposition 2.3 (Friedrich and Kim). Sei (M™,g) eine Riemannsche Spin—Mannigfal-
tigkeit mit nicht verschwindender Skalarkrimmung und ¢ ein WK-Spinor auf (M™, g)
mit WK—Zahl \. Dann gilt

4(n — 1)X?[(n® — 5n + 8)S? — 4 |Ric|’]

(2.4) )
= (n—2)%(n—1)S%+n|dS|* +2(n —1)S(AS))].

Im folgenden zeigen wir, daf fiir ¢t # 0 die Bedingung (2.4) auf M3 fiir keine Kurve T
jemals erfiillt sein kann.

Proposition 2.4. Fiir t # 0 lassen die Hyperflichen (M3, hy) beziiglich jeder der bei-
den Spin—Strukturen keine Losungen der WK-Gleichung zu; demzufolge existieren auf
besagten Hyperflichen keine Losungen des Dirac—Finstein—Systems.

Beweis. Angenommen es existiert auf (Mg, ht) ein WK-Spinor mit WK-Zahl A. Nach
Proposition 2.3 mufl dann

(2.5) 8A2(25% — 4 |Ric|®) = 25% + 3|dS|* + 4S(AS)

erfiillt sein, wobei S in Satz 1.1 berechnet wurde. Mittels des Orthonormalrepers (1.3)
und der Relation (r? 4+ 1)S s = 770S, , berechnet man

_ 1 0 _ 1 93(7”2"’1)2 4 4, 2 2
M) = 80 = T Vi (@G DE 1 e 2L,
1 9
ot P,
9 P P

und erhélt so fiir den Laplace—Operator angewandt auf S den Ausdruck
3
~AS = div grad S = Y1Y1(S) + Y1(8) Y wii(¥)
i=1

2

= Y1Y1(S) + YA (S) N

1 1
\/h_22 (5(10gh33)7g — (IOgD)’Q) = Y1Y1(S) + Yl(S)
siehe Proposition 1.2. Man berechnet ferner
1 1 1 1
Y1Yi(S) = — | —S =—05 2 — —5h2,5
() Vhao <\/h22 ’9),9 has o 2(ha2)? ee
_2(4t =201 + )ttt +3(1 4-7%)%0®)
- (94(73 4 1)2 +t4)3
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sowie
2 2t — 0" (r? + 1)
Yi(S) =2 o+ 1)
N (0 (r2 + 1)2 + t4)2
und erhalt fiir AS den Ausdruck
8t% — 180"t* (r* +1)% + 0*(r* + 1)*
(0*(r2 + 1) + t4)3 :
Da weiter [dS]* = Y1(S)2, |Ric|® = trRic® = R2, + R%, + RZ,, erhilt man
1
(0 (r2 + 1)2 + t4)3
fiir die linke Seite von (2.5) und
-2
(0*(r2 + 1) + t4)3
fiir die rechte Seite, so daf die Bedingung (2.5) nun
N (1268 — 20%(r2 + 1)%tY) = S(t8 — 60 (r? + 1)%tY)

AS =

82

(—24t% — 4p*t* (r? +1)?)

S[—8t% 4 480%(r* 4 1)%t4],

lautet und man erkennt dann, daf sie fiir ¢ # 0 fiir keine Kurve I" jemals erfiillt sein kann.
Da die Integrabilitéitsbedingung (2.5) rein geometrischer Natur ist, gilt die Behauptung
fiir beide Spin—Strukturen. O

Allein fiir ¢ = 0 ist die Bedingung (2.5) fiir beliebige Werte von A erfiillt, da dann
beide Seiten identisch verschwinden. In diesem Fall sind die Hyperfliichen (Mg, ho) nicht
langer vollstandig, die Metrik degeneriert langs der exzeptionellen Kurve; in diesem Fall
ist K =G =2, H =0 und der Ricci-Tensor und die Skalarkriimmung lauten

1 0 0 0
Ric=———— | 0 —¢*(r?+1)? 0
6 (2 3 ’
(2.6) 20°(r2 + 1) 0 0 —ot(r? +1)2
_
- 02(72 + 1)'

Im folgenden zeigen wir, dafl in diesem Fall Losungen des Dirac—Einstein—Systems auf
(M3 N M*, hg) fiir eine beliebige Wahl der Kurve I' explizit konstruiert werden kénnen.
Wir betrachten hierzu ein nicht triviales Spinorfeld v auf M2, welches der Spinorgleichung
(2.3) fir n = 3,

V) = %dS(X)¢+ %Ric(X) b —AX b+ %X-ds-w,

geniigt. Indem wir 1) = /=S x setzen, kann obige Gleichung in eine Gleichung fiir x
umgeformt werden. Unter Benutzung von V(fv¢) = d f ® ¢ + fV fiir eine Funktion f
und der Relation X -dS = —dS(X) + X x dS in der dreidimensionalen Clifford—Algebra
ergibt sich

2 1
(2.7) VXxA(ERiC(X)X>-X+E(Xde)~X.
Wie bereits gezeigt, ist beziiglich der Basis (1.3) lediglich Y3 (S) verschieden von null und
man erhilt

X x dS = w*(X)Y1(9)Ys — w?(X)Y1(S)Y5.



42 2. Das Spektrum des Dirac— und des Laplace—Operators

Weiterhin gilt
2 . 2R - S 2R99 — S o 2R33 — S 4
5 Ric(X) - X = 5 g v S

In der oben gegebenen Realisierung der komplexen Clifford—Algebra erhélt man mittels
Proposition 1.2

1 1 1Wwa3 —Ww12 — W13 X1
Vy=dy+=% wi,Yi Y- x=dx+ = : .
X=Xty ;w” X = oxty ( wig — w13 —iwag X2

B 1 (loghss), [ 0 —w? 0 iw X1
_dX+2\/h_22[ 5 W20 + (log D) , id 0 NOE

Ist nun ¢t = 0, so gilt

2Ry — S 2Roo — S 2R33 -5
S ’ S ’ S

WwH(X)Y) + (X)Ys + (X)Ys.

sowie

1 2
(log D), = *Ea (log h33),, = Ev (log S),o = —

Fafit man all dies zusammen, so lautet (2.7)
dx1\ \ —iwl 0 - 1 0 iw? + w?
dxs) 0 jw! 20v/has w3 — w? 0
- 1 0 —w? — jw? X1
20vh22 w? — w3 0 X2
- 7iw1 ‘01 X1 7
0 w X2

wobei die Summanden (X x dS)/4S und ,_; w;;(X)e; - e;/2 sich gegenseitig aufheben.
Da dw; = 0, kann obiges System integriert werden. Beriicksichtigt man, dafl dy; =
Zle Y (xj)w' = Xj,5 ds + Xj,0 d0+ Xj.o dip, und zieht die Ausdriicke fiir die w’ hinzu, so
erhilt man das System von partiellen Differentialgleichungen

B DO A0 D
ds \ X2 0 fo X2/’ Do \ X2 0 fo X2/’

fo= fz‘ATffl VI F K, fo= M/ (P FDE

wobel

Funktionen in den Variablen ¢ und s sind. Man beachte, da8 (72 4 1) fo = rirof2. Weiter
gilt

0 1 K
=0 =Ni=y/ ——21 | =
gasfz 9( S\ r?") Jfos
woraus hervorgeht, dafl

X1 = ef2(5)9, Yo = e~ f2(s)e

eine Losung des obigen Systems ist. Geht man wieder zur urspriinglichen WK-Gleichung
iiber, so ergibt sich folgende Proposition.
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Proposition 2.5. Gegeben sei die Familie von Hyperflichen (M2 N M*, ho), wobei T
eine beliebige Kurve darstellt. Dann ist

1 (e/\\/Q(WJrl)gi)

¥= V2 +1 \ V202 +1ei

ein WK-Spinor der Linge |0|* = =S |x|° = =S(xal* + [x2|?) = =25 und WK-Zahl
A € R. Der normalisierte Spinor

-5 v = 1 e~ M/2(r? +1)oi
MR o202 T DA\ V2D

ist somit ein Einstein—-Spinor auf ME N M* mit Eigenwert .

Der Homotopie-Typ von M3 N M* ist durch R} x S L' x T gegeben; demzufolge hat es
mindestens zwei Spin—Strukturen, und die hier vorliegende ist durch die globale Triviali-
sierung (1.3) bestimmt. Wir erinnern daran, da M3 N M* durch den Léngenparameter
s der Kurve I'(s) = r(s)e*r(*) ¢ C und die Parameter 0 < ¢ < 00, 0 < ¢ < 27 der Faser
parametrisiert ist. Die Metrik hg ist dann durch die Formel

ho = 2(0%ds® + (r® + 1)(do* + 0°dp?)) + riodsdo + r*pro’dsdy

gegeben und der Ricci-Tensor hat Rang zwei, sieche Gleichung (2.6). Ahnliche Beispiele
von WK-Spinoren auf einer dreidimensionalen, nicht vollstdndigen Riemannschen Man-
nigfaltigkeit mit negativer Skalarkriimmung sind in [8] konstruiert worden.

Wir fithren nun den Begriff eines T—Killing—Spinor, siehe [9], ein.

Definition 2.3. Sei (M", g) eine Riemannsche Spin—-Mannigfaltigkeit. Ein Spinorfeld 1)

ohne Nullstellen heift T-Killing-Spinor, falls die Spur Tr(Ty) = W Tr(Ty) konstant

ist und v eine Losung der Feldgleichung
1 -
Vi =—3Ty(X) -y, X eX(M")

darstellt, wobei Tw (X,Y) = WTw (X,Y) der Energie-Impuls—Tensor des normalisier-
ten Spinors v/ ||| ist.

Wie zu Anfang bemerkt, ist (H?, g;) mit einer Hyper—Kihler—Struktur versehen und des-
halb Ricci—flach und selbstdual. Aufgrund dieser Tatsache existiert ein paralleler Spinor
auf H?, mittels dessen Einschrinkung auf M{ wir in der Lage sind, einen T-Killing—
Spinor explizit zu konstruieren. Hierin folgen wir einer dhnlichen, in [7, 9] durchgefiihrten
Konstruktion, wo die Einschrinkung eines im euklidischen Raum R? gegebenen paralle-
len Spinors auf eine isometrisch eingebettete, geschlossene 2—Fliache konstanter mittlerer
Kriimmung betrachtet wird und hiermit Beispiele von T—Killing—Spinoren auf beliebigen
Flichen konstanter mittlerer Kriimmung im R? produziert werden.

Wir betrachten zunichst die Einschrinkung des Spinorbiindels von H? auf die Unter-
mannigfaltigkeit M3 (vgl. [2]). Hierzu bemerken wir, daf die Clifford-Darstellung Aoy o
direkt aus der Clifford—Darstellung Agy 1 konstruiert werden kann, indem man

Aoy = Aogy1 @ Aok
setzt und die Clifford-Multiplikation in Aggio mittels der Clifford—Multiplikation in
Aggy1 gemif
ei (Y1 ®aho) = b1 B (—e;-p2),  1<i<2k+1,
eakt2 - (Y1 B h2) = P2 ® (—1)
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definiert. Die Abbildung

fr=i"er .. eapya) : Aogya — Agpyo

ist ein Automorphismus der entsprechenden Spin(2k + 2)-Darstellung und infolge von
(e1...eap12)% = (=1)kT! eine Involution. Die Spin-Darstellung Agy 4o zerfillt somit in
die Eigenunterrdume von f, und wir bezeichnen sie mit A;tk 4o+ Explizit ist

fhr @apa) =i (ey .. eapr1 Yo Der ... eoprr - 1)

und insbesondere ergibt sich fiir £ = 1 die Relation

J(h1 @ 1g) = —(e1ezes - Yo B ereses - 1h1) = thy B 11,

da ejeses = —1 in der dreidimensionalen Clifford—Algebra gilt. Auf diese Weise erhélt
man

AT = {¢1 @ 1o € Ay thp = 21},

d.h. ein Spinor in A oder A; definiert auf eindeutige Weise einen Spinor in Az und
umgekehrt. Wir haben somit zwei Isomorphismen von Spin(3)-Darstellungen

(2.8) Ag ~ Aff D1 — o1 @ (£¢1)

definiert. Infolge der Tatsache, daf§ die vierdimensionale Spin-Mannigfaltigkeit (H2, g;)
einfach zusammenhéngend ist, besitzt sie lediglich eine Spin—Struktur, und wir bezeich-
nen das entsprechende Spinorbiindel mit ¥ 2. Es spaltet in die Biindel EEQ und X5,
gemif} der obigen Zerlegung von Ay auf und infolge von Ay = As® A3z und (2.8) erhalten
wir die Identifikationen

S 2L, ¥~ zgleg,

wobei ¥ das induzierte Spinor-Biindel auf Mg ist. Wir betrachten nun ein Spinorfeld
ot € I’(EJI;Q) und dessen Einschrinkung (‘OIJ;VI'“" = 1 ® @1 auf M2, wobei p; € T'(X)
r

ein dreidimensionales Spinorfeld ist. Man beachte, dafi insbesondere N - (o1 @ 1) =
©1 ® (—p1) gemif der oben beschriebenen Realisierung von Ay gilt, wobei N das dufle-
re Normalenvektorfeld an M3 bezeichnet. Bis zum Ende dieses Abschnitts stelle nun
{Y1,Y2,Y3} ein beliebiges lokales Orthonormalreper an M dar. Unter Verwendung der
lokalen Darstellungen fiir die verschiedenen kovarianten Ableitungen erhilt man fiir die
spinorielle kovariante Ableitung von ¢ auf M3 die Relation

by 1
Vet =det(X)+ 5 Y wi(X)YiYs - (@)
1<i<j<3

1
+3 D wiu(X)Yi-N- (1@ 1)

1<i<4
1
= (Vip1 @ Vo) — §(V§2N “1 D V§2N 1)

fiir jedes Vektorfeld X € TM3, da wij(X) = g(VE'Y,Y;) = ht(VggYi,Yj) und
wis(X) = g(VE'Y;, N) = —hy(Y;, VI N). Da ein Teil des Weyl-Tensors des Eguchi-
Hanson-Raumes H? verschwindet, kénnen wir annehmen, daf der parallele Spinor in H?
in T'(X}.) enthalten und durch ¢+ gegeben ist. Damit gilt V?{ﬂ ot = 0, und mittels
II(X) = VQQN erhalten wir fiir den entsprechenden dreidimensionalen Spinor ¢ die
Gleichung

1
Vxer = 5 1I(X) - 1.
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Da weiter II eine symmetrische Bilinearform ist, stellt Z?zl Y; - 1I(Y;) = —$ eine skalare
Grofe dar und man erhalt

9
D” ¢ = ZYi Vi 1= 5P

da ¢1 durch Einschréinkung eines parallelen Spinors gegeben ist, ist dessen Lénge kon-
stant. Wir fassen diese Ergebnisse in folgendem Lemma zusammen.

Lemma 2.1. Es ezistiert ein Spinor ¢* € T'(X) im induzierten Spinorbiindel von M3
mit
.9

1
VXY= H(X) 9, Dyt =24t et =1

Sei nun ¥* wie in dem obigen Lemma. Dann ist Vx¢* = —(II(X)/2) - ¥*, so daf§

e (X, Z) = _mm (X -TH(Z) - " + Z-T(X)- 4507,  X,ZeX(MD).

Unter Verwendung der Relation Re (X - ¢,v) = 0, welche allgemein fiir ein Vektorfeld
X und einen Spinor ¥ gilt, berechnet man hierfiir in der Basis der Y;

3
~ 1 o .
i,,k=1

3
1 o
- _ L7) ITE. oh* * —
2|w*|2Re< 2y X2 0 > (X, 2),

ij=1
da lediglich die Summanden mit ¢ = k verschieden von null sind. Insbesondere hat man

. 1S
TH(Ty) =~z Do Re (Y I0(1) - 0) = Tl = 5,
=1

und es folgt, daf} Tr(TAw*) konstant ist, falls § konstant ist. Da letzteres nur dann der
Fall ist, falls §) identisch verschwindet, haben wir folgende Proposition gezeigt.

Proposition 2.6. Sei M3 eine Minimalfiiche, also T ein Grofkreis in S?, und ¥ das
induzierte Spinorbindel. Dann existiert ein T-Killing—Spinor ¥* € T'(X) mit Tr(Ty«) =
0, der der Feldgleichung

1. 1
Vi = =5 Ty (X) 47 =~ T(X) g7

geniigt. Fiir jede andere Wahl der Kurve I' existieren keine T—-Killing—Spinoren auf den
betrachteten Hyperfldchen.

3. Das Spektrum des Dirac—Operators

In diesem Abschnitt werden wir einige Eigenschaften des Spektrums o(D) des Dirac—
Operators auf den Hyperflichen Ml§ studieren, wobei I eine geschlossene Kurve sei, so
da§ M3 vollsténdig ist. Der Dirac-Operator D einer Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit
(M™, g) ist ein elliptischer, formal selbstadjungierter Differentialoperator erster Ordnung.
Insbesondere ist D als Differentialoperator abschlieSbar. Ist M vollstandig, so ist D we-
sentlich selbstadjungiert als ein unbeschrinkter Operator in L2(X) mit Definitionsbereich
C5°(M™, ¥) und die Kerne von D und D? stimmen iiberein, siche beispielsweise [6]. Dabei
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ist L?(X) als die Vervollstidndigung von C§°(M™, ), dem Raum aller glatten Schnitte in
> mit kompaktem Tréger, beziiglich der durch das Skalarprodukt

(wl,wg):/<w1(x),w2(x)>dM”, i € CP(M™, ),

Mn

induzierten Norm definiert. Es ist o(D) = o(D). Ist M™ vollstéindig, so ist (D) reell und
allein durch das Approximationsspektrum gegeben, da D in diesem Fall kein Restspek-
trum hat. Ist zudem M™ nicht kompakt, so ist sowohl Punktspektrum als auch konti-
nuierliches Spektrum zu erwarten. Insbesondere werden wir dann an dem wesentlichen
Spektrum von D interessiert sein, welches durch

Oess(D) := {)\ € C : es existiert eine Weyl-Folge fiir A und B}

definiert ist; o(D) zerfillt dann in die disjunkte Vereinigung von oess(D) und dem dis-
kreten Spektrum von D, welches die isolierten Eigenwerte endlicher Vielfachheit umfaft.
Das Hauptergebnis dieses Abschnittes wird darin bestehen zu zeigen, dafl fiir geschlosse-

ne Kurven I' und beliebige Parameterwerte ¢t und A € U(2) das Infimum von o(D") auf
(M3p, ht) beliebig klein wird, also 0 € 0(52) infolge der Abgeschlossenheit des Spek-

trums gilt, und daB ebenfalls 0 € (D). In dem besonderen Fall, dal T' durch eine
Mobius—Transformation aus einem Kreis in C um den Ursprung hervorgeht, beweisen
wir zudem, da8 die L?-Kerne von D und D trivial sind und somit 0 € oess(D) gilt. Da
wir dabei von der globalen Trivialisierung (1.3) Gebrauch machen, gelten diese Resultate

fiir die triviale Spin—Struktur.

Satz 2.2. Sei I' eine geschlossene Kurve und D der Abschiufi des Dirac—Operators auf
den mit der trivialen Spin—Struktur versehenen Hyperflichen (M3, ht), wobeit > 0 und
A € U(2) ist. Dann ist

a) inf {)\ tAE 0(52)} < § fiir beliebiges § > 0,

b) 0 € o(D).

Wir werden diese Aussage unter Verwendung des min—max—Prinzips beweisen und fithren
hierzu als Vorbereitung folgende Lemmata an.

Lemma 2.2. Der L2 _~Kern von D auf (M2 N M* hy) ist nicht trivial fir beliebige

Kurven I' und Parameterwerte t.

Beweis. Es bezeichne im folgenden {Y7,Y>,Y3} das in Teil 1, Abschnitt 2 eingefiihrte
Orthonormalreper an Mg, siehe (1.3) auf Seite 7. Beziiglich der in vorigem Abschnitt
eingefiihrten Realisierung der dreidimensionalen Clifford—Algebra gilt fiir ¢ € T'(X)

e i)

sy <09 )](2).

d. h., Vy,9 = dyp(Y1) fiir jedes . Die Relation dy; = Zle Y;(¢;)w’ impliziert dann,
daB der Dirac-Operator auf (M3 N M*, h;) durch

o= (SR ) (0 ) ()
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gegeben ist, da
1 1 2
log K logD),,) = .
=5 + 30 K),, — (logD),,) =

Beriicksichtigt man ¥ = g/v/det h; = 1/20y/haz, so erhiilt man auf M2 N M* fiir den
Dirac-Operator das System von partiellen Differentialgleichungen

f_ [ (aag ) W — —ng} e

(2.9) : 5
\/TE |:—’L (a—g + 5) ¢2 + 2—99111#1} = >\¢27
wobei
0 0 0
O =0+ 1)K— —rroK— — (r?¢r K + 2i)—
0 0 0
Qrr=0?+1)K— —riroK— — (r?¢orK — 2i)—
1= (" + DK o= —rre 94 (r*¢r l)ag)

Sei nun A = 0 und ¢ von der Form 1 = 9(p, s) = o~ 1v(s). Offensichtlich ist dann

i(55+7) wles =i (-5 + 5 ) =0

i 0
oot ==l (7 Dguiles) = Tt 2 (s)

sowie

Gleichsetzen dieser Ausdriicke ergibt dann
0 10
—(logv;) = —=—=—(log(r® + 1
55 0087%) = —5 5~ (log(r" +1))
fiir v, so daf} mittels Integration
1
log~y, = ~3 log(r® 4+ 1) +log C;

folgt. Indem man v; = (r? + 1)71/2C} setzt, sieht man, daf

1 Cl
b=— ( ) , C; € Ckonstant,
oVr2 +1 \C2

harmonische Spinoren auf M2 N M* sind. Da weiter

/||¢|\2dM§:/ [9]|% \/det ke ds A do A dp,
U U

wobei U C M3 eine offene Teilmenge ist, und det h; = 49*has ist, sind die harmonischen
Spinoren % in LIOC(E) O

Lemma 2.3. Sei I' eine beliebige Kurve in C und t > 0 beliebig. Dann existiert ein
L% .~harmonischer Spinor vo auf M2 N M*, der fir e — 0 punktweise durch Spinoren
e € T(X) NL2(X) approzimiert werden kann so dafi D1 € L2(X).
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Beweis. Zu Beginn bemerken wir, daf§ /—S fiir ¢ — 0 punktweise gegen 1/ovr? + 1
konvergiert, so dafl es nahe liegt, die Funktion

Q4(7"2 + 1)2
(0 (r2 + 1)2 + 4)3/2”
einzufithren, indem man in S den Parameter ¢ des Kéhler—Potentials durch den neuen
Parameter € ersetzt. Man berechnet

1 24_42 12
TN RVE SR
€

do 0 0*(r? +1)2

4
(3o v

o*(r2+1)2 + ¢

Se = — € >0,

SE N

sowie
Q[\/ 755:0, QII\/ *Sez

da (r? +1)Scs = r70Sc ,. Jede andere Funktion in ¢ und s der Funktionalabhéngigkeit
0Vr? + 1 ist ebenfalls harmonisch beziiglich Q; und Q;;. Wir setzen

(2.10) Ve =/ —5e etV <g1) C; € C konstant.
2

Fiir € — 0 erhilt man dann

v ()
T ri\G)
Wie bereits bemerkt, ist Q7. = 0, Q7. = 0, so dafi

(9 N[ g stV (Cl)
Dwﬁ\/h_zz(afg)[ S } —Cy

3eti 1 4/ C
= _ 2 1 /_ —3e*oVr2+1 1 )
ovhao (94(7’2 +1)2 + ¢ v ) S (CQ)

Man berechnet dann, unter Voraussetzung von € > 0,

el = / (=8OR + ClP

e

0\8

L
/ dethte 6etov/r?+1 ds Ndo < oo
0

mit C' = |C1]? + |C2|? sowie

2
1D tpel|1
2
= [(C80e s (0,2 4 of?) S L) a
= €e)€ 1 2 P2 0? 4(r2+1)2+64 ovrT r
T e 968 1 2
/det hye 5" ¢ —o/r241) dsAd
/0/ o haat? \A (2 + 12+t V7 * shae

d. h. die 9, sind L?-N#herungen von Lfocfharmonischen Spinoren,
L2(E) ( ) > wé - Z/JO € Lloc(z)
und D). ist ebenfalls in L2. O
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Im folgenden werden wir die Abkiirzungen

9¢8 1 2
¢ i= \/det hye 6 eV HT e i= N
P e 7 @ \ 2 Y "

beniitzen; fiir e — 0 gilt dann

vV det h,t
*(r? + 1)’
punktweise. Sei ¢ wie in (2.10); wihrend [[1)¢||;» unbeschrénkt fiir e — 0 wird, folgt nicht
notwendig, daf8 [|[D | . — 0 fiir kleine €. Nichtsdestotrotz werden wir zeigen, daf fiir
gegebenes § > 0 und hinreichend kleines € die Ungleichung ||D ¢el|1 2 / ||¥el;2 < ¢ gilt und
auf diese Weise Satz 2.2 beweisen. Zu diesem Zweck miissen prizise Abschéitzungen des
Rayleigh-Quotienten ||D ¢c||75 / [|¢bc||?» von oben durchgefithrt werden, wobei es darauf
ankommt, von g unabhingige Schranken zu finden.

*Sepe - e Peqe — 0

Beweis von Satz 2.2. Sei 1. wie in Lemma 2.3, Gleichung (2.10). Man berechnet
zunéchst

2 27 2 13
Sey/det by = V20'(r? + 1)

+1) +€4)3/2(Q4(r2+1)2+t4)1/4’
2) 1 3 6 4 2 1 2 t4 6 4 7 4t4
i( Se/dothy) = f?“+ o (r® + 1+ 6eh) + Tl
0 7"2+1) +€4)5/2( 4(7"2+1)2+t4)5/4

sup(—Se+/det hy) ;
>0 t vr “r

demzufolge ist —Sc+v/det hy strikt monoton wachsend und geht fiir ¢ — oo asymptotisch
gegen 2/2/+/72 +1 , so daf es sich als naheliegend erweist, HwEHiQ nach unten geméis

L oo L %)
Jwelits = 22C [ [(=Sepdonds = 2nC [ int (~S/eths) [ e o' g nds
0 0 0o P

abzuschétzen. Hier stellt P > 0 einen geeignet zu bestimmenden Abschneidepunkt dar,
der so zu wihlen sein wird, daf8 die entstehende untere Schranke fiir |[¢¢||;. so groB
wie moglich wird. Eine mogliche Wahl wére durch den Wendepunkt P, von —S.v/det h;
gegeben, der aus der Bedingung (—Sev/det ;) ,2 = 0 durch Lésen von

(u? + ) (u? + t1)[30u?e? + 42¢Mt1] = 5ul [t (u? + €*)? + 126 (u? + t1)?],

einer Gleichung dritten Grades in u? = o*(72 +1)2, berechnet werden kann. Da sich dies
als etwas aufwendig herausstellt und nicht notwendig zu optimalen Abschitzungen fiihrt,
suchen wir stattdessen eine Bedingung fiir o derart zu finden, dafl

(2.11) 0< —( Sev/det by)|, <a <1,
d. h.,
[0 + 1277 [6eX(0* (2 + 1)% + %) + t4(o* (2 + 1) + )]

YL
<(53%) @017 R 1P e,
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Dies ist erfiillt, falls

_a_
2v/2

wobei € < t* angenommen werde. Fiir kleines € und ¢ stellt dies eine nicht viel stirkere
Bedingung dar. Sie ist erfiillt, falls

(2\/5(664 + t4)>4 < [o*(r® +1)2P,

4/5
[(o*(r? + 1)2 +#)(6" +14)] 7 < ( ) [0 + 1)) (' + 1) + 1),

und wir setzen

1 ) 5[2v/2(6€4 + t4)
P, = u(e t,a) \/ﬁ’ wobei wle t,a) := %.

Man berechnet dann
i>n]£ (—=Sev/det hy) = —Scv/det he|p, = M(e, t,a)
g_ a

wobei die Funktion M durch

1
Vrz+ 1

2v2u7
(ut + e4)3/2(put + t4)1/4
gegeben ist. Wir bemerken, dafl mit € — 0 die Funktionen p und M gegen einen endlichen,
von ¢ unabhéngigen Wert konvergieren, ndmlich

M(e,t,a) =

1/4

4
5/ (22
5[ 2¢/2t4 (7)
1in(1) wle, t,a) = V2 , 1in(1) M(e,t,a) = 2V2 —— ,
€— a €— -
| JG)

wobei der Abschneidepunkt P, ebenfalls endlich bleibt. Wir erhalten schlieflich fiir
|te|ly2 eine Abschétzung der Form

L o]
ol 2 2aC [ inf (-8.y/dethn) [ o' g nds
0o P,
1 67654Pa\/r2+1
=2rCM(e,t,a) ds.

Vr24+1 6etvr2 +1
Man beachte, da M gegen 21/2 geht, falls zusitzlich at — 0, so dafi der Wert von
—Sev/det hy am Punkte P, beliebig nahe an supg(—Sex/det ht) = 24/2/r? + 1 heran-

reicht. Dies kann stets erreicht werden, indem man a klein genug wahlt, obwohl fiir
grofles t der Abschneidepunkt P, ebenfalls grof wird. Wir werden jedoch sehen, daf} dies
fiir die folgenden Betrachtungen keine Rolle spielt. Fiir kleines ¢ ist obige Abschéitzung
préziser, da dann P, ebenfalls klein ist.

Wir wenden uns nun ||D ||, zu. Es ist

—Seqe v/det hy
Vor(r? +1)2 + ¢4 1 2T 2
2+ 12+ )32 \ g2+ 12+ OV + < 00,

=9v2e803(r? + 1)
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und wir setzen

2 2
0 1
A? = - 2+1
ot (r2 +1)2 + ¢ <g4(r2+1)2+64 A ) ’
Vo (r2+1)2 +t4
/94(r2+1)2+e4’

so daB —S. g. v/det hy = 9v/2e8AA?. Die Funktion A verschwindet lediglich fiir o = 0.
Die Nullstellen von A sind ¢ = 0 und die Lésungen der Gleichung fiinften Grades in o,

A= o(r? +1)

(2.12) oVr2+1(o*(r? + 1) +€*) —1=0.

Der Ausdruck ov/r2 + 1 wird fiir ¢ = 0 null und ist strikt monoton wachsend, wihrend
(0*(r? +1)2 +t*)~! gleich ¢t~* fiir o = 0 und strikt monoton fallend ist. Die Gleichung
(2.12) hat deshalb genau eine Loésung im Reellen; sie ist positiv und wird im folgenden mit
Q bezeichnet. Man beachte, dafl ) groBer als 0 und von oben durch 1/+4/72 + 1 beschrénkt
ist. Da —Segev/det by nicht negativ ist und (—Segev/det hy) , = 9\/§e8A(2AA7Q + AA,),
sind die Zahlen 0 und @ die einzigen absoluten Minima von —S.gv/det h;. Somit kann A
geméf

0 1
Al = — 2411 <
A= s a A s Era VT s
2V/rZ+1 "
. L e >Q,
| e fire<@

abgeschétzt werden. Die Relation

o AFEL | 200 F1
0o (T +1)2 4 € o (04(r2 4+ 1)2 + €4)3/2

>0

impliziert zusammen mit

sup cvitil 1
o \Vol(r?+12+et V241

die Abschitzung

1
|A|§\/TT foro > Q.

Auf dhnliche Weise sieht man vermoge

9 0 et =5 (2 +1)?
9o \ (" (r2 + )2+ ¢4)3/2 ) ~ (g (r2 + 1)2 + ¢4)5/2’
daB o(0*(r? + 1) + €*)73/2 ein Maximum bei 9,40 = 7=+ und dort den Wert

0 1

(0%(r2 4+1)2 + €4)3/2 ‘gmw - 5v/5(6/5)3/2y/r2 + 1
annimmt, und wir erhalten die Abschéitzung

1
Al <
1Al < €53/65/55/r2 + 1

foro < Q.
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Nun geht A fiir o — oo asymptotisch gegen v/r2 + 1 und man berechnet
0, (P +DeMt + (2" — 1) o (r? +1)?]

6_9 T (0 2 + 1) 4 eN)32(ph (12 4 1)2 4 14)3/47

.. . . . 1
so daB fiir 2¢* < t* man erkennt, dal A ein Maximum bei o}, = {‘/%Wﬁ hat
anderenfalls ist A strikt monoton wachsend. Setzt man o] .. in A ein, so erhélt man

t
Alg:nax =V 7’2 —+ ].EN(G,t),
4 et
t \/4—64+1
N(e,t) == i

T YA _ o4
\/t 2¢ \/t4 5o + 1
und es ergibt sich fiir A die Abschétzung
A< r2 41 fir 2e* > ¢4,
V2 +1N(e,t) fir 2 <t

Fiir ¢ — 0 geht die Funktion N gegen 1/ V2. Zusammenfassend erhalten wir somit unter
der Annahme 2¢* < t4, dal —S.qv/det h; von oben gemifl

wobei

9V2N (e,t) .
— I te’ fir 0> Q,
—Seqe/det hy = 9V2EAA? < gf]?VJEE Dt i <

ST e fir e<Q

abgeschétzt werden kann, wobei k := {/65/5%; wir erhalten schlielich fiir ||D .|| . unter
der Annahme, daf € klein ist,

L Q
IID 1/)5Hiz < 27rC’/ sup (—Seqer/det hy) /676@64““%& do N ds
<@
0

L
+ 27TC/ sup (—Seqen/det by ) / —6oc* VPl do Nds
0 0>Q 5

2 C/QﬂN(@t)t R e R TR I
- € S.
AL AR Gttt 6elv/r? + 1

Insgesamt ergibt sich fiir den Rayleigh-Quotienten unter der Annahme 2¢* < t* die
Abschétzung
D el < 9v2N (e, )t [ (e3x72(1 — e 6QNVITHT) 4 (7 6—6Q64m) ds
HwEH%ﬂ B M(eataa) fe—GPae‘*\/m ds .

Der Ausdruck
e—GQe Vr24+1

o
Zki —6Q\/r2 + 1)k 3

geht fiir e — 0 gegen null, so daf der Rayleigh-Quotient selbst beliebig klein fiir € — 0
wird. Da fiir geschlossene Kurven I' die Hyperfliichen Mg vollstéindig sind, sind D und
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damit D selbstadjungiert, und nach dem min—-max—Prinzip, siehe beispielsweise [22],
gilt
- D)7
inf{)\:)\ea(D )}: I
o£ven(®) [[¥|:

da offenbar D von unten beschrinkt ist; dabei ist der Definitionsbereich des Abschlusses
D des Dirac-Operators durch

D) = {w € L2(X) : Jeine Folget, € D(D) : ¢, — ¢ und
D 9, konvergiert in LQ(E)}

gegeben. Ist 1) € D(D)NT(X), so gilt Dy = D4 . Da fiir den Fall, dal M vollstindig ist,
die Ungleichungen [ [|ooc[| dM2 < oo, [ D] dME < oo und [ ||D?||” dME < oo

implizieren, da8 v in D(D) bzw. D(ﬁQ) liegt, folgt schliefllich a). Denn sei py € M} fest
und p(z) : R — [0, 1] die in (2.2) definierte Funktion. Wir setzen dann

dist
bulp) = (2~ SURRNY gy pea

vgl. [6]. Dann gilt b, = 1 auf B,,(pg) und supp b,, C Bz, (po). Weiterhin ist b,, Lipschitz—
stetig, also fast iiberall differenzierbar und |gradb,|?> < M/n?, wobei M eine Konstante
ist. Da M} vollstiindig ist, sind die abgeschlossenen Hiillen der geodétischen Kugeln
B..(po) kompakt in M3 und demnach

Yy 1= by Y € D(D) = CSO(M37E)

Da [|tb][32 < o0, gilt 1, — 9. in L2(2). Ebenso impliziert D7, < oo mittels der
Relation D ¢, = by, D the +grad by, -1be, dal D ¢, — D¢ in L2(%). Damit folgt . € D(D)
und entsprechend D ¢, € D(D). Indem man schlieBlich v, := 1b¢/ [|t)c||.» setzt, erhilt man

eine Folge von Elementen in D(D) NI'(X) der Lénge eins mit || Dtz — 0 fiir € — 0.

Es ergibt sich 0 € gapprox(D) = o(D) und damit b).
o

Im folgenden wenden wir uns dem L?-Kern des Dirac-Operators fiir den Fall, da8 ' =
re’?r ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius r ist, zu. Sei p = (s, 0, ) € MENM*
und z = €™ € S'. Wie in Abschnitt 4 des ersten Teiles dargelegt, sind in diesem Fall
durch

Kyt MEOM* — MEN M* k. (p) = U(s, 0, (¢ + 7) mod 27),
e s MENM* — MENM?*, p.(p) = ¥((s + 7) mod 277, 0, ©)
zwei isometrische S'-Wirkungen auf M3 N M* gegeben. Setzt man

(k:0)(p) = Y(k.-1(p))  und  (u9)(p) == P(p.—1(p)),

so erhiilt man zwei stetige unitire S'-Darstellungen auf L2(X), da infolge der Invarianz
der Volumenform unter s, und u, die Gleichheit

/<w("€z*1(p))a @(“z*l (p))> dMg(p) = / <¢(p)7 <p(p)> (Kz)*(dMg)(p)a v, € LQ(E)v

gilt sowie entsprechend fiir u,. Nach dem Satz von Stone existieren dann eindeutig be-

stimmte selbstadjungierte Operatoren M und M; derart, daB k.- = ™ p1ir = ™M1
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gilt. Sie berechnen sich zu M =1i0,, My = i 0,, wihrend die zugehdrigen Eigenfunktio-
nen durch

0 o . J . .
PR 1o77- RPN 177 i gtapr g Sifer
Zacpe ae'?, zase Bére
gegeben sind, wobei o und  ganze Zahlen sind und ¢r = €/r, € = +1, ist. Wegen D, =
Dix.(p) = Djpu.(p) vertauscht D jeweils mit x, und p., so dafl jeder der Eigenunterrdume
E) von D bzw. D zum Eigenwert X in die Eigenunterréiume der unitéren S* x S*Wirkung
gemif

Ex =P H) o Hy,

a,B

der Spektralzerlegung der Operatoren M und M; entsprechend, zerfillt; insbesondere ist
Kerp2(D) = @a’ﬁ Hq ® Hg. Eine allgemeine Losung der Dirac-Gleichung D¢ = Ay auf
Mg N M* kann dann als ein Produkt von der Form

(2.13) U(s, 0, ) = €27 R(g)

angesetzt werden, wobei R eine Funktion in g ist. Das System partieller Differentialglei-
chungen (2.9) geht demzufolge in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen

1 0 1 )
(55 2) B (02 + DB — (260K + 2000) Ba] = ARy

214) Y haz 889 X ,
. 1 2 . 2 . .
L P (i < VK Br — K -2 -
N [ i (89 + Q) Ry + 29((7“ + 1)K Bor — (r ér Z)a)R1] ARz,
fiir die Radialfunktion R(p) iiber. Wir setzen
f= (5Kfz‘a)/g, g = (5K+ia)/g,

wobei wir die Bezeichung § := ((r? + 1) — r?a)¢r/2 einfithrten, und nehmen die Sub-

stitution
eiAf\/Engl(Q)
x:=Co (e_i)‘f‘/mngg(Q)

vor, so dafi sich fiir x das Differentialgleichungssystem

d (v _1(na N ix/haa 0 X1

do \x2 o \ X2 0 —iM/hoo X2
o A [ Vhazdo 0 —1/0— i\V/hay f Ry
0 0 N g —1/0+iMha2 ) \ Ra

_ (0 F\(a
g 0 X2
mit f = %A Vhndef g.— o=2iA [ Vhadeg ergibt. Dabei ist
(T2+1)g2 94(T2+1)2 1/4 11 4 94(7’2+1)2
V haado = 1+ —— Flsmg——a— -
V2(04(r2 4+ 1)2 4 t4)1/4 t 2°4°3 t

Fiir den Fall, dal entweder o oder § von null verschieden sind, werden f und g nicht
null; nochmalige Differentiation ergibt dann

(Xl),gz = ﬁg X2 + f(X2),g = (log J;),@ (X1),0 + fg X1,
(XQ),Q2 =geXx1+9 (Xl),g = (IOgg),g (X2),g + f~X2
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und fithrt auf die Differentialgleichungen zweiter Ordnung

d*x1 dx1 _
(2.15) 0 (0) + (o) d—g(g) +q(0) xa(e) =0,
d*x2 _ L dxo _
(2.16) d—QQ(@) + p(0) d—g(g) +q(0) x2(0) =0,
wobei
p(9)=l—5L—2M\/h q(9)=—i(52K2+a2)<0
0 0K —ia 2 02 -

Setzt man dann ys := fﬁl(xl)yg bzw. X1 := § '(x2) , so erhilt man mit jeder Losung
von (2.15) bzw. (2.16) eine Losung obigen Differentialgleichungssystems fiir y, d. h. das
Losen besagten Systems zweier Differentialgleichungen erster Ordung ist dem Losen der
Differentialgleichung zweiter Ordnung (2.15) oder (2.16) dquivalent. Letztere sind Diffe-
rentialgleichungen vom Sturm-Liouvilleschen Typ und weiteres Ziel wird es im folgenden
sein zu zeigen, daf} sie fiir A = 0 und « # 0 keine beschriankten Losungen haben kénnen,
insbesondere aber zu keinen L2-integrierbaren Losungen ¥ der Dirac-Gleichung fiithren.
Hierfiir bedienen wir uns folgenden Satzes von Hartman [11].

Satz 2.3 (Hartman). Sei I ein Intervall in R und w(z) eine Losung der Differential-
gleichung

W(z) + p(x)w(x) + q(z)w(x) =0, xel,
mit stetigen, komplexwertigen Koeffizienten p und q. Gilt

(2.17) Re [ - g(o) ~ 7lp(@)] > 0.
so ist r(x) = |w(w)|? konkav, i. e. #(x) > 0.

Man berechnet nun im vorliegenden Fall

1 1 K, 1 1
Rep(@)——(erp)—E_ 2 (5Km+5K+m)

[\]

8’°KK ,
52K2+a2’
5K 1 1
I ——(p—p)=——2 - —2)\y/
mple) = 5;(p=P) 2i (6Kz‘a 5K+m) AV haz

i

adK ,
= TR2K2+ a2 _2)‘\/@

|;_|fb|’—‘

[\

und hieraus

1) ?K?(logK) ,

1 2 1 212 2
_ _ -~ (8K _
o)~ b0 = (PR 0? - 1) + TR

1 (logK), a\/(r?+1)K 9, o
(20 ; — A2 + 1)K,

Aufgrund von

1 (logK), 1 t 0

20 4 _29( 94(r2+1)2+t4) o
wird ersichtlich, da§ im Fall A = 0 und « # 0 fiir die Differentialgleichungen (2.15) und
(2.16) die Bedingung (2.17) erfiillt ist, wihrend fiir A # 0 der Ausdruck —q(o) —|p(0)|?/4
fir o — oo asymptotisch gegen —2A2(r2 + 1) geht. Fiir A = 0 und a = 0 wird er
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fiir o — 0 ebenfalls negativ. Als Konsequenz vorangehenden Satzes erhalten wir somit
folgendes Lemma.

Lemma 2.4. Seien A = 0 und a # 0 sowie x1, x2 Ldsungen der Differentialgleichungen
(2.15) bzw. (2.16). Dann sind |x1|* und |x2|? konkav. O

Wir sind nun in der Lage, den angekiindigten Satz zu beweisen.

Satz 2.4. Sei ' ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius r und i ein Spinor auf
(ME N M* hy) von der Form (2.13). Ist ¢ eine Losung der Dirac—Gleichung beziiglich

der trivialen Spin-Struktur zum Eigenwert X =0 und o # 0, s0 ist |9/} = oo.

Beweis. Sei Dy = 0 und « # 0. Nach den vorangehenden Ausfithrungen geniigt x1 =
CoR;(p) der Differentialgleichung (2.15) und wir betrachten deren Fortsetzung

d*x1 dx1

)00 D)t () =0, zeC

ins Komplexe. Fiir a # 0 sind p(z) und ¢(z), z € C, meromorphe Funktionen mit Polen
1. bzw. 2. Ordnung bei null. Die Differentialgleichung (2.18) ist somit vom Fuchsschen
Typ und Null ein reguldrer singuldrer Punkt. Bilden x1.1, x1,2 ein Fundamentalsystem
von Lésungen von (2.18), so lassen sie sich in einer Umgebung der Null in die gleichmBig
konvergenten Reihen

o0 o0
x1,1(2) = 2 (1 + Z anz">, X1,2(2) = 2% (1 + Z bnz">,
n=1 n=1
entwickeln, wobei a,,, b, Konstanten und ¢, e die Wurzeln der Gleichung

E+ P —1e+¢" =0

(2.18)

mit
¢° = lim 2% ¢(2), p° = lim 2 p(2)
z—0 z—0
sind, siehe beispielsweise [24]. Es ist somit €] +e; = 1—p°, €165 = ¢° und im vorliegenden
Fall berechnet man e +ea =1 —1=0, €162 = —a?, also €1 = @, €5 = —a. Offenbar gilt
eine entsprechende Betrachtung auch fiir xo2 = C'oR2(0). Nun ist

21 oo 27r

1
[6l72 = [ (s, 0, ) dME = — (Ix1(0)]? + x2(0) ) V/det by ds A do A dep.

Damit obiges Integral beschriinkt bleibt, ist es erforderlich, daf |x1(0)|? und |x2(0)|? mit
der Ordnung > 1 fiir ¢ — oo fallen, da

1 S8o(r? +1

—Vdet hy = VBo(r® +1) ~ konstant;

0 Vo(r2 +1)24+t4
mithin mu |x;(0)[? < 1/0, i = 1,2, fiir groBes o gelten. Da weiter |y;(0)|* glatt ist,
existiert ein go mit (|xi(00)|*),, < —1/05 < 0. Nach Lemma (2.4) ist |x;(¢)|?, jedoch
monoton wachsend, so daf3

d , 1
—Ixilo)|" < ——= <0 firalle o<op
(ol < - :

gelten muB. Insgesamt fillt demnach |y;(¢)|> monoton, und streng monoton fiir ¢ < go.
Sei nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit @ =1, 2, .... Ist x(g) nicht identisch null,

| 2



3. Das Spektrum des Dirac—Operators 57

so ergibt sich als Konsequenz, daf fiir die Komponenten x; und y2 in einer Umgebung
der Null die Darstellungen

xi(e) = Aio™® [1 + i 02;9"}
n=1

gelten, wobei A;, ¢!, Konstanten sind; anderenfalls wire (|x;(0)[?), > 0. Sei nun g
hinreichend klein, so dafl x; und y2 eine Entwicklung der obigen Form haben und ins-

besondere
= , 1
‘ ZRec;Q” < 3 fiir alle o < 01.
n=0
Dann ist
27 01 27r 01 0o 5
[ ] [ 1wt eol® anst = antr [ o2 57 a2 [(143 Recio)
00 0 0 i=1,2 n=0
e o] 2 01
+ (Z Im cig") } Vdet hy do > m2r(A? + A2) / o2 /det hy do
n=0 0
01
8(r? +1
> w4 4+ At ) [ e g
Voi(r? + 1)+t
log g|§1 = o0, a=1,
= —2(a—1) |01
m 0 = 00, o = 2, 3, e
und damit H¢||32 = 0. O

Wir untersuchen nun den verbleibenden Fall a = 0. Ist ¥(s, o, ) = e’?¥T R(p) ein har-
monischer Spinor iiber Mg N M?, so geniigen die Komponenten von x = ¢ R(p) jeweils
den Differentialgleichungen (2.15) bzw. (2.16), wobei

1 SK\?
p=-—(0gK), g=—'=—¢"=~ (—) ,
4 Y
d. h. man erhélt fiir x; und x2 die Differentialgleichung
dQXi dx 2
— (0) =0
a2 (@) +rle) 7 7(0) = F(e) xile)
und diese 148t sich explizit integrieren. In der Tat, setzt man

20,241 )
P <t2+ >) _ &
t26

i 5
xi(0) = Bie’ wosinh (92(7“2 +1)+ Vo' (r? +1)* + t4) :

so verifiziert man

dx (0) = dxi(o)

dg Q2(T2 + 1) + 94(7.2 + 1)2 + t4
20(r* +1)8

= e @ = S,

<f2(9) Ly <$ + (log K>,g)> wle) = (F2(0) - F(o)p(e)) xi(0)-

20(r® +1) + ! 1807 + 1)
2 Q4(7"2 + 1)2 +t4

—~

s

=
Il
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Wir setzen 1 auf ganz M fort, indem wir Yr = 0 setzen. Sei nun ¢r = 1/r und
B=—1,-2,...,s0daB 6 = (r? + 1)3/2r < 8 < 0. Dann berechnet man

[ 165,001l ang

B? + B3 V8o(r? +1)
t10 Vot (r? +1)2 + 1t
so daB ¢ € L2(ME). Da jedoch ¢ nicht glatt bei o = 0 ist, gilt ¢ ¢ D(D). Damit ist der

L2-Kern des Dirac-Operators fiir den Fall, daB I" ein Kreis in C um den Ursprung ist,
vollstéandig bestimmt und wir erhalten insgesamt folgenden Satz.

= 47y

25
<Q2(T2 + 1)+ /o4 (r? +1)2 +t4) do < o0,

Satz 2.5. Sei I' ein verallgemeinerter Kreis in C, welcher durch eine Mdbius—Transfor-
mation aus einem Kreis in C um den Nullpunkt hervorgeht, und D der Dirac—Operator
auf (M3, hy) beziiglich der trivialen Spin—Struktur. Dann gilt

(2.19) Kerr:(Djaznas) = €D Ho®Hp,

B=—1,-2,...
wiihrend auf M2 die L?~Kerne des Dirac—Operators und seines Abschlusses trivial sind.
Insbesondere ist 0 € olj:s (D).
Beweis. Sei I' = 7¢r ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius r. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit kénnen wir ¢r = 1/r annehmen. Fiir 6 = —1,-2,-3,...

sind nach vorangehenden Betrachtungen

eiﬁcpr 5 . 02(+241) B
wﬁ(sa 0, 50) = Te arsmh( £ ) (B;)

elBer

5 (B
— 22 4(p2 2 1 44 1
,Qt%(g(r +1)+ Ve (P F 12+ 1) <BQ>,

harmonische L?-Spinoren auf MZ N M*, wobei § = (r? + 1)3/2r ist, B; Konstanten sind
und wﬁlf = 0 gelte. Aufler der trivialen Darstellung kénnen jedoch nach Satz 2.4 keine

weiteren Darstellungen der S'-Wirkung &, im L?-Kern des Dirac-Operators vorkommen
und wir erhalten (2.19) fiir den Fall, dal T' = re*r. Die allgemeine Aussage folgt dann
aus der Tatsache, dafi M2 und M3 fiir A € U(2) isometrisch sind. Ist weiter ¢ € L%(X)
ein harmonischer Spinor beziiglich D, so folgt nach dem Regularitétssatz fiir Losungen
elliptischer Differentialgleichungen, daf ) € I'(X). Da jedoch séimtliche L?~harmonischen
Spinoren Linearkombinationen der 13 sein miissen, letztere jedoch nicht regulér bei o = 0
sind, folgt, da8 auf M7 die L2-Kerne des Dirac-Operators und seines Abschlusses trivial

sind. Da nach Satz 2.2 Null im Spektrum von D liegt, folgt 0 € ol (D). O

€ess
4. Das Spektrum des Laplace—Operators

In diesem Abschnitt werden wir die in Abschnitt 1 begonnenen Untersuchungen zum
Laplace-Operator auf den Hyperflichen M3 fortsetzen. Im Gegensatz zum Dirac-Opera-
tor steht das Spektrum des Laplace-Operators auf einer offenen vollstdndigen Mannigfal-
tigkeit zu den zugrundeliegenden geometrischen Gréflen in einer viel ndheren Beziehung.
So implizieren untere Schranken fiir den Ricci—Tensor obere Schranken fiir den kleinsten
Spektralwert besagten Operators, und mittels des Studiums des geodétischen Flusses und
des exponentiellen Wachstums der Mannigfaltigkeit ist es moglich, Aussagen iiber das
Infimum des wesentlichen Spektrums des Laplace—Operators zu erhalten und umgekehrt.
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Auf Funktionen wirkend stimmen der Hodge-Laplace—Operator und der Bochner—La-
place-Operator iiberein, und auf den Hyperflichen M3 gilt A = V*V : C®°(MJ) —
C>°(M3E); da weiter M fiir eine geschlossene Kurve I' vollstéindig ist, ist A wesentlich
selbstadjungiert als ein Operator in L?(M3) mit Definitionsbereich C§°(M3), wihrend
der Definitionsbereich von A durch den Sobolev-Raum 2Q°(M2) = H2(M?) gegeben

ist. Weiter ist 0(A) = 0(A) = Tess(D) Uodgiser(D). Fiir den kleinsten Spektralwert des
Laplace—Operators gilt nun allgemein folgende Proposition (siehe bspw. [5]).

Proposition 2.7. Sei (M™,g) eine offene vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Sind die Komponenten des Ricci—Tensors von unten durch —(n — 1)C' beschrinkt, wobei

C > 0, so geniigt der kleinste Spektralwert po(M™) des Laplace—Operators der Unglei-
chung

n—1)2

po(M™) < (T)

Als eine unmittelbare Folgerung erhalten wir folgende Aussage.

C.

Korollar 2.2. Sei I' eine geschlossene Kurve in C. Dann geniigt der kleinste Spektral-
wert des Laplace-Operators auf der Hyperfliche (M3p, hi), A € U(2), der Ungleichung
po(M3p) < t72, wobei t # 0.

Beweis. Nach Theorem 1.1 ist R1; > Ros > R33. Da weiter Rs3 strikt monoton wach-
send ist, gilt inf, R33 = Razj,—0 = —2/t?, so daB R;; > —2C, wobei C = t~2. Die
Behauptung folgt dann mittels obiger Proposition. O

Im folgenden werden wir Abschitzungen fiir das Infimum des Spektrums von A auf den
betrachteten Hyperflichen zu bestimmen suchen und zeigen, daf3 es fiir jede beliebige
geschlossene Kurve I' beliebig nahe an null heranreicht, wobei wir abermals von dem
min-max-Prinzip Gebrauch machen werden. Demnach ist uo(M2) = 0 fir A € U(2).
Da nach Korollar 2.1 Null kein L2-Eigenwert sein kann, stellt obige Abschitzung auch
eine Abschéitzung fiir das wesentliche Spektrum dar. Damit sind wir in der Lage, das
exponentielle Wachstum von M3 fiir beliebige geschlossene Kurve zu berechnen und so
die Ergebnisse in Abschnitt 4 von Teil 1 zu verallgemeinern, da, wie bereits bemerkt,
das Infimum des wesentlichen Spektrums des Laplace-Operators unmittelbar mit dem
exponentiellen Wachstum der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit in Verbindung steht.
Genauer gilt folgender Satz von Brooks [3].

Satz 2.6 (Brooks). Sei (M™,g) eine offene, vollstindige Mannigfaltigkeit unendlichen

Volumens. Dann gilt

— 1
inf oess(A) = ZMZO

Demzufolge mufl das exponentielle Wachstum der Hyperflichen M3 fiir jede beliebige
geschlossene Kurve I" null sein. Wir gehen nun dazu iiber, diese Behauptungen zu bewei-
sen.

Hierzu bemerken wir zuerst, da8 fiir p € H?(M3)

/(sovAsD)dMF = /(V% V)dM;
gilt, wobei (-, -) das Skalarprodukt in C*°(M3) bezeichnet und
(Vo,Ve) = > (Vyip, Vi) = Y V() = |grad of”.



60 2. Das Spektrum des Dirac— und des Laplace—Operators

Vermoge des min-max—Prinzips gilt

_ d f2dME
(2.20) info(A) = inf %,
ozren@) [ IfIPdM}

und wir betrachten die Funktion
2
f.)e = \/_ s € > 0,
4 Q4(7"2 + 1)2 + 64
die eine Modifikation der Spur $ der zweiten Fundamentalform darstellt; sie wird es uns

gestatten, Abschitzungen fiir oess(A) zu erzeugen.

Satz 2.7. Seil eine geschlossene Kurve in C und A der Abschluf des skalaren Laplace—
Operators auf (M3, hi), A € U(2). Dann gilt fiir beliebiges § > 0

inf oess(A) < 6.

Beweis. Nach Korollar 1.3, ist §* L?-integrabel iiber Mg fiir a > 3/2. Man berechnet

2
V(e = 2 2 a/ii 1 add(r?+1)?
T V0o \ R F )2+ Vho 0(r? + 1) + 47
und erhélt somit, da die Ableitungen Y2(H¢) und Y3(H¢) null sind, fiir die Linge des
Gradienten von H¢

2
1)?
grad 5012 = Y2(90) = 2D e

2(0*(r2 +1)2 +e4

Fiir @ = 2, und unter der Annahme, dafl ¢ < ¢, impliziert die Monotonie des Integrals

/554de —8f7r// e+ ds A dg

(0* (12 +1)2 4 €*)y/o*(r2 +1)2 + t4

L
/ G +1) ds N\ do
0

> 8V/8w

7"2+1 €t)5/4

L L
1 * 8v/87 1
:8‘@”/ [(1+T2)(g4(r2+1)2+e4)1/4]0 ds == /7“2+1ds

0 0

0\8 o

Auf dhnliche Weise berechnet man, abermals fiir ¢ < e,

+1)3
/|grad5’)2|2dMF716\/_7r// T2r Ty ) sV ol (r? +1)2 +thds Ado

0 0

(r? +1)
<16\/_7r// 7"2 EE T ds N\ do
0 0

L L
A(r2 +1)2 4 4¢* o 4 1
:16\/577/ — T0°(r" +1)" + de d5:6\/§7r/ ds,
2 (2 + 2+ A2 1 1)), o1 ) P11
0 0
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woraus folgt, da8 2 € D(A). Zusammenfassend erhalten wir
[ lerad 2PaME _ 8

forall 0<t<e,

[ HxdME — 21e2
und die Behauptung folgt mittels Gleichung (2.20), da nach Korollar 2.1 Null kein L2
Eigenwert von A und demnach von A sein kann. O

Korollar 2.3. Seient > 0 und A € U(2) beliebig. Fiir jede beliebige geschlossene Kurve
T in C hat (M3p, ht) subezponentielles Wachstum.

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz der Satze 2.6 und 2.7. O
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