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Γ 28

Teil 2. Das Spektrum des Dirac– und des Laplace–Operators 35
1. Integrale subharmonischer Funktionen auf den Hyperflächen M3
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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Spektralgeometrie gewisser Familien von Hyperflächen,
welche als komplexe Linienbündel im Eguchi–Hanson–Raum über Kurven auf S2 !
C∪{∞} entstehen. Es handelt sich dabei um dreidimensionale, asymptotisch flache Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten nicht positiver Skalarkrümmung, welche für den Fall einer
geschlossenen Kurve in Hopf–Tori geblättert sind. Wir beschreiben deren Geometrie im
Detail, indem wir den vollständigen dreidimensionalen Krümmungstensor und die zweite
Fundamentalform berechnen. Desweiteren treffen wir einige Aussagen über die Struktur
des geodätischen Flusses. Da die geometrischen Eigenschaften dieser Hyperflächen expli-
zit beschrieben werden können, ist man in der Lage, präzise Aussagen über die Spektren
des Laplace– und des Dirac–Operators sowie über die Existenz von Lösungen spinorieller
Feldgleichungen auf diesen Hyperflächen zu treffen. Insbesondere werden wir zeigen, daß
für beliebige Kurven und p ≥ 1 keine Lp–harmonischen Funktionen existieren können
und daß im Fall von Kurven, welche mittels Möbius-Transformationen aus geschlossenen
Kurven hervorgehen, die Spektren des Laplace– und des Quadrates des Dirac–Operators
beliebig nahe an null heranreichen und demzufolge Null im Spektrum der betrachte-
ten Operatoren liegt. Wie sich herausstellt, ist Null in diesem Fall auch Spektralwert des
Dirac–Operators selbst. Für den Fall, daß die betrachteten Kurven verallgemeinerte Krei-
se in C sind, welche durch Möbius–Transformationen aus Kreisen in C um den Ursprung
hervorgehen, kann der L2–Kern des Dirac–Operators im Sinne der Spektraltheorie be-
rechnet werden und wir zeigen, daß dieser trivial ist. Die Untersuchungen in dieser Arbeit
zeigen, daß die betrachteten Hyperflächen keine Lösungen des Einstein–Dirac–Systems
zulassen; derartige Lösungen können nur durch Deformation in eine singuläre Situation
hinein erhalten werden. Es können jedoch explizite Beispiele von Lösungen einer verall-
gemeinerten Killing–Gleichung für Spinoren, sogenannte T –Killing–Spinoren, konstruiert
werden.
Hopf–Tori sind in der Literatur eingehend studiert worden [25], und wurden zuerst von
Pinkall untersucht [20]. Bezeichnet π : S3 → S2 die Hopf–Faserung, so ist das Urbild ei-
ner jeden geschlossenen Kurve in S2 ein immergierter Torus in S3; derartige Tori werden
Hopf–Tori genannt. Mittels solcher Tori zeigte Pinkall, daß jede kompakte Riemannsche
Fläche vom Geschlecht eins konform als ein flacher Torus in die Einheitssphäre S3 ein-
gebettet werden kann. Als eine weitere Anwendung und unter Verwendung elastischer
Kurven in S2 konstruierte er neue Beispiele von kompakten, eingebetteten Willmore–
Flächen in R3. Besagte Flächen sind Extremalpunkte des Willmore–Funktionals

∫
H dA,

wobei H die mittlere Krümmung bezeichnet.
Die Eguchi–Hanson–Metrik ist eine vierdimensionale Metrik, die in dem Totalraum der
Faserung p : T ∗P1(C) → P1(C) ! S2 konstruiert werden kann und deren Holonomie-
gruppe in SU(2) enthalten ist; sie ist somit Ricci–flach und selbstdual. Sowohl die Hopf–
Faserung π als auch die Projektion p sind kompatibel mit der Wirkung von U(2) in
C∪{∞}, und, gleich der Standard–Metrik in S3, ist die Eguchi–Hanson–Metrik invariant
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vi Einleitung

unter dieser Wirkung. Deshalb entspricht deren Einschränkung auf den dreidimensiona-
len reell projektiven Raum P3(R), welcher in T∗P1(C) als die Menge aller Kotangenti-
alvektoren der Länge eins enthalten ist, genau der Standard–Metrik in S3. Aus diesem
Grund ist die Projektion p eine geometrische Erweiterung der Hopf–Faserung, und als
Urbild einer beliebigen geschlossenen Kurve auf S2 unter der Projektion p entsteht eine
dreidimensionale, nicht kompakte, in Hopf–Tori geblätterte Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Deren Ende ist vom topologischen Typ T 2 × (0,∞)/ {±1}, wobei T 2 den zwei-
dimensionalen Torus bezeichnet. Das entsprechende Willmore–Funktional bleibt jedoch
unbeschränkt und die betrachteten Hyperflächen sind der Integralgeometrie somit nicht
zugänglich. Das Interesse an der Eguchi–Hanson–Metrik selbst geht auf ein Resultat von
Schoen und Yau zurück [21], welches besagt, daß eine vollständige, asymptotisch euklidi-
sche, vierdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Ricci-Tensor verschwindet,
notwendig flach sein muß. Für asymptotisch lokal euklidische Kähler–Metriken mit ver-
schwindendem Ricci–Tensor trifft eine entsprechende Aussage jedoch nicht zu, und die
Eguchi–Hanson–Metrik stellte das erste Beispiel einer solchen Metrik dar [4].

Wir geben nun die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit wieder. Sie ist in zwei Teile
gegliedert. Der erste Teil ist der Geometrie der betrachteten Hyperflächen gewidmet,
der zweite, dem Spektrum des Laplace– und des Dirac–Operators auf besagten Hy-
perflächen sowie der Untersuchung spinorieller Feldgleichungen. Zur Konstruktion der
Eguchi–Hanson-Metrik in Teil 1, Abschnitt 1 identifizieren wir das Kotangentialbündel
des komplex projektiven Raumes P1(C) mit dem Quadrat H2 des kanonischen Bündels
und realisieren den Totalraum als die Menge aller Äquivalenzklassen von Tripeln [α, β, γ]
bezüglich der Äquivalenzrelation (α, β, γ) ∼1 (Aα,Aβ, γ/A2), A ∈ C∗, wobei [α : β]
homogene Koordinaten in P1(C) sind und γ eine komplexe Zahl ist. Die Eguchi–Hanson–
Metrik ist dann durch das Kähler–Potential

ft :=
√

u2
1 + t4 + t2 log

u1√
u2

1 + t4 + t2
, t > 0,

gegeben, wobei u1 : H2 → R die Funktion u1([α, β, γ]) = (|α|2 + |β|2)|γ| ist. Außerhalb
der exzeptionellen Kurve, also des Nullschnittes, ist u1 eine C∞–Funktion, und dasselbe
gilt für ft. Die zu ft gehörige Form ωt = i ∂ ∂ ft ist sogar auf dem Nullschnitt regulär
und definiert somit eine Kähler–Form auf ganz H2. Für eine beliebige, auf Bogenlänge
parametrisierte Kurve Γ(s) = r(s)eiϕΓ(s) in C∪{∞} ! P1(C) betrachten wir dann deren
Urbild

M3
Γ := p−1(Γ) =

{
[Γ(s), 1, γ] ∈ H2 : γ ∈ C

}
,

und erhalten eine Familie von Hyperflächen (M3
Γ, ht), wobei ht die induzierte Riemann-

sche Metrik bezeichnet. Jede dieser Hyperflächen ist ein komplexes Linienbündel über Γ
und mittels Einführung von Polarkoordinaten √

γ = 'eiϕ in jeder Faser erhalten wir eine
Parametrisierung von M3

Γ außerhalb des Nullschnittes durch die Koordinaten s, ', ϕ, sie-
he Abschnitt 2; da die Koeffizienten von ht nicht von ϕ abhängen, ist die entsprechende
S1–Wirkung eine Isometrie. Wir bestimmen die innere Geometrie dieser Hyperflächen
und in Satz 1.1 auf Seite 10 wird der vollständige Ricci–Tensor bezüglich eines außer-
halb der Ausnahmekurve globalen Schnittes im Reperbündel berechnet. Ein Eigenwert
ist positiv, ein zweiter negativ und der dritte wird negativ für große Abstände ' und r.
Für die Skalarkrümmung ergibt sich der Ausdruck

S = − '4(r2 + 1)2

('4(r2 + 1)2 + t4)3/2
.
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Sie ist für ' > 0 strikt negativ und geht für große ' und r wie 1/'2(r2 + 1) gegen null.
Für t += 0 bleibt S bei ' = 0 regulär und verschwindet somit längs des Nullschnittes.
In Abschnitt 3 wenden wir uns der Untersuchung des Levi–Civita–Zusammmenhangs
des Eguchi–Hanson-Raums zu und berechnen die zweite Fundamentalform II der Hyper-
flächen M3

Γ; wir erhalten für deren Komponenten bezüglich des erwähnten Orthonormal-
repers

II∗ =





0 0 0
0 0 K

4"

√
K

r2+1

0 K
4"

√
K

r2+1 H



 ,

siehe Satz 1.2 auf Seite 23 sowie Korollar 1.1 auf Seite 26. Dabei bezeichnet K die
Funktion K = 2'2(r2 + 1)/

√
'4(r2 + 1)2 + t4 und H die mittlere Krümmung. Sie ist

durch die geodätische Krümmung kg von Γ, aufgefaßt als eine Kurve in S2, gemäß der
Formel

H =

√
2√

'4(r2 + 1)2 + t4
· kg

gegeben. Dies erscheint natürlich, da die Geometrie des Vektorbündels T ∗P1(C) durch
die elliptische Geometrie von P1(C) ! S2 bestimmt ist. Desweiteren impliziert obige For-
mel, daß M3

Γ genau dann eine Minimalfläche ist, falls kg = 0, also Γ ein Großkreis in S2

ist. Da weiter die Funktion '2(r2 +1) der Entfernung in T∗P1(C) entspricht, sind sowohl
die Skalarkrümmung S und die mittlere Krümmung H sowie sämtliche Komponenten des
Ricci–Tensors und der zweiten Fundamentalform offenkundig invariant unter der Wir-
kung der Isometriegruppe U(2). Der Abschnitt 4 enthält schließlich einige Bemerkungen
zur Struktur des geodätischen Flusses der Hyperflächen M3

Γ. So berechnen wir für den
Fall, daß Γ ein Kreis in C mit Radius r(s) = r0 ist, den Abstand eines Punktes in M3

Γ
mit den Koordinaten s0, '0, ϕ0 zu der Kurve Γ ⊂ M3

Γ und erhalten

dist (p0,Γ) =
1

t
√

2
'2
0(r

2
0 + 1)F

(
1/2, 1/4, 3/2,−'4

0(r2
0 + 1)2

t4

)
,

siehe Proposition 1.11 auf Seite 31; dabei bezeichnet F die hypergeometrische Funktion.
In dieser Situation kann dann das exponentielle Wachstum von M3

Γ explizit bestimmt
werden.
In Abschnitt 1 von Teil 2 wird für p ≥ 1 das Verschwinden des Lp–Kerns des Laplace–
Operators auf den Hyperflächen (M3

Γ, ht) für jedes t ≥ 0 und beliebige Kurven Γ bewie-
sen, indem die Existenz einer kanonischen ausschöpfenden Funktion auf den betrachte-
ten Hyperflächen, siehe Proposition 2.2 und Korollar 2.1 auf Seite 37, gezeigt wird. Das
Resultat folgt dann aus Ergebnissen von Greene und Wu [10], die Integrale gewisser ver-
allgemeinerter subharmonischer Funktionen auf zusammenhängenden, nicht kompakten
Riemannschen Mannigfaltigkeiten, welche eine solche Funktion zulassen, untersuchten
und zeigten, daß besagte Integrale nicht beschränkt bleiben können. Für den kleinsten
Spektralwert des Laplace–Operators auf Funktionen erhalten wir in Abschnitt 4 die erste
Abschätzung

µ0(M3
Γ) ≤ t−2, t > 0,

wobei Γ eine geschlossene Kurve ist, siehe Korollar 2.2 auf Seite 59, da allgemein un-
tere Schranken für den Ricci–Tensor einer offenen, vollständigen Mannigfaltigkeit obere
Schranken für den kleinsten Spektralwert des Laplace–Operators implizieren [5]. Unter
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Verwendung des min–max–Prinzips sind wir dann in der Lage, das Infimum des Spek-
trums des Abschlusses des Laplace–Operators ∆ auf (M3

Γ, ht) zu bestimmen, und erhalten

inf σ(∆) < δ

für jedes δ > 0 und beliebige t > 0 und geschlossene Kurven Γ. Demnach ist µ0(M3
Γ) = 0.

Aufgrund der Tatsache, daß Null kein L2–Eigenwert sein kann, folgt somit 0 ∈ σess(∆).
Ein Resultat von Brooks [3] impliziert dann, daß in diesem Fall die Hyperflächen M3

Γ
von subexponentiellem Wachstum sein müssen.
Abschnitt 2 ist dem Studium spinorieller Feldgleichungen gewidmet. In [8] zeigten Fried-
rich und Kim, daß in Dimension 3 die Existenz einer Lösung des Einstein–Dirac–Systems
äquivalent zur Existenz eines sogenannten schwachen Killing–Spinors oder WK–Spinors
ist. Für die Existenz eines solchen Spinors bestimmten sie wiederum geometrische Inte-
grabilitätsbedingungen, die unabhängig von der zugrundeliegenden Spin–Struktur sind,
und wir zeigen, daß für t > 0 diese Bedingungen niemals erfüllt sein können. Somit
können keine Lösungen des Einstein–Dirac–Systems auf den Hyperflächen (M3

Γ, ht) für
beliebige t > 0 und Kurven Γ, siehe Proposition 2.4 auf Seite 40, existieren. Nichts-
destotrotz können solche Lösungen im Fall t = 0 und bezüglich der trivialen Spin–
Struktur explizit konstruiert werden, doch sind die betrachteten Mannigfaltigkeiten dann
nicht mehr vollständig. Hingegen können für den Fall, daß M3

Γ eine Minimalfläche ist,
Lösungen von weniger restriktiven spinoriellen Feldgleichungen, sogenannten T–Killing–
Spinoren, bestimmt werden. Dabei wird von der Tatsache, daß die Eguchi–Hanson–
Metrik selbstdual ist, Gebrauch gemacht, was zur Folge hat, daß ein paralleler Spinor
auf dem Eguchi–Hanson–Raum existiert. Durch Einschränkung dieses Spinors auf die
Hyperflächen M3

Γ ⊂ T ∗P1(C) zeigen wir dann in Proposition 2.6 auf Seite 45, daß ein
T –Killing–Spinor auf M3

Γ genau dann existiert, wenn M3
Γ eine Minimalfläche ist. Für ein

Vektorfeld X ∈ X (M3
Γ) genügt dann ein solcher Spinor ψ∗ der Feldgleichung

∇Xψ∗ = −1
2
T̂ψ∗(X) · ψ∗ = −1

2
II(X) · ψ∗,

wobei T̂ψ∗(X) das durch ψ∗ definierte normalisierte Energie–Impuls–Tensorfeld bezeich-
net und II(X) die zweite Fundamentalform, aufgefaßt als Endomorphismus im Tangen-
tialbündel, darstellt. Die zugrundeliegende Spin–Struktur ist nach Konstruktion die in-
duzierte. Das Spektrum des Dirac–Operators D wird in Abschnitt 3 untersucht. Durch
Auffinden von oberen Schranken für den Rayleigh–Quotienten und mittels abermaliger
Benutzung des min–max–Prinzips zeigen wir, daß das Infimum des Spektrums von D2

auf (M3
Γ, ht) für den Fall, daß Γ eine geschlossene Kurve ist, beliebig klein wird; es gilt

inf σ(D2) < δ

für jedes δ > 0, siehe Satz 2.2 auf Seite 46. Der Parameter t > 0 ist dabei beliebig und
die betrachtete Spin–Struktur ist die triviale. Mittels der expliziten Konstruktion einer
approximierenden Folge ergibt sich in diesem Fall zudem, daß 0 ∈ σ(D). Ist Γ ein Kreis in
C um den Ursprung, so hängen die Koeffizienten von ht weder von ϕ noch von s ab, und
es liegt eine isometrische S1 ×S1–Wirkung vor. Der L2–Kern des Dirac–Operators sowie
der des Abschlusses zerfällt dann in die unitären Darstellungen besagter Wirkung und
kann explizit berechnet werden. Bezeichnet KerL2(D) =

⊕
α,βHα ⊗ Hβ die Zerlegung

des Kerns von D in die jeweiligen Eigenunterräume gemäß der Spektralzerlegung der
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entsprechenden Generatoren i ∂ϕ, i ∂s, so berechnet man bezüglich der trivialen Spin–
Struktur

KerL2(D|(M3
Γ\Γ)) =

⊕

β=−1,−2,...

H0 ⊗Hβ ,

siehe Satz 2.5 auf Seite 58, während auf M3
Γ die L2–Kerne des Dirac–Operators und seines

Abschlusses trivial sind. In diesem Fall ist somit 0 ∈ σL2

ess(D). Da M3
Γ und M3

AΓ für A ∈
U(2) isometrisch sind, gelten Aussagen, die für eine bestimmte Kurve in C∪{∞} zutreffen,
auch für Kurven, welche durch Möbius–Transformationen aus diesen hervorgehen.

Danksagung. Der Verfasser wünscht Prof. Dr. sc. Thomas Friedrich für seine Betreuung
und Hilfsbereitschaft während der Erstellung dieser Arbeit zu danken.
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Teil 1

Hyperflächen in der Eguchi–Hanson–Metrik und
deren Geometrie

In diesem ersten, der Geometrie der betrachteten Familien von Hyperflächen gewidmeten
Teil erörtern wir eingangs die Konstruktion der Eguchi–Hanson–Metrik, die das einfach-
ste Beispiel einer hyper–kählerschen asymptotisch lokal euklidischen Metrik darstellt.
Sie kann im Totalraum des Kotangentialbündels über dem eindimensionalen komplex
projektiven Raum realisiert werden. Die zu untersuchenden Hyperflächen M3

Γ entstehen
dann als komplexe Linienbündel in T ∗P1(C) über Kurven Γ in P1(C) ! C∪{∞} und wir
bestimmen deren vollständigen Krümmungstensor sowie die zweite Fundamentalform.
Desweiteren untersuchen wir die Struktur des geodätischen Flusses derselben, welcher
im Fall einer geschlossenen Kurve drei erste Integrale aufweist. Für den Fall, daß die be-
trachtete Kurve Γ ein Kreis in C um den Ursprung ist, berechnen wir den Abstand eines
Punktes zum Nullschnitt von M3

Γ und sind so in der Lage, das exponentielle Wachstum
von M3

AΓ für A ∈ U(2) explizit zu bestimmen.

1. Der Eguchi–Hanson-Raum (T ∗P1(C), gt)

Sei G eine endliche, nicht–triviale Untergruppe von U(m), die frei auf Cm \ {0} wirke.
Dann besitzt Cm/G eine isolierte Quotientensingularität bei null und jede Auflösung
(M,π) von Cm/G ist eine nicht kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Kähler–
Metrik g auf M heißt asymptotisch zu der euklidischen Metrik h auf Cm/G, falls eine
glatte, surjektive Abbildung f : M → Cm/G derart existiert, daß f−1(0) eine zusam-
menhängende, einfach zusammenhängende, endliche Vereinigung von kompakten Unter-
mannigfaltigkeiten von M ist und f einen Diffeomorphismus M/f−1(0) ! (Cm/ {0})/G
induziert. Unter diesem Diffeomorphismus hat f∗(g) den Relationen

(1.1) f∗(g) = h + O(r−4), ∇f∗(g) = O(r−5), ∇2f∗(g) = O(r−6)

für großes r zu genügen, wobei r die Entfernung vom Ursprung und ∇ der flache Zu-
sammenhang in Cm/G ist. Eine Metrik dieser Beschaffenheit heißt asymptotisch lokal
euklidisch oder einfach ALE–Metrik. Man beachte, daß der topologische Typ des Endes
durch einen Quotienten des euklidischen Raumes gegeben ist. Im folgenden werden wir
uns auf den Fall m = 2 beschränken.
Ursprünglich wurden vierdimensionale ALE–Mannigfaltigkeiten in der Relativitätstheo-
rie als Analoga zu Instantonen in der Eichtheorie eingeführt. In [21] bewiesen Schoen und
Yau, daß eine vollständige, asymptotisch euklidische, vierdimensionale Mannigfaltigkeit,
deren Ricci–Tensor verschwindet, notwendig flach sein muß. Eine entsprechende Aussage
für Ricci–flache ALE–Kähler–Metriken gilt jedoch nicht, da, wie bereits erwähnt, in die-
sem Fall die Topologie des Endes von der des euklidischen Raumes verschieden ist. Eine
wichtige Klasse von Kähler–Metriken, die zu Beispielen von Ricci–flachen ALE–Räum-
en führt, bilden die sogenannten Hyper–Kähler–Strukturen. Im Fall einer orientierten,
vierdimensionalen C∞–Mannigfaltigkeit X entspricht eine Hyper–Kähler–Struktur einer

1



2 1. Hyperflächen in der Eguchi–Hanson–Metrik

Metrik, deren Holonomie in SU(2) enthalten ist. Eine Mannigfaltigkeit mit einer sol-
chen Struktur ist Ricci–flach und selbstdual, und deren Metrik ist kählersch bezüglich
jeder der drei antikommutierenden komplexen Strukturen. Eine Hyper–Kähler–Struktur
kann auch als ein Tripel von glatten, geschlossenen 2–Formen σ1, σ2, σ3 auf X definiert
werden, die lokal eine Darstellung der Form

(1.2) σ1 = l1 ∧ l4 + l2 ∧ l3, σ2 = l1 ∧ l3 − l2 ∧ l4, σ3 = l1 ∧ l2 + l3 ∧ l4,

besitzen, wobei (l1, . . . , l4) ein lokales orientiertes Reper von 1–Formen auf X ist. Die
systematische Konstruktion von ALE–Kähler–Metriken mit Holonomie SU(2) als Hyper–
Kähler–Quotienten wurde von Hitchin [12] begonnen und anschließend von Kronheimer
[16, 17] durchgeführt, die die Räume C2/G für allgemeine Polyedergruppen G ⊂ SU(2)
studierten. Sie zeigten die Existenz von Hyper–Kähler–Metriken auf der Auflösung M
für die jeweils betrachteten Gruppen G und erzielten eine vollständige Klassifikation.
Für zyklische Gruppen sind diese Metriken explizit bekannt. ALE–Metriken mit Holo-
nomie SU(2), SU(3) oder SU(4) spielten bei der Konstruktion kompakter 7– und 8–
Mannigfaltigkeiten mit Holonomie G2 und Spin(7) durch Joyce [13] eine entscheidende
Rolle.

Das erste Beispiel einer vierdimensionalen Hyper–Kähler–ALE–Mannigfaltigkeit wurde
von Eguchi und Hanson gefunden [4]. Wir beschreiben im folgenden die Konstruktion
dieser Metrik. Sei m = 2 und G = Z2 und Φ die Abbildung

Φ : C2 −→ C3, Φ(z1, z2) = (z2
1 , z2

2 , z1z2).

Das Bild von C2 unter Φ ist gegeben durch

X := ImΦ =
{
(w1, w2, w3) ∈ C3 : w1w2 = w2

3

}
,

und Φ induziert eine Bijektion Φ : C2/ {±1} → X , so daß X analytisch äquivalent zu
C2/ {±1} wird. Das kanonische Bündel über P1(C),

H :=
{
(l, v) ∈ P1(C) × C2 : v ∈ l

}
,

kann explizit wie folgt realisiert werden. Führen wir die homogenen Koordinaten [α : β] in
P 1(C) ein, so besteht der Totalraum H aus allen Äquivalenzklassen von Tripeln [α, β, γ]
bezüglich der Äquivalenzrelation (α, β, γ) ∼ (Aα, Aβ, γ/A), wobei A ∈ C∗ und γ eine
komplexe Zahl ist, d. h.

H =
{
(α, β, γ) ∈ (C2 \ {0}) × C

}/
∼ .

Das eindimensionale komplexe Tangentialbündel TP1(C) ist biholomorph zum Quadrat
des zu dem kanonischen Bündel dualen Bündels [19],

TP1(C) = H∗ ⊗ H∗ ,

woraus man für das Kotangentialbündel T ∗P1(C) die Beschreibung

T∗P1(C) = H2 =
{
(α, β, γ) ∈ (C2 \ {0}) × C

} /
∼1

mit der Äquivalenzrelation (α, β, γ) ∼1 (Aα, Aβ, γ/A2) erhält. Wir bemerken dabei, daß
H2 einfach zusammenhängend ist. Wir definieren nun die Abbildung

π : H2 −→ X, π([α, β, γ]) = (α2γ, β2γ, αβγ).

Das Urbild des Punktes (0, 0, 0) unter π entspricht dem Nullschnitt des Bündels H2.
Außerhalb dieser Menge ist π : H2 \ P1(C) −→ X \ {(0, 0, 0)} bijektiv, und (H2, π) stellt
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eine Auflösung der Singularität von C2/ {±1} bei null dar. Zusammenfassend erhalten
wir das Diagramm

H2

!"
"

"
"

"
π1

#####
π

$
X

C2/ {±1}%
%%%%%%%%%%

Φ
!

&

Die Abbildung π1 ist dabei durch die Formel π1([α, β, γ]) = [α√γ, β
√
γ] gegeben. Die

geschlossene 2–Form dz1 ∧ dz2 und die Funktion u1 := |z1|2 + |z2|2 auf C2 sind invari-
ant unter Reflexionen am Ursprung und können infolgedessen als Formen auf C2/ {±1}
aufgefaßt werden. Durch Zurückziehen erhält man Formen auf H2, die wir im folgenden
ebenfalls mit dz1 ∧ dz2 und u1 bezeichnen werden.
Wir kommen nun zur Beschreibung der Eguchi–Hanson–Metrik. Le Brun folgend [18]
betrachten wir auf der komplexen Mannigfaltigkeit H2 die Familie von reellwertigen
Funktionen ft,

ft :=
√

u2
1 + t4 + t2 log

u1√
u2

1 + t4 + t2
, t > 0.

Die Funktion u1 : H2 → R ist dabei explizit durch u1([α, β, γ]) = (|α|2 + |β|2)|γ| gegeben
und man sieht, daß außerhalb der exzeptionellen Kurve, also des Nullschnittes, u1 eine
glatte Funktion ist, und dasselbe gilt für ft. Für t > 0 ist die assoziierte Form

ωt := i ∂ ∂ ft ∈ E1,1(H2)

sogar auf der exzeptionellen Kurve regulär und definiert somit eine Kähler–Metrik auf
H2. So kann unter Benutzung von homogenen Koordinaten eine komplex analytische
Struktur auf H2 wie folgt definiert werden: Wir betrachten in H2 die offenen Teilmengen
Uα = {[α, β, γ] : α += 0} , Uβ = {[α, β, γ] : β += 0} und definieren die Homeomorphismen

hα : Uα → C2, [α, β, γ] = [1, β/α, γα2] 1−→ (β/α, γα2),

hβ : Uα → C2, [α, β, γ] = [α/β, 1, γβ2] 1−→ (α/β, γβ2).

Da hα ◦ h−1
β : hβ(Uα ∩ Uβ) → hα(Uα ∩ Uβ) biholomorph ist, ergibt dies eine komplex

analytische Struktur auf H2. Wir können deshalb die Funktionen β und γ als lokale
Koordinaten in Uα auffassen, indem wir α gleich eins setzen, so daß ∂ : E(p,q)(H2) →
E(p+1,q)(H2) und ∂ : E(p,q)(H2) → E(p,q+1)(H2) auf Uα durch

∂ =
∂

∂ β
dβ +

∂

∂ γ
dγ, ∂ =

∂

∂ β
dβ +

∂

∂ γ
dγ

gegeben sind. Die Regularität von ωt für t > 0 folgt dann aufgrund der Tatsache, daß
die Ableitungen von ft bezüglich γ, β und γ, β regulär werden (beachte, daß u1 = (1 +
ββ)

√
γγ ); so gilt beispielsweise in C

∂ ∂

(
√
|z|2 + t4 + t2 log

|z|√
|z|2 + t4 + t2

)
=

2t6 + 2t2z̄z + (2t4 + z̄z)
√

t4 + z̄z

4(t4 + z̄z)(t2 +
√

t4 + z̄z)2
dz ∧ dz̄.

Für t = 0 werden f0 = u1 und ω0 längs des Nullschnittes singulär. Auf H2 induziert die
Kähler–Form ωt eine Riemannsche Metrik gemäß der Formel

gt(X, Y ) := ωt(X, JY ), X, Y ∈ X (H2),
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wobei J die komplexe Struktur von H2 bezeichnet. Für t += 0 wird damit (H2, gt) eine
vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Da die komplexe Mannigfaltigkeit M4 := H2 \ P1(C) eine offene, dichte Teilmenge von
H2 ist, genügt es für das Studium der geometrischen Eigenschaften von H2, sowohl ωt

als auch die anderen relevanten geometrischen Größen auf M4 zu betrachten. Da weiter
M4 unter π1 bijektiv auf C2 \ {0} / {±1} abgebildet wird, kann ωt auf M4 bezüglich
der Koordinaten z1, z2 explizit berechnet werden. So ergibt sich für u1 = z1z̄1 + z2z̄2 ∈
E0,0(R4), aufgefaßt als eine Funktion auf C2,

du1 =
∑

i=1,2

(
∂ u1

∂ zi
dzi +

∂ u1

∂ z̄i
dz̄i

)
∈ E1,0(R4) ⊕ E0,1(R4),

∂ u1 = z1dz̄1 + z2dz̄2, ∂ u1 = z̄1dz1 + z̄2dz2,

siehe beispielsweise [23], woraus wiederum mit ∂ft = (
√

u2
1 + t4/u1) ∂u1 die Gleichheit

ωt = i

(
1√

u2
1 + t4

−
√

u2
1 + t4

u2
1

)
∂ u1 ∧ ∂u1 + i

√
u2

1 + t4

u1
∂ ∂u1

= −i
t4

u2
1

√
u2

1 + t4

[
|z1|2 dz1 ∧ dz̄1 + |z2|2 dz2 ∧ dz̄2 + z1z̄2 dz2 ∧ dz̄1

+ z̄1z2 dz1 ∧ dz̄2

]
+ i

√
u2

1 + t4

u1

[
dz1 ∧ dz̄1 + dz2 ∧ dz̄2

]

folgt. Bezüglich der Koordinaten z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 drückt sich die Form
dzi ∧ dz̄j gemäß

dzi ∧ dz̄j = dxi ∧ dxj + dyi ∧ dyj − i(dxi ∧ dyj + dxj ∧ dyi)

aus und die Wirkung von J ist durch die Relationen J(∂xi) = ∂yi , J(∂yi) = − ∂xi gege-
ben. Die Berechnung von gt eingeschränkt auf M4 bezüglich des Repers {∂x1 , ∂x2 , ∂y1 , ∂y2}
liefert dann

gt =





G1 0 −G4 −G3

0 G1 G3 −G4

−G4 G3 G2 0
−G3 −G4 0 G2



 ,

wobei

G1 = G − H(x2
1 + y2

1), G2 = G − H(x2
2 + y2

2),
G3 = H(x1y2 − y1x2), G4 = H(x1x2 + y1y2),

und G, H : M4 → R die glatten Funktionen

G :=
2
√

u2
1 + t4

u1
, H :=

2t4

u2
1

√
u2

1 + t4

sind. Hieraus wird ersichtlich, daß gt die Bedingung (1.1) erfüllt. Für den späteren Ge-
brauch definieren wir weiter die glatte Funktion

K : M4 → R, K := G − Hu1 = 4G−1.

Die Volumenform dM4 = ωt ∧ ωt berechnet sich weiterhin zu V (dz1 ∧ dz̄1 ∧ dz2 ∧ d̄z2),
wobei V ≡ 2. Die Ricci–Form Ric = i ∂ ∂ log V , siehe beispielsweise [14], verschwindet
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demnach, und es folgt unmittelbar, daß der Riemannsche Krümmungstensor bezüglich
der Zerlegung

∧2(M4) =
∧2

+(M4) ⊕
∧2

−(M4) durch

R =
(

W+ 0
0 W−

)
+
(

0 B∗

B 0

)
− S

12
=
(

W+ 0
0 0

)

gegeben ist; dabei bezeichnen W− und W+ jeweils den negativen und positiven Teil des
Weyl–Tensors, B den spurfreien Teil des Ricci–Tensors und S die Skalarkrümmung. Die
Bedingung B = 0 impliziert, daß (H2, gt) ein Einstein–Raum ist und das Verschwinden
von W− bedeutet, daß (H2, gt) selbstdual ist; es ist der Aussage äquivalent, daß das
Bündel

∧2
−(M4) flach ist und demzufolge drei parallele Formen auf

∧2
−(M4) existieren.

Als solche können ωt und die zwei geschlossenen 2–Formen σ2, σ3, die durch σ2 + iσ3 =
dz1 ∧ dz2 definiert sind, gewählt werden. Es kann dann gezeigt werden, daß das Tripel
(ω1, σ2, σ3) lokal in der Form (1.2) geschrieben werden kann und somit eine Hyper–
Kähler–Struktur auf M4 und damit auf H2 darstellt.
Wir betrachten nun die Projektion

p : H2 = T ∗P1(C) −→ P1(C) ∼= C ∪ {∞} ∼= S2,

die explizit durch [α, β, γ] 1→ [α : β] 1→ α/β gegeben ist. Die Funktion u1 ist unter
der Standardwirkung von U(2) auf C2 bzw. C2 \ {0} / {±1} ! M4, die durch ihre Ma-
trixdarstellung gegeben ist, invariant. Andererseits wirkt U(2) als Gruppe holomorpher
Transformationen auf C ∪ {∞} vermöge der Möbius–Transformation

(
a b
c d

)
z =

az + b

cz + d
,

bzw. auf P1(C) gemäß
(

a b
c d

)
[α : β] = [aα + bβ : cα + dβ].

Unter Einführung der Abbildung p̃ := p ◦ π−1
1 : C2 \ {0} / {±1} → P1(C), die durch

p̃[z1, z2] = [z1 : z2] gegeben ist, sieht man dann, daß

p̃

((
a b
c d

)
[z1, z2]

)
=
(

a b
c d

)
p̃[z1, z2],

was impliziert, daß das Diagramm

H2 \ P1(C)
π1

!
' C2 \ {0} / {±1}

!"
"

"
"

"

p̃

P1(C)
(

p

kompatibel mit der Gruppenwirkung von U(2) ist. Da die Menge C2 \ {0} / {±1} unter
U(2) auf sich selbst abgebildet wird, folgt, daß nach Ausdehnung der Wirkung von U(2)
auf H2 die exzeptionelle Kurve in H2 gleichermaßen auf sich selbst abgebildet werden
muß. Die Projektion p : H2 → P1(C) ist demnach ebenfalls mit der U(2)–Wirkung
kompatibel. Da u1 auf dem Nullschnitt verschwindet, wird u1 auf H2 U(2)–invariant.
Die Kähler–Metrik ωt und die Riemannsche Metrik gt, die vermöge der Funktion u1

definiert wurden, sind somit auf H2 ebenfalls unter U(2) invariant.
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2. Hyperflächen in (T ∗P1(C), gt) und deren innere Geometrie

Wir führen nun gewisse Hyperflächen in T ∗P1(C) ein und betrachten zu diesem Zweck
für eine beliebige Kurve Γ(s) = u(s) + iv(s) = r(s)eiϕΓ(s) in C ∪ {∞} deren Urbild

M3
Γ := p−1(Γ) =

{
[Γ(s), 1, γ] ∈ H2 : γ ∈ C

}
,

wodurch wir eine dreidimensionale reelle Hyperfläche in H2 erhalten. Sei ht die durch
gt auf M3

Γ induzierte Riemannsche Metrik. Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit M3
Γ

ist offen und im Fall einer geschlossenen Kurve ist ihr Ende vom topologischen Typ
T 2 × (0,∞)/ {±1}, wobei T 2 = S1 × S1 der zweidimensionale Torus ist. Die Hyper-
flächen M3

Γ sind asymptotisch flach, jedoch keine ALE–Räume, da deren Ende nicht nach
dem Ende von R3/G geformt ist. Man beachte, daß M3

Γ ein eindimensionales komplexes
Vektorbündel über Γ ist.
Da p : H2 → P1(C) mit der Wirkung von U(2) kompatibel ist, und gt und somit ht

invariant unter dieser Wirkung sind, wird M3
Γ isometrisch auf M3

A Γ abgebildet, wobei
A ∈ U(2). Wir erinnern an dieser Stelle daran, daß unter Möbius–Transformationen
verallgemeinerte Kreise in C wieder auf verallgemeinerte Kreise abgebildet werden.
Wir wollen im folgenden die innere Geometrie der Hyperflächen M3

Γ bestimmen und
werden hierzu annehmen, daß Γ(s) auf Bogenlänge parametrisiert ist. Unter Verwendung
der Projektion p erhält man eine Parametrisierung Ψ : [0, L)×(0,∞)×[0, 2π) → π1(M3

Γ∩
M4), (s, ', ϕ) 1→ [x1, y1, x2, y2] der Hyperflächen M3

Γ in M4 gemäß

M3
Γ ∩ M4 !

{[
'(u(s) cosϕ− v(s) sinϕ), '(v(s) cosϕ + u(s) sinϕ), ' cosϕ, ' sinϕ

]}
,

wobei s dem Längenparameter von Γ entspricht und √
γ = ' · eiϕ ∈ C∗ den Parameter in

der Faser über Γ bezeichnet. Alle weiteren Rechnungen werden auf der Mannigfaltigkeit
M3

Γ ∩M4, welche dicht in M3
Γ liegt, durchgeführt werden. Die durch die Parametrisierung

Ψ auf M3
Γ induzierten Vektorfelder lauten

∂s = Ψ∗ (∂s) =
(
'(u̇ cosϕ− v̇ sinϕ), '(v̇ cosϕ + u̇ sinϕ), 0, 0

)
,

∂" = Ψ∗ (∂") =
(
u cosϕ− v sinϕ, v cosϕ + u sinϕ, cosϕ, sinϕ

)
,

∂ϕ = Ψ∗ (∂ϕ) =
(
− '(u sinϕ + v cosϕ), −'(v sinϕ− u cosϕ), −' sinϕ, ' cosϕ

)
.

Desweiteren gilt
∣∣Γ̇(s)

∣∣2 = u̇2 + v̇2 = ṙ2 + r2ϕ̇2
Γ = 1.

Wir bemerken, daß uu̇ + vv̇ = rṙ und uv̇ − vu̇ = r2ϕ̇Γ. Weiterhin gelten außerhalb des
Nullschnittes die Identitäten

(x2
1 + y2

1)∣∣M3
Γ

= '2r2, (x2
2 + y2

2)∣∣M3
Γ

= '2,

(x1y2 − y1x2)∣∣M3
Γ

= −v'2, (x1x2 + y1y2)∣∣M3
Γ

= u'2,

sowie u1|M3
Γ

= '2(r2+1). Im Fall einer geschlossenen Kurve Γ ist die Hyperfläche (M3
Γ, ht)

eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit solange t += 0. Unter Gebrauch obiger
Relationen erhalten wir dann folgende Proposition.

Proposition 1.1. Sei ht die durch die Eguchi–Hanson–Metrik gt auf M3
Γ ⊂ H2 in-

duzierte Riemannsche Metrik. Die Koeffizienten von ht sind dann bezüglich des lokalen



2. Hyperflächen in (T ∗P1(C), gt) und deren innere Geometrie 7

Koordinatenrepers {∂s, ∂", ∂ϕ} auf M3
Γ ∩ M4 gegeben durch

h11 = (K + H'2)'2, h12 = rṙ'K,

h13 = ϕ̇Γr2'2K, h22 = (r2 + 1)K,

h23 = 0, h33 = (r2 + 1)'2K.

Auf M3
Γ ∩ M4 ist die Funktion K durch die Formel

K =
2'2(r2 + 1)√

'4(r2 + 1)2 + t4

gegeben, und die Funktionen G und H , durch

G =
2
√

'4(r2 + 1)2 + t4

'2(r2 + 1)
, H =

2t4

'4(r2 + 1)2
√

'4(r2 + 1)2 + t4
.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daß die geometrische Bedeutung der Funktion K bzw.
G darauf beruht, daß K−1 gleich dem Quadrat der Länge des Gradienten der Funktion
'
√

r2 + 1, vgl. Teil 2, Abschnitt 1, entspricht. Zur Berechnung der geometrisch relevanten
Größen von M3

Γ stellt es sich als zweckmäßig heraus, innerhalb des Cartanschen Forma-
lismus zu arbeiten. Zu diesem Zweck bestimmen wir ein Orthonormalreper bezüglich ht

mittels des Ansatzes

Y1 =
1√
h22

∂", Y2 =
1√
h33

∂ϕ, Y3 = D ∂s +E ∂"+F ∂ϕ .(1.3a)

Die Vektorfelder Y1 und Y2 sind auf Länge 1 normiert; da h23 = 0, sind sie zueinander
orthogonal. Aus den Bedingungen ht(Y1, Y3) = ht(Y2, Y3) = 0 und ht(Y3, Y3) = 1 erhält
man dann

(1.3b) D = h22Σ, E = −h12Σ, F = −h13

'2
Σ,

wobei wir die Funktion Σ := '
√

(det ht)−1 einführten, und man berechnet

detht = h22(h11h33 − h2
12'

2 − h2
13) = 4(r2 + 1)K'4 =

8'6(r2 + 1)2√
'4(r2 + 1)2 + t4

> 0.

Die so bestimmten Vektorfelder Y1, Y2, Y3 sind auf ganz M3
Γ ∩ M4 definiert und stellen

somit außerhalb der exzeptionellen Kurve einen globalen Schnitt im Reperbündel von
M3

Γ dar. Wir bemerken, daß D stets positiv ist, da h22 positiv ist. Die zu dem gegebenen
Orthonormalreper duale Basis von 1–Formen

{
ω1, ω2, ω3

}
ist dann durch

(1.4) ω1 =
√

h22

(
d'− E

D
ds
)
, ω2 =

√
h33

(
dϕ− F

D
ds
)
, ω3 =

1
D

ds

gegeben; zusammen mit den Zusammenhangsformen ωji = ht(∇Yj , Yi) des Levi–Civita–
Zusammenhangs ∇ von M3

Γ sowie den Komponenten des Riemannschen Krümmungsten-
sors Rj

kli = Rklij sind sie eindeutig durch die Strukturgleichungen von Cartan

dωi =
3∑

j=1

ωij ∧ ωj ,(1.5)

dωij =
3∑

k=1

ωik ∧ ωkj +
1
2

3∑

k,l=1

Rj
kliω

k ∧ ωl(1.6)
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bestimmt. Wir bestimmen nun die Zusammenhangsformen der betrachteten Hyperflächen.

Proposition 1.2. In der Basis (1.3) sind die Formen ωji des Levi–Civita–Zusammen-
hangs von (M3

Γ, ht) gegeben durch

ω12 =
1√
h22

(
1
'

+
1
2
(log K),"

)
ω2 =

(
1 +

'

2
(log K),"

)(
dϕ− F

D
ds

)
,

ω13 = − 1√
h22

(log D)," ω
3 = − 1

D
√

h22
(log D)," ds,

ω23 = 0.

Beweis. Unter Benutzung des Orthonormalrepers (1.3) auf M3
Γ ∩M4 können die Kom-

ponenten des Levi–Civita–Zusammenhangs mittels der sich aus der Koszul–Formel erge-
benden Beziehungen

(1.7) 2ht(∇YiYj , Yk) = ht([Yi, Yj ], Yk) − ht([Yj , Yk], Yi) + ht([Yk, Yi], Yj)

berechnet werden. Eine direkte Berechnung der Kommutatoren ergibt

[Y1, Y2] = − 1√
h22

(
1
'

+
1
2

K,"

K

)
Y2,

[Y1, Y3] =
(

E," +
D

2h22

(
2rṙK + (r2 + 1)K,s

)
+

E

2h22
(r2 + 1)K," −

E

D
D,"

)
Y1

+ '

(
F," −

F

D
D,"

)
Y2 +

1√
h22

D,"

D
Y3,

[Y2, Y3] =
(

D

2h33
'2
(
2rṙK + (r2 + 1)K,s

)
+

E

2h33
(r2 + 1)(2'K + '2K,")

)
Y2.

Desweiteren berechnet man

(1.8) (r2 + 1)K,s = rṙ'K,",

und hieraus

E," −
E

D
D," = Σ

(
h12

h22
(r2 + 1)K," − rṙK − rṙ'K,"

)
= −ΣrṙK,

D
(
2rṙK + (r2 + 1)K,s

)
+ E(r2 + 1)K," = 2(r2 + 1)rṙK2Σ;

dies zeigt, daß der erste Koeffizient von [Y1, Y3] verschwindet,

E," −
E

D
D," +

1
2h22

(
D(2rṙK + (r2 + 1)K,s) + E(r2 + 1)K,"

)
= 0.

Auf ähnliche Weise sieht man, daß der zweite Koeffizient ebenfalls verschwinden muß,
denn

F," −
F

D
D," = −h13,"

1
'2
Σ− h13

(
−2

1
'3
Σ +

1
'2
Σ,"

)

+ h13
1
'2
Σ

1
(r2 + 1)KΣ

(r2 + 1) (K,"Σ+ KΣ,")

= Σ
(
−r2ϕ̇Γ(2'K + '2K,")

1
'2

+ 2r2ϕ̇Γ

(
1
'
K +

1
2
K,"

))
= 0.
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Der Kommutator [Y2, Y3] verschwindet vollständig: unter abermaliger Berücksichtigung
von (1.8) erhält man

D'2
(
2rṙK + (r2 + 1)K,s

)
+ E(r2 + 1)(2'K + '2K,") = 0.

Zusammenfassend erhalten wir für die Kommutatoren [Yi, Yj ] die Ausdrücke

[Y1, Y2] = − 1√
h22

(
1
'

+
1
2
(log K),"

)
Y2, [Y1, Y3] =

1√
h22

(log D)," Y3;

der Kommutator [Y2, Y3] ist identisch null. Damit verbleiben in den Gleichungen (1.7)
lediglich die Terme

ht([Y2, Y1], Y2) =
1√
h22

(
1
'

+
1
2
(log K),"

)
, ht([Y3, Y1], Y3) = − 1√

h22
(log D),",

und wir erhalten für die Formen ωij die angegebenen Ausdrücke.

Unter Berücksichtigung dieser Ergebnisse lautet die erste Gruppe (1.5) der Strukturglei-
chungen

dω1 = ω12 ∧ ω2 + ω13 ∧ ω3 = 0,

dω2 = ω21 ∧ ω1 + ω23 ∧ ω3 =
1√
h22

(
1
'

+
1
2
(log K),"

)
ω1 ∧ ω2,

dω3 = ω31 ∧ ω1 + ω32 ∧ ω2 = − 1√
h22

(log D)," ω
1 ∧ ω3.

Wir sind nun in der Lage, die Komponenten des Riemannschen Krümmungstensors so-
wie den vollständigen Ricci–Tensor und die Skalarkrümmung der Hyperflächen M3

Γ zu
berechnen.

Proposition 1.3. Die Komponenten Rijkl des Riemannschen Krümmungstensors R der
Hyperflächen (M3

Γ, ht) sind bezüglich des Orthonormalrepers (1.3) durch

R1212 =
1

2h22

(
1
'
(log K)," + (log K),""

)
,

R2323 = − 1
2h22

(
2
'

+ (log K),"

)
(log D),",

R1313 =
1

2h22

(
−2(log D),"" + (log K),"(log D)," + 2(log D)2,"

)

gegeben, während R1213, R2312 und R2313 verschwinden.

Beweis. Wir berechnen die Komponenten von R mit Hilfe der Strukturgleichungen (1.6).
Nach Proposition 1.2 verschwinden die 2–Formen ω13 ∧ ω32 und ω12 ∧ ω23 während

ω21 ∧ ω13 =
1

h22

(
1
'

+
1
2
(log K),"

)
(log D)," ω

2 ∧ ω3
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ist. Weiter berechnen sich die Differentiale dωij der Zusammenhangsformen zu

dω12 =
('

2
(log K),"

)

,"
d' ∧ dϕ +

('

2
(log K),"

)

,s
ds ∧ dϕ

−
(

F

D

(
1 +

'

2
(log K),"

))

,"

d' ∧ ds

=
(

1
2
(log K)," +

'

2
(log K),""

)
1

h22'
ω1 ∧ ω2

−
((

1
2
(log K)," +

'

2
(log K),""

)
E√
h33

+
'

2
(log K),s"

D√
h33

)
ω2 ∧ ω3,

dω13 = −
(

1
D
√

h22
(log D),"

)

,"

d' ∧ ds

=
(
− 1

h22
(log D),"" +

1
2h22

(log K),"(log D)," +
1

h22
(log D)2,"

)
ω1 ∧ ω3,

dω23 = 0

und unter Verwendung der Gleichungen (1.6) ergeben sich schließlich die angegebenen
Ausdrücke für die Komponenten Rijkl des Krümmungstensors. Dabei beachte man, daß

((log K)," + '(log K),"")E + '(log K),s"D

= ((log K)," + '(log K),"") (−rṙ'KΣ) + '

(
'rṙ

r2 + 1
(log K),"

)

,"

(r2 + 1)KΣ

= ((log K)," + '(log K),"") (−rṙ'KΣ+ rṙ'KΣ) = 0,

was zur Folge hat, daß R2312 verschwindet.

Satz 1.1. Die Komponenten Rij des Ricci–Tensors Ric der Riemannschen C∞–Mannig-
faltigkeiten (M3

Γ, ht) sind bezüglich des Schnittes (1.3) im Reperbündel durch

Ric =
1

2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2




2t4 0 0
0 2t4 − '4(r2 + 1)2 0
0 0 −4t4 − '4(r2 + 1)2





gegeben und die Skalarkrümmung lautet

S = R11 + R22 + R33 = − '4(r2 + 1)2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2
.

Beweis. Man berechnet

(log K)," =
2t4(

'4(r2 + 1)2 + t4
)
'
,

(log K),"" = − 2t4(
'4(r2 + 1)2 + t4

)
'2

− 8t4'2(r2 + 1)2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)2 ,

(log Σ)," = −1
'
− t4(

'4(r2 + 1)2 + t4
)
'

= −1
'
− 1

2
(log K),",

(log D)," = (log K)," + (logΣ)," = −1
'

+
1
2
(log K),",
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und erhält mittels vorangehender Proposition für die Komponenten Rij =
∑3

k=1 Rikkj

des Ricci–Tensors die Beziehungen

R11 =
1

2h22

[
−1

'
(log K)," − (log K),"" − (log K),"

(
−1

'
+

1
2
(log K),"

)

−2
(

1
'2

− 1
'
(log K)," +

1
4
(log K)2,"

)
+ 2

(
1
'2

+
1
2
(log K),""

)]

=
1

2h22

(
−(log K)2," + 2

1
'
(log K),"

)
,

R22 =
1

2h22

[
−1

'
(log K)," − (log K),"" +

1
'

(
2 + ' (log K),"

)(
−1

'
+

1
2
(log K),"

)]

=
1

2h22

(
−1

'
(log K)," − (log K),"" −

2
'2

+
1
2
(log K)2,"

)
,

R33 =
1

2h22

[
−(log K),"

(
−1

'
+

1
2
(log K),"

)
− 2

(
1
'2

− 1
'
(log K)," +

1
4
(log K)2,"

)

+2
(

1
'2

+
1
2
(log K),""

)
+

1
'

(
2 + '(log K),"

)(
−1

'
+

1
2
(log K),"

)]

=
1

2h22

(
(log K),"" −

1
2
(log K)2," +

3
'
(log K)," −

2
'2

)
;

die verbleibenden Koeffizienten sind gleich null. Wie die Komponenten des Riemannschen
Krümmungstensors bleiben die Komponenten von Ric und S für den Fall, daß ' gegen
null geht, bei expliziter Berechnung beschränkt. So ergibt sich

R11 =
1

'2(r2 + 1)2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2

(
t4

'2

(
'4(r2 + 1)2 + t4

)
− t8

'2

)

=
t4

(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2
,

R22 =
1

2'2(r2 + 1)2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2

(
− t4

'2

(
'4(r2 + 1) + t4

)
+

t8

'2

+
t4

'2

(
'4(r2 + 1)2 + t4

)
+ 4t4'2(r2 + 1)2 − 1

'2

(
'8(r2 + 1)4 + t8 + 2'4(r2 + 1)4

))

=
2t4 − '4(r2 + 1)2

2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2
,

R33 =
1

2'2(r2 + 1)2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2

(
− t4

'2

(
'4(r2 + 1)2 + t4

)
− 4t4'2(r2 + 1)2

− t8

'2
+

3t4

'2

(
'4(r2 + 1)2 + t4

)
− 1

'2

(
'8(r2 + 1)4 + t8 + 2'4(r2 + 1)2t4

))

=
−4t4 − '4(r2 + 1)2

2
(
'4(r2 + 1)2 + t4

)3/2
,
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und man sieht, daß sich die divergenten Terme gegenseitig aufheben; damit sind die
inneren Krümmungsgrößen der betrachteten Hyperflächen vollständig bestimmt.

Die Skalarkrümmung S ist negativ und geht für großes ' und r wie 1/'2(r2 + 1) gegen
null. Für t += 0 bleiben alle Komponenten des Riemannschen Krmmungstensors und des
Ricci–Tensors sowie S bei ' = 0 regulär und sind demnach überall auf den Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten M3

Γ definiert. Für t = 0 degeneriert die Skalarkrümmung bei
' = 0, der Tatsache entsprechend, daß die Hyperflächen M3

Γ in diesem Fall nicht länger
vollständig sind.

3. Die zweite Fundamentalform der Hyperflächen M3
Γ

Wir gehen nun dazu über, die zweite Fundamentalform der Hyperflächen M3
Γ zu stu-

dieren. Hierfür ist es erforderlich, den Levi–Civita–Zusammenenhang ∇H2
des Eguchi–

Hanson-Raumes (H2, gt) zu bestimmen. Er kann mittels der Koszul–Formel berechnet
werden, welche für kommutierende Vektorfelder

2gt(∇H2

X Y, Z) = X(gt(Y, Z)) + Y (gt(Y, Z)) − Z(gt(X, Y ))

lautet. Im folgenden werden wir die Koordinaten x1, y1, x2, y2 der dichten, komplexen
Mannigfaltigkeit M4 ⊂ H2 mit x1, x2, x3, x4 bezeichnen, so daß die Komponenten von
∇H2

auf M4 durch die Relationen

Γijk =
1
2

(
∂ gik

∂ xj
+

∂ gjk

∂ xi
− ∂ gij

∂ xk

)
, Γk

ij = gklΓijl(1.9)

gegeben sind. Aufgrund der Symmetrie

(1.10) gkl(xm) = gk̄l̄(xm), k̄ := k + 2 mod 4

der kovarianten Koeffizienten der Metrik erhält man für die Christoffel–Symbole die
Relationen

(1.11) Γklm(xn) = Γk̄l̄m(xn̄).

Die kontravarianten Koeffizienten gij von gt sind durch die Matrix

g−1
t =

1√
det gt





G2 0 G4 G3

0 G2 −G3 G4

G4 −G3 G1 0
G3 G4 0 G1





gegeben, wobei det gt = (G1G2 −G2
3 −G2

4)2 = 16. Desweiteren berechnen sich die Ablei-
tungen der Funktionen G und H zu

G,xi = −2xiH, H,xi = −2xiI

mit I := 2t4(3u2
1+t4)/u3

1(u2
1 + t4)3/2. Eine direkte Rechnung ergibt dann die Christoffel–

Symbole erster Art.

Proposition 1.4. Die Christoffel–Symbole erster Art des Eguchi–Hanson–Raumes (H2,
gt) sind auf M4 gegeben durch

Γ111 = −x1(2H − I(x2
1 + x2

2)), Γ114 = −2I

(
x1x2x3 +

1
2
x4(x2

2 − x2
1)
)

,

Γ112 = x2(2H − I(x2
1 + x2

2)), Γ131 = −x3(H − I(x2
1 + x2)),

Γ113 = 2I

(
x1x2x4 +

1
2
x3(x2

1 − x2
2)
)

, Γ132 = x4(H − I(x2
1 + x2

2));
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die verbleibenden Symbole lassen sich mittels dieser erhalten, indem man die Identitäten
Γijk = Γjik sowie die Relationen (1.11) zusammen mit den zusätzlichen Symmetrien

Γ22i = −Γ11i, Γ44i = −Γ33i, Γ23i = Γ14i, Γ24i = −Γ13i

und

Γ12i = Γ11(i−1), Γ14i = Γ13(i−1), Γ34i = Γ33(i−1) für gerades i,
Γ12i = −Γ11(i+1), Γ14i = −Γ13(i+1), Γ34i = −Γ33(i+1) für ungerades i

berücksichtigt.

Die Christoffel–Symbole zweiter Art ergeben sich aus diesen Formeln wie in (1.9) angege-
ben. Aufgrund der Symmetrien des Levi–Civita–Zusammenhangs ∇H2

ist es hinreichend,
lediglich sechs von diesen explizit zu berechnen. So ist

Γ1
11 = −1

4
x1G(2H − I(x2

1 + x2
2)) +

1
4
H

[
x1(x2

3 + x2
4)(2H − I(x2

1 + x2
2))

+ 2I

[
(x1x3 + x2x4)

(
x1x2x4 +

1
2
x3(x2

1 − x2
2)
)

− (x1x4 − x2x3)
(

x1x2x3 +
1
2
x4(x2

2 − x2
1)
)]]

= x1

[
− 1

4
G(2H − I(x2

1 + x2
2)) +

1
2
H2(x2

3 + x2
4) +

1
4
HI

[
− (x2

1 + x2
2)(x

2
3 + x2

4)

+ (x2
3 + x2

4)(x
2
1 − x2

2) + 2(x2
2x

2
4 + x2

2x
2
3)
]]

= x1A1,

wobei wir die Funktion A1 = 1
2H2(x2

3 + x2
4) − 1

4G(2H − I(x2
1 + x2

2)). einführten. Auf
ähnliche Weise erhält man

Γ2
11 =

1
4
x2G(2H − I(x2

1 + x2
2)) +

1
4
H

[
− x2(x2

3 + x2
4)(2H − I(x2

1 + x2
2))

+ 2I

[
− (x1x4 − x2x3)

(
x1x2x4 +

1
2
x3(x2

1 − x2
2)
)

− (x1x3 + x2x4)
(

x1x2x3 +
1
2
x4(x2

2 − x2
1)
)]]

= x2

[
1
4
G(2H − I(x2

1 + x2
2)) −

1
2
H2(x2

3 + x2
4) +

1
4
HI

[
(x2

1 + x2
2)(x

2
3 + x2

4)

+ (x2
3 + x2

4)(x
2
1 − x2

2) − 2(x2
1x

2
4 + x2

1x
2
3)
]]

= −x2A1.

Desweiteren bestimmen sich die Christoffel–Symbole Γ3
11 und Γ4

11 gemäß

Γ3
11 =

1
4
GΓ113 +

1
4
H
[
− Γ113(x2

1 + x2
2)

− (2H − I(x2
1 + x2

2))
[
x1(x1x3 + x2x4) + x2(x1x4 − x2x3)

]]

=
1
4
GΓ113 −

1
2
H2(2x1x2x4 + x3(x2

1 − x2
2))

+
1
4
H
[
− Γ113(x2

1 + x2
2) + I(x2

1 + x2
2)(2x1x2x4 + x3(x2

1 − x2
2))
]
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=
1
2
C

(
x1x2x4 +

1
2
x3(x2

1 − x2
2)
)

,

Γ4
11 =

1
4
GΓ114 +

1
4
H
[
− Γ114(x2

1 + x2
2)

− (2H − I(x2
1 + x2

2))
[
x1(x1x4 − x2x3) − x2(x1x3 + x2x4)

]]

=
1
4
GΓ114 +

1
2
H2(2x1x2x3 + x4(x2

2 − x2
1))

+
1
4
H
[
− Γ114(x2

1 + x2
2) + I(x2

1 + x2
2)(−2x1x2x3 + x4(x2

1 − x2
2))
]

= −1
2
C

(
x1x2x3 +

1
2
x4(x2

2 − x2
1)
)

,

wobei C = (IG − 2H2). Schließlich berechnet man

Γ1
13 =

1
4
GΓ131 +

1
4
H
[
− Γ131(x2

3 + x2
4)

+ (H − I(x2
3 + x2

4))
[
− x1(x2x4 + x1x3) + x2(x1x4 − x2x3)

]]

= −1
4
x3

[
G(H − I(x2

1 + x2
2)) + H2(−x2

3 − x2
4 + x2

1 + x2
2)
]

+
1
4
HI

[
x3(x2

1 + x2
2)(x

2
3 + x2

4) − x3(x2
3 + x2

4)(x
2
1 + x2

2)
]

= −x3B1,

Γ2
13 =

1
4
GΓ132 +

1
4
H
[
− Γ132(x2

3 + x2
4)

+ (H − I(x2
3 + x2

4))
[
x1(x1x4 − x2x3) + x2(x2x4 + x1x3)

]]

=
1
4
x4

[
G(H − I(x2

1 + x2
2)) + H2(−x2

3 − x2
4 + x2

1 + x2
2)
]

+
1
4
HI

[
x4(x2

1 + x2
2)(x

2
3 + x2

4) − x4(x2
3 + x2

4)(x
2
1 + x2

2)
]

= x4B1;

dabei ist B1 durch B1 = 1
4

[
G(H − I(x2

1 + x2
2)) + H2(x2

1 + x2
2 − x2

3 − x2
4)
]

gegeben.
Unter Berücksichtigung der Relationen (1.10), (1.11) erhält man auf diese Weise folgende
Proposition.

Proposition 1.5. Die Komponenten Γi
jk des Levi–Civita–Zusammenhangs des Eguchi–

Hanson–Raumes (H2, gt) sind auf M4 gegeben durch

Γ1
11 = x1A1, Γ3

33 = x3A2,

Γ2
11 = −x2A1, Γ4

33 = −x4A2,

Γ3
11 =

C

2

(
x1x2x4 +

1
2
x3(x2

1 − x2
2)
)

, Γ1
33 =

C

2

(
x2x3x4 +

1
2
x1(x2

3 − x2
4)
)

,

Γ4
11 = −C

2

(
x1x2x3 +

1
2
x4(x2

2 − x2
1)
)
, Γ2

33 = −C

2

(
x1x3x4 +

1
2
x2(x2

4 − x2
3)
)

,

Γ1
13 = −x3B1, Γ3

13 = −x1B2,

Γ2
13 = x4B1, Γ4

13 = x2B2,
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wobei

A1 =
1
2
H2(x2

3 + x2
4) −

1
4
G(2H − I(x2

1 + x2
2)),

B1 =
1
4

[
G(H − I(x2

1 + x2
2)) + H2(x2

1 + x2
2 − x2

3 − x2
4)
]
,

A2 =
1
2
H2(x2

1 + x2
2) −

1
4
G(2H − I(x2

3 + x2
4)),

B2 =
1
4

[
G(H − I(x2

3 + x2
4)) + H2(x2

1 + x2
2 − x2

3 − x2
4)
]

und C = (IG − 2H2). Alle verbleibenden Γi
jk können aus den obigen unter Verwendung

der Identitäten Γk
ij = Γk

ji sowie der Relationen

Γi
22 = −Γi

11, Γi
44 = −Γi

33, Γi
23 = Γi

14, Γi
24 = −Γi

13

und

Γi
12 = Γ(i−1)

11 , Γi
14 = Γ(i−1)

13 , Γi
34 = Γ(i−1)

33 für gerades i,

Γi
12 = −Γ(i+1)

11 , Γi
14 = −Γ(i+1)

13 , Γi
34 = −Γ(i+1)

33 für ungerades i

berechnet werden.

Um die äußere Geometrie der Hyperflächen M3
Γ zu beschreiben, bestimmen wir zuerst

ein Einheitsnormalenvektorfeld N : M3
Γ → (TM3

Γ)⊥ an M3
Γ. Bis auf Orientierung ist ein

solches auf M3
Γ ∩ M4 durch die Bedingungen

gt(Yi, N) = 0, i = 1, 2, 3, gt(N, N) = 1

gegeben, welche äquivalent zum Gleichungssystem

N1(u cosϕ− v sinϕ)K + N2(v cosϕ + u sinϕ)K + N3K cosϕ + N4K sinϕ = 0,

−N1(u sinϕ + v cosϕ)K − N2(v sinϕ− u cosϕ)K − N3K sinϕ + N4K cosϕ = 0,
{
N1(u̇ cosϕ− v̇ sinϕ) + N2(v̇ cosϕ + u̇ sinϕ)

}
(K + H'2) − N3

(
cosϕ(vv̇ + uu̇)

+ sinϕ(u̇v − v̇u)
)
H'2 − N4

(
sinϕ(vv̇ + uu̇) − cosϕ(u̇v − v̇u)

)
H'2 = 0,

(N2
1 + N2

2 )(K + H'2) + (N2
3 + N2

4 )(K + H'2r2) + 2(N4N1 − N3N2)v'2H

−2(N3N1 + N4N2)u'2H = 0

sind. Löst man diese Gleichungen bezüglich der Komponenten Ni des Normalenvektors,
erhält man folgende Proposition.

Proposition 1.6. Der Normalenvektor der Hyperflächen (M3
Γ, ht) ist auf M3

Γ ∩ M4 bis
auf Orientierung gegeben durch

N =
1
2

√
K

r2 + 1
(w1,−w2,−rw3, rw4),

wobei die Funktionen wi

w1 = v̇ cosϕ + u̇ sinϕ, w2 = u̇ cosϕ− v̇ sinϕ,

w3 = ṙ sinϕ + rϕ̇Γ cosϕ, w4 = ṙ cosϕ− rϕ̇Γ sinϕ

lauten.
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Wir bemerken, daß w2 und w1 als Real– bzw. Imaginärteil von Γ̇(s)eiϕ, w4 und w3 als
Real– bzw. Imaginärteil von Γ̇(s)eiϕe−iϕΓ aufgefaßt werden können. Nach Konstruktion
sind die Hyperflächen M3

Γ in H2 eingebettet. Bezeichnet N das oben bestimmte Ein-
heitsnormalenvektorfeld, so ist die zweite Fundamentalform von M3

Γ durch

II : X (M3
Γ) ×X (M3

Γ) −→ F(M3
Γ), II(X, Y ) = gt(X,∇H2

Y N)(1.12)

definiert. Sie ist symmetrisch und bilinear. Im folgenden werden wir die Koordinaten
s, ', ϕ mit η1, η2, η3 bezeichnen, und die Komponenten von II bezüglich des induzierten
Koordinatenrepers mit IIij . Der Kürze halber werden wir für ∇H2

für den Rest des
Abschnittes ∇ schreiben. Explizit ist

∇∂ηj
N(p) =

(
∂ηj Ni(p) + Ni(p)∇∂ηj

)
∂xi |p,

∇∂ηj
∂xi |p = dxk(∂ηj )(p) Γl

ki(p) ∂xl |p,
(1.13)

wobei p ∈ M3
Γ ∩ M4. Auf M3

Γ ∩ M4 können die Koordinaten x1, x2, x3, x4 mittels der
Koordinaten s, ϕ, ' gemäß

x1 = ' ζ1, x2 = ' ζ2, x3 = ' cosϕ, x4 = ' sinϕ

ausgedrückt werden; dabei setzten wir

ζ1 := u cosϕ− v sinϕ, ζ2 := v cosϕ + u sinϕ.

Die in den Ausdrücken für die Γi
jk auftretenden Polynome lassen sich somit als

[
x1x2x4 +

1
2
x3(x2

1 − x2
2)
]
|M3

Γ
= '3

[
− uv sinϕ + (u2 − v2)

1
2

cosϕ
]
,

[
x1x2x3 +

1
2
x4(x2

2 − x2
1)
]
|M3

Γ
= '3

[
uv cosϕ + (u2 − v2)

1
2

sinϕ
]
,

[
x2x3x4 +

1
2
x1(x2

3 − x2
4)
]
|M3

Γ
=

'3

2
[v sinϕ + u cosϕ],

[
x1x3x4 +

1
2
x2(x2

4 − x2
3)
]
|M3

Γ
=

'3

2
[u sinϕ− v cosϕ]

schreiben. Wir berechnen nun die kovarianten Ableitungen ∇∂ηi
N . Zu diesem Zweck

bemerken wir zuerst die Relationen

w3 cosϕ− w4 sinϕ = rϕ̇Γ, w4 cosϕ + w3 sinϕ = ṙ,

w2 cosϕ + w1 sinϕ = u̇, w1 cosϕ− w2 sinϕ = v̇,(1.14)

ζ1w2 + w1ζ2 = rṙ, ζ1w1 − ζ2w2 = r2ϕ̇Γ.

Wegen

ru̇ = r(ṙ cosϕΓ − rϕ̇Γ sinϕΓ) = ṙu − rϕ̇Γv,

rv̇ = r(ṙ sinϕΓ + rϕ̇Γ cosϕΓ) = ṙv + rϕ̇Γu

gelten weiterhin die Gleichungen

rw1 = cosϕ(ṙv + rϕ̇γu) + sinϕ(ṙu − rϕ̇Γv) = uw3 + vw4,(1.15a)
rw2 = cosϕ(ṙu − rϕ̇γv) − sinϕ(ṙv + rϕ̇Γu) = −vw3 + uw4,(1.15b)

und somit

rw3 = cosϕΓ(uw3 + vw4) − sinϕΓ(−vw3 + uw4) = uw1 − vw2,(1.15c)
rw4 = sinϕΓ(uw3 + vw4) + cosϕΓ(−vw3 + uw4) = w1v + w2u.(1.15d)
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Proposition 1.7.

∇∂sN =
4∑

i=1

(Ni,s +Φ(ṙNi + rϕ̇ΓNi,ϕ)) ∂xi = N,s +Φ(ṙN + rϕ̇ΓN,ϕ),

wobei Φ = − 1
4HK'2r.

Beweis. Unter Berücksichtigung der Symmetrien der Christoffel–Symbole Γk
ij erhält

man

∇∂sN =
4∑

i=1

[
Ni,s +

4∑

k=1

Nk

(
Γi

1k'w2 + Γi
2k'w1

) ]
∂xi

=
4∑

i=1

[
Ni,s + 'Γi

11(N1w2 − N2w1) + 'Γi
12(N2w2 + N1w1)

+ 'Γi
13(N3w2 − N4w1) + 'Γi

14(N4w2 + N3w1)
]
∂xi

=
4∑

i=1

[
Ni,s + '

1
2

√
K

r2 + 1
(2Γi

11w1w2 + Γi
12(w

2
1 − w2

2)

+ Γi
13r(−w3w2 − w4w1) + Γi

14r(w4w2 − w3w1))
]
∂xi .

Die erste Komponente von ∇∂sN lautet

dx1(∇∂sN) = N1,s +
1
2

√
K

r2 + 1
'2r(A1 + B1)(ṙw1 + rϕ̇Γw2),

da aufgrund der Relationen (1.14)

2Γ1
11w1w2 + Γ1

12(w
2
1 − w2

2) = A1'(2ζ1w1w2 + ζ2(w2
1 − w2

2))

= A1'
[
w1(ζ1w2 + w1ζ2) + w2(ζ1w1 − ζ2w2)

]

= A1'r(ṙw1 + rϕ̇Γw2),

Γ1
13r(−w3w2 − w4w1) + Γ1

14r(w4w2 − w3w1)

= B1'r
[
cosϕ(w2w3 + w1w4) − sinϕ(w4w2 − w3w1)

]

= B1'r
[
w2(w3 cosϕ− w4 sinϕ) + w1(w4 cosϕ + w3 sinϕ)

]

= B1'r(w2rϕ̇Γ + w1ṙ)

gilt. Da weiterhin

2Γ2
11w1w2 + Γ2

12(w
2
1 − w2

2) = A1'(−2ζ2w1w2 + ζ1(w2
1 − w2

2))

= A1'
[
w1(−ζ2w2 + w1ζ2) + w2(−ζ2w1 − ζ1w2)

]

= A1'r(−ṙw2 + rϕ̇Γw1),

Γ2
13r(−w3w2 − w4w1) + Γ2

14r(w4w2 − w3w1)

= B1'r
[
sinϕ(−w2w3 − w1w4) − cosϕ(w4w2 − w3w1)

]

= B1'r
[
w1(−w4 sinϕ + w3 sinϕ) + w2(−w3 sinϕ + w4 cosϕ)

]

= B1'r(w1rϕ̇Γ − w2ṙ),
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ist die zweite Komponente entsprechend durch

dx2(∇∂sN) = N2,s +
1
2

√
K

r2 + 1
'2r(A1 + B1)(−ṙw2 + rϕ̇Γw1)

gegeben. Was die dritte Komponente anbelangt, so berechnet man unter Benutzung von
(1.15)

2Γ3
11w1w2 + Γ3

12(w
2
1 − w2

2) =
1
2
'3C

[(
−uv sinϕ +

u2 − v2

2
cosϕ

)
2w1w2

+
(

uv cosϕ +
u2 − v2

2
sinϕ

)
(w2

1 − w2
2)
]

=
1
2
'3C

[
uv
(
w1(−w2 sinϕ + w1 cosϕ) + w2(−w1 sinϕ− w2 cosϕ)

)

+
u2 − v2

2

(
w1(w2 cosϕ + w1 sinϕ) + w2(w1 cosϕ− w2 sinϕ)

)]

=
1
2
'3C

[
uv(w1v̇ − w2u̇) +

u2 − v2

2
(w1u̇ + w2v̇)

]

=
1
2
'3C

[
vw1

2
(v̇u − u̇v) +

uw2

2
(−u̇v + v̇u) +

uw1

2
(vv̇ + uu̇) − vw2

2
(uu̇ + vv̇)

]

=
1
4
'3C[(vw1 + uw2)r2ϕ̇Γ + (uw1 − vw2)rṙ] =

1
4
r2'3C(rϕ̇Γw4 + ṙw3)

sowie

Γ3
13r(−w3w2 − w4w1) + Γ3

14r(w4w2 − w3w1)
= B2'r

[
− ζ1(−w2w3 − w1w4) − ζ2(w4w2 − w3w1)

]

= B2'r
[
w3(ζ1w2 + ζ2w1) + w4(ζ1w1 − ζ2w2)

]
= B2'r

2(w3ṙ + w4rϕ̇Γ),

so daß

dx3(∇∂sN) = N3,s +
1
2

√
K

r2 + 1
'2r2

(
1
4
'2C + B2

)
(ṙw3 + rϕ̇Γw4).

Auf dieselbe Weise verifiziert man, daß

Γ4
13r(−w3w2 − w4w1) + Γ4

14r(w4w2 − w3w1)
= B2'r

[
ζ2(−w2w3 − w1w4) − ζ1(w4w2 − w3w1)

]

= B2'r
[
− w4(ζ1w2 + ζ2w1) + w3(ζ1w1 − ζ2w2)

]
= B2'r

2(−w4ṙ + w3rϕ̇Γ)

und

2Γ4
11w1w2 + Γ4

12(w
2
1 − w2

2) =
1
2
'3C

[
−
(

uv cosϕ +
u2 − v2

2
sinϕ

)
2w1w2

+
(
−uv sinϕ +

u2 − v2

2
cosϕ

)
(w2

1 − w2
2)
]

=
1
2
'3C

[
uv
(
w1(−w2 cosϕ− w1 sinϕ) + w2(−w1 cosϕ + w2 sinϕ)

)

+
u2 − v2

2

(
w1(−w2 sinϕ + w1 cosϕ) + w2(−w1 sinϕ− w2 cosϕ)

)]
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=
1
2
'3C

[
uv(−w1u̇ − w2v̇) +

u2 − v2

2
(w1v̇ − w2u̇)

]

=
1
2
'3C

[
vw1

2
(−u̇u − v̇v) +

uw2

2
(−v̇v − u̇u) +

uw1

2
(−vu̇ + uv̇) − vw2

2
(−uv̇ + vu̇)

]

=
1
4
'3C

[
− (vw1 + uw2)rṙ + (uw1 − vw2)r2ϕ̇Γ

]
=

1
4
r2'3C(−ṙw4 + rϕ̇Γw3)

gilt, und man erhält letztlich für die vierte Komponente

dx4(∇∂sN) = N4,s +
1
2

√
K

r2 + 1
'2r2

(
1
4
'2C + B2

)
(−ṙw4 + rϕ̇Γw3).

Der angegebene Ausdruck für ∇∂sN ergibt sich dann, indem man die Identitäten

A1 + B1 =
1
4
(H2'2(r2 + 1) − GH) = −1

4
HK,

1
4
C'2 + B2 =

1
4
(IG − 2H2)'2 +

1
4
(
G(H − I'2) − H2'2(r2 − 1)

)

=
1
4
H(G − H'2(r2 + 1)) =

1
4
HK

berücksichtigt und beachtet, daß die Ableitungen Ni,ϕ der Komponenten des Normalen-
vektors bezüglich ϕ durch die Komponenten Ni gemäß

(1.16) Ni,ϕ = Ni−1 for i gerade, Ni,ϕ = −Ni+1 for i ungerade

gegeben sind, und die Behauptung ist bewiesen. Zu bemerken sei an dieser Stelle, daß auf-
grund der Relation ∇gt = 0 für alle Vektorfelder Y ∈ X (M3

Γ) die Beziehung gt(N,∇Y N) =
0 gilt, und tatsächlich zeigt eine Rechnung, daß der Normalenanteil von ∇∂sN verschwin-
det.

Proposition 1.8.
∇∂"N = 0.

Beweis. Es ist

∇∂"N =
4∑

i=1

[
Ni," +

4∑

k=1

Nk

(
Γi

1kζ1 + Γi
2kζ2 + Γi

3k cosϕ + Γi
4k sinϕ

) ]
∂xi

=
4∑

i=1

[
Ni," + Γi

11(N1ζ1 − N2ζ2) + Γi
12(N2ζ1 + N1ζ2)

+ Γi
13(N3ζ1 − N4ζ2 + N1 cosϕ− N2 sinϕ)

+ Γi
14(N4ζ1 + N3ζ2 + N2 cosϕ + N1 sinϕ)

+ Γi
33(N3 cosϕ− N4 sinϕ) + Γi

34(N4 cosϕ + N3 sinϕ)
]
∂xi .

Abermals berechnen wir die Komponenten von ∇∂"N einzeln. Unter Benutzung der
Symmetrien der Γi

jk und (1.14), (1.15) erhält man

Γ1
11(N1ζ1 − N2ζ2) + Γ1

12(N2ζ1 + N1ζ2)

=
1
2

√
K

r2 + 1
A1'

[
ζ1(w1ζ1 + w2ζ2) + ζ2(−w2ζ1 + w1ζ2)

]
=

1
2

√
K

r2 + 1
A1'r

2w1,
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Γ1
13

(
N3ζ1 − N4ζ2 + N1 cosϕ− N2 sinϕ

)
+ Γ1

14

(
N4ζ1 + N3ζ2 + N2 cosϕ + N1 sinϕ

)

= −1
2

√
K

r2 + 1
B1'

[
cosϕ

(
r(−w3ζ1 − w4ζ2) + w1 cosϕ + w2 sinϕ

)

+ sinϕ
(
r(w4ζ1 − w3ζ2) − w2 cosϕ + w1 sinϕ

)]

= −1
2

√
K

r2 + 1
B1'

[
w1 + rw4(ζ1 sinϕ− ζ2 cosϕ) − rw3(ζ2 sinϕ + ζ1 cosϕ)

]

= −1
2

√
K

r2 + 1
B1'[w1 + rw4(−v) − rw3u] = −1

2

√
K

r2 + 1
B1'(1 − r2)w1,

Γ1
33(N3 cosϕ− N4 sinϕ) + Γ1

34(N4 cosϕ + N3 sinϕ)

=
1
4

√
K

r2 + 1
r'3C

[(
v

2
sinϕ +

u

2
cosϕ

)
(−w3 cosϕ− w4 sinϕ)

+
(

u

2
sinϕ− v

2
cosϕ

)
(w4 cosϕ− w3 sinϕ)

]

=
1
8

√
K

r2 + 1
r'3C(−uw3 − vw4) = −1

8

√
K

r2 + 1
r2'3Cw1,

und hiermit

dx1(∇∂"N) = N1," +
1
2

√
K

r2 + 1
'

(
(A1 + B1)r2 −

(
B1 +

1
4
'2r2C

))
w1.

Die zweite Komponente erhält man, indem man

Γ2
11(N1ζ1 − N2ζ2) + Γ2

12(N2ζ1 + N1ζ2)

=
1
2

√
K

r2 + 1
A1'

[
− ζ2(w1ζ1 + w2ζ2) + ζ1(−w2ζ1 + w1ζ2)

]

= −1
2

√
K

r2 + 1
A1'r

2w2,

Γ2
13

(
N3ζ1 − N4ζ2 + N1 cosϕ− N2 sinϕ

)
+ Γ2

14

(
N4ζ1 + N3ζ2 + N2 cosϕ + N1 sinϕ

)

=
1
2

√
K

r2 + 1
B1'

[
sinϕ

(
r(−w3ζ1 − w4ζ2) + w1 cosϕ + w2 sinϕ

)

− cosϕ
(
r(w4ζ1 − w3ζ2) − w2 cosϕ + w1 sinϕ

)]

=
1
2

√
K

r2 + 1
B1'

[
w2 − rw4(ζ2 sinϕ + ζ1 cosϕ) + rw3(ζ2 cosϕ− ζ1 sinϕ)

]

=
1
2

√
K

r2 + 1
B1'[w2 − rw4u + rw3v] =

1
2

√
K

r2 + 1
B1'(1 − r2)w2,

Γ2
33(N3 cosϕ− N4 sinϕ) + Γ2

34(N4 cosϕ + N3 sinϕ)

1
4

√
K

r2 + 1
r'3C

[
− (

u

2
sinϕ− v

2
cosϕ)(−w3 cosϕ− w4 sinϕ)

+(
v

2
sinϕ +

u

2
cosϕ)(w4 cosϕ− w3 sinϕ)

]

=
1
8

√
K

r2 + 1
r'3C(−vw3 + uw4) =

1
8

√
K

r2 + 1
r2'3Cw2
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berechnet, so daß

dx2(∇∂"N) = N2," +
1
2

√
K

r2 + 1
'

(
−(A1 + B1)r2 +

(
B1 +

1
4
'2r2C

))
w2.

Auf ähnliche Weise verifiziert man

Γ3
11(N1ζ1 − N2ζ2) + Γ3

12(N2ζ1 + N1ζ2)

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

[(
− uv sinϕ +

u2 − v2

2
cosϕ

)
(w1ζ1 + w2ζ2)

+
(

uv cosϕ +
u2 − v2

2
sinϕ

)
(−w2ζ1 + w1ζ2)

]

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

[
− uv

(
w1(ζ1 sinϕ− ζ2 cosϕ) + w2(ζ2 sinϕ + ζ1 cosϕ)

)

+
u2 − v2

2
(
w1(ζ1 cosϕ + ζ2 sinϕ) + w2(ζ2 cosϕ− ζ1 sinϕ)

)]

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

[
− uv(−vw1 + uw2) +

u2 − v2

2
(uw1 + vw2)

]

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

u2 + v2

2
(uw1 − vw2) =

1
8

√
K

r2 + 1
'3r3Cw3,

sowie

Γ3
13

(
N3ζ1 − N4ζ2 + N1 cosϕ− N2 sinϕ

)
+ Γ3

14

(
N4ζ1 + N3ζ2 + N2 cosϕ + N1 sinϕ

)

1
2

√
K

r2 + 1
'B2

[
− ζ1

(
r(−w3ζ1 − w4ζ2) + w1 cosϕ + w2 sinϕ

)

−ζ2
(
r(w4ζ1 − w3ζ2) − w2 cosϕ + w1 sinϕ

)]

=
1
2

√
K

r2 + 1
'B2

[
w1(−ζ1 cosϕ− ζ2 sinϕ) + w2(−ζ1 sinϕ + ζ2 cosϕ) + rw3(ζ2

1 + ζ2
2 )
]

=
1
2

√
K

r2 + 1
'B2(−uw1 + vw2 + r3w3) =

1
2

√
K

r2 + 1
'r(r2 − 1)B2w3,

Γ3
33(N3 cosϕ− N4 sinϕ) + Γ3

34(N4 cosϕ + N3 sinϕ)

=
1
2

√
K

r2 + 1
'rA2

[
cosϕ(−w3 cosϕ− w4 sinϕ) + sinϕ(w4 cosϕ− w3 sinϕ)

]

= −1
2

√
K

r2 + 1
'rA2w3,

und man erhält für die dritte Komponente von ∇∂"N den Ausdruck

dx3(∇∂"N) = N3," +
1
2

√
K

r2 + 1
'r

(
−(A2 + B2) +

(
B2 +

1
4
'2C

)
r2

)
w3.



22 1. Hyperflächen in der Eguchi–Hanson–Metrik

Eine letzte Rechnung ergibt dann

Γ4
11(N1ζ1 − N2ζ2) + Γ4

12(N2ζ1 + N1ζ2)

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

[
−
(

uv cosϕ +
u2 − v2

2
sinϕ

)
(w1ζ1 + w2ζ2)

+
(
− uv sinϕ +

u2 − v2

2
cosϕ

)
(−w2ζ1 + w1ζ2)

]

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

[
uv
(
w1(−ζ1 cosϕ− ζ2 sinϕ) + w2(−ζ2 cosϕ + ζ1 sinϕ)

)

+
u2 − v2

2
(
w1(−ζ1 sinϕ + ζ2 cosϕ) + w2(−ζ2 sinϕ− ζ1 cosϕ)

)]

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

[
uv(−uw1 − vw2) +

u2 − v2

2
(vw1 − uw2)

]

=
1
4

√
K

r2 + 1
'3C

u2 + v2

2
(−vw1 − uw2) = −1

8

√
K

r2 + 1
'3r3Cw4,

Γ4
13

(
N3ζ1 − N4ζ2 + N1 cosϕ− N2 sinϕ

)
+ Γ4

14

(
N4ζ1 + N3ζ2 + N2 cosϕ + N1 sinϕ

)

=
1
2

√
K

r2 + 1
'B2

[
ζ2
(
r(−w3ζ1 − w4ζ2) + w1 cosϕ + w2 sinϕ

)

−ζ1
(
r(w4ζ1 − w3ζ2) − w2 cosϕ + w1 sinϕ

)]
=

=
1
2

√
K

r2 + 1
'B2

[
w1(ζ2 cosϕ− ζ1 sinϕ) + w2(ζ2 sinϕ + ζ1 cosϕ) + rw4(−ζ2

1 − ζ2
2 )
]

=
1
2

√
K

r2 + 1
'B2(vw1 + uw2 − r3w4) = −1

2

√
K

r2 + 1
'r(r2 − 1)B2w4,

Γ4
33(N3 cosϕ− N4 sinϕ) + Γ4

34(N4 cosϕ + N3 sinϕ)

=
1
2

√
K

r2 + 1
'rA2

[
− sinϕ(−w3 cosϕ− w4 sinϕ) + cosϕ(w4 cosϕ− w3 sinϕ)

]

=
1
2

√
K

r2 + 1
'rA2w4,

und die vierte Komponente liest sich

dx4(∇∂"N) = N4," +
1
2

√
K

r2 + 1
'r

(
A2 + B2 −

(
B2 +

1
4
'2C

)
r2

)
w4.

Da

A2 + B2 =
1
2
H2'2r2 − 1

4
G(H − I'2) +

1
4
G(H − I'2) − 1

4
H2'2(r2 + 1)

= −1
4
H(G − H'2(r2 + 1)) = −1

4
HK,

B1 +
1
4
'2r2C =

1
4

[
G(H − I'2r2) + H2'2(r2 − 1)

]
+

1
4
'2r2(IG − 2H2) =

1
4
HK,

folgt die Behauptung, indem man schließlich bemerkt, daß Ni," = 1
2 (log K),"Ni und

2(log K)," − HK'(r2 + 1) = 0.
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Als letztes berechnen wir die kovariante Ableitung von N bezüglich ∂ϕ.

Proposition 1.9.

∇∂ϕN =
4∑

i=1

ΞNi,ϕ ∂xi = ΞN,ϕ,

wobei Ξ = 1 − 1
4HK'2(r2 + 1).

Beweis. Abermals gilt

∇∂ϕN =
4∑

i=1

[
Ni,ϕ +

4∑

k=1

Nk

[
− 'ζ2Γi

1k + 'ζ1Γi
2k − ' sinϕΓi

3k + ' cosϕΓi
4k

]]
∂xi

=
4∑

i=1

[
Ni,ϕ + 'Γi

11(−ζ2N1 − ζ1N2) + 'Γi
12(−ζ2N2 + ζ1N1)

+ 'Γi
13

(
− ζ2N3 − N1 sinϕ− ζ1N4 − N2 cosϕ

)

+ Γi
14'

(
− ζ2N4 + N1 cosϕ + ζ1N3 − N2 sinϕ

)

+ 'Γi
33(−N3 sinϕ− N4 cosϕ) + Γi

34'(−N4 sinϕ + N3 cosϕ)
]
∂xi .

Infolge der Symmetrien der Γi
kj ergibt sich für ungerades i, daß

dxi(∇∂ϕN) − Ni,ϕ = −'(dxi+1(∇∂ "N) − Ni+1,"),

und man erhält für die erste und dritte Komponente die Ausdrücke

dx1(∇∂ϕN) = N1,ϕ +
1
2

√
K

r2 + 1
'2

(
(A1 + B1)r2 −

(
B1 +

1
4
'2r2C

))
w2,

dx3(∇∂ϕN) = N3,ϕ +
1
2

√
K

r2 + 1
'2r

(
−(A2 + B2) +

(
B2 +

1
4
'2C

)
r2

)
w4.

Auf analoge Weise erhält man für gerades i

dxi(∇∂ϕN) − Ni,ϕ = '(dxi−1(∇∂ "N) − Ni−1,"),

und somit für die zweite und vierte Komponente

dx2(∇∂ϕN) = N2,ϕ +
1
2

√
K

r2 + 1
'2

(
(A1 + B1)r2 −

(
B1 +

1
4
'2r2C

))
w1,

dx4(∇∂ϕN) = N4,ϕ +
1
2

√
K

r2 + 1
'2r

(
−(A2 + B2) +

(
B2 +

1
4
'2C

)
r2

)
w3,

und die Behauptung folgt. Erneut zeigt eine Rechnung, daß gt(N,∇∂ϕN) = 0.

Wir sind nun in der Lage, die zweite Fundamentalform der Hyperflächen M3
Γ zu berech-

nen.

Satz 1.2. Die Komponenten der zweiten Fundamentalform der Riemannschen C∞–Man-
nigfaltigkeiten (M3

Γ, ht) sind bezüglich des Koordinatenrepers (∂s, ∂", ∂ϕ), siehe Abschnitt
2, gegeben durch

II =
'

2

√
K

r2 + 1




G(u̇v̈ − v̇ü) − 2H'2(uv̇ − vu̇) 0 K

0 0 0
K 0 0



 .
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Beweis. Vermöge (1.12) und (1.13) berechnet man mittels Proposition 1.7

II11 =
4∑

i,j=1

gijdxi(∂s)dxj(∇∂sN) = '
[
(N3,s +Φ(ṙN3 + rϕ̇ΓN3,ϕ))(−w2G4 + w1G3)

+(N4,s +Φ(ṙN4 + rϕ̇ΓN4,ϕ))(−w2G3 + w1G4)

+
(
(N1,s +Φ(ṙN1 + rϕ̇ΓN1,ϕ))w2 + (N2,s +Φ(ṙN2 + rϕ̇ΓN2,ϕ))w1

)
G1

]

= '
[
H'2

[
Φ(−rṙ(N3w4 + N4w3) + r2ϕ̇Γ(N4w4 − N3w3))

−r(N3,sw4 + N4,sw3)
]
+ (G − H'2r2)

[
(N1,sw2 + w1N2,s)

+Φ(ṙ(N1w2 + N2w1) + rϕ̇Γ(−N2w2 + N1w1))
]]

,

wobei wir von den Beziehungen (1.16) sowie von

−w2G4 + w1G3 = (−w2u − w1v)'2H = −rw4'
2H,

−w2G3 − w1G4 = (w2v − w1u)'2H = −rw3'
2H

Gebrauch machten. Da weiterhin N3w4 + N4w3 = 0, N1w2 + N2w1 = 0 und

N4w4 − N3w3 =
1
2

√
K

r2 + 1
r(w2

3 + w2
4) =

1
2

√
K

r2 + 1
r

−N2w2 + N1w1 =
1
2

√
K

r2 + 1
(w2

1 + w2
2) =

1
2

√
K

r2 + 1
gilt, erhalten wir für obigen Ausdruck

II11 = H'3



Φr3ϕ̇Γ
1
2

√
K

r2 + 1
− r



−
(

1
2

√
K

r2 + 1
r

)

,s

(w3w4 − w4w3)

+
1
2

√
K

r2 + 1
r(−w3,sw4 + w4,sw3)

)]
+ '(G − H'2r2)

[
Φrϕ̇Γ

1
2

√
K

r2 + 1

+

(
1
2

√
K

r2 + 1
r

)

,s

(w1w2 − w2w1) +
1
2

√
K

r2 + 1
(w1,sw2 − w2,sw1)





=
'

2

√
K

r2 + 1

[
Hr2'2

(
Φϕ̇Γr − rϕ̇r̈ + ṙ(ṙϕ̇Γ + rϕ̈Γ)

)

+ (Φrϕ̇Γ + u̇v̈ − v̇ü)(G − H'2r2)
]

=
'

2

√
K

r2 + 1
[
G(Φrϕ̇γ + u̇v̈ − v̇ü) − H'2r2ϕ̇Γ

]
.

Dabei machten wir von den Beziehungen −w3,sw4 + w4,sw3 = −ṙ(ṙϕ̇Γ + rϕ̈Γ) + rϕ̇Γ r̈
und w1,sw2 − w2,sw1 = u̇v̈ − v̇ü sowie von

u̇v̈ − v̇ü = ϕ̇Γ + ṙ(ṙϕ̇Γ + rϕ̈Γ) − rϕ̇Γr̈

Gebrauch. Da GΦrϕ̇Γ = − 1
4GHK'2r2ϕ̇Γ = −H'2r2ϕ̇Γ, erhält man schließlich

II11 =
1
2

√
K

r2 + 1
'
[
G(u̇v̈ − v̇ü) − 2H'2(uv̇ − vu̇)

]
,
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wobei wir r2ϕ̇Γ = uv̇ − vu̇ benutzten. Nach Proposition 1.8 ist

II22 =
4∑

i,j=1

gijdxi(∂")dxj(∇∂"N) = 0,

und indem man zusätzlich zu den obigen Relationen die Identitäten

G4w3 − G3w4 = (uw3 + vw4)'2H = r'2w1H,

−G3w3 − G4w4 = (vw3 − uw4)'2H = −r'2w2H

heranzieht, sieht man, daß auch II33 verschwindet, da wegen (1.16)

II33 =
4∑

i,j=1

gijdxi(∂ϕ)dxj(∇∂ϕN)

= Ξ
[
− 'ζ2(G1N1,ϕ − G4N3,ϕ − G3N4,ϕ) + 'ζ1(G1N2,ϕ + G3N3,ϕ − G4N4,ϕ)

−' sinϕ(−G4N1,ϕ + G3N2,ϕ + G2N3,ϕ)

+' cosϕ(−G3N1,ϕ − G4N2,ϕ + G2N4,ϕ)
]

= Ξ
[
− 'ζ2(−G1N2 + G4N4 − G3N3) + 'ζ1(G1N1 − G3N4 − G4N3)

−' sinϕ(G4N2 + G3N1 − G2N4) + ' cosϕ(G3N2 − G4N1 + G2N3)
]

=
1
2

√
K

r2 + 1
Ξ'
[
G1(ζ1w1 − ζ2w2) + G2r(−w3 cosϕ + w4 sinϕ)

+ζ1r(G4w3 − G3w4) + ζ2r(−G3W3 − G4w4)

+ cosϕ(−G4w1 − G3w2) + sinϕ(−G3w1 + G4w2)
]

=
1
2

√
K

r2 + 1
Ξ'
[
(G − H'2r2)r2ϕ̇Γ − (G − H'2)r2ϕ̇Γ

+H'2r(ζ1w1r − ζ2w2r − w3 cosϕ + w4 sinϕ)
]

=
1
2

√
K

r2 + 1
Ξ'
[
(−H'2r2 + H'2)r2ϕ̇Γ + H'2r(r3ϕ̇Γ − rϕ̇Γ)

]
= 0

unter Benutzung von Proposition 1.9 gilt. Analog ist

II12 = gt(∂s,∇∂"N) =
4∑

i,j=1

gijdxi(∂s)dxj(∇∂"N) = 0

sowie

II13 = gt(∂s,∇∂ϕN) =
4∑

i,j=1

gijdx1(∂s)dxj(∇∂ϕN)

= Ξ'[N3,ϕ(−G4w2 + G3w1) + N4,ϕ(−G3w2 − G4w1) + G1(N1,ϕw2 + N2,ϕw1)]



26 1. Hyperflächen in der Eguchi–Hanson–Metrik

= Ξ'
1
2

√
K

r2 + 1
[−rw4(−r'2w4H) − rw3(−r'2w3H) + G1(w2

1 + w2
2)]

= Ξ'
1
2

√
K

r2 + 1
[r2'2H + G − H'2r2]

= '
1
2

√
K

r2 + 1

(
1 − 1

4
HK'2(r2 + 1)

)
G =

1
2

√
K

r2 + 1
K.

Schließlich ist

II32 =
4∑

i,j=1

gijdxi(∂ϕ)dxj(∇∂"N) = 0.

Die verbleibenden Komponenten sind durch die Symmetrie von II bestimmt.

Um die Invarianten von II zu bestimmen, ist es erforderlich, die zweite Fundamentalform
bezüglich des Orthonormalrepers Y1, Y2, Y3 auszudrücken. In diesem Fall bezeichnen wir
deren Komponenten mit II∗ij . Seien κ1, κ2, κ3 die Eigenwerte von II in besagter Basis,
aufgefaßt als symmetrische Transformation auf TM3

Γ. Die mittlere Krümmung, die erste
mit II assoziierte elementar symmetrische Funktion, ist dann durch die Summe H =
κ1 + κ2 + κ3 = II∗11 + II∗22 + II∗33 gegeben. Indem man Yi = aij ∂ηj schreibt, erhält man

(1.17) II∗ij = gt(Yi,∇Yj N) =
3∑

k,l=1

aikajlgt(∂ηk ,∇∂ηl
N) =

3∑

k,l=1

aikajl IIkl,

also in Matrizenschreibweise, II∗ = A · II · T A, wobei die Koeffizienten von A = (aij)i,j

durch die Gleichungen (1.3) bestimmt sind. Als eine Folge obigen Theorems erhalten wir
folgendes Resultat.

Korollar 1.1. Die mittlere Krümmung der Hyperflächen (M3
Γ, ht) ist gegeben durch

H =

√
2√

'4(r2 + 1)2 + t4
· kg,

wobei kg :=
(
(u̇v̈ − v̇ü)(r2 + 1)− 2(uv̇ − vu̇)

)
/2 die geodätische Krümmung der Kurve Γ

in S2 bezeichnet. Insbesondere ist M3
Γ eine Minimalfläche genau dann, falls kg = 0, d.h.

wenn Γ ein Großkreis in S2 ist.

Beweis. Man verifiziert sofort II∗11 = II∗22 = 0 sowie

II∗33 = D2 II11 +2DF II13 =
'

2

√
K

r2 + 1
(r2 + 1)K2Σ2

[
(r2 + 1)G(u̇v̈ − v̇ü)

− 2(uv̇ − vu̇)(H(r2 + 1)'2 + K)
]

=

√
1

2
√

'4(r2 + 1)2 + t4

[
(u̇v̈ − v̇ü)(r2 + 1) − 2(uv̇ − vu̇)

]
.

Damit ist H = II∗33. Ferner bemerken wir, daß II∗12 = II∗13 = 0 und

II∗23 =
'

2

√
K

r2 + 1
DK√
h33

=
K

4'

√
K

r2 + 1
=

(r2 + 1)'2

√
2('4(r2 + 1)2 + t4)3/4

.
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Wir berechnen die geodätische Krümmung von der Kurve Γ, welche wir vermöge der
stereographischen Projektion als eine Kurve in S2 ! C ∪ {∞} auffassen. Bezüglich der
Koordinaten u, v lautet die auf S2 induzierte Metrik

(1.18) gS2 =
1

(r2 + 1)2

(
1 0
0 1

)
.

Schreiben wir v1, v2 für u, v, so ist die geodätische Krümmung von Γ in S2 gegeben durch
(siehe beispielsweise [15])

kg =
√

det gS2

∣∣∣∣∣∣

v̇1 v̇2

v̈1 +
2∑

i,j=1
Γ1

ij v̇iv̇j v̈2 +
2∑

i,j=1
Γ2

ij v̇iv̇j

∣∣∣∣∣∣
/(gij v̇iv̇j)3/2,

wobei die Christoffel–Symbole Γi
jk sich aus den Formeln (1.9) ergeben; dort sind nun

unter gij die Komponenten von gS2 zu verstehen und die Koordinaten xi durch die
entsprechenden vi zu ersetzen. Man beachte, daß v̇2

1 + v̇2
2 = 1. Wir setzen L := (r2 + 1)2,

M := −4/(r2 + 1)3 und erhalten

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 =

LM

2
v1, Γ2

11 = −LM

2
v2,

Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 =

LM

2
v2, Γ1

22 = −LM

2
v1;

eine direkte Rechnung ergibt dann
∣∣∣∣∣∣

v̇1 v̇2

v̈1 +
2∑

i,j=1
Γ1

ij v̇iv̇j v̈2 +
2∑

i,j=1
Γ2

ij v̇iv̇j

∣∣∣∣∣∣
= v̇1v̈2 − v̇2v̈1 +

M

2L
(v1v̇2 − v2v̇1),

so daß man wegen LM/2 = −2/(r2 + 1) und gij v̇iv̇j =
√

det gS2 = 1/L bis auf ein
Vorzeichen schließlich

kg =
1
2

(
(u̇v̈ − v̇ü)(r2 + 1) − 2(uv̇ − vu̇)

)

erhält. Damit folgt die Behauptung.

Die dritte mit II assoziierte elementar symmetrische Funktion entspricht der Gaußschen
Krümmung; sie ist durch κ1 · κ2 · κ3 = det II∗ gegeben und damit gleich null; die zweite
ist die sogenannte homogene Krümmung zweiter Ordnung.

Korollar 1.2. Die homogene Krümmung zweiter Ordnung der Hyperflächen (M3
Γ, ht) ist

gleich einem Achtel der Skalarkrümmung,

κ1κ2 + κ1κ3 + κ2κ3 = − '4(r2 + 1)2

8('4(r2 + 1)2 + t4)3/2
= S/8.

Beweis. Wie im Beweis des vorangehenden Korollar berechnet wurde, sind die Kompo-
nenten von II bezüglich des Orthonormalrepers (1.3) durch

II∗ =





0 0 0
0 0 K

4"

√
K

r2+1

0 K
4"

√
K

r2+1 H





gegeben. Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms

det (II∗ −κ1) = −κ
(
− κ(H − κ) − K3/16'2(r2 + 1)

)
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bestimmen sich dann zu κ1 = 0, κ2,3 = (−H ±
√

H2 + K3/16'2(r2 + 1))/2.

Da u1|M3
Γ

= '2(r2 + 1)2, sind die drei mit der zweiten Fundamentalform assoziierten
elementar symmetrischen Funktionen, also im wesentlichen H und die Skalarkrümmung
S, offensichtlich invariant unter der Wirkung der Isometriegruppe U(2). Die Tatsache, daß
die mittlere Krümmung der Hyperflächen M3

Γ sich mittels der geodätischen Krümmung
von Γ in S2 ausdrücken läßt, erscheint natürlich, da die Geometrie des Vektorbündels
T ∗P1(C) durch die elliptische Geometrie von P1(C) ! S2 bestimmt ist. Man beachte
dabei, daß u̇v̈ − v̇ü die geodätische Krümmung von Γ als eine Kurve in C, mit der
euklidischen Metrik versehen, ist.
Als eine unmittelbare Konsequenz erhalten wir folgende Aussage.

Korollar 1.3. Sei Γ eine Kurve in S2 mit beschränkter geodätischer Krümmung. Dann
bleibt das Funktional ∫

Hα dM3
Γ =

∫
Hα

√
det ht ds ∧ d' ∧ dϕ

für α > 3 beschränkt. Auf ähnliche Weise ist
∫

(κ1κ2 + κ1κ3 + κ2κ3)β dM3
Γ

für β > 3/2 endlich.

Folglich bleibt das Willmore–Funktional
∫

H3 dM3
Γ unbeschränkt, so daß die Hyperflächen

M3
Γ der Integralgeometrie nicht zugänglich sind.

4. Der geodätische Fluß der Hyperflächen M3
Γ

In diesem Abschnitt werden wir die Struktur des geodätischen Flusses der Hyperflächen
(M3

Γ, ht) studieren und deren exponentielles Wachstum µ∞(M3
Γ) zumindest für den Fall,

daß Γ ein Kurve in C ist, welche durch eine Möbius–Transformation aus einem Kreis
in C um den Ursprung hervorgeht, explizit berechnen. Allgemein ist das exponentielle
Wachstum einer offenen, vollständigen Riemannschen Mannigfaltigkeit (Mn, g) definiert
als

µ∞ := lim sup
R→∞

1
R

log vol (BR(q0)),

wobei q0 ein Punkt in Mn ist und vol (BR(q0)) das Volumen der geodätischen Kugel
vom Radius R um q0 bezeichnet. Für den Fall, daß µ∞ = 0, spricht man davon, daß
Mn subexponentielles Wachstum hat. Ist das Volumen von Mn endlich, so ist diese
Größe uninteressant, da dann stets µ∞ = 0 gilt, doch für vol (Mn) = ∞ steht das
exponentielle Wachstum unmittelbar mit dem Infimum des wesentlichen Spektrums des
Laplace–Operators auf Mn in Verbindung. Wir werden auf diesen Zusammenhang in
Abschnitt 4 von Teil 2 zurückkommen. Insbesondere werden wir dort in der Lage sein, daß
exponentielle Wachstum von (M3

Γ, ht) für beliebige geschlossene Kurven zu berechnen.
Sei γ(τ) = Ψ(s(τ), '(τ), ϕ(τ)) eine glatte Kurve in M3

Γ und X(τ) =
∑3

j=1 Xj(τ) ∂ / ∂ηj

ein Vektorfeld längs γ(τ). Dessen kovariante Ableitung bezüglich γ ist durch die Formel

∇X

dt
=

3∑

k=1

( d

dt
Xk(τ) +

3∑

i,j=1

Γi
jkX i(τ)γ̇j(τ)

)
∂ηk

gegeben, wobei Γi
jk = ht(∇∂ηi

∂ηj , ∂ηk) die Komponenten des Levi–Civita–Zusammen-
hangs von M3

Γ bezüglich des Koordinatenrepers {∂s, ∂", ∂ϕ} bezeichnen. Nach Definition
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gilt für eine geodätische Linie ∇γ̇(τ)/dt = 0 und man erhält das Differentialgleichungs-
system

(1.19) γ̈k(τ) +
3∑

i,j=1

Γk
ij(γ(τ))γ̇i(τ)γ̇j(τ) = 0, k = 1, 2, 3.

Nun ist

h−1
t =

1
detht




h22h33 −h12h33 −h13h22

−h12h33 h11h33 − h2
13 h12h13

−h13h22 h12h13 h11h22 − h2
12



 ,

und die Christoffel–Symbole zweiter Art können auf übliche Weise mit Hilfe der Formeln
(1.9), die nun auf (M3

Γ, ht) ausgewertet und bezüglich der Koordinaten ηi zu verstehen
sind, berechnet werden. Obwohl es sich als einfacher herausstellt, die geodätischen Linien
der Hyperflächen M3

Γ mittels des Studiums der ersten Integrale des geodätischen Flusses
zu bestimmen, führen wir das Ergebnis der oben erwähnten Rechnungen explizit an.

Proposition 1.10. Die Komponenten des Levi–Civita–Zusammenhangs der Hyperfläch-
en (M3

Γ, ht) bezüglich der Koordinatenrepers {∂s, ∂", ∂ϕ} sind gegeben durch

Γ1
11 =

K

4

(
rṙ'

r2 + 1
G," − Kr2(rṙϕ̇2

Γ + ṙr̈ + r2ϕ̇Γϕ̈Γ)
)

,

Γ2
11 =

'r

(r2 + 1)2
(
r̈(r2 + 1) − rϕ̇2

Γ(2r2 + 1 − r4) +
K2r2

4

(
ϕ̇Γrkg + r̈(r2 + 1)

))

+
'2r2

2
(log K),"

3ṙ2 − r4ϕ̇2
Γ

(r2 + 1)2
,

Γ3
11 =

K2

4

(
− r3ṙ

(r2 + 1)2
kg + ϕ̈Γr2 +

2r3ṙ

r2 + 1
ϕ̇Γ

(
1

r2 + 1
+

1
'

)

+
t4

'4(r2 + 1)3

(
2ϕ̈Γr2 +

r3ṙϕ̇Γ

r2 + 1

(
6 +

4
r2

)))
;

die verbleibenden sind von einfacherer Gestalt und man berechnet

Γ1
12 =

1
'
− 1

2
(log K),", Γ1

13 = 0,

Γ2
12 =

rṙ'

r2 + 1
(log K),", Γ2

13 = − ϕ̇Γr2'2

r2 + 1

(
1
'

+
1
2
(log K),"

)
,

Γ3
12 =

ϕ̇Γr2

r2 + 1
(log K),", Γ3

13 =
rṙ'

r2 + 1

(
1
'

+
1
2
(log K),"

)
,

sowie

Γ1
22 = 0, Γ1

23 = 0, Γ1
33 = 0,

Γ2
22 =

1
2
(log K),", Γ2

23 = 0, Γ2
33 = −'− 1

2
(log K),"'

2,

Γ3
22 = 0, Γ3

23 =
1
'

+
1
2
(log K),", Γ3

33 = 0.
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Wir betrachten nun das geodätische System (TM3
Γ, E) von M3

Γ, wobei die Lagrange–
Funktion E durch die Metrik gemäß

E : TM3
Γ → R, X 1→ 1

2
ht(X, X)

gegeben ist. Die Funktion E ist ein erstes Integral des geodätischen Flusses, d. h. bezüglich
des Koordinatenrepers {∂s, ∂", ∂ϕ} ist

E(γ̇(τ)) =
1
2
[
h11ṡ

2(τ) + 2(h12ṡ(τ)'̇(τ) + h13ṡ(τ)ϕ̇(τ)) + h22'̇
2(τ) + h33ϕ̇

2(τ)
]
≡ E

konstant für jede beliebige Geodätische. Sei nun p = Ψ(s, ', ϕ) und z = eiτ ∈ S1. Da
die Koeffizienten der Metrik ht nicht von der Winkelvariablen ϕ abhängen, stellt die
S1–Wirkung

κz : M3
Γ ∩ M4 −→ M3

Γ ∩ M4, κz(p) = Ψ(s, ', (ϕ + τ)mod 2π),

eine einparametrige Familie von Isometrien dar. Demzufolge ist nach dem Satz von
Noether die Funktion

M1 : T (M3
Γ ∩ M4) → R, M1(X) := ht

( d

dτ
κz(p)|τ=0, X

)
= ht(∂ϕ, X)|p,

ein zweites erstes Integral des geodätischen Flusses und man berechnet

(1.20) M1(γ̇(τ)) = h13ṡ(τ) + h33ϕ̇(τ) ≡ M1.

Für den Fall, daß ṡ = 0 und ϕ̇ = 0 ist, kann unmittelbar mittels der Gleichungen (1.19)
für eine Geodätische oder der Relation E(γ̇(τ)) ≡ E eingesehen werden, daß für

(1.21) '̇2 =
2E

(r2 + 1)K
= E

√
'4(r2 + 1)2 + t4

'2(r2 + 1)2
, s, ϕ konstant,

die Kurve γ(τ) = Ψ(s, '(τ), ϕ) eine geodätische Linie in M3
Γ ist.

Wir werden von nun an annehmen, daß r(s) ≡ r0 konstant ist, und in diesem Fall den
Abstand eines Punktes p = Ψ(s, ', ϕ) zu der Menge Γ ≡ {[0, 0]} ⊂ M3

Γ bestimmen. Da
r(s) ≡ r0 und ϕ̇Γ(s) = ε/r0, ε = ±1, konstant sind, hängen die Koeffizienten hij ebenfalls
nicht von s ab, so daß

µz : M3
Γ ∩ M4 −→ M3

Γ ∩ M4, µz(p) = Ψ((s + τ r)mod 2πr, ', ϕ),

eine weitere einparametrige Familie von Isometrien darstellt und wir, abermals nach dem
Satz von Noether, ein drittes erstes Integral

M2 : T (M3
Γ ∩ M4) → R, M2(X) := ht

( d

dτ
µz(p)|τ=0, X

)
= ht(∂s, X)|p,

erhalten; für eine beliebige Geodätische ist somit

(1.22) M2(γ̇(τ)) = h11ṡ(τ) + h13ϕ̇(τ) ≡ M2

ebenfalls konstant. Mittels der Gleichungen (1.20), (1.22) erhält man

(1.23) 2E = K(r2 + 1)'̇2 + M1ϕ̇ + M2ṡ

sowie

ṡ = ε
M1 − (r2 + 1)K'2ϕ̇

r'2K
, ϕ̇ = ε

M2 − (K + H'2)'2ṡ

r'2K
.
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Γ 31

Löst man die beiden letzten Gleichungen nach ϕ̇ und ṡ auf, so ergibt sich einerseits

ϕ̇ =
(
εM2 −

(K + H'2)'2M1

rK'2

)
(r'2K − (K + H'2)'2(r2 + 1)/r)−1

=
(4 + GH'2)M1 − 4εM2r

4'2G

und andererseits

ṡ =
ε

4KG'2r
[4GM1 − (r2 + 1)(4(M1 − εM2r)K + 4'2HM1)]

=
ε

16'2r
[4(G − K(r2 + 1) − H'2(r2 + 1))M1 + 4ε(r2 + 1)rKM2]

=
−εrM1 + (r2 + 1)M2

4'2
K;

die Funktionen s = s(τ) und ϕ = ϕ(τ) sind somit durch die Funktion ' = '(τ) bestimmt.
Gleichung (1.23) lautet nun

2E =
1
G

[
4(r2 + 1)'̇2 +

1
4'2

(
4(M2

1 − 2εM1M2r + (r2 + 1)M2
2) + GH'2M2

1

)]
.

Man beachte, daß M2
1 − 2εM1M2r + (r2 + 1)M2

2 = (M1 − εM2r)2 +M2
2 nicht negativ

ist. Setzt man die Ausdrücke für G und H in die vorangehende Gleichung ein, so erhält
man schließlich folgende gewöhnliche Differentialgleichung für ' = '(τ):

'̇2 =
√

'4(r2 + 1)2 + t4

'2(r2 + 1)2
E − 1

4'2(r2 + 1)

(
t4M2

1

'4(r2 + 1)3
+ (M1 − εM2r)2 + M2

2

)
.

(1.24)

Man erkennt somit, daß für r(s) ≡ r0 sämtliche Geodätischen γ(τ) = Ψ(s(τ), '(τ), ϕ(τ))
in M3

Γ ∩ M4 durch die drei Parameter E ,M1,M2 charakterisiert sind. Wir sind nun in
der Lage, den Abstand eines Punktes p ∈ M3

Γ zur Kurve Γ zu berechnen.

Proposition 1.11. Sei Γ = ∂ B(0, r) ein Kreis in C vom Radius r = r0. Der Abstand
eines Punktes p0 = Ψ(s0, '0, ϕ0) in (M3

Γ, ht) zur Kurve Γ ⊂ M3
Γ ist dann gegeben durch

(1.25) dist (p0,Γ) =
1

t
√

2
'2
0(r

2
0 + 1)F

(
1/2, 1/4, 3/2,−'4

0(r2
0 + 1)2

t4

)
,

wobei F die hypergeometrische Funktion bezeichnet. Sie ist für z ∈ C, |z| < 1, durch die
Reihe

F(α, β, γ, z) = 1 +
αβ

γ · 1z +
α(α + 1)β(β + 1)
γ(γ + 1) · 1 · 2 z2 + . . .

definiert, wobei die Parameter α, β, γ beliebige komplexe Zahlen mit γ += 0,±1,±2, . . .
sind.

Beweis. Sei γ(E ,M1,M2) : (0, τ0] → M3
Γ eine geodätische Linie positiver Energie E ,

die die Kurve Γ mit dem Punkt p0 verbindet. Dessen Koordinaten seien s0, '0, ϕ0. Für
M1, M2 = 0 ist die geodätische Linie γ(E ,M1,M2) die bereits beschriebene Geodäti-
sche (1.21). Wäre M1 nicht gleich null, so wäre zumindest ϕ̇ fast überall von null ver-
schieden; dann würde Gleichung (1.24) implizieren, daß ein kritischer Wert 'krit > 0
existiert, für welchen

(1.26) E
√

'4(r2 + 1)2 + t4 =
r2 + 1

4

(
t4M2

1

'4(r2 + 1)3
+ (M1 − εM2r)2 + M2

2

)
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gilt. Für kleinere Werte von ' würde die rechte Seite von (1.24) negativ werden, was
bedeutet, daß '(τ) ≥ 'krit > 0 für alle τ ∈ (0, τ0] gelten muß. Dies bedeutet, daß für
M1 += 0 die Geodätische γ(E ,M1,M2) niemals die Kurve Γ erreichen kann. Wir nehmen
deshalb M1 = 0 an, wobei M2 beliebig sei. Nach Gleichung (1.24) gilt dann

'̇2 =
4
√

'4(r2 + 1)2 + t4E − (r2 + 1)2M2
2

4'2(r2 + 1)2
.

Für den Fall, daß 4t2E − (r2 + 1)2M2
2 < 0, wird dieser Ausdruck negativ für kleine ',

so daß γ(E , M1 = 0, 4t2E/(r2 + 1)2 < M2
2 ) niemals die Menge Γ erreichen kann. Für

4t2E − (r2 + 1)2M2
2 ≥ 0 bleibt '̇2 jedoch nicht negativ für alle τ , und es gilt

ϕ̇ = −εr
r2 + 1

2
√

'4(r2 + 1)2 + t4
M2, ṡ =

(r2 + 1)2

2
√

'4(r2 + 1)2 + t4
M2,

so daß eine unendliche Schar geodätischer Linien γ(E , M1 = 0, 4t2E/(r2 + 1)2 ≤ M2
2 )

existiert, welche die Menge Γ in M3
Γ in einer spiralförmigen Bewegung erreichen. In

diesem Fall impliziert Gleichung (1.24) für u1(τ) = '2(τ)(r2 + 1) die Relation

(1.27) u1,τ = 2''̇(r2 + 1) =

√
4E
√

u2
1 + t4 − (r2 + 1)2M2

2 > 0,

d.h., sowohl u1,τ als auch u1 sind strikt monoton wachsend als Funktionen in τ und
der Punkt p0 wird am ehesten, das ist, für kleinstes τ0, genau dann erreicht, wenn M2

ebenfalls null ist. Da die Länge einer Geodätischen durch

Lγ(E,M1,M2) =
τ0∫

0

∣∣γ̇(E ,M1,M2)
∣∣dτ =

τ0∫

0

√
ht(γ̇, γ̇)dτ =

√
2Eτ0,

gegeben ist, muß der Abstand des Punktes p0 zu der Menge Γ ⊂ M3
Γ durch die Länge

der Geodätischen γ(E ,M1 = M2 = 0) gegeben sein.
Das Integral

∫
1/ 4

√
ax2 + t4dx kann nicht mittels elementarer Funktionen dargestellt wer-

den, sondern es gilt

(1.28)
∫

dx
4
√

ax2 + t4
=

x

t
F(1/2, 1/4, 3/2,−ax2/t4),

wobei F(α, β, γ, z) die oben eingeführte hypergeometrische Funktion ist. Für Re (α +
β − γ) < 0 konvergiert die definierende Reihe sogar in |z| ≤ 1; die hypergeometrische
Funktion hat eine analytische Fortsetzung für |z| > 1 und unter der Annahme, daß
Re γ > Re β > 0 kann sie für alle z als das Integral

F(α, β, γ, z) =
Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − β)

1∫

0

(−ζ)β−1(1 − ζ)γ−β−1(1 − ζz)−αdζ

dargestellt werden, wobei Γ die Gamma–Funktion bezeichnet und |arg(−z)| < π ange-
nommen werde, damit der Integrand eindeutig definiert ist. Ist z reell, so ergibt Differen-
tiation nach z unter dem Integral die angegebene Gleichheit (1.28), falls man zusätzlich
noch von der Relation F(m,β, β, z) = (1 − z)−m, m ∈ R, β beliebig, Gebrauch macht.
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Für M1 = M2 = 0 schließen wir endlich mittels (1.27)

τ0 =
1

2
√
E

τ0∫

0

u1,τ

4
√

u2
1 + t4

dτ =
1

2
√
E

u1(τ0)∫

0

du1

4
√

u2
1 + t4

=
1

2t
√
E

u1(τ0)F(1/2, 1/4, 3/2,−u2
1(τ0)/t4),

und somit

dist (p0,Γ) =
1

t
√

2
'2
0(r

2 + 1)F(1/2, 1/4, 3/2,−'4
0(r2 + 1)2

t4
),

und die Behauptung ist bewiesen.

Wir sind nun in der Lage, daß exponentielle Wachstum der Hyperflächen M3
Γ für den Fall,

daß Γ = ∂ B(0, r) ein Kreis in C vom Radius r = r0 ist, zu bestimmen. Wir bemerken,
daß das Volumen der geodätischen Kugel um einen Punkt q0 ∈ Γ ⊂ M3

Γ mit Radius
R durch das Volumen der Vereinigung aller R–Kugeln um Punkte von Γ abgeschätzt
werden kann, und erhalten hierdurch

vol (BR(q0)) ≤ vol
( ⋃

q∈Γ

BR(q)
)

=
2π∫

0

"R∫

0

2πr∫

0

√
detht ds ∧ d' ∧ dϕ

= 2π
√

8

"R∫

0

2πr∫

0

'3(r2 + 1)
4
√

'4(r2 + 1)2 + t4
ds ∧ d' =

4π2r
√

8
3(r2 + 1)

[
('4

R(r2 + 1)2 + t4)3/4 − t3],

da infolge unserer vorangehenden Ausführungen
⋃

q∈Γ

BR(q) =
{
p = Ψ(s, 'R, ϕ) ∈ M3

Γ : s ∈ [0, 2πr), ϕ ∈ [0, 2π)
}

;

dabei ist 'R durch den Ausdruck (1.25) mit R = dist (p,Γ) gegeben. Die analytische
Fortsetzung von F(α, β, γ, z) für |z| > 1 ist durch

F(α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

(−z)−αF(α, α + 1 − γ, α + 1 − β), 1/z)

+
Γ(γ)Γ(α− β)
Γ(α)Γ(γ − β)

(−z)−βF(β, β + 1 − γ, β + 1 − α, 1/z)

gegeben, so daß für hinreichend großes '0 der Abstand von p0 = Ψ(s0, '0, ϕ0) zu der
Menge Γ durch

dist (p0,Γ) =
1

t
√

2
'2
0(r

2 + 1)
[
Γ(3/2)Γ(−1/4)
Γ(1/4)Γ(1)

t2

'2
0(r2 + 1)

F
(

1
2
, 0,

5
4
,

−t4

'4
0(r2 + 1)2

)

+
Γ(3/2)Γ(1/4)
Γ(1/2)Γ(5/4)

t

'0

√
r2 + 1

F
(

1
4
,−1

4
,
3
4
,

−t4

'4
0(r2 + 1)2

)]

=
Γ(3/2)Γ(−1/4)
Γ(1/4)Γ(1)

t√
2

+
Γ(3/2)Γ(1/4)
Γ(1/2)Γ(5/4)

√
r2 + 1

2
'0

(
1 +

1
12

t4

'4
0(r2 + 1)2

+ . . .

)
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gegeben ist, was bedeutet, daß dist (p0,Γ) proportional zu '0

√
r2 + 1 für 1 6 '0 ist. Wir

erhalten für q0 ∈ Γ, daß

lim
R→∞

1
R

log vol (BR(q0))

≤ lim
"→∞

[
log

4
√

8π2r

3(r2 + 1)
+ log

(
('4(r2 + 1)2 + t4)3/4 − t3

)
]
·
[
Γ(3/2)Γ(−1/4)
Γ(1/4)Γ(1)

t√
2

+
Γ(3/2)Γ(1/4)
Γ(1/2)Γ(5/4)

√
r2 + 1

2
'

(
1 +

1
12

t4

'4(r2 + 1)2
+ . . .

)]−1

= lim
"→∞

3'3(r2 + 1)2

'4(r2 + 1)2 + t4 − t3 4
√

'4(r2 + 1)2 + t4

[
Γ(3/2)Γ(1/4)
Γ(1/2)Γ(5/4)

√
r2 + 1

2

·
(

1 − 1
4

t4

'4(r2 + 1)2
+ . . .

)]−1

= 0,

und der entsprechende Limes Superior ist demnach ebenfalls null. Infolge von Isometrie-
betrachtungen gelangen wir somit zu folgendem Ergebnis.

Proposition 1.12. Ist Γ = ∂ B(0, r) ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius
r = r0, so gilt µ∞(M3

AΓ) = 0 für alle A ∈ U(2).

Wir möchten diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen über geschlossene Geodäten in
M3

Γ beenden, wobei wir abermals annehmen, daß Γ ein Kreis in C vom Radius r = r0

um den Ursprung ist. In diesem Fall ist M3
Γ in die zweidimensionalen Tori T 2

"0,r0
, '0 > 0

konstant, geblättert. Sei γ(τ) = Ψ(s(τ), '0, ϕ(τ)) : [0, Lγ ] → T 2
"0,r0

⊂ M3
Γ eine auf

Bogenlänge parametrisierte geodätische Linie. Da '̇ = 0, sind s̈ und ϕ̈ ebenfalls null. Die
Relation (1.23) liest sich dann M2ṡ = 2E −M1ϕ̇ und Gleichung (1.26) muß gelten, was
eine Bedingung an E = E('0, r0) für gegebene Werte von M1,M2 darstellt. Vermöge der
S1 × S1–Symmetrie von T 2

"0,r0
ist nun

Ψ(s0, '0, ϕ0) = Ψ(s0 + 2πr0 · n, '0, ϕ0 + 2π · m), n, m ∈ Z.

Indem wir s(τ) = s0+ ṡτ , ϕ(τ) = ϕ0+ϕ̇τ schreiben, sehen wir, daß γ(τ) eine geschlossene
Geodätische genau dann ist, falls ṡLγ = 2πr0 · n und ϕ̇Lγ = 2π ·m erfüllt sind, also falls

ṡ

ϕ̇
= r0 ·

n

m
∈ r0 · Q∗, für n, m += 0;

sind n oder m gleich null, so ist γ(τ) selbstverständlich ebenfalls eine geschlossene
Geodätische. Einsetzen der oben berechneten Ausdrücke für ṡ und ϕ̇ ergibt für obige
Bedingung

−εr0M1 + (r2
0 + 1)M2

4(M1 − εr0M2) + GH'2
0M1

∈ r0 · Q∗;

man beachte, daß GH = 4t4/'6(r2 + 1)3. Als Lösungen für M1 und M2 erhalten wir
insgesamt

M1 =
m(r2

0 + 1)/4 + εnr2
0

'4
0(r2

0 + 1)2 + t4
'4
0(r

2
0 + 1)2, M2 =

r0

r2
0 + 1

(n + εM1),

wobei n, m ganze Zahlen sind. Die Kurve γ(E ,M1,M2) ist dann eine geschlossene
Geodäte in T 2

"0,r0
und E ,M1,M2 hängen von '0, r0, n, m wie oben beschrieben ab. Ins-

besondere existieren mindestens abzählbar viele geschlossene Geodäten in T 2
"0,r0

⊂ M3
Γ.



Teil 2

Das Spektrum des Dirac– und des Laplace–Operators

Der zweite Teil dieser Arbeit hat die Spektralgeometrie der untersuchten Hyperflächen
zum Gegenstand. Im Gegesatz zum Fall kompakter Riemannscher Mannigfaltigkeiten
können für offene Riemannsche Mannigfaltigkeiten a priori nur wenige präzise Aussa-
gen über das Spektrum von Operatoren vom Laplace–Weitzenböck–Typ wie etwa der
Laplace–Operator ∆ oder der Dirac–Operator D gemacht werden und eine detaillierte-
re Kenntnis der geometrischen Eigenschaften der untersuchten Räume ist erforderlich.
Ausgehend von den im vorangehenden Teil angestellten Betrachtungen zeigen wir durch
Auffinden einer geeigneten kanonischen ausschöpfenden Funktion, die aus einer Modi-
fikation der Abstandsfunktion hervorgeht, daß auf den betrachteten Hyperflächen M3

Γ
für p ≥ 1 und beliebige Kurven Γ keine Lp–harmonischen Funktionen vorliegen können,
und untersuchen desweiteren die Existenz von Lösungen spinorieller Feldgleichungen.
Im Fall von Kurven, welche durch Möbius–Transformationen aus geschlossenen Kurven
hervorgehen, sind die die betrachteten Hyperflächen vollständig und wir zeigen unter
Verwendung des min–max–Prinzips und der im ersten Teil berechneten geometrischen
Größen, daß die Infima der Spektren von ∆ und D2 auf M3

Γ beliebig nahe an null her-
anreichen. Letztere Aussage bezüglich des Laplace–Operators impliziert dann zusammen
mit der Nicht-Existenz L2–harmonischer Funktionen, daß die betrachteten Hyperflächen
in diesem Fall von subexponentiellem Wachstum sind. Unter der Voraussetzung, daß Γ
ein verallgemeinerter Kreis in C ist, welcher durch eine Möbius–Transformation aus ei-
nem Kreis in C um den Ursprung hervorgeht, berechnen wir weiterhin den L2–Kern des
Dirac–Operators im Sinne der Spektraltheorie und zeigen, daß dieser trivial ist; Null liegt
somit in diesem Fall im wesentlichen Spektrum von D.

1. Integrale subharmonischer Funktionen auf den Hyperflächen M3
Γ

Wir zeigen im folgenden, daß der Lp–Kern des Laplace–Operators auf den Hyperflächen
(M3

Γ, ht) für beliebige t ≥ 0 und p ≥ 1 sowie Kurven Γ trivial ist. Wir werden bei unseren
Betrachtungen von den um vieles allgemeineren Arbeiten von Greene und Wu ausgehen
[10], die Integrale gewisser verallgemeinerter subharmonischer Funktionen auf zusam-
menhängenden, nicht–kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die eine kanonische
ausschöpfende Funktion zulassen, untersuchten und zeigten, daß diese Integrale nicht
beschränkt bleiben können. Insbesondere bewiesen sie folgenden Satz.

Satz 2.1 (Greene und Wu). Sei M eine zusammenhängende, nicht kompakte, orien-
tierte Riemannsche C∞–Mannigfaltigkeit. Angenommen, es existieren eine stetige und
eigentliche Funktion ϕ : M → R und eine kompakte Menge Kϕ ⊂ M derart, daß
a) ϕ|M\Kϕ

eine C2–Funktion ist,
b) ϕ|M\Kϕ

gleichmäßig Lipschitz–stetig ist,
c) ϕ|M\Kϕ

subharmonisch ist.
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Bezeichne weiter Σ(M) den Abschluß der Menge aller subharmonischen C∞–Funktionen
in C0(M). Ist f eine nicht negative Funktion in Σ(M) welche so beschaffen ist, daß

{p ∈ M : f(p) > 0, ϕ(p) > max
Kϕ

ϕ, gradϕ(p) += 0} += ∅,

so existieren Konstanten Af > 0 und τ0, so daß
∫

Mϕ
τ

fdM ≥ Af (τ − τ0)

für alle τ ≥ τ0, wobei Mϕ
τ die Menge aller p ∈ M für welche ϕ(p) ≤ τ gilt, bezeichnet;

insbesondere folgt
∫

M fdM = +∞.

Eine Beschreibung der Menge Σ(M) ist durch folgende Proposition gegeben.

Proposition 2.1 (Greene und Wu). Es sei eine nicht kompakte Riemannsche C∞–Man-
nigfaltigkeit M gegeben. Dann sind die folgenden Funktionen in Σ(M):
1) Jede Funktion f : M → R, die auf kompakten Teilmengen von M der gleichmäßige
Limes einer Folge von Funktionen in Σ(M) ist,
2) subharmonische C2–Funktionen,
3) up, wobei u eine nicht negative subharmonische C2–Funktion ist und p ≥ 1,
4) |u|p wobei u eine harmonische Funktion ist und p ≥ 1,
5) jede geodätisch konvexe Funktion.

Allgemein ist der Laplace–Operator auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (Mn, g),
auf C∞–Funktionen wirkend, durch ∆f = −div (grad f) definiert, wobei für ein Vektor-
feld X ∈ X (Mn) bezüglich eines lokales Orthonormalrepers {Y1, . . . , Yn} dessen Diver-
genz durch

div (X) =
n∑

i=1

g(∇YiX, Yi) =
n∑

i=1

Yi(X i) +
n∑

i,j=1

Xjωji(Yi)

gegeben ist. Dabei bezeichnen X i die Komponenten von X und ωij die Zusammenhangs-
formen des Levi–Civita–Zusammenhangs ∇ von Mn. Im folgenden werden wir obige
Ergebnisse auf die hier untersuchten Hyperflächen M3

Γ für jede beliebige Kurve Γ übert-
ragen und so insbesondere das Verschwinden des Lp–Kerns des Laplace–Operators sogar
in dem Fall, daß M3

Γ nicht vollständig ist, beweisen. Wir betrachten zunächst die Funktion

ϕ∗ := '
√

r2 + 1,

welche C∞ auf M3
Γ ∩ M4 ist. Man berechnet dann in der Basis (1.3)

Y1(ϕ∗) =
1√
h22

√
r2 + 1, Y1Y1(ϕ∗) = − 1

2h22
(log K),"

√
r2 + 1,

und somit

∆ϕ∗ = −Y1Y1(ϕ∗) − Y1(ϕ∗)
3∑

i=1

ω1i(Yi) =
1

h22

(1
2
(log K)," −

2
'

)√
r2 + 1 =

=
√

'4(r2 + 1)2 + t4

2'3(r2 + 1)3/2

( t4

'4(r2 + 1)2 + t4
− 2

)
.

Wegen sup" t4('4(r2+1)2+t4)−1 = 1 folgt, daß ϕ∗ subharmonisch ist und man berechnet
ferner

(2.1) | gradϕ∗|2 = Y 2
1 (ϕ∗) = K−1 =

√
'4(r2 + 1)2 + t4

2'2(r2 + 1)
.
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Wir definieren nun die C∞–Funktion λ : R → [0, 1) durch λ(x) = e−1/x2
für x > 0 und

λ(x) = 0 für x ≤ 0 und setzen

(2.2) µ(x) :=
x∫

−∞

λ(y)λ(1 − y)dy
/ +∞∫

−∞

λ(y)λ(1 − y)dy.

Die Funktion µ : R → [0, 1] ist ebenfalls C∞, monoton und gleich null für x ≤ 0 bzw.
gleich eins für x ≥ 1. Sei 0 < s0 < LΓ eine beliebige reelle Zahl. Dann ist

ϕ := '
√

r2 + 1 · µ(')

eine C∞–Funktion auf M3
Γ und subharmonisch auf M3

Γ \ Kϕ, wobei

Kϕ :=
{
p = p(s, ', ϕ) ∈ M3

Γ : s ≤ s0, ' ≤ 1
}

.

Man beachte dabei, daß Kϕ kompakt und ϕ eigentlich ist, d.h.

ϕ−1[0, κ] =
{
p ∈ M3

Γ : '
√

r2 + 1 · µ(') ≤ κ
}

ist kompakt für alle κ ∈ R+. Wir zeigen, daß ϕ global Lipschitz ist. Hierzu bemerken wir
zunächst, daß | gradϕ| ≤ Bϕ auf M3

Γ gilt, wobei Bϕ eine Konstante ist, da | gradϕ|2 auf
M3

Γ \ Kϕ asymptotisch gegen 1/2 geht und, als eine glatte Funktion, beschränkt auf Kϕ
bleibt. Seine nun p und q zwei Punkte in M3

Γ, und γ(τ) die kürzeste Geodäte zwischen
ihnen, so daß dist(p, q) = Lγ ; wir nehmen an, daß γ auf Bogenlänge parametrisiert ist.
Da

ht(gradϕ(γ(τ0)), γ̇(τ0)) = dϕ(γ(τ0))(γ̇(τ0)) =
d

dτ
ϕ(γ(τ))|τ=τ0 ,

folgt mittels Cauchy–Schwarz, daß

|ϕ(p) − ϕ(q)| =
∣∣∣
∫ Lγ

0

d

dτ
ϕ(γ(τ))dτ

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ Lγ

0
ht(gradϕ(γ(τ)), γ̇(τ))dτ

∣∣∣

≤
∫ Lγ

0
| gradϕ(γ(τ)| · |γ̇(τ)|dτ ≤ Bϕ dist (p, q),

d.h., ϕ ist gleichmäßig Lipschitz–stetig auf M3
Γ. Insgesamt erhalten wir folgende Propo-

sition.

Proposition 2.2. Auf den zusammenhängenden, nicht kompakten, orientierten Rie-
mannschen C∞–Mannigfaltigkeiten (M3

Γ, ht) existieren für jedes t += 0 und jede Kurve
Γ eine eigentliche stetige Funktion ϕ : M3

Γ → R und eine kompakte Menge Kϕ ⊂ M3
Γ

derart, daß
a) ϕ eine C∞–Funktion ist,
b) ϕ gleichmäßig Lipschitz ist,
c) ϕ|M3

Γ\Kϕ
subharmonisch ist.

Insbesondere gelten die Folgerungen von Theorem 2.1.

Man beachte, daß obige Proposition auch in dem Fall, daß t = 0 ist, also für die nicht
vollständigen Riemannschen C∞–Mannigfaltigkeiten (M3

Γ ∩ M4, h0) richtig bleibt. Als
Konsequenz erhalten wir folgenden Verschwindungssatz.

Korollar 2.1. Es existieren keine Lp–harmonischen Funktionen, p ≥ 1, auf den Hyper-
flächen (M3

Γ, ht) für beliebige t ∈ R und Kurven Γ.
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Beweis. Seien ϕ und Kϕ wie in der vorangehenden Proposition gegeben und sei u
eine harmonische Funktion auf M3

Γ. Nach Proposition 2.1 gilt |u|p ∈ Σ(M3
Γ) für al-

le p ≥ 1. Nach dem Aronszajn–Cordes–Eindeutigkeitssatz für Differentialoperatoren∑
|α|≤2 aα(x) ∂α zweiter Ordnung mit elliptischem, metrischem Hauptsymbol [1] kann

u nur dann identisch auf M3
Γ \ Kϕ verschwinden, wenn es überall verschwindet. Demzu-

folge ist für ein nicht triviales u die Menge
{

m ∈ M3
Γ : |u|p(m) > 0, ϕ(m) > max

Kϕ

ϕ, gradϕ(m) += 0
}

nicht leer, und nach Theorem 2.1 existieren Konstanten A und τ0 derart, daß
∫

Mϕ
τ

|u|pdM3
Γ ≥ A(τ − τ0)

für alle τ ≥ τ0. Insbesondere ist KerLp(∆) = {0} für alle p ≥ 1.

2. Einstein– und T–Killing–Spinoren auf den Hyperflächen M3
Γ

In folgenden werden wir den Dirac–Operator D auf den Hyperflächen M3
Γ, deren Geo-

metrie in den vorangehenden Abschnitten studiert worden war, untersuchen. Für t > 0
ist der Homotopietyp von M3

Γ durch R2 × Γ/ {±1} gegeben. Ist die Kurve Γ nicht ge-
schlossen, so kann M3

Γ nicht vollständig sein und hat demzufolge nur eine Spin–Struktur.
Anderenfalls hat M3

Γ denselben Homotopietyp wie der Kreis S1 und läßt dementspre-
chend zwei Spin–Strukturen zu. Die triviale Spin–Struktur ist dadurch charakterisiert,
daß eine globale Trivialisierung des Spin(3)–Hauptfaserbündels, welches ein beliebiges
Orthonormalreper–Bündel überlagert, existiert, während die nicht triviale Spin–Struktur
eine solche Trivialisierung nur lokal zuläßt. Andererseits induziert die Spin–Struktur des
Eguchi–Hanson–Raumes H2 eine Spin–Struktur auf den Hyperflächen M3

Γ ⊂ H2 durch
Reduktion der ersteren bezüglich des äußeren Normalenvektorfeld von M3

Γ. Es stellt sich
heraus, daß die induzierte Spin–Struktur genau dann die triviale ist, wenn die Win-
dungszahl der geschlossenen Kurve Γ gerade ist. In den folgenden Betrachtungen werden
die meisten Aussagen bezüglich der trivialen bzw. induzierten Spin–Struktur hergeleitet
werden, obwohl manche von ihnen, die aus rein geometrischen Überlegungen folgen, für
beide Spin–Strukturen gelten.
Zu Beginn werden wir versuchen, Lösungen der Dirac–Gleichung zu bestimmen, welche
gleichzeitig Lösungen der Einstein–Gleichungen sind, und zeigen, daß die betrachteten
Hyperflächen für den Fall, daß t += 0 ist, keine solche Lösungen zulassen. Es ist jedoch
möglich, solche Lösungen explizit mittels Deformation in eine singuläre Situation hinein
zu konstruieren, obwohl diese Lösungen dann nicht länger vollständig sind. Für den
Fall, daß die zugrundeliegenden Hyperflächen vollständig sind und M3

Γ eine Minimal–
Fläche ist, kann weiterhin die Existenz eines Spinorfeldes, welches einer verallgemeinerten
Killing–Gleichung für Spinoren genügt, gezeigt werden.
Wir bezeichnen mit e1, . . . , en die Standard–Basis des euklidischen Raumes Rn und
führen die komplexen, zweidimensionalen Matrizen

g1 =
(

i 0
0 −i

)
, g2 =

(
0 i
i 0

)
, E =

(
1 0
0 1

)
, T =

(
0 −i
i 0

)

ein. Für den Fall, daß n = 2m, ist die Spin–Darstellung der komplexen n–dimensionalen
Clifford–Algebra Cc

n durch den Isomorphismus

κ2m : Cc
2m ! End(∆2m), κ2m(ej) := E ⊗ · · · ⊗ E ⊗ gα(j) ⊗ T ⊗ · · · ⊗ T︸ ︷︷ ︸

[(j−1)/2]–mal
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gegeben, wobei j = 1, . . . , 2m und α(j) gleich 1 bzw. 2 für ungerades bzw. gerades j ist.
Für n = 2m + 1 erhält man die Darstellung

κ2m+1 : Cc
2m+1 ! End(∆2m+1) ⊕ End(∆̂2m+1)

pr1−→ End(∆2m+1),
κ2m+1(ej) := κ2m(ej), κ2m+1(e2m+1) := −iT ⊗ · · · ⊗ T,

wobei ∆2m = ∆2m+1 = ∆̂2m+1 = C2m
sowohl für die entsprechenden Darstellungsräume

als auch die Darstellungen selbst stehen. Die induzierten Darstellungen von Spin(n) ⊂ Cc
n

werden mit denselben Symbolen bezeichnet.
Sei Σ(M2

Γ) oder einfach Σ das jeweils betrachtete Spinorbündel von M3
Γ, 〈·, ·〉 dessen her-

mitesches inneres Produkt und Γ(Σ) der Raum aller glatten Schnitte. Wir identifizieren
das Tangentialbündel TM3

Γ und das Kotangentialbündel T ∗M3
Γ mit Hilfe von ht. Dem-

zufolge kann die Clifford–Multiplikation TM3
Γ ⊗R Σ(M3

Γ) → Σ(M3
Γ) eines Spinors mit

einem Vektor auf natürliche Weise zu einer Multiplikation Λ(M3
Γ) ⊗R Σ(M3

Γ) → Σ(M3
Γ)

eines Spinors mit einer Form erweitert werden. Der Levi–Civita–Zusammenhang ∇ von
(M3

Γ, gt) induziert in Σ(M2
Γ) eine kovariante Ableitung, die wir ebenfalls mit ∇ bezeich-

nen werden. Bezüglich eines lokalen Orthonormalrepers {Y1, Y2, Y3} erhält man für ∇
die Darstellung

∇ : Γ(Σ) −→ Γ(T ∗(M3
Γ) ⊗ Σ), ∇ψ = dψ +

1
2

3∑

i<j

ωijYi · Yj · ψ,

wobei die ωij die Zusammenhangsformen des Levi–Civita–Zusammenhangs bezeichnen
und X · ψ die Clifford–Multiplikation eines Vektorfeldes mit einem Spinor darstellt. Der
Dirac–Operator D : Γ(Σ) → Γ(Σ) auf M3

Γ laßt sich dann lokal gemäß

Dψ =
3∑

i=1

Yi · ∇Yiψ

schreiben. In der oben gegebenen Realisierung der komplexen Clifford–Algebra Cc
3 !

M(2, C)⊕M(2, C) werden die Vektoren Y1, Y2, bzw. Y3 mittels der Matrizen g1, g2 bzw.
−iT dargestellt. Man beachte dabei, daß in der dreidimensionalen Clifford–Algebra ei =
εijk ejek gilt, wobei εijk den total schiefsymmetrischen Tensor bezeichnet. Bezüglich des
globalen Schnittes (1.3) wurden die 1–Formen ωij bereits in Proposition 1.2 berechnet.
Wir führen nun folgende Definitionen ein.

Definition 2.1. Ein nicht triviales Spinor–Feld ψ auf einer Riemannschen Spin–Mannig-
faltigkeit (Mn, g) der Dimension n ≥ 3 heißt positiver bzw. negativer Einstein–Spinor
mit Eigenwert λ ∈ R, falls er eine Lösung der Dirac– und der Einstein–Gleichung

Dψ = λψ, Ric−1
2
S g = ±1

4
Tψ

ist, wobei Tψ(X, Y ) = Re 〈X · ∇Y ψ + Y · ∇Xψ, ψ〉 das durch ψ definierte symmetrische
(0, 2)–Tensor–Feld, der Energie–Impuls–Tensor von ψ, ist.

Wie in [8] von Friedrich und Kim gezeigt, ist in Dimension n = 3 und im Fall, daß die
Skalarkrümmung nicht verschwindet, die Existenz eines Einstein–Spinors äquivalent zur
Existenz eines sogenannten WK–Spinors:

Definition 2.2. Sei (Mn, g) eine Riemannsche Spin–Mannigfaltigkeit, dessen Skalar-
krümmung S nirgends verschwindet. Ein nicht triviales Spinorfeld auf M heißt schwacher
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Killing–Spinor oder WK–Spinor mit WK–Zahl λ ∈ R, falls es der Feldgleichung

2(n − 1)S ∇Xψ = n dS(X)ψ + 2λ
n − 1
n − 2

(
2 Ric(X) − S X

)
· ψ + X · dS · ψ(2.3)

genügt.

Für allgemeines n entspricht jede Lösung ψ der Feldgleichung (2.3) mit λS < 0 bzw.
λS > 0 einem positiven bzw. negativen Einstein–Spinor mit Eigenwert λ. Für die Existenz
eines WK–Spinors ist folgende notwendige Bedingung bekannnt [8]:

Proposition 2.3 (Friedrich and Kim). Sei (Mn, g) eine Riemannsche Spin–Mannigfal-
tigkeit mit nicht verschwindender Skalarkrümmung und ψ ein WK–Spinor auf (Mn, g)
mit WK–Zahl λ. Dann gilt

4(n − 1)λ2[(n2 − 5n + 8)S2 − 4 |Ric|2]

= (n − 2)2[(n − 1)S3 + n |dS|2 + 2(n − 1)S(∆S)].
(2.4)

Im folgenden zeigen wir, daß für t += 0 die Bedingung (2.4) auf M3
Γ für keine Kurve Γ

jemals erfüllt sein kann.

Proposition 2.4. Für t += 0 lassen die Hyperflächen (M3
Γ, ht) bezüglich jeder der bei-

den Spin–Strukturen keine Lösungen der WK–Gleichung zu; demzufolge existieren auf
besagten Hyperflächen keine Lösungen des Dirac–Einstein–Systems.

Beweis. Angenommen es existiert auf (M3
Γ, ht) ein WK–Spinor mit WK-Zahl λ. Nach

Proposition 2.3 muß dann

(2.5) 8λ2(2S2 − 4 |Ric|2) = 2S3 + 3 |dS|2 + 4S(∆S)

erfüllt sein, wobei S in Satz 1.1 berechnet wurde. Mittels des Orthonormalrepers (1.3)
und der Relation (r2 + 1)S,s = rṙ'S," berechnet man

Y1(S) =
1√
h22

∂

∂ '
S = − 1√

h22

'3(r2 + 1)2

('4(r2 + 1)2 + t4)5/2
(4t4 − 2'4(r2 + 1)2),

Y2(S) =
1√
h33

∂

∂ ϕ
S = 0,

Y3(S) = D
∂

∂ s
S + E

∂

∂ '
S + F

∂

∂ ϕ
= 0

und erhält so für den Laplace–Operator angewandt auf S den Ausdruck

−∆S = div gradS = Y1Y1(S) + Y1(S)
3∑

i=1

ω1i(Yi)

= Y1Y1(S) + Y1(S)
1√
h22

(
1
2
(log h33)," − (log D),"

)
= Y1Y1(S) + Y1(S)

2√
h33

,

siehe Proposition 1.2. Man berechnet ferner

Y1Y1(S) =
1√
h22

(
1√
h22

S,"

)

,"

=
1

h22
S,"2 −

1
2(h22)2

h22,"S,"

= −2(4t8 − 20(1 + r2)2t4'4 + 3(1 + r2)4'8)
('4(r2 + 1)2 + t4)3
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sowie

Y1(S)
2√
h33

= −2
2t4 − '4(r2 + 1)2

('4(r2 + 1)2 + t4)2

und erhält für ∆S den Ausdruck

∆S =
8t8 − 18'4t4(r2 + 1)2 + '8(r2 + 1)4

('4(r2 + 1)2 + t4)3
.

Da weiter |dS|2 = Y1(S)2, |Ric|2 = trRic2 = R2
11 + R2

22 + R2
33, erhält man

8λ2 1
('4(r2 + 1)2 + t4)3

(−24t8 − 4'4t4(r2 + 1)2)

für die linke Seite von (2.5) und
−2

('4(r2 + 1)2 + t4)3
S[−8t8 + 48'4(r2 + 1)2t4],

für die rechte Seite, so daß die Bedingung (2.5) nun

λ2(−12t8 − 2'4(r2 + 1)2t4) = S(t8 − 6'4(r2 + 1)2t4)

lautet und man erkennt dann, daß sie für t += 0 für keine Kurve Γ jemals erfüllt sein kann.
Da die Integrabilitätsbedingung (2.5) rein geometrischer Natur ist, gilt die Behauptung
für beide Spin–Strukturen.

Allein für t = 0 ist die Bedingung (2.5) für beliebige Werte von λ erfüllt, da dann
beide Seiten identisch verschwinden. In diesem Fall sind die Hyperflächen (M3

Γ, h0) nicht
länger vollständig, die Metrik degeneriert längs der exzeptionellen Kurve; in diesem Fall
ist K = G = 2, H = 0 und der Ricci–Tensor und die Skalarkrümmung lauten

Ric =
1

2'6(r2 + 1)3




0 0 0
0 −'4(r2 + 1)2 0
0 0 −'4(r2 + 1)2



 ,

S = − 1
'2(r2 + 1)

.

(2.6)

Im folgenden zeigen wir, daß in diesem Fall Lösungen des Dirac–Einstein–Systems auf
(M3

Γ ∩ M4, h0) für eine beliebige Wahl der Kurve Γ explizit konstruiert werden können.
Wir betrachten hierzu ein nicht triviales Spinorfeld ψ auf M3

Γ, welches der Spinorgleichung
(2.3) für n = 3,

∇Xψ =
3

4S
dS(X)ψ +

2λ
S

Ric(X) · ψ − λX · ψ +
1

4S
X · dS · ψ,

genügt. Indem wir ψ =
√
−S χ setzen, kann obige Gleichung in eine Gleichung für χ

umgeformt werden. Unter Benutzung von ∇(fψ) = d f ⊗ ψ + f∇ψ für eine Funktion f
und der Relation X · dS = −dS(X) + X × dS in der dreidimensionalen Clifford–Algebra
ergibt sich

(2.7) ∇X χ = λ

(
2
S

Ric(X) − X

)
· χ +

1
4S

(X × dS) · χ.

Wie bereits gezeigt, ist bezüglich der Basis (1.3) lediglich Y1(S) verschieden von null und
man erhält

X × dS = ω3(X)Y1(S)Y2 − ω2(X)Y1(S)Y3.
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Weiterhin gilt

2
S

Ric(X) − X =
2R11 − S

S
ω1(X)Y1 +

2R22 − S

S
ω2(X)Y2 +

2R33 − S

S
ω3(X)Y3.

In der oben gegebenen Realisierung der komplexen Clifford–Algebra erhält man mittels
Proposition 1.2

∇χ = dχ +
1
2

∑

i<j

ωijYi · Yj · χ = dχ +
1
2

(
iω23 −ω12 − iω13

ω12 − iω13 −iω23

)(
χ1

χ2

)

= dχ +
1

2
√

h22

[
(log h33),"

2

(
0 −ω2

ω2 0

)
+ (log D),"

(
0 iω3

iω3 0

)](
χ1

χ2

)
.

Ist nun t = 0, so gilt

2R11 − S

S
= −1,

2R22 − S

S
= 0,

2R33 − S

S
= 0

sowie

(log D)," = −1
'
, (log h33)," =

2
'
, (log S)," = −2

'
.

Faßt man all dies zusammen, so lautet (2.7)
(

dχ1

dχ2

)
=
{
λ

(
−iω1 0

0 iω1

)
− 1

2'
√

h22

(
0 iω3 + ω2

iω3 − ω2 0

)

− 1
2'

√
h22

(
0 −ω2 − iω3

ω2 − iω3 0

)}(
χ1

χ2

)

= λ

(
−iω1 0

0 iω1

)(
χ1

χ2

)
,

wobei die Summanden (X ×dS)/4S und
∑

i<j ωij(X) ei · ej/2 sich gegenseitig aufheben.
Da dω1 = 0, kann obiges System integriert werden. Berücksichtigt man, daß dχj =∑3

i=1 Yi(χj)ωi = χj,s ds +χj," d'+χj,ϕ dϕ, und zieht die Ausdrücke für die ωi hinzu, so
erhält man das System von partiellen Differentialgleichungen

∂

∂ s

(
χ1

χ2

)
=
(

f0 0
0 f0

)(
χ1

χ2

)
,

∂

∂ '

(
χ1

χ2

)
=
(

f2 0
0 f2

)(
χ1

χ2

)
,

wobei

f0 = −iλ
rṙ'

r2 + 1
√

(r2 + 1)K, f2 = −iλ
√

(r2 + 1)K

Funktionen in den Variablen ' und s sind. Man beachte, daß (r2 + 1)f0 = rṙ'f2. Weiter
gilt

'
∂

∂ s
f2 = '

(
−λi

1
2

√
K

r2 + 1
2rṙ

)
= f0,

woraus hervorgeht, daß
χ1 = ef2(s)", χ2 = e−f2(s)"

eine Lösung des obigen Systems ist. Geht man wieder zur ursprünglichen WK–Gleichung
über, so ergibt sich folgende Proposition.
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Proposition 2.5. Gegeben sei die Familie von Hyperflächen (M3
Γ ∩ M4, h0), wobei Γ

eine beliebige Kurve darstellt. Dann ist

ψ =
1

'
√

r2 + 1

(
e−λ

√
2(r2+1)"i

eλ
√

2(r2+1)"i

)

ein WK–Spinor der Länge |ψ|2 = −S |χ|2 = −S(|χ1|2 + |χ2|2) = −2S und WK–Zahl
λ ∈ R. Der normalisierte Spinor

√
−S

|λ| |ψ|2
ψ =

1
'
√

2(r2 + 1)|λ|

(
e−λ

√
2(r2+1)"i

eλ
√

2(r2+1)"i

)

ist somit ein Einstein–Spinor auf M3
Γ ∩ M4 mit Eigenwert λ.

Der Homotopie–Typ von M3
Γ ∩ M4 ist durch R∗

+ × S1 × Γ gegeben; demzufolge hat es
mindestens zwei Spin–Strukturen, und die hier vorliegende ist durch die globale Triviali-
sierung (1.3) bestimmt. Wir erinnern daran, daß M3

Γ ∩ M4 durch den Längenparameter
s der Kurve Γ(s) = r(s)eiϕΓ(s) ⊂ C und die Parameter 0 < ' < ∞, 0 ≤ ϕ < 2π der Faser
parametrisiert ist. Die Metrik h0 ist dann durch die Formel

h0 = 2
(
'2ds2 + (r2 + 1)(d'2 + '2dϕ2)

)
+ rṙ' ds d' + r2ϕ̇Γ'

2ds dϕ

gegeben und der Ricci-Tensor hat Rang zwei, siehe Gleichung (2.6). Ähnliche Beispiele
von WK–Spinoren auf einer dreidimensionalen, nicht vollständigen Riemannschen Man-
nigfaltigkeit mit negativer Skalarkrümmung sind in [8] konstruiert worden.
Wir führen nun den Begriff eines T–Killing–Spinor, siehe [9], ein.

Definition 2.3. Sei (Mn, g) eine Riemannsche Spin–Mannigfaltigkeit. Ein Spinorfeld ψ
ohne Nullstellen heißt T–Killing–Spinor, falls die Spur Tr(T̂ψ) = 1

‖ψ‖2 Tr(Tψ) konstant
ist und ψ eine Lösung der Feldgleichung

∇Xψ = −1
2
T̂ψ(X) · ψ, X ∈ X (Mn)

darstellt, wobei T̂ψ(X, Y ) = 1
‖ψ‖2 Tψ(X, Y ) der Energie–Impuls–Tensor des normalisier-

ten Spinors ψ/ ‖ψ‖ ist.

Wie zu Anfang bemerkt, ist (H2, gt) mit einer Hyper–Kähler–Struktur versehen und des-
halb Ricci–flach und selbstdual. Aufgrund dieser Tatsache existiert ein paralleler Spinor
auf H2, mittels dessen Einschränkung auf M3

Γ wir in der Lage sind, einen T –Killing–
Spinor explizit zu konstruieren. Hierin folgen wir einer ähnlichen, in [7, 9] durchgeführten
Konstruktion, wo die Einschränkung eines im euklidischen Raum R3 gegebenen paralle-
len Spinors auf eine isometrisch eingebettete, geschlossene 2–Fläche konstanter mittlerer
Krümmung betrachtet wird und hiermit Beispiele von T –Killing–Spinoren auf beliebigen
Flächen konstanter mittlerer Krümmung im R3 produziert werden.
Wir betrachten zunächst die Einschränkung des Spinorbündels von H2 auf die Unter-
mannigfaltigkeit M3

Γ (vgl. [2]). Hierzu bemerken wir, daß die Clifford–Darstellung ∆2k+2

direkt aus der Clifford–Darstellung ∆2k+1 konstruiert werden kann, indem man

∆2k+2 := ∆2k+1 ⊕∆2k+1

setzt und die Clifford–Multiplikation in ∆2k+2 mittels der Clifford–Multiplikation in
∆2k+1 gemäß

ei · (ψ1 ⊕ ψ2) := ei · ψ1 ⊕ (−ei · ψ2), 1 ≤ i ≤ 2k + 1,

e2k+2 · (ψ1 ⊕ ψ2) := ψ2 ⊕ (−ψ1)
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definiert. Die Abbildung

f := ik+1(e1 . . . e2k+2) : ∆2k+2 −→ ∆2k+2

ist ein Automorphismus der entsprechenden Spin(2k + 2)–Darstellung und infolge von
(e1 . . . e2k+2)2 = (−1)k+1 eine Involution. Die Spin–Darstellung ∆2k+2 zerfällt somit in
die Eigenunterräume von f , und wir bezeichnen sie mit ∆±

2k+2. Explizit ist

f(ψ1 ⊕ ψ2) = ik+1(e1 . . . e2k+1 · ψ2 ⊕ e1 . . . e2k+1 · ψ1)

und insbesondere ergibt sich für k = 1 die Relation

f(ψ1 ⊕ ψ2) = −
(
e1e2e3 · ψ2 ⊕ e1e2e3 · ψ1

)
= ψ2 ⊕ ψ1,

da e1e2e3 = −1 in der dreidimensionalen Clifford–Algebra gilt. Auf diese Weise erhält
man

∆±
4 = {ψ1 ⊕ ψ2 ∈ ∆4 : ψ2 = ±ψ1} ,

d.h. ein Spinor in ∆+
4 oder ∆−

4 definiert auf eindeutige Weise einen Spinor in ∆3 und
umgekehrt. Wir haben somit zwei Isomorphismen von Spin(3)–Darstellungen

(2.8) ∆3 ! ∆±
4 : ϕ1 1−→ ϕ1 ⊕ (±ϕ1)

definiert. Infolge der Tatsache, daß die vierdimensionale Spin–Mannigfaltigkeit (H2, gt)
einfach zusammenhängend ist, besitzt sie lediglich eine Spin–Struktur, und wir bezeich-
nen das entsprechende Spinorbündel mit ΣH2 . Es spaltet in die Bündel Σ+

H2 und Σ−
H2

gemäß der obigen Zerlegung von ∆4 auf und infolge von ∆4 = ∆3⊕∆3 und (2.8) erhalten
wir die Identifikationen

ΣH2 |M3
Γ
! Σ⊕ Σ, Σ ! Σ±

H2 |M3
Γ
,

wobei Σ das induzierte Spinor–Bündel auf M3
Γ ist. Wir betrachten nun ein Spinorfeld

ϕ+ ∈ Γ(Σ+
H2) und dessen Einschränkung ϕ+

|M3
Γ

= ϕ1 ⊕ ϕ1 auf M3
Γ, wobei ϕ1 ∈ Γ(Σ)

ein dreidimensionales Spinorfeld ist. Man beachte, daß insbesondere N · (ϕ1 ⊕ ϕ1) =
ϕ1 ⊕ (−ϕ1) gemäß der oben beschriebenen Realisierung von ∆4 gilt, wobei N das äuße-
re Normalenvektorfeld an M3

Γ bezeichnet. Bis zum Ende dieses Abschnitts stelle nun
{Y1, Y2, Y3} ein beliebiges lokales Orthonormalreper an M3

Γ dar. Unter Verwendung der
lokalen Darstellungen für die verschiedenen kovarianten Ableitungen erhält man für die
spinorielle kovariante Ableitung von ϕ+ auf M3

Γ die Relation

∇ΣH2
X ϕ+ = dϕ+(X) +

1
2

∑

1≤i<j≤3

ωij(X)Yi · Yj · (ϕ1 ⊕ ϕ1)

+
1
2

∑

1≤i<4

ωi4(X)Yi · N · (ϕ1 ⊕ ϕ1)

= (∇Σ
Xϕ1 ⊕∇Σ

Xϕ1) −
1
2
(∇H2

X N · ϕ1 ⊕∇H2

X N · ϕ1)

für jedes Vektorfeld X ∈ TM3
Γ, da ωij(X) = gt(∇H2

X Yi, Yj) = ht(∇M3
Γ

X Yi, Yj) und
ωi4(X) = gt(∇H2

X Yi, N) = −ht(Yi,∇H2

X N). Da ein Teil des Weyl–Tensors des Eguchi–
Hanson–Raumes H2 verschwindet, können wir annehmen, daß der parallele Spinor in H2

in Γ(Σ+
H2) enthalten und durch ϕ+ gegeben ist. Damit gilt ∇ΣH2

X ϕ+ = 0, und mittels
II(X) = ∇H2

X N erhalten wir für den entsprechenden dreidimensionalen Spinor ϕ1 die
Gleichung

∇Σ
Xϕ1 =

1
2

II(X) · ϕ1.
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Da weiter II eine symmetrische Bilinearform ist, stellt
∑3

i=1 Yi · II(Yi) = −H eine skalare
Größe dar und man erhält

DΣ ϕ1 =
∑

Yi · ∇Σ
Yi
ϕ1 = −H

2
ϕ1;

da ϕ1 durch Einschränkung eines parallelen Spinors gegeben ist, ist dessen Länge kon-
stant. Wir fassen diese Ergebnisse in folgendem Lemma zusammen.

Lemma 2.1. Es existiert ein Spinor ψ∗ ∈ Γ(Σ) im induzierten Spinorbündel von M3
Γ

mit

∇Σ
Xψ∗ = −1

2
II(X) · ψ∗, Dψ∗ =

H

2
ψ∗, ‖ψ∗‖ = 1.

Sei nun ψ∗ wie in dem obigen Lemma. Dann ist ∇Xψ∗ = −(II(X)/2) · ψ∗, so daß

T̂ψ∗(X, Z) = − 1
2 ‖ψ∗‖2 Re 〈X · II(Z) · ψ∗ + Z · II(X) · ψ∗, ψ∗〉 , X, Z ∈ X (M3

Γ).

Unter Verwendung der Relation Re 〈X · ψ, ψ〉 = 0, welche allgemein für ein Vektorfeld
X und einen Spinor ψ gilt, berechnet man hierfür in der Basis der Yi

T̂ψ∗(X, Z) = − 1
2 ‖ψ∗‖2 Re

〈
3∑

i,j,k=1

(X iZj + ZiXj) II∗jk Yi · Yk · ψ∗, ψ∗

〉

= − 1
2 ‖ψ∗‖2 Re

〈
−2

3∑

i,j=1

X iZj II∗ij ψ∗, ψ∗

〉
= II(X, Z),

da lediglich die Summanden mit i = k verschieden von null sind. Insbesondere hat man

Tr(T̂ψ∗) = − 1
‖ψ∗‖2

3∑

i=1

Re 〈Yi · II∗(Yi) · ψ∗, ψ∗〉 = Tr II = H,

und es folgt, daß Tr(T̂ψ∗) konstant ist, falls H konstant ist. Da letzteres nur dann der
Fall ist, falls H identisch verschwindet, haben wir folgende Proposition gezeigt.

Proposition 2.6. Sei M3
Γ eine Minimalfläche, also Γ ein Großkreis in S2, und Σ das

induzierte Spinorbündel. Dann existiert ein T–Killing–Spinor ψ∗ ∈ Γ(Σ) mit Tr(T̂ψ∗) =
0, der der Feldgleichung

∇Xψ∗ = −1
2
T̂ψ∗(X) · ψ∗ = −1

2
II(X) · ψ∗

genügt. Für jede andere Wahl der Kurve Γ existieren keine T–Killing–Spinoren auf den
betrachteten Hyperflächen.

3. Das Spektrum des Dirac–Operators

In diesem Abschnitt werden wir einige Eigenschaften des Spektrums σ(D) des Dirac–
Operators auf den Hyperflächen M3

Γ studieren, wobei Γ eine geschlossene Kurve sei, so
daß M3

Γ vollständig ist. Der Dirac–Operator D einer Riemannschen Spin–Mannigfaltigkeit
(Mn, g) ist ein elliptischer, formal selbstadjungierter Differentialoperator erster Ordnung.
Insbesondere ist D als Differentialoperator abschließbar. Ist M vollständig, so ist D we-
sentlich selbstadjungiert als ein unbeschränkter Operator in L2(Σ) mit Definitionsbereich
C∞

0 (Mn,Σ) und die Kerne von D und D2 stimmen überein, siehe beispielsweise [6]. Dabei
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ist L2(Σ) als die Vervollständigung von C∞
0 (Mn,Σ), dem Raum aller glatten Schnitte in

Σ mit kompaktem Träger, bezüglich der durch das Skalarprodukt

(ψ1, ψ2) =
∫

Mn

〈
ψ1(x), ψ2(x)

〉
dMn, ψi ∈ C∞

0 (Mn,Σ),

induzierten Norm definiert. Es ist σ(D) = σ(D). Ist Mn vollständig, so ist σ(D) reell und
allein durch das Approximationsspektrum gegeben, da D in diesem Fall kein Restspek-
trum hat. Ist zudem Mn nicht kompakt, so ist sowohl Punktspektrum als auch konti-
nuierliches Spektrum zu erwarten. Insbesondere werden wir dann an dem wesentlichen
Spektrum von D interessiert sein, welches durch

σess(D) :=
{
λ ∈ C : es existiert eine Weyl–Folge für λ und D

}

definiert ist; σ(D) zerfällt dann in die disjunkte Vereinigung von σess(D) und dem dis-
kreten Spektrum von D, welches die isolierten Eigenwerte endlicher Vielfachheit umfaßt.
Das Hauptergebnis dieses Abschnittes wird darin bestehen zu zeigen, daß für geschlosse-
ne Kurven Γ und beliebige Parameterwerte t und A ∈ U(2) das Infimum von σ(D2) auf
(M3

AΓ, ht) beliebig klein wird, also 0 ∈ σ(D2) infolge der Abgeschlossenheit des Spek-
trums gilt, und daß ebenfalls 0 ∈ σ(D). In dem besonderen Fall, daß Γ durch eine
Möbius–Transformation aus einem Kreis in C um den Ursprung hervorgeht, beweisen
wir zudem, daß die L2–Kerne von D und D trivial sind und somit 0 ∈ σess(D) gilt. Da
wir dabei von der globalen Trivialisierung (1.3) Gebrauch machen, gelten diese Resultate
für die triviale Spin–Struktur.

Satz 2.2. Sei Γ eine geschlossene Kurve und D der Abschluß des Dirac–Operators auf
den mit der trivialen Spin–Struktur versehenen Hyperflächen (M3

AΓ, ht), wobei t > 0 und
A ∈ U(2) ist. Dann ist
a) inf

{
λ : λ ∈ σ(D2)

}
< δ für beliebiges δ > 0,

b) 0 ∈ σ(D).

Wir werden diese Aussage unter Verwendung des min–max–Prinzips beweisen und führen
hierzu als Vorbereitung folgende Lemmata an.

Lemma 2.2. Der L2
loc–Kern von D auf (M3

Γ ∩ M4, ht) ist nicht trivial für beliebige
Kurven Γ und Parameterwerte t.

Beweis. Es bezeichne im folgenden {Y1, Y2, Y3} das in Teil 1, Abschnitt 2 eingeführte
Orthonormalreper an M3

Γ, siehe (1.3) auf Seite 7. Bezüglich der in vorigem Abschnitt
eingeführten Realisierung der dreidimensionalen Clifford–Algebra gilt für ψ ∈ Γ(Σ)

∇Ykψ =
(

dψ1(Yk)
dψ2(Yk)

)
+

1
2
√

h22

[
(log h33),"

2

(
0 −ω2(Yk)

ω2(Yk) 0

)

+(log D),"

(
0 iω3(Yk)

iω3(Yk) 0

)](
χ1

χ2

)
,

d. h., ∇Y1ψ = dψ(Y1) für jedes ψ. Die Relation dψj =
∑3

i=1 Yi(ψj)ωi impliziert dann,
daß der Dirac–Operator auf (M3

Γ ∩ M4, ht) durch

Dψ =
(

iY1(ψ1) + iY2(ψ2) − Y3(ψ2)
−iY1(ψ2) + iY2(ψ1) + Y3(ψ1)

)
+

i

'
√

h22

(
1 0
0 −1

)(
ψ1

ψ2

)
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gegeben ist, da
1√
h22

(1
'

+
1
2
(log K)," − (log D),"

)
=

2
'
√

h22
.

Berücksichtigt man Σ = '/
√

detht = 1/2'
√

h22, so erhält man auf M3
Γ ∩ M4 für den

Dirac–Operator das System von partiellen Differentialgleichungen

1√
h22

[
i

(
∂

∂ '
+

1
'

)
ψ1 −

1
2'
ΩIψ2

]
= λψ1,

1√
h22

[
−i

(
∂

∂ '
+

1
'

)
ψ2 +

1
2'
ΩIIψ1

]
= λψ2,

(2.9)

wobei

Ω1 = (r2 + 1)K
∂

∂ s
− rṙ'K

∂

∂ '
− (r2ϕ̇ΓK + 2i)

∂

∂ ϕ

ΩII = (r2 + 1)K
∂

∂ s
− rṙ'K

∂

∂ '
− (r2ϕ̇ΓK − 2i)

∂

∂ ϕ
.

Sei nun λ = 0 und ψ von der Form ψ = ψ(', s) = '−1γ(s). Offensichtlich ist dann

i

(
∂

∂ '
+

1
'

)
ψj(', s) = iγj(s)

(
− 1

'2
+

1
'2

)
= 0

sowie

rṙ'
∂

∂ '
ψj(', s) = −rṙ

'
γj(s), (r2 + 1)

∂

∂ s
ψj(', s) =

r2 + 1
'

∂

∂ s
γj(s).

Gleichsetzen dieser Ausdrücke ergibt dann

∂

∂ s
(log γi) = −1

2
∂

∂ s
(log(r2 + 1))

für γ, so daß mittels Integration

log γj = −1
2

log(r2 + 1) + log Cj

folgt. Indem man γj = (r2 + 1)−1/2Cj setzt, sieht man, daß

ψ =
1

'
√

r2 + 1

(
C1

C2

)
, Ci ∈ C konstant,

harmonische Spinoren auf M3
Γ ∩ M4 sind. Da weiter

∫

U
‖ψ‖2 dM3

Γ =
∫

U
‖ψ‖2

√
detht ds ∧ d' ∧ dϕ,

wobei U ⊂ M3
Γ eine offene Teilmenge ist, und detht = 4'4h22 ist, sind die harmonischen

Spinoren ψ in L2
loc(Σ).

Lemma 2.3. Sei Γ eine beliebige Kurve in C und t > 0 beliebig. Dann existiert ein
L2

loc–harmonischer Spinor ψ0 auf M3
Γ ∩ M4, der für ε → 0 punktweise durch Spinoren

ψε ∈ Γ(Σ) ∩ L2(Σ) approximiert werden kann, so daß Dψε ∈ L2(Σ).
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Beweis. Zu Beginn bemerken wir, daß
√
−S für t → 0 punktweise gegen 1/'

√
r2 + 1

konvergiert, so daß es nahe liegt, die Funktion

Sε := − '4(r2 + 1)2

('4(r2 + 1)2 + ε4)3/2
, ε > 0,

einzuführen, indem man in S den Parameter t des Kähler–Potentials durch den neuen
Parameter ε ersetzt. Man berechnet

∂

∂ '

√
−Sε =

1
'

√
−Sε

2ε4 − '4(r2 + 1)2

'4(r2 + 1)2 + ε4
,

(
∂

∂ '
+

1
'

)√
−Sε =

1
'

√
−Sε

3ε4

'4(r2 + 1)2 + ε4

sowie
ΩI

√
−Sε = 0, ΩII

√
−Sε = 0,

da (r2 + 1)Sε,s = rṙ'Sε,". Jede andere Funktion in ' und s der Funktionalabhängigkeit
'
√

r2 + 1 ist ebenfalls harmonisch bezüglich ΩI und ΩII . Wir setzen

(2.10) ψε :=
√
−Sεe

−3ε4"
√

r2+1

(
C1

C2

)
, Ci ∈ C konstant.

Für ε → 0 erhält man dann

ψε →
1

'
√

r2 + 1

(
C1

C2

)
.

Wie bereits bemerkt, ist ΩIψε = 0, ΩIIψε = 0, so daß

Dψε =
i√
h22

(
∂

∂ '
+

1
'

)[√
−Sεe

−3ε4"
√

r2+1
]( C1

−C2

)

=
3ε4i

'
√

h22

(
1

'4(r2 + 1)2 + ε4
− '

√
r2 + 1

)√
−Sεe

−3ε4"
√

r2+1

(
C1

−C2

)
.

Man berechnet dann, unter Voraussetzung von ε > 0,

‖ψε‖2
L2 =

∫
(−Sε)e−6ε4"

√
r2+1(|C1|2 + |C2|2)dM3

Γ

= 2πC

∞∫

0

L∫

0

(−Sε)
√

dethte
−6ε4"

√
r2+1ds ∧ d' < ∞

mit C = |C1|2 + |C2|2 sowie

‖Dψε‖2
L2

=
∫

(−Sε)e−6ε4"
√

r2+1(|C1|2 + |C2|2)
9ε8

h22'2

(
1

'4(r2 + 1)2 + ε4
− '

√
r2 + 1

)2

dM3
Γ

= 2πC

∞∫

0

L∫

0

(−Sε)
√

dethte
−6ε4"

√
r2+1 9ε8

h22'2

(
1

'4(r2 + 1)2 + ε4
− '

√
r2 + 1

)2

ds ∧ d'

d. h. die ψε sind L2–Näherungen von L2
loc–harmonischen Spinoren,

L2(Σ) ∩ Γ(Σ) ; ψε → ψ0 ∈ L2
loc(Σ),

und Dψε ist ebenfalls in L2.
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Im folgenden werden wir die Abkürzungen

pε :=
√

dethte
−6ε4"

√
r2+1, qε :=

9ε8

h22'2

(
1

'4(r2 + 1)2 + ε4
− '

√
r2 + 1

)2

benützen; für ε → 0 gilt dann

−Sε pε →
√

detht

'2(r2 + 1)
, −Sε pε qε → 0

punktweise. Sei ψε wie in (2.10); während ‖ψε‖L2 unbeschränkt für ε → 0 wird, folgt nicht
notwendig, daß ‖Dψε‖L2 → 0 für kleine ε. Nichtsdestotrotz werden wir zeigen, daß für
gegebenes δ > 0 und hinreichend kleines ε die Ungleichung ‖Dψε‖L2 / ‖ψε‖L2 < δ gilt und
auf diese Weise Satz 2.2 beweisen. Zu diesem Zweck müssen präzise Abschätzungen des
Rayleigh–Quotienten ‖Dψε‖2

L2 / ‖ψε‖2
L2 von oben durchgeführt werden, wobei es darauf

ankommt, von ' unabhängige Schranken zu finden.

Beweis von Satz 2.2. Sei ψε wie in Lemma 2.3, Gleichung (2.10). Man berechnet
zunächst

−Sε
√

detht =
2
√

2'7(r2 + 1)3

('4(r2 + 1)2 + ε4)3/2('4(r2 + 1)2 + t4)1/4
,

∂

∂ '

(
− Sε

√
detht

)
=

2
√

2(r2 + 1)3'6
[
'4(r2 + 1)2(t4 + 6ε4) + 7ε4t4

]

('4(r2 + 1)2 + ε4)5/2('4(r2 + 1)2 + t4)5/4
> 0,

sup
">0

(−Sε
√

detht) =
2
√

2√
r2 + 1

;

demzufolge ist −Sε
√

detht strikt monoton wachsend und geht für ' → ∞ asymptotisch
gegen 2

√
2/
√

r2 + 1 , so daß es sich als naheliegend erweist, ‖ψε‖2
L2 nach unten gemäß

‖ψε‖2
L2 = 2πC

L∫

0

∞∫

0

(−Sε pε) d' ∧ ds ≥ 2πC

L∫

0

inf
"≥P

(−Sε
√

detht)
∞∫

P

e−6ε4"
√

r2+1d' ∧ ds

abzuschätzen. Hier stellt P > 0 einen geeignet zu bestimmenden Abschneidepunkt dar,
der so zu wählen sein wird, daß die entstehende untere Schranke für ‖ψε‖L2 so groß
wie möglich wird. Eine mögliche Wahl wäre durch den Wendepunkt Pw von −Sε

√
detht

gegeben, der aus der Bedingung (−Sε
√

detht),"2 = 0 durch Lösen von

(u2
1 + ε4)(u2

1 + t4)[30u2
1ε

4 + 42ε4t4] = 5u2
1[t

4(u2
1 + ε4)2 + 12ε4(u2

1 + t4)2],

einer Gleichung dritten Grades in u2
1 = '4(r2 + 1)2, berechnet werden kann. Da sich dies

als etwas aufwendig herausstellt und nicht notwendig zu optimalen Abschätzungen führt,
suchen wir stattdessen eine Bedingung für ' derart zu finden, daß

(2.11) 0 <
∂

∂ '

(
− Sε

√
detht

)
|" ≤ a 6 1,

d. h.,
[
'4(r2 + 1)2

]6/5 [6ε4('4(r2 + 1)2 + t4) + t4('4(r2 + 1)2 + ε4)
]4/5

≤
(

a

2
√

2

)4/5

('4(r2 + 1)2 + ε4)2('4(r2 + 1)2 + t4).
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Dies ist erfüllt, falls

[
('4(r2 + 1)2 + t4)(6ε4 + t4)

]4/5 ≤
(

a

2
√

2

)4/5 [
'4(r2 + 1)2

]4/5('4(r2 + 1)2 + t4),

wobei ε < t4 angenommen werde. Für kleines ε und t stellt dies eine nicht viel stärkere
Bedingung dar. Sie ist erfüllt, falls

(
2
√

2(6ε4 + t4)
a

)4

≤ ['4(r2 + 1)2]5,

und wir setzen

Pa := µ(ε, t, a)
1√

r2 + 1
, wobei µ(ε, t, a) :=

5

√
2
√

2(6ε4 + t4)
a

.

Man berechnet dann

inf
"≥Pa

(−Sε
√

detht) = −Sε
√

det ht|Pa = M(ε, t, a)
1√

r2 + 1
,

wobei die Funktion M durch

M(ε, t, a) :=
2
√

2µ7

(µ4 + ε4)3/2(µ4 + t4)1/4

gegeben ist. Wir bemerken, daß mit ε → 0 die Funktionen µ und M gegen einen endlichen,
von ' unabhängigen Wert konvergieren, nämlich

lim
ε→0

µ(ε, t, a) =
5

√
2
√

2t4

a
, lim

ε→0
M(ε, t, a) = 2

√
2





5

√(
2
√

2
at

)4

5

√(
2
√

2
at

)4
+ 1





1/4

,

wobei der Abschneidepunkt Pa ebenfalls endlich bleibt. Wir erhalten schließlich für
‖ψε‖L2 eine Abschätzung der Form

‖ψε‖2
L2 ≥ 2πC

L∫

0

inf
"≥Pa

(−Sε
√

det ht)
∞∫

Pa

e−6ε4"
√

r2+1d' ∧ ds

= 2πCM(ε, t, a)
∫

1√
r2 + 1

e−6ε4Pa

√
r2+1

6ε4
√

r2 + 1
ds.

Man beachte, daß M gegen 2
√

2 geht, falls zusätzlich at → 0, so daß der Wert von
−Sε

√
detht am Punkte Pa beliebig nahe an sup"(−Sε

√
detht) = 2

√
2/r2 + 1 heran-

reicht. Dies kann stets erreicht werden, indem man a klein genug wählt, obwohl für
großes t der Abschneidepunkt Pa ebenfalls groß wird. Wir werden jedoch sehen, daß dies
für die folgenden Betrachtungen keine Rolle spielt. Für kleines t ist obige Abschätzung
präziser, da dann Pa ebenfalls klein ist.
Wir wenden uns nun ‖Dψε‖L2 zu. Es ist

−Sε qε
√

det ht

= 9
√

2ε8'3(r2 + 1)
4
√

'4(r2 + 1)2 + t4

('4(r2 + 1)2 + ε4)3/2

(
1

'4(r2 + 1)2 + ε4
− '

√
r2 + 1

)2

< ∞,
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und wir setzen

∆2 :=
'2

'4(r2 + 1)2 + ε4

(
1

'4(r2 + 1)2 + ε4
− '

√
r2 + 1

)2

,

Λ := '(r2 + 1)
4
√

'4(r2 + 1)2 + t4√
'4(r2 + 1)2 + ε4

,

so daß −Sε qε
√

detht = 9
√

2ε8Λ∆2. Die Funktion Λ verschwindet lediglich für ' = 0.
Die Nullstellen von ∆ sind ' = 0 und die Lösungen der Gleichung fünften Grades in ',

(2.12) '
√

r2 + 1
(
'4(r2 + 1)2 + ε4

)
− 1 = 0.

Der Ausdruck '
√

r2 + 1 wird für ' = 0 null und ist strikt monoton wachsend, während
('4(r2 + 1)2 + t4)−1 gleich t−4 für ' = 0 und strikt monoton fallend ist. Die Gleichung
(2.12) hat deshalb genau eine Lösung im Reellen; sie ist positiv und wird im folgenden mit
Q bezeichnet. Man beachte, daß Q größer als 0 und von oben durch 1/

√
r2 + 1 beschränkt

ist. Da −Sεqε
√

detht nicht negativ ist und (−Sεqε
√

det ht)," = 9
√

2ε8∆(2Λ∆," +∆Λ,"),
sind die Zahlen 0 und Q die einzigen absoluten Minima von −Sεq

√
detht. Somit kann ∆

gemäß

|∆| =
'√

'4(r2 + 1)2 + ε4

∣∣∣∣
1

'4(r2 + 1)2 + ε4
− '

√
r2 + 1

∣∣∣∣ ≤

≤






"2
√

r2+1√
"4(r2+1)2+ε4

für ' ≥ Q,
"

("4(r2+1)2+ε4)3/2 für ' ≤ Q

abgeschätzt werden. Die Relation

∂

∂ '

(
'2
√

r2 + 1√
'4(r2 + 1)2 + ε4

)
=

2'ε4
√

r2 + 1
('4(r2 + 1)2 + ε4)3/2

> 0

impliziert zusammen mit

sup
"

'2
√

r2 + 1√
'4(r2 + 1)2 + ε4

=
1√

r2 + 1

die Abschätzung

|∆| ≤ 1√
r2 + 1

for ' ≥ Q.

Auf ähnliche Weise sieht man vermöge

∂

∂ '

(
'

('4(r2 + 1)2 + ε4)3/2

)
=

ε4 − 5'4(r2 + 1)2

('4(r2 + 1)2 + ε4)5/2
,

daß '('4(r2 + 1)2 + ε4)−3/2 ein Maximum bei 'max = ε
4√5

√
r2+1

und dort den Wert

'

('4(r2 + 1)2 + ε4)3/2 ∣∣"max

=
1

ε5 4
√

5(6/5)3/2
√

r2 + 1

annimmt, und wir erhalten die Abschätzung

|∆| ≤ 1
ε5 4
√

66/55
√

r2 + 1
for ' ≤ Q.
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Nun geht Λ für ' → ∞ asymptotisch gegen
√

r2 + 1 und man berechnet

∂

∂ '
Λ =

(r2 + 1)
[
ε4t4 + (2ε4 − t4)'4(r2 + 1)2

]

('4(r2 + 1)2 + ε4)3/2('4(r2 + 1)2 + t4)3/4
,

so daß für 2ε4 < t4 man erkennt, daß Λ ein Maximum bei '′max = εt
4√t4−2ε4

1√
r2+1

hat;
anderenfalls ist Λ strikt monoton wachsend. Setzt man '′max in Λ ein, so erhält man

Λ|"′max
=
√

r2 + 1
t

ε
N(ε, t),

wobei

N(ε, t) :=
t

4
√

t4 − 2ε4

4
√

ε4

t4−2ε4 + 1
√

t4

t4−2ε4 + 1
,

und es ergibt sich für Λ die Abschätzung

Λ ≤
{ √

r2 + 1 für 2ε4 ≥ t4,√
r2 + 1N(ε, t) t

ε für 2ε4 < t4,

Für ε → 0 geht die Funktion N gegen 1/
√

2. Zusammenfassend erhalten wir somit unter
der Annahme 2ε4 < t4, daß −Sεq

√
detht von oben gemäß

−Sεqε
√

detht = 9
√

2ε8Λ∆2 ≤






9
√

2N(ε,t)√
r2+1

tε7 für ' ≥ Q,
9
√

2N(ε,t)
κ2

√
r2+1

t
ε3 für ' ≤ Q

abgeschätzt werden kann, wobei κ := 4
√

66/55; wir erhalten schließlich für ‖Dψε‖L2 unter
der Annahme, daß ε klein ist,

‖Dψε‖2
L2 ≤ 2πC

L∫

0

sup
"≤Q

(−Sεqε
√

detht)

Q∫

0

e−6"ε4
√

r2+1 d' ∧ ds

+ 2πC

L∫

0

sup
"≥Q

(−Sεqε
√

detht)
∞∫

Q

e−6"ε4
√

r2+1 d' ∧ ds

= 2πC

L∫

0

9
√

2N(ε, t)t√
r2 + 1

(
1

κ2ε3
1 − e−6Qε4

√
r2+1

6ε4
√

r2 + 1
+ ε7

e−6Qε4
√

r2+1

6ε4
√

r2 + 1

)
ds.

Insgesamt ergibt sich für den Rayleigh–Quotienten unter der Annahme 2ε4 < t4 die
Abschätzung

‖Dψε‖2
L2

‖ψε‖2
L2

≤ 9
√

2N(ε, t)t
M(ε, t, a)

∫ (
ε−3κ−2(1 − e−6Qε4

√
r2+1) + ε7 e−6Qε4

√
r2+1

)
ds

∫
e−6Paε4

√
r2+1 ds

.

Der Ausdruck

e−6Qε4
√

r2+1 − 1
ε3

=
∞∑

k=1

1
k!

(−6Q
√

r2 + 1)k ε4k−3

geht für ε → 0 gegen null, so daß der Rayleigh–Quotient selbst beliebig klein für ε → 0
wird. Da für geschlossene Kurven Γ die Hyperflächen M3

Γ vollständig sind, sind D und
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damit D2 selbstadjungiert, und nach dem min–max–Prinzip, siehe beispielsweise [22],
gilt

inf
{
λ : λ ∈ σ(D2)

}
= inf

0,=ψ∈D(D
2
)

∥∥Dψ
∥∥2

L2

‖ψ‖2
L2

,

da offenbar D2 von unten beschränkt ist; dabei ist der Definitionsbereich des Abschlusses
D des Dirac–Operators durch

D(D) =
{
ψ ∈ L2(Σ) : ∃ eine Folgeψn ∈ D(D) : ψn → ψ und

Dψn konvergiert in L2(Σ)
}

gegeben. Ist ψ ∈ D(D)∩Γ(Σ), so gilt Dψ = Dψ . Da für den Fall, daß M3
Γ vollständig ist,

die Ungleichungen
∫
‖ψε‖2 dM3

Γ < ∞,
∫
‖Dψε‖2 dM3

Γ < ∞ und
∫ ∥∥D2 ψε

∥∥2
dM3

Γ < ∞
implizieren, daß ψε in D(D) bzw. D(D2) liegt, folgt schließlich a). Denn sei p0 ∈ M3

Γ fest
und µ(x) : R → [0, 1] die in (2.2) definierte Funktion. Wir setzen dann

bn(p) := µ
(
2 − dist (p, p0)

n

)
, n = 1, 2, . . . , p ∈ M3

Γ,

vgl. [6]. Dann gilt bn ≡ 1 auf Bn(p0) und supp bn ⊂ B2n(p0). Weiterhin ist bn Lipschitz–
stetig, also fast überall differenzierbar und | grad bn|2 ≤ M/n2, wobei M eine Konstante
ist. Da M3

Γ vollständig ist, sind die abgeschlossenen Hüllen der geodätischen Kugeln
Bn(p0) kompakt in M3

Γ und demnach

ψn := bn ψε ∈ D(D) = C∞
0 (M3

Γ,Σ).

Da ‖ψε‖2
L2 < ∞, gilt ψn → ψε in L2(Σ). Ebenso impliziert ‖Dψε‖2

L2 < ∞ mittels der
Relation Dψn = bn Dψε+grad bn ·ψε, daß Dψn → Dψε in L2(Σ). Damit folgt ψε ∈ D(D)
und entsprechend Dψε ∈ D(D). Indem man schließlich ψ̃ε := ψε/ ‖ψε‖L2 setzt, erhält man
eine Folge von Elementen in D(D) ∩ Γ(Σ) der Länge eins mit ‖D ψ̃ε‖L2 → 0 für ε → 0.
Es ergibt sich 0 ∈ σapprox(D) = σ(D) und damit b).

Im folgenden wenden wir uns dem L2–Kern des Dirac–Operators für den Fall, daß Γ =
reiϕΓ ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius r ist, zu. Sei p = Ψ(s, ', ϕ) ∈ M3

Γ∩M4

und z = eiτ ∈ S1. Wie in Abschnitt 4 des ersten Teiles dargelegt, sind in diesem Fall
durch

κz : M3
Γ ∩ M4 −→ M3

Γ ∩ M4, κz(p) = Ψ(s, ', (ϕ + τ)mod 2π),

µz : M3
Γ ∩ M4 −→ M3

Γ ∩ M4, µz(p) = Ψ((s + τ)mod 2πr, ', ϕ)

zwei isometrische S1–Wirkungen auf M3
Γ ∩ M4 gegeben. Setzt man

(κzψ)(p) := ψ(κz−1(p)) und (µzψ)(p) := ψ(µz−1(p)),

so erhält man zwei stetige unitäre S1–Darstellungen auf L2(Σ), da infolge der Invarianz
der Volumenform unter κz und µz die Gleichheit
∫ 〈

ψ(κz−1(p)), ϕ(κz−1 (p))
〉
dM3

Γ(p) =
∫ 〈

ψ(p), ϕ(p)
〉
(κz)∗(dM3

Γ)(p), ϕ, ψ ∈ L2(Σ),

gilt sowie entsprechend für µz. Nach dem Satz von Stone existieren dann eindeutig be-
stimmte selbstadjungierte Operatoren M und M1 derart, daß κeiτ = eiτM , µeiτ = eiτM1
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gilt. Sie berechnen sich zu M = i ∂ϕ, M1 = i ∂s, während die zugehörigen Eigenfunktio-
nen durch

i
∂

∂ ϕ
eiαϕ = −αeiαϕ, i

∂

∂ s
eiαϕΓ = −βϕ̇ΓeiβϕΓ

gegeben sind, wobei α und β ganze Zahlen sind und ϕ̇Γ = ε/r, ε = ±1, ist. Wegen D|p =
D|κz(p) = D|µz(p) vertauscht D jeweils mit κz und µz, so daß jeder der Eigenunterräume
Eλ von D bzw. D zum Eigenwert λ in die Eigenunterräume der unitären S1×S1–Wirkung
gemäß

Eλ =
⊕

α,β

Hλα ⊗Hλβ ,

der Spektralzerlegung der Operatoren M und M1 entsprechend, zerfällt; insbesondere ist
KerL2(D) =

⊕
α,βHα ⊗ Hβ . Eine allgemeine Lösung der Dirac–Gleichung Dψ = λψ auf

M3
Γ ∩ M4 kann dann als ein Produkt von der Form

(2.13) ψ(s, ', ϕ) = eiαϕeiβϕΓ(s)R(')

angesetzt werden, wobei R eine Funktion in ' ist. Das System partieller Differentialglei-
chungen (2.9) geht demzufolge in ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen

1√
h22

[
i

(
∂

∂ '
+

1
'

)
R1 −

i

2'

(
(r2 + 1)Kβϕ̇Γ − (r2ϕ̇ΓK + 2i)α

)
R2

]
= λR1,

1√
h22

[
−i

(
∂

∂ '
+

1
'

)
R2 +

i

2'

(
(r2 + 1)Kβϕ̇Γ − (r2ϕ̇ΓK − 2i)α

)
R1

]
= λR2,

(2.14)

für die Radialfunktion R(') über. Wir setzen

f :=
(
δK − iα

)
/', g :=

(
δK + iα

)
/',

wobei wir die Bezeichung δ :=
(
(r2 + 1)β − r2α

)
ϕ̇Γ/2 einführten, und nehmen die Sub-

stitution

χ := C '

(
eiλ

R √
h22d"R1(')

e−iλ
R √

h22d"R2(')

)

vor, so daß sich für χ das Differentialgleichungssystem

d

d'

(
χ1

χ2

)
=

1
'

(
χ1

χ2

)
+
(

iλ
√

h22 0
0 −iλ

√
h22

)(
χ1

χ2

)

+C '

(
eiλ

R √
h22d" 0

0 e−iλ
R √

h22d"

)(
−1/'− iλ

√
h22 f

g −1/' + iλ
√

h22

)(
R1

R2

)

=
(

0 f̃
g̃ 0

)(
χ1

χ2

)

mit f̃ := e2iλ
R √

h22d"f , g̃ := e−2iλ
R √

h22d"g ergibt. Dabei ist
∫ √

h22d' =
(r2 + 1)'2

√
2('4(r2 + 1)2 + t4)1/4

(
1 +

'4(r2 + 1)2

t4

)1/4

F
(

1
2
,
1
4
,
4
3
,−'4(r2 + 1)2

t4

)
.

Für den Fall, daß entweder α oder β von null verschieden sind, werden f und g nicht
null; nochmalige Differentiation ergibt dann

(χ1),"2 = f̃," χ2 + f̃ (χ2)," = (log f̃)," (χ1)," + f̃ g̃ χ1,

(χ2),"2 = g̃," χ1 + g̃ (χ1)," = (log g̃)," (χ2)," + f̃ g̃ χ2
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und führt auf die Differentialgleichungen zweiter Ordnung
d2χ1

d'2
(') + p(')

dχ1

d'
(') + q(')χ1(') = 0,(2.15)

d2χ2

d'2
(') + p̄(')

dχ2

d'
(') + q(')χ2(') = 0,(2.16)

wobei

p(') =
1
'
− δ

K,"

δK − iα
− 2iλ

√
h22, q(') = − 1

'2
(δ2K2 + α2) ≤ 0.

Setzt man dann χ2 := f̃−1(χ1)," bzw. χ1 := g̃−1(χ2)," so erhält man mit jeder Lösung
von (2.15) bzw. (2.16) eine Lösung obigen Differentialgleichungssystems für χ, d. h. das
Lösen besagten Systems zweier Differentialgleichungen erster Ordung ist dem Lösen der
Differentialgleichung zweiter Ordnung (2.15) oder (2.16) äquivalent. Letztere sind Diffe-
rentialgleichungen vom Sturm–Liouvilleschen Typ und weiteres Ziel wird es im folgenden
sein zu zeigen, daß sie für λ = 0 und α += 0 keine beschränkten Lösungen haben können,
insbesondere aber zu keinen L2–integrierbaren Lösungen Ψ der Dirac–Gleichung führen.
Hierfür bedienen wir uns folgenden Satzes von Hartman [11].

Satz 2.3 (Hartman). Sei I ein Intervall in R und w(x) eine Lösung der Differential-
gleichung

ẅ(x) + p(x)ẇ(x) + q(x)w(x) = 0, x ∈ I,

mit stetigen, komplexwertigen Koeffizienten p und q. Gilt

(2.17) Re
[
− q(x) − 1

4
|p(x)|2

]
≥ 0,

so ist r(x) = |w(x)|2 konkav, i. e. r̈(x) ≥ 0.

Man berechnet nun im vorliegenden Fall

Re p(') =
1
2
(p + p̄) =

1
'
− δK,"

2

(
1

δK − iα
+

1
δK + iα

)

=
1
'
− δ2KK,"

δ2K2 + α2
,

Im p(') =
1
2i

(p − p̄) = −δK,"

2i

(
1

δK − iα
− 1

δK + iα

)
− 2λ

√
h22

= − αδK,"

δ2K2 + α2
− 2λ

√
h22

und hieraus

−q(') − 1
4
|p(')|2 =

1
'2

(
δ2K2 + α2 − 1

4

)
+

δ2K2(log K),"

δ2K2 + α2

·
(

1
2'

− (log K),"

4
−

αλ
√

(r2 + 1)K
δK

)
− λ2(r2 + 1)K.

Aufgrund von
1
2'

− (log K),"

4
=

1
2'

(
1 − t4

'4(r2 + 1)2 + t4

)
> 0

wird ersichtlich, daß im Fall λ = 0 und α += 0 für die Differentialgleichungen (2.15) und
(2.16) die Bedingung (2.17) erfüllt ist, während für λ += 0 der Ausdruck −q(')−|p(')|2/4
für ' → ∞ asymptotisch gegen −2λ2(r2 + 1) geht. Für λ = 0 und α = 0 wird er
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für ' → 0 ebenfalls negativ. Als Konsequenz vorangehenden Satzes erhalten wir somit
folgendes Lemma.

Lemma 2.4. Seien λ = 0 und α += 0 sowie χ1, χ2 Lösungen der Differentialgleichungen
(2.15) bzw. (2.16). Dann sind |χ1|2 und |χ2|2 konkav.

Wir sind nun in der Lage, den angekündigten Satz zu beweisen.

Satz 2.4. Sei Γ ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius r und ψ ein Spinor auf
(M3

Γ ∩ M4, ht) von der Form (2.13). Ist ψ eine Lösung der Dirac–Gleichung bezüglich
der trivialen Spin–Struktur zum Eigenwert λ = 0 und α += 0, so ist ‖ψ‖2

L2 = ∞.

Beweis. Sei Dψ = 0 und α += 0. Nach den vorangehenden Ausführungen genügt χ1 =
C'R1(') der Differentialgleichung (2.15) und wir betrachten deren Fortsetzung

(2.18)
d2χ1

dz2
(z) + p(z)

dχ1

dz
(z) + q(z)χ1(z) = 0, z ∈ C,

ins Komplexe. Für α += 0 sind p(z) und q(z), z ∈ C, meromorphe Funktionen mit Polen
1. bzw. 2. Ordnung bei null. Die Differentialgleichung (2.18) ist somit vom Fuchsschen
Typ und Null ein regulärer singulärer Punkt. Bilden χ1,1, χ1,2 ein Fundamentalsystem
von Lösungen von (2.18), so lassen sie sich in einer Umgebung der Null in die gleichmäßig
konvergenten Reihen

χ1,1(z) = zε1
(
1 +

∞∑

n=1

anzn
)
, χ1,2(z) = zε2

(
1 +

∞∑

n=1

bnzn
)
,

entwickeln, wobei an, bn Konstanten und ε1, ε2 die Wurzeln der Gleichung

ε2 + (p0 − 1)ε + q0 = 0

mit
q0 = lim

z→0
z2 q(z), p0 = lim

z→0
z p(z)

sind, siehe beispielsweise [24]. Es ist somit ε1+ε2 = 1−p0, ε1ε2 = q0 und im vorliegenden
Fall berechnet man ε1 + ε2 = 1 − 1 = 0, ε1ε2 = −α2, also ε1 = α, ε2 = −α. Offenbar gilt
eine entsprechende Betrachtung auch für χ2 = C'R2('). Nun ist

‖ψ‖2
L2 =

∫
‖ψ(s, ', ϕ)‖2 dM3

Γ =
2π∫

0

∞∫

0

2πr∫

0

1
'2

(
|χ1(')|2 + |χ2(')|2

)√
detht ds ∧ d' ∧ dϕ.

Damit obiges Integral beschränkt bleibt, ist es erforderlich, daß |χ1(')|2 und |χ2(')|2 mit
der Ordnung > 1 für ' → ∞ fallen, da

1
'2

√
detht =

√
8'(r2 + 1)

4
√

'4(r2 + 1)2 + t4
∼ konstant;

mithin muß |χi(')|2 < 1/', i = 1, 2, für großes ' gelten. Da weiter |χi(')|2 glatt ist,
existiert ein '0 mit (|χi('0)|2)," ≤ −1/'2

0 < 0. Nach Lemma (2.4) ist |χi(')|2," jedoch
monoton wachsend, so daß

d

d'
|χi(')|2 ≤ − 1

'2
0

< 0 für alle ' ≤ '0

gelten muß. Insgesamt fällt demnach |χi(')|2 monoton, und streng monoton für ' ≤ '0.
Sei nun ohne Beschränkung der Allgemeinheit α = 1, 2, . . . . Ist χ(') nicht identisch null,
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so ergibt sich als Konsequenz, daß für die Komponenten χ1 und χ2 in einer Umgebung
der Null die Darstellungen

χi(') = Ai'
−α
[
1 +

∞∑

n=1

ci
n'

n
]

gelten, wobei Ai, ci
n Konstanten sind; anderenfalls wäre (|χi(0)|2)," ≥ 0. Sei nun '1

hinreichend klein, so daß χ1 und χ2 eine Entwicklung der obigen Form haben und ins-
besondere

∣∣∣
∞∑

n=0

Re ci
n'

n
∣∣∣ <

1
2

für alle ' < '1.

Dann ist
2π∫

0

"1∫

0

2πr∫

0

‖ψ(s, ', ϕ)‖2 dM3
Γ = 4π2r

"1∫

0

'−2(α+1)
∑

i=1,2

A2
i

[(
1 +

∞∑

n=0

Re ci
n'

n
)2

+
( ∞∑

n=0

Im ci
n'

n
)2]√

detht d' ≥ π2r(A2
1 + A2

2)

"1∫

0

'−2(α+1)
√

det ht d'

≥ π2r(A2
1 + A2

2)
√

8(r2 + 1)
4
√

'2
1(r2 + 1)2 + t4

"1∫

0

'−2α+1 d'

=

{
log '

∣∣"1
0

= ∞, α = 1,
"−2(α−1)

−2(α−1)

∣∣∣
"1

0
= ∞, α = 2, 3, . . .

und damit ‖ψ‖2
L2 = ∞.

Wir untersuchen nun den verbleibenden Fall α = 0. Ist ψ(s, ', ϕ) = eiβϕΓR(') ein har-
monischer Spinor über M3

Γ ∩ M4, so genügen die Komponenten von χ = 'R(') jeweils
den Differentialgleichungen (2.15) bzw. (2.16), wobei

p =
1
'
− (log K),", q = −f2 = −g2 = −

(
δK

'

)2

,

d. h. man erhält für χ1 und χ2 die Differentialgleichung

d2χi

d'2
(') + p(')

dχi

d'
(') − f2(')χi(') = 0

und diese läßt sich explizit integrieren. In der Tat, setzt man

χi(') = Bie
δ arsinh

(
"2(r2+1)

t2

)
=

Bi

t2δ

(
'2(r2 + 1) +

√
'4(r2 + 1)2 + t4

)δ
,

so verifiziert man

dχi

d'
(') =

δχi(')
'2(r2 + 1) +

√
'4(r2 + 1)2 + t4

(
2'(r2 + 1) +

1
2

4'3(r2 + 1)2√
'4(r2 + 1)2 + t4

)

=
2'(r2 + 1)δ√

'4(r2 + 1)2 + t4
χ(') = f(')χ('),

d2χi

d'2
(') =

(
f2(') + f

(
−1

'
+ (log K),"

))
χi(') =

(
f2(') − f(') p(')

)
χi(').



58 2. Das Spektrum des Dirac– und des Laplace–Operators

Wir setzen ψ auf ganz M3
Γ fort, indem wir ψ|Γ ≡ 0 setzen. Sei nun ϕ̇Γ = 1/r und

β = −1,−2, . . . , so daß δ = (r2 + 1)β/2r ≤ β < 0. Dann berechnet man
∫

‖ψ(s, ', ϕ)‖2 dM3
Γ

= 4π2r
B2

1 + B2
2

t4δ

∫ √
8'(r2 + 1)

4
√

'4(r2 + 1)2 + t4

(
'2(r2 + 1) +

√
'4(r2 + 1)2 + t4

)2δ
d' < ∞,

so daß ψ ∈ L2(M3
Γ). Da jedoch ψ nicht glatt bei ' = 0 ist, gilt ψ /∈ D(D). Damit ist der

L2–Kern des Dirac–Operators für den Fall, daß Γ ein Kreis in C um den Ursprung ist,
vollständig bestimmt und wir erhalten insgesamt folgenden Satz.

Satz 2.5. Sei Γ ein verallgemeinerter Kreis in C, welcher durch eine Möbius–Transfor-
mation aus einem Kreis in C um den Nullpunkt hervorgeht, und D der Dirac–Operator
auf (M3

Γ, ht) bezüglich der trivialen Spin–Struktur. Dann gilt

(2.19) KerL2(D|(M3
Γ∩M4)) =

⊕

β=−1,−2,...

H0 ⊗Hβ ,

während auf M3
Γ die L2–Kerne des Dirac–Operators und seines Abschlusses trivial sind.

Insbesondere ist 0 ∈ σL2

ess(D).

Beweis. Sei Γ = reiϕΓ ein Kreis in C um den Ursprung vom Radius r. Ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit können wir ϕ̇Γ = 1/r annehmen. Für β = −1,−2,−3, . . .
sind nach vorangehenden Betrachtungen

ψβ(s, ', ϕ) =
eiβϕΓ

'
eδ arsinh

(
"2(r2+1)

t2

) (
B1

B2

)

=
eiβϕΓ

' t2δ

(
'2(r2 + 1) +

√
'4(r2 + 1)2 + t4

)δ (B1

B2

)
,

harmonische L2–Spinoren auf M3
Γ ∩M4, wobei δ = (r2 + 1)β/2r ist, Bi Konstanten sind

und ψβ |Γ ≡ 0 gelte. Außer der trivialen Darstellung können jedoch nach Satz 2.4 keine
weiteren Darstellungen der S1–Wirkung κz im L2–Kern des Dirac–Operators vorkommen
und wir erhalten (2.19) für den Fall, daß Γ = reiϕΓ . Die allgemeine Aussage folgt dann
aus der Tatsache, daß M3

Γ und M3
AΓ für A ∈ U(2) isometrisch sind. Ist weiter ψ ∈ L2(Σ)

ein harmonischer Spinor bezüglich D, so folgt nach dem Regularitätssatz für Lösungen
elliptischer Differentialgleichungen, daß ψ ∈ Γ(Σ). Da jedoch sämtliche L2–harmonischen
Spinoren Linearkombinationen der ψβ sein müssen, letztere jedoch nicht regulär bei ' = 0
sind, folgt, daß auf M3

Γ die L2–Kerne des Dirac–Operators und seines Abschlusses trivial
sind. Da nach Satz 2.2 Null im Spektrum von D liegt, folgt 0 ∈ σL2

ess(D).

4. Das Spektrum des Laplace–Operators

In diesem Abschnitt werden wir die in Abschnitt 1 begonnenen Untersuchungen zum
Laplace–Operator auf den Hyperflächen M3

Γ fortsetzen. Im Gegensatz zum Dirac–Opera-
tor steht das Spektrum des Laplace–Operators auf einer offenen vollständigen Mannigfal-
tigkeit zu den zugrundeliegenden geometrischen Größen in einer viel näheren Beziehung.
So implizieren untere Schranken für den Ricci–Tensor obere Schranken für den kleinsten
Spektralwert besagten Operators, und mittels des Studiums des geodätischen Flusses und
des exponentiellen Wachstums der Mannigfaltigkeit ist es möglich, Aussagen über das
Infimum des wesentlichen Spektrums des Laplace–Operators zu erhalten und umgekehrt.
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Auf Funktionen wirkend stimmen der Hodge–Laplace–Operator und der Bochner–La-
place–Operator überein, und auf den Hyperflächen M3

Γ gilt ∆ = ∇∗∇ : C∞(M3
Γ) →

C∞(M3
Γ); da weiter M3

Γ für eine geschlossene Kurve Γ vollständig ist, ist ∆ wesentlich
selbstadjungiert als ein Operator in L2(M3

Γ) mit Definitionsbereich C∞
0 (M3

Γ), während
der Definitionsbereich von ∆ durch den Sobolev–Raum 2Ω0(M3

Γ) = H2(M3
Γ) gegeben

ist. Weiter ist σ(∆) = σ(∆) = σess(D) ∪̇σdiscr(D). Für den kleinsten Spektralwert des
Laplace–Operators gilt nun allgemein folgende Proposition (siehe bspw. [5]).

Proposition 2.7. Sei (Mn, g) eine offene vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Sind die Komponenten des Ricci–Tensors von unten durch −(n− 1)C beschränkt, wobei
C ≥ 0, so genügt der kleinste Spektralwert µ0(Mn) des Laplace–Operators der Unglei-
chung

µ0(Mn) ≤ (n − 1)2

4
C.

Als eine unmittelbare Folgerung erhalten wir folgende Aussage.

Korollar 2.2. Sei Γ eine geschlossene Kurve in C. Dann genügt der kleinste Spektral-
wert des Laplace–Operators auf der Hyperfläche (M3

AΓ, ht), A ∈ U(2), der Ungleichung
µ0(M3

AΓ) ≤ t−2, wobei t += 0.

Beweis. Nach Theorem 1.1 ist R11 ≥ R22 ≥ R33. Da weiter R33 strikt monoton wach-
send ist, gilt inf"R33 = R33|"=0 = −2/t2, so daß Rij ≥ −2C, wobei C = t−2. Die
Behauptung folgt dann mittels obiger Proposition.

Im folgenden werden wir Abschätzungen für das Infimum des Spektrums von ∆ auf den
betrachteten Hyperflächen zu bestimmen suchen und zeigen, daß es für jede beliebige
geschlossene Kurve Γ beliebig nahe an null heranreicht, wobei wir abermals von dem
min–max–Prinzip Gebrauch machen werden. Demnach ist µ0(M3

Γ) = 0 für A ∈ U(2).
Da nach Korollar 2.1 Null kein L2–Eigenwert sein kann, stellt obige Abschätzung auch
eine Abschätzung für das wesentliche Spektrum dar. Damit sind wir in der Lage, das
exponentielle Wachstum von M3

Γ für beliebige geschlossene Kurve zu berechnen und so
die Ergebnisse in Abschnitt 4 von Teil 1 zu verallgemeinern, da, wie bereits bemerkt,
das Infimum des wesentlichen Spektrums des Laplace–Operators unmittelbar mit dem
exponentiellen Wachstum der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit in Verbindung steht.
Genauer gilt folgender Satz von Brooks [3].

Satz 2.6 (Brooks). Sei (Mn, g) eine offene, vollständige Mannigfaltigkeit unendlichen
Volumens. Dann gilt

inf σess(∆) =
1
4
µ2
∞.

Demzufolge muß das exponentielle Wachstum der Hyperflächen M3
Γ für jede beliebige

geschlossene Kurve Γ null sein. Wir gehen nun dazu über, diese Behauptungen zu bewei-
sen.
Hierzu bemerken wir zuerst, daß für ϕ ∈ H2(M3

Γ)
∫

(ϕ,∆ϕ)dM3
Γ =

∫
(∇ϕ,∇ϕ)dM3

Γ

gilt, wobei (·, ·) das Skalarprodukt in C∞(M3
Γ) bezeichnet und

(∇ϕ,∇ϕ) :=
∑

(∇Yiϕ,∇Yiϕ) =
∑

Y 2
i (ϕ) = | gradϕ|2.
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Vermöge des min–max–Prinzips gilt

(2.20) inf σ(∆) = inf
0,=f∈D(∆)

∫
| gradf |2dM3

Γ∫
|f |2dM3

Γ

,

und wir betrachten die Funktion

Hε :=
√

2
4
√

'4(r2 + 1)2 + ε4
, ε > 0,

die eine Modifikation der Spur H der zweiten Fundamentalform darstellt; sie wird es uns
gestatten, Abschätzungen für σess(∆) zu erzeugen.

Satz 2.7. Sei Γ eine geschlossene Kurve in C und ∆ der Abschluß des skalaren Laplace–
Operators auf (M3

AΓ, ht), A ∈ U(2). Dann gilt für beliebiges δ > 0

inf σess(∆) < δ.

Beweis. Nach Korollar 1.3, ist Hα L2–integrabel über M3
Γ für α > 3/2. Man berechnet

Y1(Hαε ) =
1√
h22

∂

∂ '

(
2√

'2(r2 + 1)2 + ε4

)α/2

= − 1√
h22

α'3(r2 + 1)2

'4(r2 + 1)2 + ε4
Hαε ,

und erhält somit, da die Ableitungen Y2(Hαε ) und Y3(Hαε ) null sind, für die Länge des
Gradienten von Hαε

| gradHαε |2 = Y 2
1 (Hαε ) =

α2'4(r2 + 1)2

2('4(r2 + 1)2 + ε4)2
√

'4(r2 + 1)2 + t4 H2α
ε .

Für α = 2, und unter der Annahme, daß t ≤ ε, impliziert die Monotonie des Integrals

∫
H4
εdM3

Γ = 8
√

8π
∞∫

0

L∫

0

'3(r2 + 1)
('4(r2 + 1)2 + ε4) 4

√
'4(r2 + 1)2 + t4

ds ∧ d'

≥ 8
√

8π
∞∫

0

L∫

0

'3(r2 + 1)
('4(r2 + 1)2 + ε4)5/4

ds ∧ d'

= 8
√

8π
L∫

0

[
− 1

(1 + r2)('4(r2 + 1)2 + ε4)1/4

]∞

0

ds =
8
√

8π
ε

L∫

0

1
r2 + 1

ds.

Auf ähnliche Weise berechnet man, abermals für t ≤ ε,

∫
| gradH2

ε |2dM3
Γ = 16

√
8π

∞∫

0

L∫

0

'7(r2 + 1)3

('4(r2 + 1)2 + ε4)3
4
√

'4(r2 + 1)2 + t4 ds ∧ d'

≤ 16
√

8π
∞∫

0

L∫

0

'7(r2 + 1)3

('4(r2 + 1)2 + ε4)11/4
ds ∧ d'

= 16
√

8π
L∫

0

([
− 7'4(r2 + 1)2 + 4ε4

21('4(r2 + 1)2 + ε4)7/4(r2 + 1)

]∞

0

)
ds =

64
√

8π
21ε3

L∫

0

1
(r2 + 1)

ds,
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woraus folgt, daß H2
ε ∈ D(∆). Zusammenfassend erhalten wir
∫
| gradH2

ε |2dM3
Γ∫

H4
εdM3

Γ

≤ 8
21ε2

for all 0 < t < ε,

und die Behauptung folgt mittels Gleichung (2.20), da nach Korollar 2.1 Null kein L2–
Eigenwert von ∆ und demnach von ∆ sein kann.

Korollar 2.3. Seien t > 0 und A ∈ U(2) beliebig. Für jede beliebige geschlossene Kurve
Γ in C hat (M3

AΓ, ht) subexponentielles Wachstum.

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz der Sätze 2.6 und 2.7.
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