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Einleitung

In den (Natur-) Wissenschaften lassen sich viele beobachtete Effekte durch Differentialgleichungen
unterschiedlicher Art beschreiben. Ein aktuelles Beispiel ist der Komet Hale-Bopp, da man sich hier
tatsichlich tir unterschiedliche Aspekte interessiert.

COMET HALE-BOPP 1995 01 1 APRIL 1997

GREEN-abave ecliptic

BLUE-helow ecliptic
VIEW-from 10 degress above ecliptic

towards longitude 125

—Jupiter

DALE IRELAND direland@olymplc.net

Zur Bestimmung seiner Bewegung durch das Sonnensystem reicht es aus, ihn alsrmigé&tMasse
im Schwerefeld von Sonne, Planeten usw. zu betrachten. Die Bahn (englgkeit von der Zeit) wird
dann durch ein System von gefuilichen Differentialgleichungen beschrieben, wie sie im ersten Teil

der Vorlesung behandelt werden.

Die sichtbare Gestalt des Kometen am Himmel kommt dagegen durch die Einwirkung der Sonnenstrah-
lung und des Sonnenwinds zustande. Der Schweif bildet sich aus verdampfter Kometenmaterie, seine
Form wird durch die Stung im Sonnenwind bestimmt. Die Modellierung der Materiedichte im drei-
dimensionalen Raum erfordert partielle Differentialgleichungen. Einfaelie §6lcher Dgln werden im
zweiten Teil der Vorlesung besprochen.



Einige durch Differentialgleichungen beschriebene Problemstellungen

Einfache Modelle physik., biolog., chem.,.. Prozesse; z.B.,
a) Massenbewegung unter Gravitation.
Vereinfachende Annahmen: Vakuum, Massen starr, pankifj, konzentriert,...

t
al) Wurf auf Erde: Flugbahna(t) = (xgt;
Y

0
> =—-m ( > Explizite Losung Wurfparabel
g

> , Newtonsches Gesetz:

"
mu(t) =m (x”(t)
y"(t)
' Anfangswertproblem': Start-Ort &-Geschwindigkeit gegebend; Losung!
'Randwertproblem': Start-& Zielpunkt gegebemsuing?
a2) Astronomie (Raumflugy-Korper-Problem): nicht explizioiSbar, numerische
Verfahren erforderlich (hoher Genauigkeit)
b) Wachsende Population indkirmedium(Bakterien, Protozoen,..)
bl) Kleiner Belalter, gute Durchmischung:
Populationp(t) zur Zeitt wachst nach Gesetz
® = ap— pp* = a(l - Zp)p.
Dabei:« = Vermehrungsrate3p? = Wettbewerb. losung: logistische Kurve

Gewohnliche
Dgln

a b

-~ oz

b2) Rohrbrmiger Belalter,p abhéngig vonz undt: |
Wanderung (Diffusion) im Rohr prop. zu.,., fur p(¢, ) gilt
2
P = ap - Bp® +v25
Zusatzinformation: Startpopulatiop(0, z), Rohrende: p,(t,a) = p.(t,b) = 0,
d.h., Anfangswerte bzgt, Randwerte bzglz.

<K <LKL >>>>

Partielle Dgln 2.0rdnung, Einteilung nach Typen (hier in Orts-Gebiet R?)
a) Parabolische Dgln: Ausgleichsvargieu(t, =, y), z.B., Warmeleitungs-Gl.
up = Uy + Uyy).
Sinnvolle Aufgabe: Anfangswerte in= 0, Randwerte audD
b) Elliptische Dgln: Gleichgewichtszwstdeu(x,y), z.B., Potentialgleichung
Ugg + Uyy = 0.
Sinnvolle Aufgabe: Randwerte agiD
c¢) Hyperbolische Dgin: Schwingungen/Wellefy, z, y), z.B., Wellen-Gl.
Uy = O(Ugg + Uyy).
Sinnvolle Aufgabe: Anfangswerte u, in ¢ = 0, Randwerte au D

Parti-
elle
Dgin
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1 Gewbdhnliche Differentialgleichungen

1.1 Theoretische Grundlagen

Im allgemeinsten Fall treten gelriliche Differentialgleichungen als Systeme von nichtlinearen Glei-
chungen auf, in denen verschiedene Ableitungen einer Vektor-FunktidR. — R”™ miteinander ver-
knlipft werden. Meist betrachtet man aber zur Standardisierung explizite Gleichungen der Form

_du
- dx

()

= f(z,u(z)), kurz o = f(z,u), (1.1.2)

wobei f : R x R™ — R™ eine gegebene stetige Funktion ist. Algslung einer solchen Differential-
gleichung (Dgl) ist eine stetig differenzierbare Vektorfunktion [a,b] — R™, also eine Raumkurve
gesucht, diedi jedenz-Wert auga, b] im Punktu(x) den Ableitungswerf (z, (z)) annimmt, sich also
in das durchf (z,y), = € [a,b],y € R", gegebendichtungsfelcinpaldt.

Die austihrliche Bezeichnunguf'(1.1.]) ist System von Dgln erster Ordnungda nur die erste Ab-
leitung v’ der gesuchten Funktion auftaucht. Allerdings kann jederbgér Ordnung,

A (@) = g(x, 2(2), ' (2), ..., 20" (2)
fur eine Funktiorz : R — R (zur Vereinfachung) durch Eiafirung von Hilfsfunktionen
u(z) == z(z), uz(x) :=2'(2), ..., um(z) = z(mfl)(x),

in die Standardformi(.1.1) mit » = m Komponenten gebracht werden, denn dann ist

!
Uy U2
!
u = , =
Up—1 Um
u g(z,u Um)
m sy Wlyeeey Um

Aus diesem Grund werden im folgenden meist Systeme erster Ordnung behandelt, und nur in wenigen
Fallen der laufig auftretende Fall von Dgin zweiter Ordnung.

Die Dgl (1.1.1) definiert unter geeigneten Voraussetzungen durch jeden Punkt€ R x R"™ eine
eigene losungskurve. Zur Festlegung einer eindeutigesung sind weitere Bedingungen erforderlich.
Dazu werden zwei Standaedié behandelt. BeimnfangswertproblenfAWP) wird der Funktionswert
an einer Stelle;; € [a, b] vollstandig vorgeschrieben (im folgenden oBaA = a)

u(a) = up € R™. 1.1.2)

Fur die Losung interessiert man sich dann in einem (evtl. unbeséiten) Intervalla, b]. Fur dieses
Problem gibt es recht allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Sowohl aus theoretischer als
auch praktischer Sicht schwieriger ist d@andwertproblem{RWP), wo man losungen sucht,uf die
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eine bestimmte Beziehung der Funktionswerte am Anfangs- und Endpunkt eines endlichen Intervalls
[a, b] gefordert wird, etwa in Form eines atglichen (evtl. nichtlinearen) Gleichungssystems
r(u(a),u(d)) =0, r:R"xR"—=R". (1.1.3)
Es folgen einige grundlegende theoretische Aussagen zu den genannten Problemen.
Fur das Anfangswertproblem (1.1),(1.1.2) gibt es eine sehr einfache und allgemeine Existenzaussage

im Satz von Picard-LindeF. Er beruht auf dertybergang von der Dgl durch Integration agquivalenten
Integralgleichung

w(z) = uo + / " u(t)) dt, (1.1.4)

der auch @it die Konstruktion numerischer Verfahren grundlegend ist.

Satz 1.1.1Die Funktionf sei auf dem Streifef := {(z,y) : = € [a,b],y € R"} Uber dem endlichen
Intervall [a, b] definiert und stetig. Auf3erdem gelte dort die Lipschitzbedingung
||f(3c,u) —f(ZE,U)H SLHU_UH Vo € [a’ab]auav ERna (115)

in einerR"-Norm||-|| mit einer Lipschitzkonstantef > 0. Dann existiert zu jedem, € R™ genau eine
Losungu € (C'[a, b])™ des Anfangswertproblems.(.1),(1.1.9. Diese losung kngt Lipschitz-stetig
vom Anfangswert ab. iFf zwei Losungenu, v € (C''[a, b]))™ mit

U,:f(ib,u), U,:f(ZE,U),

u(wo) = uo, v(zo) = vo,

gilt dabei die Schranke

lu(z) —v(z)|| < M7= lug —vol|  Va € [a, b]. (1.1.6)

Beweisa) Bei (1.1.4 handelt es sich um ein Fixpunktproblam= T« mit der Abbildung

T { (Cla, b))™ — (Cla,b])", mit (Tv)(z) := ug + /axf(t,v(t)) dt.

v = T,
Firy € (Cla,b])" wird die gewichtete Norm
Iyl = max{|ly(z)lle "' : z € [a,b]}
eingefihrt, mit der(C/a,b])™ ein Banachraum wird. Aus Voraussetzurigl(9 laf3t sich direkt die
Kontraktivitat vonT' ableiten, denndi beliebigeu, v € (Cla, b])™ gilt
[Tu=Toll = max e ool [ (12, u(t) = (e 0(e) )]

z€[a,b)

< max etel I tut) — £ o) dt

z€[a,b]

IN

L max e~ Mol [ climal = Lli=aly 4y — (1) dt
z€a,b] a

IN

x
I max e*L\H\/ M=l gt u — ol
xe[a,b] a

< (1-e ") ju— ol
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Da der Vorfaktor kleiner als eins ist, igt eine Kontraktion und nach dem Banachschen Fixpunktsatz
existiert ein eindeutiger Fixpunkt = T'u € (Cla, b])™. Mit w ist auch die Funktiorf (z, u(z)) = u/(z)
stetig.

b) Aus der Differenz der beidenifu undv geltenden Gleichunger. (1.4 folgt wie eben

[u(z) = v(@)]

Juo =0+ [ (#(tu(®) = £(t,0(e) ]

T
< o = voll + L [ utt) ~ v(e) | dt
a
Fir die skalare Funktiod(z) := |u(z) — v(z)| gilt also die Ungleichungi(z) < |lug — voll +
L [7 6(t) dt. Mit dem folgenden Gronwall-Lemma ergibt sich daraus die Schrahkeq. ]

Im Beweis wurde die folgende Aussage benutzt.

Lemma 1.1.2 (Gronwall-Lemma) Die Funktiond € C|a, b] erfulle die Ungleichung
5(z) < a+ L/ S(t)ydt Vz € [a,b],
a
mit o, L > 0. Dann folgt

§(z) < ae™= vz e a,b].

BeweisEs seie > 0. Fur die Funktiony(z) := (a + €)X~ gilt y(z) = a + ¢ + L [T y(t) dt.
Offensichtlich istd(a) < y(a). Sei nuna < z; < b die erste Stelle mif(z;) = y(z1), insbesondere
gelte alsoj(z) < vy(z) Va < z < z;. Dann folgt inz; mit

5(:1;1)§a+L/ 15(t)dt<a+6+L/ () dt = ()

aber ein Widerspruch. Daher giltz) < (o + ¢)e™(#=%) fir jedess > 0. |

Besonders einfach ist das Studium von linearen Differentialgleichungen,
u'(z) = A(@)u(z) + g(x), mit f(z,y) = A(z)y + g(z), (1.17)

einer MatrixfunktionA(z) € R™*™ und einer Vektorfunktiog(z) € R™, da hier explizite bsungsdarstellungen
gelten. Mit Hilfe eines Fundamentalsystems der gL (7, d.h. einer regaien MatrixfunktionW (z) €
R™ " die die Dgl

W' (z) = A(x)W ()

erflllt, lalt sich die lbsung des Anfangswertproblenis 1.7, (1.1.2 explizit angeben durch
u(x) = W ()W (a) “uo +W(z)/ W) lg(t) dt.

Da mit W (z) auchW (z)M (M regukr) ein Fundamentalsystem ist, vereinfacht sich diese Darstellung
bei Ubergang zum ausgezeichneten Systéfn) := W (z)W (a) ' mit Y (a) = I.
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Satz 1.1.3Die Losung des linearen Anfangswertproblerfisl(7),(1.1.2 mit einer beschinkten, steti-
gen MatrixfunktionA(x) ist

w(z) = Y (@)uo + Y (x) / "y ) lg(t) dt, (1.1.8)

wobeiY (z) das Fundamentalsystem ist it = AY, Y (a) = I,.

Bei konstanter Matrix4 kann man das Fundamentalsystem explizit konstruieréber den Ansatz
u(z) = My laRkt sich die homogene Dgl auf das Eigenwertprokldm AI)y = 0 zuntickfiihren. Bei ei-
ner diagonalisierbaren Matrix mit Eigen-Wert-/-Vektor-Paare(;, y;) folgt u(z) = >°7_, O[je)\jxyj.
Aquivalent dazu ist analog zum skalaren Falk 1) die Darstellung

o0

_ (x—a)A . _ (x_a')k k

Dies vereinfacht die @Sungsformel1.1.9 im Spezialfall weiter zu
u(z) = e~V 4y, +/ @04 (¢) dt.

Diese expliziten Formeln haben folgende Beziehung zu §4at4. Die Lipschitzbedingungl(1.5 gilt
bei (1.1.7) mit L = max, ||A(z)||, aus der it die Differenz von loSungen folgt

lu(z) = (@)l = Y (@) (uo —vo) || < "= Jug — o],

also |Y (z)|| < e"l*=al. Im Fall konstanter Koeffizienten reduziert sich dies auf die Ungleichung
et < etll4ll ¢ > 0, die sich auch direkt aus der Reihendarstellung ergibt.

Mit Hilfe der expliziten Losungsdarstellungen soll kurz die Situation bei linedRandwertproble-
mendiskutiert werden. Gesucht ist einedLing von

W' (z) = A(z)u(z) + g(z), = € (a,b), Rou(a) + Riu(b) = d, (1.1.9)
mit festenn x n-Matrizen Ry, Ry undd € R"™. Dabei ist rangRy, R1) = n vorauszusetzen. Im
Gegensatz zum Anfangswertprobleronkién hier alle bsbarkeitsdlle auftreten. Die bsungu wird
durch die explizite Formell(1.8 mit einem unbekannten Startvekipie R" dargestellt,
xT
u(@) = Y (@l + (@), @)= [ Y@ g
a
Einsetzen in die Randbedingunghtt auf das lineare Gleichungssystem
(RoY (@) + RyY (b)) = d — Ry(b) (1.1.10)
fur die Unbekanntg. Nach den Ergebnissen der Linearen Algebra treten dabei folgeaiideakt:

regulir: es existiert eine eindeutig®4$Ling
Wenn RyY (a) + R, Y (b) singutir: { es gibt keine bsung

es gibt unendlich viele &Sungen

Bei Randwertproblemen kann es also keine zum $4ltzl vergleichbare allgemeine Existenz- oder
Eindeutigkeitsaussage geben.
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1.2 Einschrittverfahren fur Anfangswertprobleme
1.2.1 Herleitung

Die Losung der Dgl.’ = f(z,u) ist diejenige Kurve(z, u(z)), die dem Richtungsfeldz, y, f(z,y))

folgt. Ein elementares Approximationsverfahren beruht darauf, da® man vom Stargweri(x,) 'ein

Stlick weit' in Richtung der Ableitung'(z¢) = f(zo,uo) geht und dann dort dieses Verfahren wie-
derholt (Eulerscher Polygonzug, s.u.). Einen allgemeinen Zugang zu solchen schrittweise vorgehenden
numerischen Integrationsverfahren bekommt mber die FormelX.1.4. Dazu wird im Punktz eine
Schrittweiteh > 0 gewdhlt und die Dgl vor bis z 4 h integriert. Dies ergibt

%[u(ﬂh h/ F(tu(t)) dt = /fa:+hs u(z + hs)) ds. (1.2.1)

Zur Konstruktion numerischer Verfahren wird das Integral auf der rechten Seite approximiert, z.B., durch
eine geeignete Quadraturformel. In diesem Abschnitt werddreNingen der Form

/1 F(@ + hs,u(@ + hs)) ds = fa(@,u(@)) + Ta(@) - (1.2.2)
0 ———— N~
Naherung Fehler

betrachtet, in denen die Verfahrensfunktigin nur vom Wert(z, u(z)) abhangt. Im Verfahren selbst
wird der lokale Fehlefl}, vernachéissigt, die Differentialgleichundl (1.1 wird durch eineDifferenzen-
gleichungersetzt. Somit ergeben sictaNérungswerte a () anu(z) aus der Formel

%[UA(ZE +h) —ua(@)] := fr(Z,ua(Z))

nur an endlich vielen Stellen;, also auf einentGitter A.

Definition 1.2.1 Ein Einschrittverfahrerzur Losung des Anfangswertproblenis1(1), (1.1.2 besteht
aus der Wahl einer Verfahrensfunktigp(z, y) und eines Gitters

N—1
A: a=xp<x1<...<zxy=0b, hj :=xi11 — x;, H::mag(hi, |Al:=H
1=

Damit berechnet sich die@therungsbsunguna (z;) = yi, i = 0,..., N, auf dem Gitter rekursiv

Yoo == o _ (1.2.3)
Yir1 = Yi+hifn(ziyi), i=0,...,N—1

Die Bezeichnung Einschrittverfahren bezieht sich auf die Tatsache, daif) (ur Naherungswerte
Yi, Yi+1 aus einem Schritt; — ;. verknipft werden. Es folgen vier einfache Beispiele.

Verfahren 1, Euler-Cauchy-Polygonzug: Das Integral inZ.2 wird durch den Funktionswert am lin-
ken Rand ersetzt,

/01 F(Z + hs,u(E + hs)) ds = F(F,u(@) = fulZu(T)),
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Yy
das Verfahren lautet also
Yit1 = Yi + hif(zi,y5),
U
1=0,1,....
Klartext: “In z; geht man einen Schritt der T z1 To

Langeh; in Richtung des Richtungsfeldes'

Verfahren 2, von Runge: Integralapproximation durch die Rechteckregel,

! h h
/ f(z+ hs,u(z + hs))ds = f(z + §,u(:i + 5)).
0
Der unbekannte Werti(z + %) wird durch v
Verfahren 1 angatiert, Yi+1
h h _ ;
W@+ 3) =u@) + 5 f(@u@) =g | 7
die Verfahrensfunktion ist hier also | , ,
T T + % Tit1

Fule,y) 1= Fa+ iy + 2 1 @,9))

Verfahren 3, von Heun: Integralapproximation durch die Trapezregel,
/01 F(# 4 hs, (@ + hs)) ds = S[f(@,u@) + [+ hu(@ + )]
Wieder wirdu(Z + k) durch Verfahren 1 angahért. Jetzt ist
Fula,y) = 3 [Fe) + £l + oy + )]

Verfahren 4, klassisches Runge-Kutta-Verfahren: Integralapproximation durch eine modifizierte Simp-

sonregel,
fulz,y) H[k1 4 2ko + 2k3 + ky],  mit
ki = f(z,y) = ! (1)
ky = f(z+5y+ LK) =~/ (z+8)
ks = flz+ b y+ L) =/ (z + 1)
ky = f(z+h,y+ hks) ~u'(z + h)
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Beispiel 1.2.2Dgl v’ = u =: f(z,u), 2o = 0,up =1 = u(z) = e”.

Verfahren| Naherung lokal.Fehler
1 y1=y thy=1+h h?/2
2 yip=1+% y=1+h(1+L4) =1+h+1n2 h3/6
3 fi=1+h y1=1+%1+1+h)=1+h+ 3h? h3 /6
4 k1=1,k2=1+%,k3=1+%+h742,k4=1+h+h72+h73:>
yr =1+ h+ 3h° + gh® + 5" h® /120

Alle Verfahren erzeugen also den Anfang der Exponentialreihe unterschiedlich weit. Sie sind 8lpezialf”
einer allgemeinen Verfahrensklasse, Beinge-Kutta-VerfahrerDiese bestehen auws € N Stufen und
werden durch eine Tabelle von Koeffizienten definiert,

C1 ail A1m
clA _
b e lam - apn
‘ by, --- b,
wobei¢; = E;-”:l aij,+ = 1,...,m gilt. Die Verfahrensfunktion beim allgemeinen Runge-Kutta-
Verfahren ist damit .
fu(@,y) ==Y biki, mit (1.2.4)
i=1

m
ki::f(as—i—hcz-,y—i-hz:aijkj), izl,...,m.
j=1
Wenn die Koeffizientenmatrixl strikt untere Dreieckgestalt besitzt, also fi;; = 0Vj > 4, kdnnen
die Hilfsgrol3enk; der Reihe nach explizit aus diesen Gleichungen berechnet werden. Dann liegt ein
plizites Runge-Kutta-Verfahreror. Die Verfahren 1-4 gefién zu dieser Klasse, das klassische Runge-
Kutta-Verfahren 4 etwa hat die Tabelle

—_ N N= O

o= O O = O
W= O Ni= O
W= = O

o= O

Im allgemeinen Fall{a;; # 0,57 > 1) ist (1.2.4 ein implizites Runge-Kutta-Verfahren, da dann zur
Berechnung dek; i.a. nichtlineare Gleichungssysteme paéh sind. Solche Verfahren sind aufwendig,
konnen aber sehr gute Eigenschaften besitzen und werden dakarrspch einmal betrachtet.

Die Glite der Verfahrenstierungeny; hangt vor allem von den Schrittweitdn ab. Eine Konver-
genz dieser Wherungswerte bei den numerischen Verfahfie®.§ kann nur tir feiner werdende Gitter
erwartet werden in dem Sinm (z) — u(x), |A| — 0, (z fest). Der Nachweis dieser Tatsache erfolgt
nach einem sehr allgemeinen Prinzip zweistufig in der Form

| Konsistenz + Stabilit—> Konvergenz
Diese Begriffe werden im folgenden autert.
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1.2.2 Konsistenz

Konsistenz besagt, daf’ die Verfahrensfunktigrso gevahlt ist, dal? die exaktendsungen: der Diffe-
rentialgleichung auch die Differenzengleichurig2(3 naherungsweise erfiéen.

Definition 1.2.3 Das Verfahren 1.2.3 heif3tkonsistent wenn mit jeder bsungu der Dgl (1.1.1) bei
stetig differenzierbarer rechter Seifefur denlokalen Fehler

1
Th(@) = 3fu(e +b) = u@)] - fule,u(@), @€ la,b-h, (1.2.5)
gilt T, — 0 fur h — 0. Das Verfahren heif3t konsistent r@itdnungp > 0, wenn
Th(z) = O(h?), h -0, z € [a,b), (1.2.6)

fur geriigend oft differenzierbare rechte Seitén

Beispiel 1.2.4Verfahren 2,f, = f(x + %, Y+ %f(x, y)). Die Taylorentwicklung einer @Sungu in x ist

1 ! h n
E[u(:): +h) —u(z)] =u'(z) + P (z) + O(h?).

Fur f € C? erhdlt man die Ableitungen derdsung aus der Dgly’ = f(z,u), v" = f, + fyu' =
[z + fyf. Daher stimmt die Taylorentwicklung vofs, (nachh),

h

Flot But B = f )+ 2 (et fyl) + O0)

mit der obigen in den ersten beiden Gliedabefein, das Verfahren hat also Konsistenzordnugg?2.

Konsistenznachweise sind zwar elementar duttctifar, aber sehr arbeitsaufwendig, Standardme-
thode ist dabei die im Beispiel angewendete Taylorentwicklung. Umgekehngh durch Vergleich der
Taylorentwicklungen vom, und f, in (1.2.4) die erforderlichen Bedingungen an die Koeffizienten her-
geleitet und damit geeignete Verfahren konstruiert werdem.ef dreistufiges Verfahren mit Ordnung
drei sind, z.B., folgend®rdnungsbedingungezu eriillen:

by +ba+b3 =
bacy + b3cz =

1.2.7
bQC% + bgcg = ( )

D Wl =

bsazacy =

Dabei entsprechen die ersten drei Bedingungen denen an die QuadraturformaltasiteB&nc; und
Gewichtenb; (Parabeln werden exakt integriert). Da das Verfahren 6 freie Parameter besitzt, gibt es also
eine zweiparametrige Schar von dreistufigen Verfahren mit Ordnung drei. Analoges gilt bei 4-stufigen
Verfahren (8 Bedingungemuf’10 Parameter). Keines dieser Verfahren hat aber @here"Ordnung als

drei bzw. vier. Die Zahl der Ordnungsbedingungeachst zu bheren Ordnungen stark an, sodal3 dann
(im Unterschied zu den Quadraturformehn) > p Stufen fir Ordnungp erforderlich werden. Die mit
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einer bestimmten Stufenzahi erreichbare Ordnungist in der folgenden Tabelle aufgetit:

m:\1234567891011..17
p=|1 23 4 456 6 7 7 8 . 10

Die vorher behandelten Verfahren 1-4 besitzen jeweils diehstén erreichbaren Ordnungen. Die
hochste bisher durch explizite Konstruktion erreichte Ordnung ist 10 mit m = 17 Stufen. Spier

werden zwar Einschrittverfahren beliebig hoher Ordnung auftreten, doch werden bei diesen noch sehr
viel h6here Stufenzahlen benutzt.

Um die Konvergenz eines Verfahrens bzw. der durch es berechneteariNigen nachzuweisen,
reicht die Konsistenz i.a. nicht aus. Das Verfahren mul3 eine weitere zentrale Eigenschiafi.erf”

1.2.3 Stabilitat

Stabilitit bedeutet im allgemeinen, dal3 kleiner@tigen eines Verfahrens die berechnetemétiingen
nur wenig (Lipschitz-stetig) veafschen. Beim diskreten Anfangswertproblet2(3 bietet sich wegen
der einfachen Struktur aber eine speziellere Formulierung an.

Definition 1.2.5 Ein Einschrittverfahren.2.3 heif3t stabil, wenn Konstantef) r, H, existieren so, dald
fur je zwei gedirte Losungen{y; }, {z; } mit

Ll — ol — o (o) =
ialvis — il = Jui (i) m}z’:O,l,...,N—l, (1.2.8)
wlzi — 2] = fuzizm) = G
gilt
N N-—1
miax ly; = zill < S (llyo — zoll + max lmi — Gl (1.2.9)

fur alle Gitter A mit |A| < Hy und solangé|yy — zo|| <, ||ni — G| <7, i=0,...,N — 1.

Im Gegensatz zu den agi behandelten Mehrschrittverfahren gilt die StadtiNdn Einschrittverfahren

unter einfachen Voraussetzungen. In dieser Beziehung und auch in Bezug auf die verwendeten Beweis-
techniken liegen stark&hnlichkeiten zu den Aussagen aiis1 vor. Umgekehrt kanabrigens auch der
Existenzsatzl.1.1mit Hilfe des Euler-Cauchy-Verfahrens bewiesen werden. Als Beweishilfsmittel im
folgenden Stabilatssatz wird das diskrete Analogon zum Gronwall-Lemmatigin ™

Lemma 1.2.6 Fur Werted; € R, gelte mita, £, h; > 0 rekursiv
div1 < (L+hil)é; + hjo, i=0,...,N—1.
Dann folgt (mitz; := z9 + ho + ... + h;_1) die explizite Schranke

§; < el@i—wo) (50 + (x; — :1:0)04), 1=0,...,N.
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BeweisDa 1 + ¢h; < e’ ist undd, die Behauptung eullt, folgt induktiv

IN

61’—1—1 6”%(51' + hiCM < 6£hi (ez(xiixo)[(so + (.%‘Z — .%‘())CM]) + hioz

< ef(xi+1*$0) [50 + (5171 — gjo)a + h,iOé]. |

Als wesentliche Voraussetzung wird beim Stahtktieweis von Einschrittverfahren wieder eine Lip-
schitzbedingung bentigt.

Satz 1.2.7 (Stabiliitssatz) Die das Einschrittverfahrenl(2.3 definierende Funktior;, erflulle in dem
in Satz1.1.1definierten Streifef® und fir 0 < h < Hy < b — a eine Lipschitzbedingung

Ifn(@,y) = fulz.2)|| < lly— 2l Vo € [a,b].y, 2 € R™. (1.2.10)
Dann ist das Verfahren stabil, es gilt.2.9 mit der (vonA unablingigen) Konstante = e(b—®)* max{1, b—

a} sowier = oo.

BeweisDie Subtraktion der beiden Gleichungen in4.8 ergibt
Yir1 — Zie1 = Yi — Zi + Wil fn, (i, 93) — fri (i, 23)] + hilmi — G
Mit der Lipschitzbedingung folgt daraus die Ungleichungskette
[yirr = zivall < llyi = zill + hillly — zill + hillni = Gll = (1 + hib)llyi — zill + hillni — Gll-

F'ur die Differenzen; := ||y; — z;|| entspricht dies den Voraussetzungen von Lemim@a6 mit o =
max; ||[n; — ¢;|| und liefert mit(z; — 20)e/(*i=20) < (b — a)e!(=%) die Behauptung. m

Die im Satz beantigte Lipschitzbedingung der Verfahrensfunktgnfolgt bei expliziten Runge-Kutta-
Verfahren aus derjenigen vgh Beim Euler-Cauchy-Verfahren ist dies trivialerweise der Fall, elementar
ist auch

Beispiel 1.2.8Verfahren 2,f,(z,y) = f(y + %f(y)), die Abhangigkeit vonz ist unwesentlich. Aus der
Bedingung| f (y) — f(2)|| < Llly — |l folgt

1) = 5@ = Fw+ 57w — Fz+ 5]
< Lly+ 5 1) — =~ 2 f G < Llly — 2l + 2Ll — 1),

d.h. 1.2.1Q mit£ = L + L HyL>.

1.2.4 Konvergenz

Die doppelte Bezeichnung deraRérungen durcly; und ua (z;) wurde eingaihrt, um einerseits die
Schreibweise im Verfahren zu vereinfachen, andererseits aber auch die Konvergenzaussage klarer formu-
lieren zu lohnen. Konvergenz deratiérungsisungen kann natlich nur bei feiner werdendem Gitté,
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|A] — 0, also auchV — oo erwartet werden. Bezogen auf eirffestenPunktz im Integrationsintervall,
z.B.z = b, betrifft daher die Aussagen (Z) — u(z) (|/A| — 0) Naherungswertg mit wachsendem
Index auf verschiedenen Gittern.

Satz 1.2.9Ein konsistentes und stabiles Verfahren ist konvergent:

Das Einschrittverfahrenl(.2.3 sei konsistent mit der Ordnung> 0, d.h. es geltel(.2.6. Das Verfahren
sei aulRerdem stabil, etwa aufgrund der Lipschitzbedingung.X0 fur f;,. Dann konvergieren die
Naherungswerte{y; = ua(z;)} bei feiner werdendem Gitteh (|A| — 0) gegen die bBsungu des

AWPs (.1.7),(1.1.2. Die Konvergenzordnung ist mindestgng.h. es gibt eine Konstant& so, dal3

fur alle |A] < H gilt

tmae ua (2) — u(@)| = i lys — ()| < KIAP. (12.11)
xT 1=

BeweisNach Definition erdilen die Ndherungeny; die Beziehung

1
E(yzﬂ =) — fni(wisyi) = 0.

Fur die Gitterwertez; := u(xz;) der Losung der Dgl gilt nun die Konsistenzaussag.©

%(zm — %) = fni (@i, 21) = Ty, (1) = O(RY).

Diese Gleichungen entsprechen denen aus der Saadiléfinition, {.2.8, mitn; = 0 und¢; = Tj, (z;).
Wegeny, = ug undh? < |A[P folgt daher die Schranke.(2.1)). [

Der Beweis des Satzes ist ndich trivial, nach erfolgter Begriffsbildung, da einfach zwei Definitionen
zusammengefjt werden. Die eigentliche Arbeit liegt im Einzelnachweis von Konsistenz und Saabilit”

Bemerkung#ur stabile Verfahren gilKonvergenzordnung Konsistenzordnung

Von theoretischer Bedeutung ist die Konvergenzaussage des Satzes, da sie zeigt, dh8rdigsisung
ua genigend schnell konvergiert. Bei einer Halbierung der Schrittweiten im Gitter kann, z.B., eine Ver-
kleinerung des Fehlers um den Fak®or erwartet werden. Dies legt die Verwendung von Verfahren
moglichst hoher Ordnung nahe. Allerdingartut die Fehlerkonstant& in (1.2.11 von immer loheren
Ableitungenu(”) ab und begrenzt dadurch die verwendbare Ordnung. Diese Kongtaistenicht ex-
plizit bekannt und in der Praxis kaum berechenbar, daher kann aus der Fehlerschranke keine Angabe
Uber die tatachliche GolRe des Fehlersa bei gegebenem Gitter abgeleitet werden. Genausowafdig |
sich damit ein Gitter konstruieren, auf dem ein geforderter Fehlegliofist effizient) eingehalten wird.
Diese praktisch wichtige Frage wird jetzt behandelt.

1.2.5 Schrittweitensteuerung

In vielen realen Problemen kann die Gestalt desulrigen in unterschiedlichen Bereichen des Integra-
tionsintervalls[a, b] sehr unterschiedlich ausfallen (Beispiel Satellitenbahn: stark/schwachngesitr”
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nahe/entfernt von Himmelskpern). Ein Verfahren kann hier nur dann effizient (und auch mit akzep-
tablen Rundungsfehlern, s.u.) arbeiten, wenn sich die Schrittweiten an diesen Verlauf anpassen. Durch
eine Inspektion von LemmA&2.6sieht man, dal3 die Fehlerschranke2(1]) eigentlich aus

N—-1
max [ua(z) —u(@)| < K Y- bl Thll, K =eC (1.2.12)
j=0

hervorgeht. Ein Gesamtfehler deraBenordnungb — ) K¢ kann daher durch die Forderung
!
|Th, (zi)|| <e Vi=0,...,N—1 (1.2.13)

erreicht werden, vgl. Numerik §5.4 (adaptive Integration). Da der exakte lokale Fefilgmicht
bekannt ist, arbeitet man mit einer &thiing fir diesen und nutzt das bekannte Verhaltgn= vh? mit
der Forderungl(.2.13 als Richtlinie zur lokalen, fortlaufenden Schrittweitensteuerung. Hat raamichi
nach einem mit Schrittweite ausgefihrten Integrationsschritt (eine Sathting fir) den aktuellen lokalen
FehlerT},, dann &Rt sich die eigentlichuf'(1.2.13 erforderliche Schrittweité schétzen nach

’ hye,, . 5
A p - _ - - .,
T, =0k = (7) Thze = h=hifz
Zur Scratzungdes lokalen Fehlersdkinen zwei Verfahren verschiedener Ordnung, etwa Ordpuumgl

p + 1, verwendet werden, ihre Verfahrensfunktionen sefgrund f,. Dazu berechnet man imten
Schritt zwei Niherungen

. — . . P
Yitd yi+ hfn(wi, yi) } mit Fehler{ O(h+)1 : (1.2.14)
Uir1 = i+ hfn(ziyi) O(hP*)

Ist v;(x) diejenige Losung der Dgl, die die Anfangsbedingundz;) = y; erfullt, dann gilt bezglich
dieser lLosung die Beziehung

T(a) = louCo +h) i — hfiles, )] = 7 oo+ B) = i
= %[Qz‘ﬂ —yir1] + O(WPY) = fu(wiyyi) — fulzi,ye) + O(WPFY). (1.2.15)

Dabher ist (fir genigend kleine Schrittweite) die Differeng, (z;,y;) — fx(z:,y;) eine Sclatzung des
lokalen Fehlers.

Die Unterschiede zwischen der Beweismethode zur Fatbdelatzung in Sat4.2.9und der hier ver-
wendeten zur Fehlersatzung lassen sich graphisch mit dessuingsfichern von Differentialgleichung
(1.1.1 und Differenzengleichungl(2.3 veranschaulichen. Die gestrichelten Fehlerbgirter beiden
Ansétze sind dabei vergleichbar, aber nicht identisch.
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Ty T1 T2 13 z Zo 21 T3 23 T

In Satz1.2.9 Losungséicher Differenzengl. In (1.2.19: Losungséicher Dgl

mit Cj = Thj (:Ej),j =0,1,..
Mit einer solchen Scitzung des lokalen Fehlers kann auf sehr einfache Weise eine Schrittweitensteue-
rung formuliert werden:

Algorithmus 1.2.10 Schrittweitensteuerung beim AWP:

r:=a; y:=ug; h="7 =7
wiederhole:

y0 :==y + hfn(z,y);

yl ==y + hfu(z,y);

q :=eh/[lyl — yOl|;

falls ¢ > 1 dann{Schritt akzeptierep

[z :=2z4 h;y:=y0;]

h:=hx* ¥4

falls x + h > bdannh := b — z;
bisz > b;

In der Praxis wird meist eine geringdig kleinere Schrittweité, := 0.9 x h * /g verwendet, da eine
Schrittwiederholung wesentlich teurer wird als ein etwas zu kleiner Schritt. AufRerdem ist es ratsam,
einen zu grofRen Wechsel bei den Schrittweiten durch Zusatzabfragen zu verhindeatzliusvird

meist auch mit der genauerendungyl weitergerechnety(:= y1 statt der unterstrichenen Anweisung

y := 1y0), da die lokale Fehlerseltvung nur zur Steuerung verwendet wird. Zur Wahl der erforderlichen
Toleranze fur denlokalenFehlerT};, um einen bestimmteglobalenFehler|jua — u|| einzuhalten kann
allerdings keine allgemeine Aussage gemacht werden, da die Kon#fant€l.2.19 i.a. unbekannt ist.

Zur Konstruktion von Verfahrenspaareh Z.19 gibt es zweubliche Zuginge unterschiedlicher Ef-
fizienz und Allgemeinheit:

a) Eingebettete Runge-Kutta-VerfahreAnalog zum Konstruktionsprinzip der Runge-Kutta-Verfahren
versucht man, die gamschte Mherungy; 1 mit méglichst wenig Funktionsauswertungen zu berech-
nen. Dazu sucht man nach zwei Verfahrér2(4 mit m bzw. m + 1 Stufen, bei denen das zweite die
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Funktionswerte;; des ersten mitverwendet,

m
yisr = yi+hiy bjkj, 1 0o --- 0 0
Jj=1 .
m+17 . . .
Y1 = yi+hi Y bikj, Cm+1 | G 0
j=1 by - by 0
g1 by - - by

ki = f(z+ hicj,yi + hi »_ajiki), 5 =1,..,m+ 1,
=1

Die lokale Fehlerscitzung zum-ten Schritt ist damit (und,,, 1 := 0)
1 m+1 _

E[giﬁ-l —yiy1] = Y (bj — b))k
7 ]:1

1%

Thi (xl)

Mit Hilfe der Ordnungsbedingungeri.@.7) wird kurz die Konstruktion eines eingebetteten Verfahrens
zu Verfahren 3 betrachtet. Hier singd = a9; = 1 vorgegeben. &' die restlichen Parameter bleiben die
Bedingungen

it bat by = 1, by 4 bes = o, by by = 5, By =
Flr c3 = % ergeben sich daraus die Koeffizienten in der folgenden rechten Tabelle. Die linkédt eimh”
(2,3)-Paar zu Verfahren 2.

(2,3)-Paar zu Verf. 2 (2,3)-Paar zu Verf. 3
0| O 0|0
15 0 11 0
1{-1 2 o LiL L g
1 1
0 1 0 5 3 0
12 1 11 2
6 3 6 6 6 3

Bekannt sind Runge-Kutta-Paare mit

Ordnungen| (1,2) (2,3) (34 @45 @5 . (7,8
Stufen 1,2 (2,3) (35 @4.6) (,6) .. (11,13

Bei den 3-stufigen Verfahren gibt es keine eingebetteten 4-stufigen Verfahren. Allerdings fand Fehl-
berg ein 5-stufiges Paar der Ordnung (3,4), bei dem der letzte Funktionsiwest csh, ...) als erster
Funktionswert im achsten Intervallf (z + h + c1h, ..), verwendet wird, das also beinahe diese Anfor-
derungen etllt. Auch zum klassischen Runge-Kutta-Verfahren gibt es kein eingebettetes mit 5 Stufen,
dauberhaupt keine 5-stufigen Verfahren mit Ordnung 5 existieren (s.0.). Somit werden sowieso 6 Stufen
notig und es ist giistiger, das Stufenpaar (5,6) zu verwenden. Sehr effiziente Verfahren (und Implemen-
tierungen) sind das (4,5)-Paar DOPRI5 bzw. (3,5,8)-Tripel DOP853 von Dormand und Prince.

In praktischen Anwendungen baigt manofters (z.B. Graphikausgabe) dieahErungy bzw. ua
tatsichlich als Funktion von. Zu diesem Zweck betrachtet matetige ErweiterungenDabei sind die
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Koeffizienten in (..2.4 Polynomeb;(t) mit b;(0) = 0, b;(1) = b;, und durch

m
ua (m; + thi) = yi + hi Y _ bj(t)k;,

7=1
wird eine stetige Funktion definiert. Rir das Verfahren 3 etwa ergibt sich mit
_ 1 2 _ 1 2
bi(t) =t 5t bga)__Qt

eine stetige Erweiterunga (z) der gleichnaBigen Konvergenzordnung 2. Im allgemeinen kann man
aber fir stetige Erweiterungen nicht die volle normale Ordnung der Endformel; (it erwarten. i
3-stufige Verfahren ist die gim Ordnung 2 erreichbar, zu DOPRI5 existiert eine Erweiterung mit gim
Ordnung 4.

b) Richardson-ExtrapolationBei vielen Verfahren, z.B. auch den Runge-Kutta-Verfahren, existiert f~
aquidistante GitteA = {z; = a + ih} eine asymptotische Entwicklung des Fehlers

un(z) —u(z) = hfg,(z) + O(WP*), h =0, (1.2.16)

vgl. Numerik I, §5.5. Durch Linearkombination von zweidkdérungen zu Schrittweiteta und h/2
kann der dominierende Fehleranteflg, eliminiert (= Richardson-Extrapolation) oder aber gesiezh”
werden, dadi eine zweite bSunguar, ZUA' = {z; = a + z% :4=0,...,2N}, gilt
upr(z) —u(z) = 27PhPg,(z) + O(WPT) =
(1—-2"P)hPg,(z) = wua(z) —ua(z)+ O(hPTh.
Daraus kann eine bessere Approximatiofn(z) := ua/(z) + 5 [uar(z) — ua(z)], € A, hoherer
Ordnung oder die Fehlersatzungen

a2 s = s ]
UA U—2p_1uA UAT|,  UAT’ U_QP_IUA uarl,
berechnet werden. Wie il (2.19 ergibt sich
1 1
1 1
-1 _—Q_pﬁ[uA' (zi +h) —ua(z; +h)] = —hp_lgp(xi + h). (1.2.17)

Diese Gol3e istim speziellen Fall von der Ordnu@gh?). Da man sich hier in1(.2.16 auf (Ndherungs-
)Losungen bezieht mita (z;) = vi(z;) = v, gilt gp(z;) = 0 und somit nach dem Mittelwertsatz
h?=tg,(z; +h) = O(hP). Daher ist {.2.17) eine Fehlerscitzung von der in Algorithmus.2.5verwen-

deten Gestalt. Im Vergleich zu eingebetteten Verfahren werden hier aber wesentlich mehr Zusatzfunkti-
onsauswertungen verwendet (bezogen auf die genawstnbiinr nach 2 Schritten mik/2 alsom /2

pro Schritt).

Beispiel 1.2.11Periodische Satellitenbahn um Erde und Mond: In der Ebene des rotierenden Erde-
Mond-System bewegt sich ein Satellit mit den Koordinaiét) € R? nach der Dgl

" +<0 2), uw—FE w— M
U =u U

-V — K )
-2 0 lu—El? " flu—M][?
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wobeip = 1/82.45,v = 1 — p die Massenvertnisse undf = (—u,0)T bzw. M = (v,0)7 die
Positionen von Erde und Mond sind. Es gibt eine periodische Bahn, die nahe an der Erdeikdrbeif”
und dort sehr kleine Schrittweiten erfordert. Ergebniscbeiy —4:

Anz.f-Werte  hmin  hmax | Endfehler

RuKuFe-2/3 35805 219-6 81p-2 219-5

RuKuFe-4/5 972 41p-4 69p-1 910-3

Schrittweitensteuerung hatte aamst nur das Ziel, die geforderte Genauigkeit dah&tng mit
moglichst wenig Aufwand zu erreichen. zitglich reduziert sie aber auch den Einflu3 WRendungs-
fehlern Bei Maschinenrechnung werden ih.2.3 gesbrte Ndherungeny; berechnet, die pro Schritt
anfallenden Rundungsfehley fuhren also zu einer veafSchten Rekursion

Uit1 = i + hifn; (xi, ;) +€ip1, i=0,...,N —1,

7o = up. Daher kommen bei praktischer Rechnung zum Diskretisierungsfehleru(x;) noch Run-
dungsfehler hinzu. Unter Voraussetzudg?(10 gilt daftr

NGiv1 —yirrll < NG — vill + hill fr: @iy Ti) — fri (@i ya) | + i
< A+ hiD) g — yill +éiv1,  Eiv1 = el

Analog zu Lemmad..2.6ergibt sich mityy = vy, die Absclatzung
N
5 — vill < Z ef@i—ei)g, < Z S = ellb—a), (1.2.18)
j=1 j=1
Bei einemaquidistanten Gitterufirt dies tir den Gesamtfehler auf die Schranke

|9i — w(z;)|| < S(b— a)% + KhP, ¢:=maxé;.

Gesamtfehler

Bei aquidistantem Gitter mul3 die (zactist unbekannte) Schritt-
weiteh nach der ungristigsten Stelle im Intervall geflt werden
und erzwingt daher evtl. eine sehr grof3e Zahlvon Schritten.
Da der Rundungsfehler nach.2.1§ im wesentlichen von dieser
SchrittezahlNV abhangt, lohnen

1/h

diese Fehler bei variablem Gitter reduziert werden, wenn man in glatten Passagen grol3e, und daher
insgesamt weniger, Schritte benutzt. &asich sei daran erinnert (vgl. Numerik §7.2), dal3 der
kleinstmoigliche Wert in der Schrankeif|7; — u(w;)|| von der GoReO(e?/(P+1) ist und mit wach-

sender Ordnung kleiner wird.



1 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 21

1.3 Mehrschrittverfahren
1.3.1 Adams-Verfahren

Bei Einschrittverfahren der Ordnumgsindm > p Stufen erforderlich und daher zur Approximation des
Integrals in (.2.1),

/01 f(zi—1 + ht,u(zi—1 + ht)) dt = %[u(mi_1 +h) —u(zi—1)]

beim Schrittz;_; — x; jeweils mindesteng Funktionswerté:; = f(z;_1 + hc;, u(z;—1 + hc;)) neu
zu berechnen. Eine evtl.ugstigere Alternative ist es, stattdessen schon bekannte;; vprgelegene
Funktionswertef (z;—;, vi—;) =: fi—;, j = 1,2,..,m, heranzuziehen.

Durch Integration des Interpolationspolynoms,_;(z) vom / fi—1
Gradm — 1 zu den Funktionswertef_1, ..., fi_m, das mit den // o
Lagrangepolynome#; () zu den Sttzstellenz; 1,..,z; ,,dar- |

gestellt werden kann (vgl. Numerik§3.2), ergibt sich i dieses
Integral die Approximation | Li—m Li—1 Lg

Sn(@ict s Yimms -5 Y1) =Y fi+j/0 Lj(xi—1 + ht) dt. (1.3.1)

j=—m

:;ﬁ_j

Diese Verfahrensfunktionamgt also vonn fruheren losungswertery ab. Speziell @if aquidistante
Punkte (d.hh; = h) erkélt man damit digvlethode von Adams-BashfoifhA-B):

i —vie1) = fa(@ict, Yicmy - Yio1)

m i1=m,m-+1,..,N. 1.3.2
o @ic 1 Yicmy - Yic1) = _Zlﬁjf(ﬁﬁi—j,yz’—j) ( )
]:

Dieses Verfahren ist ein explizites, linearesSchrittverfahren. Pro Schritfit hier tatsichlich nureine
neue Funktionsauswertung, {, an. Explizit heil3t das Verfahren wieder, fianicht vom unbekannten
Wert y; abhangt.

Der Konsistenzfehler entspricht dem Quadraturfehler bei der Funktien, das Verfahren hat daher
Ordnungp = m. Die Koeffizienten der ersten A-B-Verfahren ealthdie Tabelle.

m j=11 2 3 4 | Fehler
1 pBi=|1 Lhu”

2 283,=|3 -1 2h*u”
3 126; =23 —16 5 $h3u®
4 24B;=|55 —59 37 —9 | Blpty)

Bei der Approximation 1.3.1) werden nur Daten auf einer Seite des Integrationsinteryajls, , z;]
benutzt. Ohne Eidtiung der Zahin der Teilintervalle kann das A-B-Verfahren durch BekSichtigung
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des (noch unbekannten) Wertes im Endpunikterbessert werden, man interpoliert also in den Stellen
Zi_m,--, £; Mit einem Polynom vom achstlwheren Gradn. Dies flihrt auf dieMethode von Adams-
Moulton (A-M)

Fyi—yic1) = @ity Yiems o i)
m i —m,m+1,.,N. 133
(@i Yiomy - yi) = _Eoﬂjf(%'fjayifj) remmm (1.33)
]:

Hier liegt ein implizites, linearesyn-Schritt-Verfahren vor, dal(3.3 fur y; ein (nichtlineares) Glei-
chungssystem darstellt. Die Koeffizienten der ersten A-M-Verfahren lauten

m j=10 1 2 3| Fehler

0 u=|1 —L1h”
1 2u=|1 1 — LR
2 12u;=|5 8 -1 — s hiu®

3 24p;=1]9 19 -5 1 mh4 )
Die Konsistenz von beiden Verfahrensklassen folgt aus den Approximationseigenschaften der Interpola-
tionspolynome. Beide Verfahrenstypen werden in einem Satz behandelt. Dazu wird das A-B-Verfahren

als A-M-Verfahren mit Gewichg, = 0 interpretiert.

Satz 1.3.1Der lokale Fehler bei den Adams-Bashforth-Verfahr&ér8(, vo := 0, v; := 3;,1 < j <
m, bzw. den Adams-Moulton-Verfahreh .3, v; := p;,0 < j < m, ist gegeben durch

Th(zi—q1) := —[u(x;) —u(ziq) Z’y] (zi—j)

S

Er hat die Form

B hm D) (3,_1) + O(RmH) bei A-B
R _ 1.3.4
h(%i1) { eMpmtly(m2) (1) + O(h™+2)  bei A-M ( :

BeweisBeim A-B-Verfahren sep das Interpolationspolynom vom Grae-1 zu den Wertez; _;, v (z;—;)), j =
1,..,m. Dann folgt aus der Fehlerformel der Interpolation (Numerik I, 3.3.11) und durch Taylorentwick-
lung die Aussage

1
Th(wi 1) = /0 [/ (i1 + ht) — p(as 1 + )] dt

1 /1
= @/0 (i1 +ht —x1). (251 +ht—$i—m)u(m+1>(§(t))dt
i/lt(t+1)..(t+m—1)dt+0(hm+1).

0

MUERY (2i—1 )R -

v

B
m

Bei A-M betrachtet man das Polynom vom Gradzu (z;—;, v/ (zi—;)), j = 0, .., m. ]

Die Fehlerkoeffizienter,, sind in den obigen Tabellen angegeben. Das A-M-Verfahremirtufen
besitzt die gleiche Konvergenzordnuhtf+! wie das A-B-Verfahren mitr + 1 Stufen, hat aber kleinere
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Fehlerkoeffizienterjc| < |cB .|, m > 0. Daher ist das Adams-Moulton-Verfahren in der Regel
vorzuziehen. Die Aufisung der hier auftretenden nichtlinearen Gleichung,f'in (1.3.3 kann durch
Kombination mit dem A-B-Verfahren umgangen werden, indem mit A-Bazlist eine Approximation
y; fur den unbekannten Wert berechnet wird. Dies ergibtRtasdiktor-Korrektor-VerfahrenP-K)

Ui = Yi-1+h 3 Bif(®i-j,Yi-j)
= - i=mmtl,... (1.3.5)
yi = Yi1+hpof (i Gi) +h '21 1 f(Timjy Yiej)
]:

Hier werden pro Schritt zwei Funktionsaufrufe benutzt. Der lokale Fehler dieses Verfahreratliaks™
von der Ordnungh™*!. Denn nach Sata.3.1gilt fur Lipschitz-stetigesf mit @; := wu(x; 1) +

h325 Bif (ziej, u(zi—j)) hier
TSN = 1T + po(u! () — f (i, @) |
< N+ Lol Ellui) — @l = 1T |1 + ol LRIT; P |
W (e a2 (i) |+ o Lep | [[u™ Y (1) 1) + O (™).
Der Fehler bei Runge-Kutta-Verfahren besitzt keine so einfache Gestalt. Im allgemeinen ist e aber f*

ein Verfahren gleicher Ordnung kleiner als bei Mehrschrittverfahrem d&s Problem = u, u(0) = 1,
etwa ergeben sich bei den Verfahren vierter Ordnung nach einem Schritt

Verfahren:| Runge-Kutta| Adams-Bashf.| Adams-Moulton

. 115 25175 19 75
lok. Fehler: mh mh mh

Bei den Mehrschrittverfahren sindirf'gleiche Fehlerbedige also kleinere Schrittweiten erforderlich.
AuBerdem ist die Programmierung aufwendiger, wie die folgende Diskussion zeigt.

Fragen zum praktischen Einsatz:

e Anlaufrechnung: Die m-Schritt-Verfahren kinnen, wie aus1(3.2-(1.3.5 ersichtlich, erstmals
nach einer Anlaufphase vam Integrationsschritten eingesetzt werden. Daher sind Startwerte
Yo, - - - »Ym—1 ausreichender Genauigkeit auf andere Weise bereitzustellen, entweder mit Runge-
Kutta-Verfahren oder Mehrschrittverfahren niederer (wachsender) Ordnung und sehr kleinen Schritt-
weiten.

e SchrittweitenwechselDie Adams-Formeln(.3.2-(1.3.5 beziehen sich au&quidistante Punk-
te z;_,,, .., z; im konstanten Abstandél. Die Koeffizienteng;, u; ergaben sich dabei durch In-
tegration der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms, bei Adams-Bashforth also von
p(z) = 37 Lj(z) fi—; in der Form

m 1 m
n =2 Bifij= /0 Lj(wi-1 + ht) fi—j dt.
=1 :

j=1
Wird p dagegen als Newton-Polynom (Numerik3.3) dargestellt, gilt

m—1
P = 3 Woiflwicjrs i),
=0
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Ein Wechsel der Schrittweite — A ist in dieser Form jetzt einfach oglich durch Ersetzung der
Faktorenh/ — hJ. Die schon berechneten Differenzg¢h., z;_] werdenubernommen. In der
Praxis sind dabei za/liche VorsichtsmalRnahmen zu treffen.

e Schrittweiten-, Ordnungs-Steuerundda die A-B-Verfahren Ordnungn und die A-M-Verfahren
Ordnungm + 1 besitzen, sind die beiden Teile desa@ktor-Korrektor-Verfahrens1(3.5 als
Verfahrenspaar zur Satfung des lokalen Fehlers einsetzbar. Algorithmus 1.2atMie” damit
also auch hier direkt eingesetzt werden (vgl. letzte Anmerkung).ulizahinausdnt sich aber
auch noch die Ordnung des Verfahrens steuern, da es Adams-Methoden beliebiger Ordnung gibt.
Eine einfache Strategie hierferralt man aus der Regel:

Ist ein Schritt in[z;_1, z;] mit einem Verfahren der Ordnung akzeptiert worden, soathle fr
[x;, z;+1] dasjenige der drei Verfahren der Ordnungen-1, m, m+ 1, das die gbf3te Schrittweite
h gestattet.

Die erwéhnten Mal3nahmen eaglichen auch bei Mehrschrittverfahren eine selbststeuernden Einsatz.
Allerdings ist der damit verbundene Verwaltungsaufwand erhebbtiehéls bei Einschrittverfahren und
muf3 bei einem Vergleich becksichtigt werden (vglgl1.4).

1.3.2 Lineare Mehrschrittverfahren und Stabilitat

In den Verfahren1.3.21.3.3 werden zwar die Funktionswertg_; ausm zunickliegenden Punkten
benutzt (‘rechte Seite'), dieoklingswerte dagegen nur von zwei Stellgny; ;. Ohne Erlohung der

Schrittzahlm kann man daher eventuell eine Verbesserung durctulinfig zuatzlicher Parameter
erwarten. Dazu werden jetzt allgemeinere Verfahren der Form

m m
Zajyi_j :hZ,iji_j, t=mm-+1,..., (1.3.6)
=0 =0

betrachtet mit:; = a + jh, f; := f(z;,y;) undey = 1. Hir 5y = 0 ist dies ein explizites, andernfalls
ein implizites,linearesm-Schrittverfahren.

Eines der Ziele bei der Konstruktion von Verfahren ist eiraglichst hohe Ordnung des lokalen bzw.
Konsistenzfehlers

Tu(ri) = 3 Y agulrig) = 3 el (mi ). (1L3.7)
=0 =0

Zur Uberpuifung werden die Taylorentwicklungen in beiden Summen verglichen. Mit

u(z; — jh) = Zp: (_j?) u® (z;) + O(hPH)

o (z; — jh) = u* D (2;) + O(RP)
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in (1.3.7) ergibt sich

Th(wi1) = i[z hk 'y Zﬁy k' kH)}"'O(hp)
i=0 k=0
m p—1 k m -k+1
- (L) - z‘,:? e Y (o ) + 00
=0 k=0 =0

In dieser Entwicklung nach-Potenzen liest man die Ordnungsbedingungen direkt ab:

Satz 1.3.2Das Verfahren 1.3.6 besitzt Konsistenzordnunggenau dann, wenn seine Koeffizienten mit
ap = 1 das folgende lineare Gleichungssysteniikgh,

m
ZO(]'ZO,

g:o(kﬂaﬁy B) =0, k=0,...p—1

(1.3.8)

Es ist hier also wesentlich leichter Ordnungsbedingungen aufzustellen undrggdlbsungen zu be-
rechnen als bei den Einschrittverfahren. Ein naheliegendes Ziest @S, durch geeignete Wahl der
2m(+1) freien Parametet;, 8; eine noglichst hohe Ordnung zu erreichen.

Beispiel 1.3.3onstruktion eines explizitens, = 0) 2-Schrittverfahrens mit maximaler Ordnupg-= 3.

14+ o1+ o = 0
a1 +2a0 +B1+P = 0 (g, aq, ) = (1,4, =5)
s(ar +4a) +B1+26 = 0 (Bo, B1, B2) = (0,4,2)
Sl +8a) +B1+4B = 0
Das Verfahren lautet also A Yi
1| 0.8187
Yi +4yi—1 —5yi—o = h(4fi1 +2fi_9), i > 2. 2| 0.6701
3| 0.5497
Einfaches Zahlenbeispiel: Bei der Dgl= —u, u(0) = 1, mit exakten 4| 0.4438
Startwertenyy := 1, y; = e ", Berechnung der alierungeny; := 5| 0.3986
—4(1 4 h)y; 1 + (5 —2h)y; > Mith =0.2. 6| 0.1283
, . : . N - 7| 12177
Numerisches Ergebnis: Die Fehler in den Approximationen oszillieren 8| -5.0551
und wachsen ungelfir um einen Faktor 5 pro Schritt. 9 | 30.8262

Das Verfahren isinstabil, Storungen wachsen extrem an. Im Gegensatz zu den Einschrittverfahren
ist die Stabilititsforderung eine echte EinsahKung tir Mehrschrittverfahren!
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Es gibt sogar eine sogenanm@ednungsbarriergivon Dahlquist):
Ein stabilesn-Schritt-Verfahren besitzt eine (Konsistenz-)

m + 1, wennm ungerade

Ordnung p <
m + 2, wenn m gerade

Gegeniber den Adams-Verfahren kann die Ordnung alschistens um 1 edit werden, wenm, gerade
ist. Die zugebiigen Verfahren besitzen eine den Adams-Verfataieniche Struktur,

m
Yi—Yi-k =hY_ Bifiejy i>m, 1<k<m. (1.3.9)
i=0

Daher besclarikt sich der folgende Konvergenzsatz auf solche Verfahren undleathé zu den Ein-
schrittverfahrerahnliche Stabildtsaussage. Auf die Stabdisforderungen an allgemeine lineare Mehr-
schrittverfahren wird noch einmal kurz §i.4 eingegangen.

Satz 1.3.4Die rechte Seitg der Dgl erfille eine Lipschitzbedingund.(L.5 mit der Konstanterd.. Die
Schrittweite im Verfahren séi < hy := 1/(2L|Gy|) (:= oo fur Gy = 0). Fur die Startwerte gelte
llyi —u(z;)|| < @(h), i =0,..,m—1,und i die KonsistenzfehleT}, (z;—1)|| < 7(h), i =m,...,N.
Dann gilt die Fehlerschranke

ly: — w(as)l| < X mV(p(h) + 2(2; — 2m-1)7(R)], §=m,...,N, (1.3.10)

mitA\ = L § |Bi|/(1 — hL|By]) < 2L § |6;|. Fur geriigend oft differenzierbareg und 7(h) =
=0 j=0
O(h?), ¢(h) = O(hP) ist also insbesondere auchaxa [|[ua — ul| = O(hP), h — 0.

BeweisFur hL| 5| < 1istdie Gleichung1.3.9 nachy; eindeutig aufbsbar (Banachscher Fixpunktsatz).
Wieder durch Subtraktion der Gleichungen3 9 und (1.3.7),

m
vi— ik = hY_ Bif(zij,yizj)

J=0

u(x;) —u(wig) = h i Bi f (wij,u(wi—z)) + hTh(zi-1)
=0

folgt fur die Fehler; := y; — u(z;) die Beziehung

m
lei —eickll = Bl Bilf (@i gy vig) = fmijyulwig)] — hTh(zi)||
j=0
m
< WL |Bjllleisll + hr(R).
5=0
Mit ||le; — e;i &l > llesll — ||lei—« || erhélt man daraus die Schranke

(1= RL|Bo) leill < lleizrll + ALY |61 Iﬁf( llei—jll + h7(h).
7j=1
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Da auf der rechten Seite vieddtére Fehlerwerte auftreten, liegt es nahe deren Maximum
5] :rilga‘]ngl/H? ]:m_laaNa

zu betrachten. Nach Division durdh— hL|3y| und Beticksichtigung der Identt'1/(1 — hL|5y|) =
1+ hL|By|/(1 — hL|By|) ergibt sich so

h

il < (14 hX)§;— —_—
il < (L4 B+ g

T(h), i=m,.,N. (2.3.11)

Da nuné; = max{||e;||,d;—1} und die rechte Seite gBer alsy;_; ist, kann die linke Seite in1(3.17)
durché; ersetzt werden. Dann liegt aber die in Lemina 6behandelte Situation vor, die auf die Schran-
ke (1.3.10Q fuhrt. Als Startpunkt ist dabei allerdings, 1 zu nehmen. [

Die stabilen Verfahrendchster Ordnung. + 2 bei gerademn ergeben sich mit der Wakl=m in
(1.3.9 aus den abgeschlossenen Newton-Cotes-Quadraturformeln zum Intervall z;],

1 1 [%

31y = yiom] = S Bifioj = - f(z,u(z)) dz. (1.3.12)
j=0

Ti—m

Bei diesen Verfahren ist allerdings, im Gegensatz zu den Adams-Verfahren, dievathsende Stabi-
litatsschrankel(3.10 scharf, selbst dann, wenn im Problem nur exponentiell falleraibden auftre-
ten konnen (vgl.§1.4). Daher werden in der Praxis doch meist die Adams-Verfahren verwendet.

Aufgrund ihrer Symmetrie bzg%(azi,m + z;) besitzen Verfahren der Forrr.3.12 aber noch eine
weitere Eigenschaft, die von groR3er praktischer Bedeutung ist. Das einfachste, explizite Verfahren dieser
Form zu offenen Newton-Cotes-Formeln ergibt sich aus der Rechteckregel zum Irjitetvald], seine
Symmetrie ist erkennbar in der Form

Yi+1 — Yi—1 = th(xlayl)a i = 1a23 ..

Dieseexplizite Mittelpunktregehat nicht nur Ordnung 2, sondern besitzt sogar esyenptotische Ent-
wicklung nach Potenzen voh?. Daher lohnen mit Richardson-Extrapolation (vgl. Numerik§.5)
Naherungen beliebig hoher Ordnung berechnet werden. Das resultierende Gesamt-Verfahren ist vom
Typus her aber wieder ein Einschrittverfahren und wird daher in einem eigenen Abschnitt behandelt.

1.4 Extrapolationsverfahren

Die explizite Mittelpunktregel bestigt zur Durchtinrung noch einen &tierungswery;. Dieser kann
ohne Verlust der Gesamtordnung 2 mit dem Eulerverfahren (Verfahrer§L2ml) bestimmt werden.
Das betrachtete Verfahren ist daher

y1—% = hf(ro,90), Yo = uo,
Yi+1 —Yi-1 = th(xlayl)a 1=12,.... (141)
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Der erste Schrittuhirt eine Asymmetrie ein, die von der Mittelpunktregel als oszillierendeug ' wei-
tergegeben wird. Daher besitzt di@aiNrungsisungua eine ungewhnliche asymptotische Entwicklung
der Gestalt

ua () = ulw;) = D 0 gok () + (—1) gak ()] + O(h1+2), b — 0, (1.4.2)
k=1

mit vom Gitter unabhngigen Koeffizientenfunktionegyy,, gox. Insbesondere haben also Punkjemit
geradem und ungeradem Index verschiedene Entwicklungen wifehddaher nicht gleichzeitig zur
Extrapolation herangezogen werden.

Beispiel 1.4.1Beim Problemu’ = Au, u(0) = 1 lautet das Verfahrepy = 1, y1 = 1 + h\, yiy1 =
yi—1 + 2hAy;. Wie bei den linearen Dglrufirt der Ansatz); = ¢’ in der Differenzengleichung; . —
2hA\y; — y;—1 = 0 auf die quadratische Gleichung

V1I+h2A24+hX >0

29N —-1=0 = =hA+V1+h2)\2 = i
: : Si/2 ~(VI+RPAZ=h)\) <0

Die y; besitzen daher die Darstellung = le{ + C’fo%, wobei die KoeffizienterC, Cy aus den
Anfangsbedingungeny, = 1, y; = 1 + hA zu bestimmen sind. Um den Bezug auf das Gitter herzu-
stellen, wird der Gitterindex bej; = ua(jh) in der Formj = z/h geschrieben. So ergibt sich die
Naherungsisung explizit in der Form

2un(e) = (1+ ;) (VI+hN + hA)x/h

V1 + 222
h2)\2 a/h
4 (—1)%/h V1+h2X2 —h)\) .
(=D 1+h2>\2+\/1+h2>\2( )

Man sieht leicht, daR mit Ausnahme vé¢r1)*/" alle Ausdricke eine Talyorentwicklung nadhum
h = 0 besitzen. Daraus folgt hieuf'den Anfang der EntwicklundL(4.2

1 1 1
ua(z) = M + h2[—>\2(6>\x + P+ ZA%*M‘] +OhY, h = 0.
~~ S——
g2 Jo

Wenn die losung der Dgl dllt, A < 0, kann der oszillierendend wachsend&tirterm go die nu-
merische losung erheblich beeirdchtigen. Dieses Problerafit sich etwas durch einen ai®ichen
Glattungsschritt abschaehen. Bei diesem rechnet man imadungsschrit: — = + H mit einer Teil-
schrittweiteH, = H/N, Uber den Endpunkt + H hinaus und bildet den Mittelwert (" Tiefpal3'amhpft
alternierende Anteile)

1
in(z+ H) := Z(uA(x+H—H*)+2uA(x+H)—{—uA(x—i—H—i—H*)).

Zur Extrapolation sindui’ einen Schritw — = + H mehrere Mherungen:a; zu berechnen. Bei
der Mittelpunktregel wahlt man dazu eine wachsende Folge gerader Zalifer ... < NN, und bildet
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TeilschrittweitenH; := H/N; sowie Gitteerﬂ = xzo+iH; (i =0,...,N;). Dies ergibt da¥/erfahren
von Gragg-Bulirsch-Stoer

furj=0,...,q:
1 y([)J] = U, y%ﬂ =1y + ij(.%‘(), yo), Startwerte
furi=1,..,Nj: Mittelpunkt-
2 ol =y 2l 1 (2], 7)) -Regel (1.4.3)
3 Pjo = 5 1%171 + 29% + y]L\yf}]-+1)1 Glattung
furk=1,...,5: i:=j5—£k; Extrapo-
4 Py =P 1+ W(Piﬂ,kq —Pp1) -lation

Im Verfahren (..4.3 kann einfach die am langsamsten wachsende Ro\geé = {2,4, 6,8, 10, ..} ver-
wendet werden. Schritt 3 ist der eafrite Géittungsschritt.

In Schritt 4 wird die Richardson-Extrapolation ausget, die
dem Neville-Algorithmus (1.3.3.5) zur Polynominterpolation ent{ £o0  Fon  FPoz -+ P
spricht und der Reihe nach jeweils demhfénden Term der | 1o Pia

asymptotischen Entwicklund.(.2 eliminiert (Numerik 1,55.5). Py :

Im j-ten Lauf durch Schritt 3-4 wird dabei mit deraNérung S

P;, vom j-ten Gitter eine zuszliche Schagzeile unten an das Py

Extrapolations-Tableau angafjt.
Danach gilt die (lokale) Fehleraussage

1 ; ,
FlPos —ulwo + H)) = O(HY™), j<q. (1.4.4)

Dieses EndergebniB) ; getort zu einem Einschrittverfahren der Ordnutyg+ 2 fur den Schrittz —

x + H, da es nicht auf Werte vor der Steltezugreift. Damit wurde insbesondere folgende Existenz-
aussage zur Theorie der Einschrittverfahren geliefert, die sich durcihAbej der insgesamt i1 4.3
bervtigten Funktionsauswertungen ergibt.

Satz 1.4.2Fur jedesp € 2N gibt es ein Einschrittverfahren mit Ordnumgund %p2 + 1 Stufen.

Das Extrapolationsverfahren benutzt also mehr Funktionsauswertungen als§di ibesprochenen
Runge-Kutta-Verfahren. Aufgrund der einfachen und einheitlichen Konstruktion von Verfahren verschie-
dener Ordnung kann hier aber eine Schrittweitemd Ordnungssteuerung wie bei den Mehrschrittver-
fahren durchgeffirt werden. Insbesondere wird die aktuell verwendete Ordfying2(< 2q + 2) in

(1.4.4 in der Praxis nicht vorgegeben, sondern durch Inspektion des Taldigabestimmt.

Demo-Beispiel: Extrapolationsverfahren mit Ordnungs- und Schrittweitensteuerung (vgl. En8d)
beim AWPw' = f(z,u),u(—3) = ug auf[—3, 1] mit (a := 800,b = In(1 + a) — 3)

1
—2axy?, z <0 1 PR z<0
fz,y) = { az 2 mit u(z) = +ar 1 .
2[— +bzly®, >0 , 0
[ 1 + az? ly 14 1In(1 + az?) — bz? i
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Vergleich der Verfahren:

Einschritt Extrapolation Mehrschritt
Konsistenz-Ordnung aufwendig einfach < einfach
Stabilitat immer = immer Einschankung
Aufwand merkbar hoch gering
Fehlerschitzung moglich einfach einfach
Schrittweiter@ind. immer = immer aufwendig
Ordnungswechsel nein einfach mglich

Die praktischeErfahrung mit den drei behandelten Verfahrensklassen ergibt ein differenziertes Bild, kei-
nes kann als Universalverfahren bezeichnet werden. Zwar schneiden in Bezug auf die Gesamtanzahl der
zur Lésung bentigten Funktionsaufrufe voii die Padiktor-Korrektor-Verfahren amugpstigsten ab. Da

sie im adaptiven Einsatz beim Schrittweitenwechsel aber dendtén Verwaltungsaufwand haben, sind

sie tatgichlich nur selten schneller (in Bezug auf die Rechenzeiten) als Einschrittverfahrelichin

Fallen, wo die numerische Auswerturidz, y) sehr aufwendig ist. Im Vergleich der Einschrittverfahren,
Runge-Kutta und Extrapolation, zeigt sich ein Vorteil devgichen Ordnungssteuerung bei letzteren

erst {ir (extrem) hohe Genauigkeitsanforderungen. Das Runge-Kutta-Tripel DOP853 wirdrezst f~

treme Toleranzen< 10~ '2) von Extrapolationsverfahrembértroffen.

1.5 Steife Anfangswertprobleme

In der Praxis trifft man oft auf Differentialgleichungen, derarsufigen sehr unterschiedlicBeitskalen
besitzen, bei denen also sowohl sehr schnell, als auch sehr langsamleriche loSungen auftreten
konnen. Dies ist, z.B., bei chemischen Reaktionen der Fall. VoRBeger Bedeutung im Rahmen die-
ser Vorlesung ist aber die Tatsache, dal3 bestimmte Approximationsverfainngardbolische, partielle
Differentialgleichungen (Linienmethode, vgi3.4) auf gewhnliche Anfangswertprobleme dieser Art
mit groRen Dimensionen fuhren. Die Behandlung solcher Probleme ist ein sehr aktuelles Forschungs-
gebiet, daher érinen nur die wichtigsten Themen angerissen werden. Einefalishiere Darstellung
findet sich in den BEhern von Hairer/Wanner und Strehmel/Weiner. Zur Problematik:

Beispiel 1.5.1u(z) € R?,

—500 499 1
! — L e O = = . 151
' (x) = Lu(x) (499 _500> u(z),  u(0) = up (0> (L5.1)
Da die Eigenwerte der Koeffizientenmatiixdie Werteh; = —1 und Ay = —999 sind, lautet die exakte
Losung dieses Problems
C’le_“’ + 026/\27:
= 1.5.2
u(m) (Clem _ 026)\2x> ( )

mitCy = Cy = % Bis auf eine sehr kurze Startphase< = < 1/1000 verkélt sich die losung wie
die Funktion%(})e—‘”, trivialerweise gilt auchu(z) — 0, = — oco. Wird das Problem, z.B., mit dem
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(expliziten) Euler-Verfahren und konstanténibehandelt, ergibt sich die numerischesuing aus

Cl(l — h)l + 02(1 + h>\2)2>

ir1=U+hlL)y, = = . .
Yiy1 = (I +hL)y; Yi <Cl(1—h)l—(3’2(1+h>\2)’

Hier gilt nur fur |1 4+ k2| < 1 die Aussage; — 0 (i — o), d.h., wenn

2 1
h<—=—.
<X 500
Im anderen Fall w¢hsty; oszillierend stark an. Obwohl also (z.B)** < 1078 furz > 0.02 ist und
die Lésung {ir solche Argumente vollkommen glatt aussieht, auch durch einen Polygonzugferegn”
Schrittweiten gut approximiert werden kann, erzwingt das Vorhandensein des Eigekwiart8roblem

die Verwendung kleiner Schrittweitdrei diesem Verfahren

BeimimplizitenEuler-Verfahren wird das Integr%1 f(x; + th,u(z; + th)) dt in (1.2.1) durch den
Funktionswert ammrechtenRand ersetzt. Bei diesem Verfahren,

ki = f(zi+ hi,y; + hiky)

(1.5.3)
Yir1 = Y+ hik

Yir1 = Yi + hif(Tig1,9i11) <= {

sind k1 bzw. y;.1 nur implizit beschrieben, ossen also durch Ausung eines (nicht-)linearen Glei-
chungssystems bestimmt werden. Im linearen Beispiél {) fuhrt dies auf die Beziehungen

Yir1 =yi + hilyiyn <= (I —hiL)yis1 =y <= yir1 = (I — kL) 'y

Mit Hilfe der Eigenwertzerlegung voh kann auch hier wieder das Ergebnis Konstante Schrittweite
h explizit bestimmt werden,

e (Cl(l + h)fi + 02(1 — h)\g)l>
T 4R =0 —hag) )

Dajetztl/(1 +h) < 1und1/(1 — hXg) < 1 gilt, fur alle h > 0, ist zumindestens das asymptotische
Verhalten der bsungu reproduzierty; — 0, i — oo fur alle Schrittweiten.

Die beiden Beispielverfahren unterscheiden sich also ganz wesentlich in ihren &tigehschaften.
Zur Uberpuifung solcher Eigenschaften von numerischesurigen verschiedener Verfahren betrachtet
man deren Verhalten bei bestimmt@estproblemenm Vergleich zur exakten @sung. Die einfachste
Testgleichung ist die skalare, linear-homogene

u'(z) = du(z), u(0)=1, AeC, Rex<0, (1.5.4)

die aberuber die Eigenvektor-Zerlegung auch Aussagbrr'Systeme der Forml.6.1) gestattet. B
deren Losungen gilfu(z + s)| = |e*u(z)| < |u(z)| Vs > 0. Runge-Kutta-Verfahrenl(2.4) fuhren
hier auf die skalaren Gleichungen

m
yir1 = vi+h) bikj,
=1

m
ki = Mi+hAY ajk <= (I—zA)k =)yl
=1
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wobei z == hA, k = (ki,...kn)T, A = (aj), 1 := (1,..,1)T gesetzt wurde. Analog séi =
(b1, ..,bm)T. Aus dieser Beziehung ergibt sich die Rekursign- y;.1 explizit in der Form

Yir1 = Yi+hbk= [1 +2bT (I — zA)_lill] v = o(2)yi, (1.5.5)
@(z) == 14 2b" (I — zA) 1. (1.5.6)
Einschrittverfahrendhiren bei {.5.4 immer auf eine solche Beziehung,; = ¢(h\)y;. In (1.5.5 ist

©(z) eine rationale Funktion der komplexen Variabela= kA, die sogenannt8tabilitatsfunktion Fir
explizite Verfahren wurde diese schon in Beisgdiél.1bzw. bei (L.5.3 berechnet:

Verfahren:‘ expl. Euler‘ Runge/Heun (Nr.2/31 klass. Runge-Kutta (Nr.4)‘ impl. Euler

p(z)= | 14z | 1+z+d22  |l+z+i2+88+ 420 &

Offensichtlich sind die Stabikifsfunktionen der expliziten Verfahren ganze rationale Funktionen, d.h.,
Polynome. Ei diese ist jaA eine strikt untere Dreiecksmatrix, also nilpotent it = 0. Daher ist die
Neumannreihe ein Polynom,z) = 1+ 2b" (I —zA) '1 = 1+2 37! 29bT A71. Wenn ein Verfahren

mit Ordnungp konvergiert, bildet die Stabiltsfunktionen nairlich eine rationale Approximationen an
die e-Funktion mitp(z) = e* + O(2Pt1), z — 0.

Bei der Testgleichungl(5.4), die nur besctarikte Losungen besitzt, interessieren diejenigen Argu-
mentwertez = h A, fur die die numerischedsungy ebenfalls nicht vachst.

Definition 1.5.2 Ein Einschrittverfahren besitze die Stalditafunktionp, d.h. bei Anwendung aut (5.4
fuhre es auf die Beziehung,; = ¢(h\)y;. Das Verfahren heil3absolut stabilbei z € C, falls
|o(z)] < 1list. Die Menge

S:={zeC: |p(z)| <1} (1.5.7)

heiRtBereich der absoluten Stabdlitdes Verfahrens.

Zur stabilen Integration vonl(5.4 muf3 bei einem gegebenen Verfahren die Schrittweise gevahlt
werden, dah\ € S gilt, da sonst unsinnige, wachsendesuhgen auftretendkinen. ki die inR
liegendenStabilittsintervalleS N R. der obigen Beispielverfahren gilt

Verfahren: ‘ expl. Euler‘ Runge/Heun (Nr.2/3j klass.Runge-Kutta (Nr.4b impl. Euler
Stab.Intervall:|  [-2,0] | (—2,0] | [—2.78,0] | (—00,0]

Die in Beispiell.5fur das explizite Euler-Verfahren gefundene Schrittweiten-Eimstturigh < 2/(—\)
entspricht also der Bedingurig\ € [—2,0] = SNR. Von allen ervehnten Verfahren kommt bei Anwen-
dung auf Probleme der Form.6.1) nur das implizite Eulerverfahren ohne Schrittweitenbemakuming

aus, denn dessen Stalatisbereich umfaldt die gesamte negative reelle Achse. Da bei expliziten Verfah-
ren die Stabilitsfunktiony ein Polynom ist und daher gilo(z)| — oo, z — oo, besitzen diese nur
beschankte Stabiliétsbereiche.

Daher HI3t sich allgemein feststellen, dal3 zawsuigsteifer Probleme, mit mglicherweise schnell
ausklingenden &sungen, nur implizite Verfahren sinnvoll sind, nur diesess€n sich ausschliel3lich
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nach Genauigkeitsforderungen richten. Bei expliziten Verfahren dagegen wird die Schrittweite nicht
durch die gewischte Genauigkeit bestimmt, sondern (sehr restriktiv) durch Saadslitivachen be-

grenzt. Eine automatische Schrittweitensteuerung erzeugt hier eine um den Grenzfall schwankende
Schrittweitenfolge (vgl. Demo-Beispiel). In Anlehnung an daswrigsverhalten der DglL. 5.4 zeich-

net man Verfahren mit analogeraBipfungseigenschaften aus.

Definition 1.5.3 Ein Einschrittverfahren heil3A-stabil, wenn gilt

SOC_:={z€C: Rez<0}, dh., Jp(z)|<1VzeC._.

Offensichtlich ist das implizite Eulerverfahren A-stabil, da die Bedingign@)| = |- < 1 <
1 < |1 —2z%=1-2Rez+ |z|? fur Rez < 0 hier sicher edilt ist.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren:

Bei den Impliziten RK-Verfahren gibt es eine Klasse, bei der gleichzeitig a@dstioglichen Konver-
genzordnungen und gute Stalaitdéeigenschaften aufeinandertreffen. Diese Verfahren ergeben sich aus
Anwendung der GauRschen Quadraturformeln au#. (). Dazu werden die 8tZstellenc; in (1.2.4) als
Gauliknoten, d.h. die Nullstellen desten Legendre-Polynoms geWit (vgl. Numerik 1,§5.3). Die
restlichen Koeffizienten bestimmen sich als Integrale der zorgggni Lagrangepolynome

xr — Cj

m c; 1
Li(x) := H oy ::/0 Lj(x)dz, b; ::/0 Li(z)dz, i,7=1,..,m. (1.5.8)

CZ'—C]'

j=1

JFi

Satz 1.5.4Fur beliebigesm € N sind die Gaul3-Runge-Kutta-Verfahren A-stabil. Die Konsistenzord-
nung desn-stufigen Verfahrens i@m.

Die Gaul3-Runge-Kutta-Verfahren besitzen also exzellente theoretische Eigenschaftennétsdogar
Stabilititsaussageruf nichtlineare Probleme gezeigt werden. Allerdings sind bei diesen Verfahren in
jedem Verfahrensschritt nichtlineare Gleichungssysteme d#f3ésinin, z.B. mit dem Newtonverfahren,

zu losen. Daher sind siaif den praktischen Einsatz meist zu teuer. Es gibt verschiederetz&nalir
effektiveren Implementierung von IRK-Verfahren. Diese scien aber entweder die Struktur ein, und
damit leider auch die erreichbare Ordnung auf- 1, oder besitzen andere Nachteile.

Eine effiziente Alternative sindinear-implizite Runge-Kutta-VerfahrerZzur Motivation werde die
Losung der Gleichungl(5.3 beim impliziten Euler-Verfahren betrachtet mit sog. autonomer rechter
Seitef = f(u). Der erste Schritt der Newton-Iteration mit Startvvg%ﬁi1 =y, undL; := g—’;(yi) ergibt

il = yi + h(I = hL) ™" f ().

Man kann nun diese Vorschriftt als eigesnstiiges Verfahren studieren in Bezug auf Stadiilitfid Kon-
sistenz. Bei mehrstufigen Verfahren sind dabeazlghe Parametey, v;; sinnvoll. Die Verfahrensvor-
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schrift lautet dann mif, := g—;j(yi),

-1 -1

(T—hyDki = f(yi+hY onk;) +hDY ks, L=1,...,m (1.5.9)
j=1 j=1

m

Yirr = yi+hY_ bik;.

j=1

Die Stabilititsfunktion dieser Verfahren entspricht der eines IRK-Verfahrens mit Koeffizieptes
ay; + 5, daher gibt es A-stabile Verfahren. Da in allen Stufen die gleiche Mafrix h~L) auf-
tritt, ist pro Schritty; — ;11 nur eine LR- oder QR-Zerlegung erforderlich. Die Verfahren gehen auf
Rosenbrock und Wanner zigk. Man kann auch hier eingebettete Verfahren studieren zur Schrittwei-
tensteuerung, z.B., existieren verschiedene (3,4)-Paare. Dieseismdtfére Genauigkeitsforderungen
konkurrenzéhig zur folgenden Verfahrensklasse.

Implizite Mehrschrittverfahren

Im praktischen Einsatz hat sich eine spezielle Verfahrensklassghibiewie auf denuckwértigen Diffe-
renzenformeln beruht. Im Gegensatz zu den Adams-Verfahren wird in der allgemeinen Form des Mehr-
schrittverfahrensi(.3.6 nur ein einziger nichtverschwindendérKoeffizient gevahlt, 5, # 0, wahrend

die Koeffizientenn; aus dem linksseitigen Differenzenquotienten abgeleitet werden mit

% S agu(—jh) = Ao/ (0) + O(h™), h— 0, (1.5.10)
=0

furv € C™[—m,0]. Aufgrund von SatZ.3.2besitzt daher dien-stufige Version dieser BDF-Verfahren
(backward difference formula) Ordnumg. Die Koeffizienten sind

m j=| 1 2 3 4|8 | om
1 o= -1 1| 90°
2 Bay=| -4 1 z | 90°
3 llaj=|-18 9 -2 L |l 86°
4 25a;=|—48 36 —16 3|2 | 73°

Ihre Stabiliitseigenschaften sind allerdings weniger gut als bei Einschrittverfahren. Bei der Testglei-
chung (.5.4 haben die BDF-Verfahren die Gestalt:& h)\)

(1= Boz)yi + Y ajyizj =0, i>m. (1.5.11)
7=1
Uber den losungsansatg; = C¢' kommt man wieder (vgl. Beispiel.4) auf die allgemeine sung
Yi = 25 C;¢t, wenn dasharakteristische Polynom

pm(&2) = (1= Bo2)€™ + ™+ ... + am

der Differenzengleichungl(5.1]) m verschiedene Nullstellefy; besitzt. Bei mehrfachen Nullstellen
ist die Darstellung durch Polynomanteilé’ zu modifizieren. In Analogie zu den Einschrittverfahren
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kann man die Menge dieser Nullstellgs; } = {;(2)}72, als (mehrwertige) Stabilitsfunktion des
Mehrschrittverfahrens interpretieren. Insbesondere nennt man ein Mehrschrittverfahren absolut stabil an
der Stellez € C, wenn gilt

pm(&2) =0 = [¢[ <1,

und A-stabil, wenn esuif’jedesz € C_ absolut stabil ist. Allerdings gibt es eine zwe@ednungsbar-
riere von Dahlquist:

Satz 1.5.5Die Ordnung eines A-stabilen Mehrschrittverfahrens isthsten<.

tim 2

Daher lonnen die Stabilatsbereiche S,, der BDF-
Verfahren loherer Ordnungn > 2 nicht mehr die gan-

ze Halbebend&C — umfassen, in der obigen Tabelle ist der
(halbe) Offnungswinkeld,,, des goRten inS,, gelegenen
Winkelraums angegeben.uFin > 6 sind die Verfahren
unbrauchbar, da dann nicht einmal mehr die negative reel-
le Achse vollstindig inS enthalten ist. Auchui'm = 6 ist

der Winkeldg = 17.8° schon sehr klein (vgl. Diagramme). Rez

Demo-BeispielDas nichtlineare System von Dgin
uj = —jduj, je{l,n—1,n}
u; = —jdu; + (Uj,1Uj+2 — Uj+1u]')2, j=2,...,n—2
besitzt die losungu;(t) = e 4. Fur groRen ist die Lipschitzkonstante der rechten Seite grof (
dn). Die Stabiliitsprobleme expliziter Verfahren mit Schrittweitensteuerung sind daran erkennbar, daf3
Schrittweiten und Rechenzeit i.w. unanigig von der geforderten Genauigkeit sind.
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1.6 Schiel3verfahren tir Randwertprobleme

Hier wird das standardisierte, nichtlineare Randwertproblem (' RWP'§{1/d!)
ul($) = f(z,u(z)), z € (a,b), r(u(a),u(b)) =0, (1.6.1)

betrachtet mit differenzierbaren Funktiongtx, v), r(yo, y1). Bei der numerischen Behandlung solcher
gewohnlicher RWPe kann man sowohbstingsverfahren von den Anfangswertproblerabrrtragen,

als auch neue Verfahren untersuchen, die auf partielle Randwertprobleme verallgemeinert aremdan k™

Aus der Reihe der letzteren wird eine spezielle Klasse schon hier besprochen, da deren wesentliche Ei-
genschaften im gewhinlichen Fall einfacher zu diskutieren sind. Zohst werden aber Methoden be-
handelt, die auf AWP-Verfahren aufbauen. Dies hat den praktischen Vorteil, dal3 Standardprogramme
aus dem AWP-Bereich einsetzbar sind.

SchielRverfahren

Aufbauend auf dem letzten Paragraphen wird vorausgesetzt, dafd Anfangswertproblemeugeihden”
Genauigkeit) numerisch gt werden kihnen. Ing1.1 war das lineare Randwertproblem

u'(z) = A(z)u(z) + g(z), = € (a,b), Rou(a) + Riu(b) =d, (1.6.2)

mit Hilfe der FundamentadSungY (z) des Matrix-Anfangswertptoblemg’(z) = A(z)Y (z), Y(a) =

I, gelost worden. Dazu wurde in deokiingsdarstellung(z) = Y (z)n+.. der unbekanntAnfangswert
n = u(a) € R" durch Einsetzen in die Randbedingung bestimi®yy + R1[Y (b)n + ..] = d. Somit
wurde also die bsungskurveu(z) durch Wahl des Startwertes = u(a) so angepaldt, dal ihr Wert
u(b) am rechten Rand (zusammen mift) = 1) die Randbedingung et (Bildlich SchieRen/Werfen
Anpassung der Wurfrichtung so, dal3 Treffer erzielt wird).

Zur Verallgemeinerung dieses Prinzips mul3 im folgenden dieaAblgkeit der loSungu. vom An-
fangswert betont werden. Daher bezeichne jetzt a, ) die Losung des AWPs

Losaam) = flou(aam), v > a uasan) =, (16.3)

Die spezielle losung des RWP4.(6.]) ist dann diejenigey(z) = u(x;a,n), deren Anfangswery das
nichtlineare Gleichungssystem

R — R"

n o~ r(nuban) —

F(n) =0, mitF:{
erfillt. Zur Losung solcher Gleichungssysteme kommt vor allem das Newton-Verfahren in Betracht,
vgl. Numerik I,§6.2. Sein Einsatz setzt aber die ggeinde Differenzierbarkeit der Funktidn und
die Kenntnis der Ableitund”’ voraus. Die Lipschitz-stetige Alingigkeit der Funktion:(z;a,n) vom
Anfangswert) wurde schon in Satz.1.1gezeigt. Damber hinaus gilt aber auch
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Satz 1.6.1Die rechte Seitef sei zweimal stetig differenzierbar, ihre Ableituiig= g—;j beschankt auf

[a,b] x R™. Dann Hangt die losungu(z; a,n) von (L.6.3 differenzierbar vom Anfangsweytab. lhre
Ableitung nachy an der Stellgz, u(z;a,n)) ist

%U(ﬂf; a,n) =Y (z;a,n), (1.6.5)
mit dem FundamentalsysteYhzur linearisierten Differentialgleichung,
0
57 @a,n) = fy(z,u(z;a,n) - Y(zsa,n), Yaan) =1 (1.6.6)

BeweisNach Definition des Begriffs Differenzierbarkeit ist die Ableitusq(n) einer FunktionG :
R™ — R™ diejenige lineare Abbildung, die bei@ting des Arguments um s € R"™ zum linearen
Anteil der DifferenzG(n + s) — G(n) gehort: G(n + s) — G(n) = G'(n)s + o(||s||). Als Abbildung
werde fir festesr hier G : n — u(z;a,n) betrachtet, dazu werd€z) := u(z;a,n + s) — u(z;a,n)
definiert. Offensichtlich isb(a) = n+ s —n = s beixz = a. Nach Satzl.1.1gilt daher die Schranke
|lv(z)]] < exp(L(b — a))||s||. Da beide Funktionem Losungen der Dgl sind, gilt aucifi € (a, b)
(mit’ = 0/0x)

o'(x) = u(za,n+s) —ul(zsa,n) = flo,u(z;a,n) + o) — f(z,u(z;a,n))
= fy(z,u(zia,n)v(z) + O(|v(@)|?) = fy(z,u(z;a,n)v(z) + O(|s]?).

Die Funktionv(z) := Y (z; a, n)s mit dem Fundamentalsyste¥haus (.6.6 ist nun Losung des linearen
AWPs?'(z) = fy(z,u(z;a,m))0(x), 0(a) = s. Da sich die rechten Seiten der Dglr & und o nur um
O(]|s||?) unterscheiden, gitt(z) — o(z) = O(||s||?) und somit tatachlich

w(z;a,n+ s) =u(z;a,n) +Y(zya,m)s + O(|s]?), s—0.

Damit erfillt die Matrix Y (z; a, i) die Definition der Ableitung vom(z; a,-) nachn, es gilt tatsichlich
(1.6.5. [

Die im Newtonverfahren zum Systerh.6.4) auftretende Ableitung lautet nach der Kettenregel

, _ i ) _or ‘ or _ @ ‘
F (77) - dnr(% u(ba a, 77)) - 83/0 (777 u(ba a, 77)) + 3y1 (777 u(ba a, 77)) 877 (ba a, 77)
or or
- ayo (nau(baaan)) + 83/1 (U?u(ba G,U))Y(b;aﬂ?)-

Die Bestimmung vonF” ist somit durch losung des Matrix-AWPs1(6.6, also durch (numerische)
Berechnung vom Losungery;(z) = Y (z)e;,i = 1,..,n, der linearen AWPe
yi = fy(@,ulz;a,n))yi,  yila) = e,

moglich (¢; € R™ : i-ter Einheitsvektor). Zur praktischen Durdhfung lonnen alle im§1.2-1.4
behandelten Verfahren herangezogen werden, egrigid Diskussion aber einfacher von einer exakten
Losung der AWPe auszugehen. Damit kennt man die beim Newtonverfahren

-1
k1] = k] (F'(n[k])) F(n*h, k=0,1,..



1 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 38

auftretenden Gaf3en. In der folgenden Formulierung des Gesamtverfahrens wird bei den é{ésgr”
u(z; a, ), Y (z;a,n¥) der Indexk und die Abkingigkeit vom Startwert untendekt.

Algorithmus 1.6.2 SchieRverfahrenGegeben sejl”) € R”. Fiirk =0, 1,... lose man

die AWPe { w(z) = f@u(=), u(a) = ', (1.6.7)
Yi(z) = fylz,u(@)Y(2), Y(a)=1,
das LGS (ry, + 7y, Y (8)) (1 = M) = —r(n¥), u(b)). (1.6.8)

Die partiellen Ableitungen vom sind ebenfalls an der Stellgl*], +(b)) auszuwerten. In1(6.7 sind
also zurichstn + 1 gekoppelte AWPe zwben, danach inl(6.9 ein lineareg: x n-System.

Im linearen Spezialfall (6.9 ist r(yo, y1) = Royo + Riy1 — d, d.h. 24 = Ry, §= = R;. Auch
fy(z,y) = A(z) ist unablaingig vonu(z; a,n) also auch vom. Somit kengt auch” nicht vonn ab. Ein
Schritt des SchieRverfahrens mit Startwg?t = 0 liefert daher

0 = —(Ro+ RiY(1) 0+ Ryu(b) - d).

Dies ist genau der @sungswert, der bei der expliziteroéLing in (.1.10 berechnet wurde1(6.8 kon-
vergiert also bei linearen Problemen erwartungsg/énm 'einem Schritt.

Wie auch sonst beim Newton-Verfahren kann die Konvergenz dieser lteratiogeiiigend genaue'
Startwerte; ) gezeigt werden, wenn die zweite Ableituifig;, beschankt ist, und in der exaktendsung
u des RWPs die Randmatrik’(u(a)) = ry, + 7, Y (b) regulr ist, mitY (b)) = Y (b;a,u(a)). In der
Praxis kann diese Aussage aber wertlos sein, wenn dseiigenu(z; a, n) sich sehr schnell von der
gesuchten bSungu(z;a,u(a)) entfernen. Dann ist detinzugsbereictder Iteration {.6.9, eventuell
sogar der Definitionsbereich der Funktiéh sehr klein.

Beispiel 1.6.3Diese Problemedtinen anhand der allgemeinenduing der skalaren Dgl

14+ u? — 1
u':i::f(x,u) = u(z;a,n) = n—a+(1+an)s
1+ 22 1+an—(n—a)x

erlautert werden. Soll das RWP mit der Randbedingu(® + «(b) = b, b > 0, (Losungu(z) = x) mit

dem Schiel3verfahren gali'werden, ist ein Startwesit< 1/b zu wéhlen, damit die bSungu(x;0,7n) =

(n+ z)/(1 — nz) Uberhaupt den rechten Intervallrand erreicht. Mit der explizit bekannten allgemeinen
Losung erhlt die Randgleichungl(6.4) die Form

b+n 1
F = N — = - — = .
(n) =n+u(b0,n) —b b+ T on 0

Die Ableitung F’(n) kann hieraus natlich direkt bestimmt werden. Andererseits gilt auch

ou 1+ a2 n+x 2u(x;0,m)
Y(z) = —(x; = —— Y'(z) =2 Y(z) = —2Y(x).
(8) = Golai0um) = sy und ¥ () = 2y () = P ()
fy (@)

Bei positiven Startwerten konvergiert das Newtonverfahren ebentailis £ 1/b (U-Aufgabe).
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Die oben enahnten Schwierigkeiten bei rasch divergierendesurigen des Anfangswertproblems
konnen entsdrft werden dadurch, daf? man diedlingen jeweils nunber kirzere Intervalle integriert,
das Gesamtintervall also in mehrere Teile zerlegt. Distfauf die im folgenden beschriebekkehr-
zielmethode

Das Gesamtintervalk, b] wird jetzt unterteilt durch ein Gitter

A: a=z<z1<...<zN =0

w(T; TN _1,N-1)

" / Y, e

a=xy T1 o T3 TN_1 Ny =b
In jedem Teilintervall[z;, z;11] wird das Schiel3verfahren getrennt angewendet. Dabei weydéail-
Losungenu(z; z;, n;) zu

berechnet. Eine &sungu des Randwertproblemd.6.1) kann nun aus diesen W&iken genau dann
zusammengesetzt werden, wenn diese an den Gitterpunkten “zusammenpassen' und aul3erdem die Rand-
bedingung exillen, wenn also gilt

(@5 -1, Mim1) = N =u(ziai,n), i=1,...,N =1,
T(n07u($N;$N71777N71)) = 0.

Wegen der Stetigkeit vorfi ist die so zusammengesetztedung auch stetig differenzierbar. Im Unter-
schied zum Einfach-SchieRverfahren sind Auonbekannte Startwerig zu bestimmen als einedsuing
des nichtlinearen Gleichungssysterus f~

7o
iy Li—1,7i—1) — '7.:17"7N_]-7
dm | ™| e RN mit P = [ UEE L) T , ~0 (1.6.10)
: r(no, w(ZN; TN-1,IN-1)), i=N
NIN—-1

Hierin ist das einfache Schiel3verfahren mit= 1 enthalten. Beim linearen RWR..6.2 konnen die
Stlick-L6sungen 1.6.9 wieder explizit dargestellt werden (vgl. SdtZ.3 durch

ulaizin) =Y @Y (@) it [ V@Y (0) g0

Dabei sindY (z)Y (z;) ' =: Y (z; ;) diejenigen (hier vom; unabkingigen) Fundamentakiungen der
linearen Dgl mitY (z;;z;) = I. Die Integrale entsprechen den speziellasurigenu(z; z;,0). Das
System {.6.10 ist hier dann auch linear und lautet

Y(ziszio1)ni-r —m = —u(z;2i-1,0), i=1,.,N -1,
RoT]o—i-RlY(b;.%‘N_l)T]N_l = d—Rlu(b; :EN_l,O).
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Die (nN) x (nN)-Matrix dieses Systems hat eine spezielle Struktur. Sie besitzt eine zyklische Block-
Bidiagonalgestalt (Treppenform) ausx n-Blocken,
Y (x1;20) —I
Y(zo;21) -1
: (1.6.112)
Y(rn-1;2N—2) -1
Ry RiY(byxn—1)
Bei der Losung des allgemeinen, nichtlinearen Problehs. ) mit dem Newtonverfahren treten lineare
Gleichungssysteme der gleichen Struktur auf. Denn die partiellen Ableitungen desdiegEn nach
ihrem Anfangswert sind nach Sétz.1wieder,

(s wiym) =Y (a3 25,m;) mit
Y (zy2i,m:) = fy(z,w(@s o, m)Y (wzi,mi), Y(vgzi,m) =1 (1.6.12)
Daher besitzt die Ableitungsmatrix’ = 9F /017 von (1.6.10 genau die Gestalii(6.1]). Somit ist beim
Newtonverfahren zur @Sung des Systems.6.10,
oF
o

im k-ten Schritt fir die Korrekturen

(M) [ — ) = —F@H), k=o0,1,..

0; = n[k+1] — nz[k}, 1=0,.,N—1,

i
tatsichlich ein lineares Gleichungssystem der folgenden Forrasan|”

Y(ziszi1,mi-1)0i1 — 0 = ni —ulziszio,ni1), t=1,..,N—1,

(1.6.13)
Rodp + RiY (b;zn—1,mNn-1)0n—1 = —r(no,u(b;zn_1,MN-1)),

mit Ry = 83—?;), R = aa—y’"l, jeweils an der Stellény, u(b; zx_1,ny5_1)). Die Aufstellung dieses Systems

erfordert wieder die (numerischeptling der Teil-AWPe1(6.9, (1.6.12.

Die Auflosungder linearen Systeme il 6.13 kann mit dem Gaul3-Algorithmus durchgéft wer-
den. Bei Pivotisierung mit Spaltenvertauschung werden dabei Elemente nur in der untersten (Block-)
Zeile neu eingeffirt und es wird nur mit dem skizzierten Bereich gearbeitet:

O O
O O
O O
O O
I ) B

Dieses Verfahren ist auch in kritischeallen (z.B., wenn die Matrizelr grof3e Normen besitzen) nu-
merisch recht stabil. In vielendilen kann dieses Gleichungssystem aber noch einfacher Horaken-
sationgelost werden. Dazu behandelt man rgrals Unbekannte und eliminiert die restlichgnmit
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Hilfe der ersten Gleichungen ii.6.13:

51 = Y150 + 1, 52 = Y251 +1r9 = Y2Y150 + Yg’r’l + r9,
N1 = YnN_1Yn_2.Y1dp + 7,

Y; .= Y (z;;2i-1,ni—1). Mit der letzten Gleichung aud (6.13 ergibt dies also das System
(RO + RlYNYN_l..YQYI)(SO = —r(no,..) — R1Yn#, (1.6.14)

das nur noch von der BBen x n ist. Diese Kondensation kamnbrigens zusammen mit der Berechnung
derY;, etc., erfolgen. Dann sindif ‘einen Newtonschritt jeweils zweidlife durch das Intervallatig,
namlich:

AWPe mit Kondensation, asungd, aus (.6.14, Berechnung voiy, ..., dy_1.

Im linearen Fall und in der &he der loSungu unterscheidet sich die Mehrzielmethode mit Konden-
sation nicht vom einfachen SchielR3verfahren. Deandfé Matrix in (L.6.149) gilt mit exakten Startwerten
n; = u(x;) die Aussage

Ry+RiYN...Y1 =Ro+ RiY(byzy_1,u(zy-1))...Y(21;0,u(a)) = Ry + R1Y (b;a,u(a)).

Letzteres ist aber genau die Matrix aliss(8, da in der losung die (Halb-)Gruppenidergtty (z; s, u(s))Y (s; ¢, u(t)) =
Y(z;t,u(t)) Vt < s < z gilt. Die lokale Konvergenz (bei) des Newtonverfahrensahgt also insbe-

sondere nur von der Regulaitdieser Matrix ab. Der entscheidende Vorteil der Mehrzielmethode wirkt

sich erst im nichtlinearen Fall aus durch (wesentliche) \d$griing des Einzugs-, d.h., Konvergenzbe-

reichs beim Newtonverfahren. Die Wahl der Zwischenzielpunkte., 2y kann dabei leicht afirend

der Durchtihrung des Verfahrens modifiziert werden. Z. B. ist es sinnvoll, bei starkem Anwachsen einer
Zwischenbsungu(.; z;,n;) einen neuen Zielpunkt einaugén. Die Auswirkungen der Mehrzielmethode

kann anhand des euififenden Beispiels diskutiert werden.

Beispiel 1.6.4Eine Diskussion der Konvergenz ist hier naturgé&wiel schwieriger als im Falv = 1.
Als Mindestvoraussetzung kann aber die Existenz deroreitigen irjz;, z; 1] Uberptift werden. Beim
Problem aus Beispidl.6 lautet der losungswert irx; . 1,

u(:p s ) — 77i(1 + $i$i+1) + ($i+1 — :L"Z)
i+15 i 1i) = 7 + 22 — (zip1 — i) (0 — 24)

und existiert insbesondere nur dann, wenn der Nenner positiv ist,walso f*

1 2
mi— wi = i — u(mi) < —— =0, N1
Tip1 — T
Diese Genauigkeitsforderungen an die lokalen Startwgdid schvécher als beim Einfach-Schiel3verfahren.
Bei aquidistanter Unterteilung;; = ib/N, etwa ist fir ny nur zu fordernyy — u(zo) < N/b, wahrend

in Beispiel 1.6 — u(xo) < 1/b erforderlich war.

Demo-Beispiel: Mehrzielmethode beim Randwertproblem 2. Ordnufig= 3u?, u(0) = 4,u(1) = 1.
Dieses besitzt 2 dSungen.
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1.7 Differenzenverfahren ftir Randwertprobleme

Die Konstruktion von numerischen Verfahren hatte bisher an der zur Dgl erster Ordguivglénten
Integralgleichung angesetzt. Bei allgemeineren Problemstellungen ist aber eine solche Umformung nicht
einfach noglich bzw. unbequem, z.B. wenn urapglich Dgln loherer Ordnung vorliegen. Hier ist ein
Zugang, der auf einer direkten Approximation der Ableitungen aufbaut, naheliegender, eine Standardme-
thode ist dabei die Approximation durch Differenzenauste. Diese &itnen explizit konstruiert oder
systematisch durch Ableitung von Interpolationspolynomen bestimmt werden (vgl. Numgbil6),

Eine besonders einfache Form besitzen dabei die symmetrischen Differenzenquotienten der Ordnung 2.
Hier gilt

Lemma 1.7.1 Fur u € C"™?[—¢,€], 0 < 2h < ¢, ist

him 3 (77)(—1)%((9' - %)h) = u™(0) + Crph®u™T2)(€), € € (=€, ). (1.7.1)
j=0

‘Beweis': Eine einfache Herleitung der Formel ist durch formale Rechnung mit Operatorreihen bei
C*°(R)-Funktionenu (z.B. Polynomen) raglich. Mit » > 0 werden Verschiebungs- und Ableitungs-
operatoren punktweise definiert durch

(Shu)(@) == u(z + 1), (Du)(z) ==/ (x).

Firr € Ristdann(S;u)(z) = (Sypu)(z) = u(xz + rh). Der Satz von Taylor besagt nun

Sl Y Sl Y
Spu(z) = u(z + h) = Z—' Z—D]u(x) = e"Pu(z), d.h.|S, =e"P |

Durch Differenzbildung erddt man Darstellungeruf 'Differenzenoperatoren, etwd- + h) — u(-) =
(S, — Iu = (e"” — I')u. Der symmetrische Differenzenausdruck 1n7( 1) folgt aus der binomischen
Formel, denn

Spja—S_pjp = e3P —e 3P = 2sinh gD = (1.7.2)
Sl )Y SGoman = (Shjp—S_p2)™ = (2 Slnh—D)
i=o \/ 2
— h 3 _ pm m ﬁ 2 ym—+2
= (hD+24D )T = RTDT 4 BT L),
Im letzten Schritt wird die Reihenentwicklung veinh eingesetzt und liefert die Darstellund).7.1),
wobei durch einige Zusatbérlegungen das (Taylor-) Restglied vereinfacht wurde. [

Von besonderem Interesse sind Differenzenverfahren bei (Systemen von)dbgirehOrdnung, da
sich mit ihnen detJbergang zunaguivalenten System erster Ordnung, mit einer vielfachen Anzahl von
Variablen, umgeheral3t. Als Vorbereitung auf die partiellen Dgin wird dasufig auftretende lineare
Randwertproblem zweiter Ordnung betrachtet

— () + p(2)u/(z) + q(@)u(z) = g(x), ula) =, u(b) = p. (1.7.3)
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In den beiden Randpunkten sind also jeweils die Funktionswerte vorgeschrieben. Durch geeignete Sub-
stitution IRt sich zeigen, daf. (7.3 unter der Voraussetzungyp', ¢, g € Cla,b] undg* + ip2 — %p’ +
(b —a)?/7? > 0, mit ¢* = min, q(x) eine eindeutige &sung besitzt. Beim Differenzenverfahren
werden (z.B.) auf eineraduidistanten Gitter
A={z;:=a+ih,i=0,....,N+1}, h:= b——a’
N +1
die Ableitungenu”, »' nach Lemma..7.1durch symmetrische Differenzenquotienten ersetzt,

u'(z;) = (2i41) = 2U£§Z) tulgi) Coh?>u™ (&),
o (z;) = U(Iiﬂ)z—hU(IM) 4G 2 ().

Betrachtet man nur die Gitterwerte := u(z;), i = 0, .., N, der Losung (analog; := p(z;), etc.), so
erfillen diese im Intervall das Gleichungssystem

1 i
ﬁ(_ui—l +2u; —ujpr) + j(ui—i-l —ui1) Fqiug = g +Th(zs), <=
1 h h
¥ ( -1+ 51%')%'—1 + (24 P qi)u; — (1 — §pi)ui+1) = gi+ Tp(x). (1.7.4)

fur: =1,..., N. Dabei sind die Randwerte gegeben,= «, ux1 = [, undT}, enthélt die Fehler der
Differenzenquotienten und besitzt diedBenordnung’(h?), h — 0 (s.u.). DieN x N-Matrix auf der
linken Seite dieses Gleichungsystems ist tridiagonal und hat die Form
2+h2q  —1+bp
. —1—%py, 2+h%  —1+4%p,
A::ﬁ ) (1.7.5)
—1—2py 1 2+h%qv 1 —1+2py
—1+%n  2+hPgn

Durch Vernachdssigung der unbekannten lokalen FeHlgrim Gleichungssysteml1(7.4) erhélt man
einen Vektory := (y1,...,yn)' von Funktionswertemy; = un (z;) einer Ndherungsisungu . Dieses
System besitzt die Gestalt

g1 all + %p1)
92 ) 0
Ay =g, g= + 72 , (1.7.6)
gN-1 0
gn B(1—Lpy)

mit der Matrix A aus (L.7.5. Die bekannnten Randwertg = «, yy = [ werden dabei auf der
rechten Seite becksichtigt. Es ist leicht zu zeigen, dalR dieses Gleichungssystent(eindeutig
losbar ist, da die MatrixA viele Eigenschaften besitzt, die auch das wmsgliche RWP {.7.3 hat
(bei geeignetetJbertragung der Begriffe). Zum Beispiel igt fur p = 0,¢ > 0, symmetrisch und
positiv definit, genauso wie die zum RWP geigé lineare Abbildung (zwischen Funktionanmen).
Auf dieser Eigenschaft beruht ein Verfahren, daastspbehandelt wird. Zwachst wird aber ein anderes
Beweisprinzip benutzt.
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Satz 1.7.2Fur die Koeffizientenwerte in.(7.9 gelteq; > ¢* > 0,h|p;| < 2,i = 1,...,N. Dann ist
die Matrix A streng diagonaldominant, also regul und es gilt (elementweise)

: 1
A1 >0 sowie [[A7Mw <=
q
BeweisNach Voraussetzung sind die Nebendiagonalelementedven (a;;) nicht-positiv. Daher gilt
A = D— B mitder DiagonalmatrixD = diag(a;;) = diag(7 +¢1. .., 7= +¢n) und einer nichtnegativen
Matrix B. Die Zeilensummen vo® ' B furi = 2,.., N — 1 sind

1 L+4pi+1-1Lp, 2 2
0 <——(aii-1+aiit1) = 2l 2Pi

= < 1.
G 2 + h2g; 2+ h2q; — 2+ hig* <

Furi = 1, N gilt eine analoge Aussage. Damit folgp ! B||», < 1 und die Neumann-Reihe

A'=(D-B)"'=> (D'BYD"' >0
j=0

>0

konvergiert. DurciJbergang zu Normen in dieser Reihe folgt die zweite Aussage nach

A7 oo € 3 1D B | D oo = —P e o n 1
0o > o — < = .
o0 1—[|D'B|s (2+h2q*)(1—ﬁ) q*

j=0

Der Satz erfordert ein positives hangt aber nicht von derdrige des Intervalls ab. Mit etwas mehr
Aufwand Rt sich die Regulagt'von A unter Voraussetzungen zeigen, die nahe bei der Eindeutigkeits-
bedingung an das RWP sind.

Der Satz ist auch von praktischem Interesse, da die Diagonaldominanz die Wuherkeit des
GaulRalgorithmus ohne Zeilenvertauschung beim Tridiagonalsystefrg(garantiert mitO(N) Ope-
rationen. AusA~—! > 0 folgt, daB die losungy monoton von der Inhomogenity abtengt, und daR
daher, z.B.y > 0 gilt, falls g > 0,, 8 > 0 sind. Die NormschrankgA || < qL schlieRlich ist eine
Stabilititsaussage, mit der sich aus der Konsistenz des Verfahrens direkt eine Fehlerschranke ableitet.

Satz 1.7.3Fir die Koeffizientenfunktionen in.(.3 geltep, ¢,g € C?[a,b] undq(z) > ¢* > 0. Die
Schrittweite im Verfahren sei so, d&ffp(z)| < 2 Yz € A. Dann gilt ur den globalen Fehler der
Naherungua aus (L.7.6 mit einer vonA unabléngigen Konstantet' die Aussage

max |u(z) — va(z)] < CR? (J[u™ oo + 6™ ls0).
T

BeweisNach den einleitenden Bemerkungeruditfder Gittervektoruz der Losungu das Systemdu =
G+ 71,7 = (Th(x1),..,Th(zy))T, vgl. (1.7.4. Durch Subtraktion vonl( 7.6 folgt

. _ 1
Ad-y) =17 = |lu—yllo <A lxll7llo < EIITHoo-
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Unter den Voraussetzungen des Satzes ist C*[a,b]. Daher gilt fir die Konsistenzfehle;, nach
(1.7.4 und Lemmal.7.1

|Th(z:)] = |%(_Ui—l +2u; —uip1) + %(Ui—l—l — ui—1) + Giui — gi
< | =u (@) + pad () — qiu(i) — gi |+ B2 (Calul (&)] + 4C: [pin® ()
=0
< R (Ipilllu|os + 6P o). m

Dieses einfache Differenzenverfahren erzeugt alabdxingen am von der (geringen) Konvergenz-
ordnung zwei. Bei gewtinlichen Randwertproblemen ist dies im Vergleich zum SchieRverfahren im
Verbund mit Anfangswertverfahrerohé&rer Ordnung uninteressant.

Durch Umkehrung der im Beweis von Lemm& .1gefundenen formalen Ider&tl;'%(Sh/Q—S,h/Q) =
sinh %D, ergibt sich folgende Entwicklung der zweiten Ableitung durch Differenzen

2 o1 2 1 1
D* = (Earsmhi(sh/? - S—h/Q)) = ﬁ((sh/Q - S—h/Q)2 - E(Sh/g — S_h/2)4 +.. )

Daraus leitet man Differenzenapproximationeérer Ordnung her. Die beiden in der letzten Gleichung
angegebenen TermeHien auf die (wieder symmetrische) Differenzenformel

1 1
3 ($on =21+ 5 - T5(S—2n =4Sy +61 — 45, + Son) ) u(x)
1
= 7z~ ule = 2h) + 16u(z — h) — 30u(z) + 16u( +h) —u(z +2h))
4
= w(@) - 3_0“(6) (- 1.7.7)

In den randnahen Punkten, z y sind allerdings andere, unsymmetrische Formeln zu verwenden. Ana-
loge Approximationendi «’ sind ebenfalls leicht herzuleiten. Da die Forntel7(7) Funktionswerte aus

5 Gitterpunkten benutzt, ergibt sich nach Approximation der Dgl anstelle der Tridiagonalmaiti®y (

eine Matrix mit tinf besetzten Diagonalen. Auch gehen weitere Eigenschaften, wie Diagonaldominanz,
verloren, sodal3 auch die einfache Stadititussage von Sdkz/.2nicht mehr noglich ist.

Bei speziellen Gleichungen ohne Beteiligung der ersten Ableiiifd.h. beip = 0) kann allerdings
ein O(h*)-Verfahren ohne diese Nachteile konstruiert werden. Dabei wird ausgenutzt, daR hier bei
Kenntnis vonu(z) auchu”(z) = q(z)u(z) — g(z) =: f(z,u(z)) bekannt ist. Daher ersetzt man den
h2-Korrekturterm(Sy, jo — S p, o) u(z) = h*u® (z;) in (1.7.7 durchh?(Sy, /o — S /9)?u" (z;). Dieses
Mehrstellenverfahreifiihrt nun auf das Gleichungssystem

h_12(_yi71 + 2y2 — yi+1) + 1—12(f($i71,yi,1) + ].Of(Il,yz) + f($i+17y’i+1)) = 0, <
2 2 2 2
—(1 =450y + 2+ %)y — (1 — 5a)yip = %5 (g1 +10g; + giv1),

i=1,.., N, dessen Koeffizientenmatrix wieder tridiagonal und diagonaldominanrigt f> 0.
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2 Gemeinsame Prinzipien von Diskretisierungsverfahren

2.1 Konvergenz, Konsistenz, Stabildét

Den Fehlerbetrachtungen bei allen bisher behandelten Verfahren liegen gemeinsame Prinzipien zugrun-
de, die hier noch einmal herausgearbeitet werden sollen. Alle behandelten Problemea kals Glei-
chungssysteme geschrieben werden, wobei die jeweiligeihgu implizit

Fu)=0,ueD, mMtF:DCV W (2.1.1)

definiert ist mit Hilfe einer Abbildungt’ zwischen normierten &imenV, W. Der Definitionsbereich
D von F ist dabei i. a. eine echte Untermenge Wn Bei der Losung von Differentialgleichungen
ist V' ein Raum von stetigen, differenzierbaren Funktionen, Z®![a, b])". Die Abbildung F besteht
hauptsichlich aus einem Ausdruck, der Ableitungen der eingesetzten Funktioaltealbd einem Dif-
ferentialoperator. Die zasZlichen Anfangs- bzw. Randbedingungemikén entweder in die Definition
von F' oder in die vonV bzw. D eingebaut werden. Bei den Systemen von Dgln erster Ordraf$ig |”
sich

V = (C'a,b))" mitNorm |||y := max{||v(z)|| : = € [a,b]},
W =R" x (Cla,b])" mit Norm H (Z) = ||d|| + max{||g(z)|| : = € [a,b]}

I
D = V, wahlen. Dabei sei die nicht-indizierte Norm eine beliebige B&s Man beachte, dal3 der
so gevahlte Raumy nicht vollstéindig ist, da die Norm keine Ableitungen einschlief3t. Als Abbildung
ergibt sich beim

(2.1.2)

T ( r<v<a>,v(b>>> |

v(a) — ug
, RWP F: v+
v — f(.,v) o' = f(.,v)
Beim Randwertproblem1(7.3 zweiter Ordnung &inen homogene Randbedingungen= g = 0,
besser in die Definition des Raurtiseingebaut werden. Hier bieten sich an

V:={v € C?a,b]:v(a) =v(b) =0}, W :=Cla,b], (2.1.3)
F:oe—0"+pu +qu—g. (2.1.4)

In V und W kann jeweils die Maximumnorm vonmverwendet werden.

Zur numerischen Approximation solcher Probleme wird das Originalproblem durch eine Folge von €
ersetzt. Das Ziel bei der Konstruktion solcher Verfahren ist, bei wachsender Dimension im diskreten Pro-
blem den Fehler zwischen diskreter und exaktesirig immer kleiner zu machen. In den bisher behan-
delten Beispielen entsprachen die endlichdimensionatami® jeweils einer Sammlung von Funktions-
werten auf einem GitteA C [a, b], wobei die Raumdimension bei feiner werdendem Gitteraohst.
Stattdessen kommen aber auch etveaifRé von Polynomen oder Splinefunktionen wachsenden Grads
in Frage.
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Ein Diskretisierungsverfahren besteht also aus einer unendlibkarvon endlichdimensionalen
RaumenVa, Wa, dim VA = dim W, und Abbildungen?a : Va — Wa, mit denen diskrete asungen
definiert werden durch (nicht-) lineare Gleichungssyteme

Fa(ua) = 0. (2.1.5)

Um diese Niherungen mit der Originalsungwu vergleichen zu &hnen, wird mindestens ein Transfer
vonu hachV, (Restriktion) oder vonua nachV (Prolongation) beaotigt. Bisher trat nur der erste Fall
auf. Es sei also eine Restriktion bekannt, d.h., eine (lineare) Abbildung

Ra : V= VA, womit e :=ua — Rau (2.1.6)

als Fehler der diskretendsung definiert wird. Normen iix undW werden beide mif. || bezeichnet.
Diese Normen sollten in Beziehung zu den Normen daurRéV, W stehen. Dazu wird angenommen,
daR ein Ma3A| fur die Feinheitder GitterA existiert mit den Eigenschaften, da@$ fédesv € V gilt

Al =0 = dimVa — oo, ||Rav|a = ||v]v. (2.1.7)

Fir die einfachsten Gitter, diequidistanten mit Schrittweite = (b — a)/N, ist |A| := h ein solches
Mal3. Hier liegt sogar eine abhlbare Folge von Gittern vor, die durch die Zahl der Gitterpunkte indiziert
werden kann. Die Beziehungentkien durch folgendes Diagramm zusammengefal3t werden:

v now

Ra |
Va 15w

Beispiel 2.1.1Einschrittverfahren bei Anfangs- und Randwertproblemen. Mit {z; := a + ih, i =
0,.,N}, h=(b—a)/N, N €N, |A| := h, sei

Yo v(z)
Va={ua=| i |: weRNi=0,., N}, Rav:=| i |, veV,
YN v(zN)
lyalla = max™, [|lvill, dim VA =n(N +1).

Die RestriktionRav besteht also aus den Gitterwerten wonDer BildraumWa kann mitV, identi-
fiziert werden. Mit einem durch seine Verfahrensfunktigndefinierten Einschrittverfahren exh'man
beim Anfangswertproblendie diskrete Abbildung

Yo — Uo
1 _ _
ya > Fa(ya) = # (1 — vo) | fn(xo,yo) ‘ 218
+yn —yn—1) = fa(zn_1,yn—1)

Beim Randwertproblenist nur die erste Komponentgy — ug, von Fa durchr(yg, yn) zu ersetzen.
Beim AWP lf3t sich das Gleichungssystéii (ua) = 0 natirlich schrittweise nachg, 1, . . . aufidsen.
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Beim RWP entspricht dieses Gleichungssystem dem der Mehrzielmeth@d&(), mit einer zyklischen
Verschiebung der Zeilen, und kann im Rahmen der Newtoniteration auf gim-System kondensiert
werden.

Beispiel 2.1.2Differenzenverfahren beim linearen RWP zweiter Ordnung mit homogenen Randbedin-
gungen. Da die Randwerte durch die Randbedingungen bekannt sissdemsie nicht mehr als Unbe-
kannte gefihrt werden. Mit dem Gitter aus Beispi2ll wahlt man hier

Y1 v(z1)
Va={ua=| | |meRi=1.N-1}, Raw:=| |, veV
YN-1 v(TN-1)
lyalla := maxfi]l lyil, dimVa =N — 1.

Das diskrete Problem hat damit die§h.7 behandelte Formia (ua) = Aua — g, mit der in (L.7.9
definierten Tridiagonalmatri¥ (hier mith = (b — a)/N, Dimensionen N — 1) x (N — 1)).

Diese Bezeichnungen wurden vor allem eindet,” um noch einmal die gemeinsame Struktur der
alten Beweise hervorzuheben, insbesondere in Bezug auf das Zusammenspiel der Begriffe Konsistenz,
Stabilitit und Konvergenz, und deren Adofgigkeit von der geeigneten Wahl der Definitionen von
und||.]|a. Im Beispiel2.1 h&tte man alle Komponenten vdi mit 4 multiplizieren konnen, ohne das
Verfahren zuahdern. In diesem Fallavé das Verfahren zwar noch konsistent, aber nicht mehr stabil im
Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.1.3 Ein Diskretisierungsverfahren heikonsisteni{von der Ordnung > 0), wenn mit der
Losungu € V fur den Konsistenzfehler

Ta := Fa(Rau)  gilt  [[Talla = 0, bzw. ||[Talla = O(AP), |A] = 0.

Das Verfahren heif&tabil wenn Konstanten, S, H existieren so, daflif alle Gitter mit|A| < H fur je

zwei Elementeg] € Va mit FA(vK}) = gg] unngg}HA <r, j=1,2,folgt

1! — o)A < S|Igl! — g = S| Fa L)) — FA)]a. (2.1.9)

Bei der Stabiliit betrachtet man also nicht nur die Ausgangsgleich@n 5, sondern unya gesbrte
Versionen. Das wesentliche Merkmal der Stahiitorderung ist, daf? die Schranke gleielféig gilt ftir
die gesamte (unendliche) Folge von Gittern, die Staltdikonstantes’ also nicht vonA abléngt. Daher
bedeutet Stabilitt insbesondere auch die gleichi®ij besclafikte Invertierbarkeit der Ableitungdri,
fur die ganze Folge der Gitter! Die Stakalisschweller beschankt die Forderung auf eine nicht zu
kleine Umgebung der diskreteroklingua zur rechten Seitga = 0.

Diese Definition stimmt bis auf kleinere Modifikationen mit denen varméruberein, beim AWP
war das Defl.2.3und Def.1.2.5 sowie SatZl.2.7. Beim RWP zweiter Ordnung wurden die entspre-
chenden Aussagen direkt nachgewiesen, Konsistenp mit2 in Satz1.7.3 Stabilitit mitS = 1/¢*
in Satz1.7.2 Wie in der obigen Bemerkung gilt die Normschranke dieses Satzes gligriii die
Inversen einer unendliche Folge von Matrizen wachsender Dimensieno.
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Die Konvergenz eines Verfahrens folgt nun wieder durch Kombination der beiden Eigenschaften
Konsistenz und Stabibt

Satz 2.1.4Das diskrete Problem2(1.5 sei stabil nach Z.1.9 und konsistent von der Ordnungmit
ITalla < Cr|A|P. Dann konvergieren die &herungsbsungen mit Ordnung, d.h., fir alle Gitter mit
|A| < Hy := min{H, (r/Cy)"/?}, gilt

llua — Raul|a < SCT|A|p.

BeweisIn (2.1.9 wird gewahlt UR} = ua Mmit gi] = 0 und vg] := Rau mit gg] = Ta. Nach

Voraussetzung i\| < H, ||gg}||A <r, 7 =1,2,und die Behauptung folgt aug.(.9:

|lua — Raulla < S||FAa(ua) — Fa(Rau)|la = S[|Talla- =

2.2 Allgemeine Verfahrens-Angtze

In diesem allgemeinen Rahmen sollen noch kurz zwei Prinzipien skizziert werden, die jeweils einen allgemeinen
Ansatz zur Konstruktion von Verfahrearfunterschiedliche Problembereiche darstellen.

Projektions-Verfahren Naherungendi eine isolierte bsung vonF'(u) = 0,u € V, werden hier in einem
endlichdimensionalen Unterrauvih C V' bestimmt, z.B., einem Raum von Polynomen oder Spline-Funktionen
(vgl. Numerik I,84). Rirva € Va kann dannF'(va) € W gebildet werden, allerdings ist das Gleichungssystem
F(ua) = 0in der Regel urdsbar. Hier wird nun ein Projektdfa = P3 eingefihrt, und die Mherungia € Va
definiert durch

PAF(’U,A) = 0, Ppn: W — Wa. (2.2.1)

Bei geeigneter Wahl voRa unddim W = dim V, ist dieses System (lokal) eindeutagbar, Stabilatseigenschaften
der AbbildungPa F' : VA — Wa mussen it das konkrete Verfahren untersucht werden. Aufgrund der speziellen
Struktur ERt sich aber die Konvergenz nach einfachen Prinzipien analysieren. Im linearefi(kall: Lu — r,

kann dazu das Hilfsproblethv = LRau betrachtet werden. Es hat die Eigenschaft, daf3 exakte und numerische
Losungubereinstimmen, denmn = vo = Rau. Durch Subtraktion der Beziehungéi Lun = Par = PaLu
und Pa (Lva — LRau) = 0 folgt die GleichungPa L(ua — va) = PAL(I — Ra)u. Damit gilt

lu = uall = |luv —v = (ua = va)l| < (1 + K)[[(I = Ra)ul].

Der globale Fehler kann also bis auf die Konstahte K durch den Approximationsfehléf — R )u bei der
Losungu abgeschtzt werden. Allerdings mufd dazu wieder im konkreten Fall die Konstantds Norm der
Abbildung(PaL|v,) *PaL: V — Va (# Id!) bestimmt werden.

Spezielle Projektionsverfahren sind die§i®.3 behandelten Finite-Element-Verfahren und Kislokations-
verfahren |hr Name kommt von der Interpretation, dal man (bei Funktionea u(z),z € Q) fur ua(z)
die GleichungF'(ua(x)) = 0 nicht mehruberall fordertYz € €2, sondern nur noch in endlich vielen Punkten
z € A C Q. Aquivalent dazu ist, da maf als Interpolationsabbildung mit denc A als Stitzstellen definiert
und 2.2.1) fordert. Als Beispiel werde eine Dgtter Ordnung betrachtet, etwh. 7.3 beik = 2. Dazu wahlt man
ein GrundgitteA : a = 29 < 1 < ... < xny = bund als Ansatzraum einen Raum von Spline-Funktionen

Va = ngpuk ={geC*" 1 a,b]: g wiwirt) € Upik},
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die stickweise Polynome vom Grad+ k sind. Dabei ist nug € C™~! wirklich erforderlich, vgl. Satz von
Picard-Lindebf (T : C° — C°). Als Kollokationspunkte werden in jedem Teilintervhtl, z; 1) jeweils p affin
ahnliche Punkte verwendet := {z; + h;§; : j =1,...,p, i =0,...,N — 1}. Pa entspricht der Polynom-
Interpolation unabérigig in allen Teilintervallen, FunktiongP v sind also nur st€kweise stetig. In der Skizze
sind fiir p = 2 die Kollokationspunkte\ durch Kreise markiert, der Defekt(u ) verschwindet nur dort.

F(ua)

Das Verfahren soll nicht weiter diskutiert werden, es sei jedoclalenty'daf’ bei Wahl der Kollokationsstellen
&,...,& € (0,1) wie bei der GauR-Quadratur (Numerik§§.3) sich einéSuperkonvergerauf den Gitterpunkten

z; einstellt, d.h., eine Konvergenzordnung, dieei der Konsistenzordnung liegt. Dies war auch der Hintergrund
fur die hohe Ordnung in Saiz5.4 die Gaul3-Runge-Kutta-Verfahren sinamlichaquivalent zu Kollokationsver-
fahreninS?,.

Defektkorrektur-Verfahren Bei Verfahren loherer Ordnung reicht die Kopplung zwischen Unbekannten
(Losungs-Werten, -Koeffizienten) in der Regel weiter als bei solchen niederer Ordnung. Daher ist die Struktur
der (bei RWPen) auftretenden Gleichungssysteme komplexer und diesAof ‘aufwendiger. Bei den Defekt-
korrekturverfahren wird dies umgangen dadurch, dal’ ausgehend von esugrglriiederer Ordnung schrittweise
Naherungen wachsender Ordnung berechnet werden. Wegen der damit aughawenfi'FehlersettiZzung bie-
ten diese Verfahren als Bonus dieollichkeit zu Gitter- und Ordnungssteuerung. Als Ansatzpunkt kann eine
Newton-artige Iteration

La(uy™ —u}l) = —Ga(ul)

fur eine nichtlineare Gleichur@a (ua) = 0 dienen.L  ist dabei eine Approximation &’y , da fir die (lokale)
Konvergenz die Bedinguntd — L,"G'x (ua)|| = ||ILA" (La — G's(ua))|| < 1 erforderlich ist. Diese bietet aber
auch den Spielraum merkliche Abweichundern — G’ zuzulassen, wenhx daflir eine einfachere Struktur hat
alsG'y. Z.B., kannL x zu einem Verfahren niederer Ordnung gedrialsG . Daher werde jetzt konkret folgende
Iteration betrachtet,

FA@ @ — oy = _ B @), k=0,1,.... (2.2.2)
Dabei sollF s ein Verfahren bherer Ordnung realisierenalwiendr'y die Ableitung zu einem Verfahren niedriger
Ordnung darstellt. Als Startwert kann diestingu!®! diesesBasisverfahrendienen, definiert durchia (ul®!) = 0.
Dann kann in allen Schritter2(2.2 die LR-Zerlegung vorF’A(u[AO]) wiederverwendet werden.

Zur lllustration werden Differenzenverfahren beim linearen RWFP.Q mit p = 0 betrachtet. Zum Basisver-
fahrenFa der Ordnung 2 geirt die Tridiagonalmatrix(.7.5. Die Abbildung£ zum Verfahren 4-ter Ordnung
mit (1.7.79istfuri =2,...,N — 2

. 1 1
(Faua)(z;) = q(zi)ys + ﬁ(—yH + 2y — Yit1) + W(ym —dyi—1 + 6y — 4Yir1 + Yir2) — 9(x),

(yi := ua(z;)), mit Modifikationen in den randnahen Punkten zx_;. Die Ableitungsmatrixﬁ’ hat> 5
Diagonalen. Es sei, die genauere &sung mitF'(ia) = 0. Betrachtet man nun den ersten Schritt der Iteration
(2.2.2, ergibt sich {ir die Fehler dazu die Beziehung

FA - (ul! —da) = (Fy — FA) - (uld) —da), (2.2.3)



2 GEMEINSAME PRINZIPIEN VON DISKRETISIERUNGSVERFAHREN 51

daFa(uld) = Fa(uld) — Fa(ia) = F) - () — @a). Wegen der Lineart aller Abbildungen ist bei diesen
kein Argument angegeben. Die Differefzy, — F'y )v besteht jetzt nur noch aus dem Differenzenausdruck 4-ter

Ordnung
1

W(Ui72 —4vi_1 +6v; — 4vip + Vi) = 2h2“[l‘i72, ey Tiga).
In(2.2.3istv = u[AO] —daa = O(h?). Fir genigend oft differenzierbare Koeffizienten der Dgl kann man (mit
einigem Aufwand) nachweisen, daR dann auctdié dividierte Differena[z; o, ..., z;12] = O(h?) gilt, sodaR

insgesamt die rechte Seite vah 2.3 die GoRenordnung)(h*) besitzt, d.h., schon ein Defektkorrektur-Schritt
erzeugt einé*-Naherung:!).

Wesentlich an dem Verfahren ist, daf3 Mektﬁk(uk]) auf der rechten Seite der Iteratich%.2 mit einem
Verfahren lmherer Ordnung gebildet wird. Wenn allgemém Konsistenz-Ordnung hat undFx die Ordnung 2,
ergibt sich bei passender Konstruktion der Fehlfr — Rau = O(pmin{2k+2.p}),
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3 Partielle Differentialgleichungen

3.1 Allgemeine Eigenschaften

Im Unterschied zu den geanlichen Differentialgleichungen werden jetzt Funktiongm, .., x,,) von

mehr als einer Variderlichen betrachtet. Da partielle Dgln ein sehr umfangreiches Problemgebiet dar-
stellen, das hier nur ansatzweise diskutiert werden kann, werden hier nur lineare Probleme in zwei
(Raum-) Dimensionen diskutiertif Funktionenu(z,y). Partielle Differentialgleichungen verigpfen
Ableitungen der gesuchten Funktion nach verschiedenen Variabelromnek daher auch i.a. nicht auf

eine Standardform wiel(1.1) gebracht werden. Geht man von Systemen erster Ordnuireufiktionen

u(z,y) := (u(z,y), ..,un(z,y))" aus, dann ist ein recht allgemeine Form

uy = Az, y)uy + B(z,y)u + g(z,y). (3.1.1)

Charakteristische Eigenschaften dieser Dgl, nach denen sich auch die Wahl atetichesi Randbe-
dingungen zu richten hat, werden vor allem durch dig n-KoeffizientenmatrixA bestimmt. Zwei
Sonderélle erhalten eine Bezeichnung.

Definition 3.1.1 a) Das System3(1.1) heiRtelliptischim Punkt(z,y), wennA(z,y) keine reellen Ei-
genwerte besitzt.

b) Das SystenB3(1.1) heildthyperbolischin (z,y), wennA(z, y) reell diagonalisierbar ist.
Flrn = 1 ist jede reelle Gleichung hyperbolischurzi > 2 sind diese beidendHé nicht erschpfend.
Die wichtigsten Beispiele in Dimensien= 2 fiir u = (v, w)T sind folgende

Beispiel 3.1.2Die Cauchy-Riemann-Dgin

0 -1
Ve +wy =0, wy —vy, =0 <= um:(l O)uy

sind uberall elliptisch (EWet3:). Wenn die losung sogar zweimal differenzierbar isthft einmalige
Differentiation der Gleichungen auf., + wy, = 0, w;, — vy, = 0, und man kann das System auf die
Potentialgleichung,, + vy, = 0 fur v (analog auchui w) reduzieren. Dies ist eine einzelne partielle
Dgl zweiter Ordnung.

Beispiel 3.1.3Aus dem hyperbolischen System (E\A/&)
0 -1
Vg twy =0, wy +vy, =0 < ux:< >uy

wird analog diewellengleichung,; — vy, = 0 fur v undw.

Beispiel 3.1.4Das System

0 1 1 0
Vg twy =0, wy +v=0 <=  Uupy=-— 0 0 Uy + 0 0 U
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fuhrt auf diewarmeleitungsgleichungen,, — v, = 0 undwg, — wy = 0.

Das letzte Beispiel ist durch dieafé aus Definitior8.1.1nicht abgedeckt, sein Typ iparabolisch
Da viele Probleme direkt als Gleichung zweiter Ordnung auftreten, wird einearaliggg Typeneintei-
lung nur daftir formuliert.

Definition 3.1.5 Die allgemeine lineare Dgl in zwei Variabeln y

a(:z, y)u:r:r + Qb(Ia y)umy + d(l", y)uyy + 6(]7, y)u:r + f(xa y)“y = g(I, y)

heil3t im Punk{z, y)

a) elliptisch  wenn a(z,y)d(z,y) — b*(x,y) > 0,
b) hyperbolischwenn a(z,y)d(z,y) — b*(z,y) <0,

—~

b
c) parabolisch wenn a(z,y)d(z,y) — b*(z,y) = 0 und Rang(Z d ;> -7

Abhéangig vom Typ sind nur bestimmte Randbedingungen sinnvoll. Bei euerll) elliptischen Dgl,

die auf einem (evtl. unbesdmkten) Gebief2 C R? gilt, sind auf dem ganzen Rand vérBedingungen

anu und/oderu,, u, vorzuschreiben. Bei parabolischen und hyperbolischen dagegen nur auf einem Teil
davon. Diese Unterschiede werden in den folgenden Kapiteln angesprochen. Praktische Auswirkung

partieller Gleichungen.

Beispiel 3.1.6Auf demL-Gebiet() := (-1, 1)2\[0, 1)? werde in Polarkoordinatefx, y) = (r cos ¢, r sin ¢)
die Funktion

20 —m
3

u(rg) =r*Psin ==, < <om

definiert. Dann edllt v die Potentialgleichungi,, + u,, = 0 aufQ und besitzt
glatte Randwerte, z.Bu(z,y) = 0 furz = 0,y > 0 sowiexz > 0,y = 0. Die
ersten Ableitungen von sind jedoch nicht bescankt in der einspringenden Ecke im
Nullpunktr — 0. In denubrigen Ecken des L treten etwas s@ulére Singuladten
auf.

Diese Eigenschaft weicht von der Situation bei dengaviichen Dgln ab undufirt auf eine neue Rah-
menbedingung bei der Diskussion numerischer Verfahren. Wenn einghgbghie Dgl gengend oft
differenzierbare Koeffizienten besitzt, kann durch Ableitung der Dgl auf eine entsprechende Differen-
zierbarkeit der bsung geschlossen werden. Dies machte den Einsatz von Verfahren hoher Ordnung erst
sinnvoll. Bei den partiellen Dgin dagegen kann diesuilg schon bei ganz einfachen Problemen Sin-
gularititen (von Ableitungen) besitzen. Aus diesem und auch anderen, praktisaneteGmmacht bei
partiellen Dgln der Einsatz numerischer Verfahren hoher Ordnung Schwierigkeiten. Daher werden v.a.
Verfahren der Ordnung zwei oder vier behandelt.
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3.2 Differenzenverfahren ftir elliptische Randwertprobleme
3.2.1 Die Poissongleichung auf einfachen Gebieten

Es seif2 C R? ein beschaiktes Gebiet, d.h. eine offene und zusamraegkirde Menge und = 0Q
sein Rand, der auswstkweise stetig differenzierbaren Kurven bestehen soll. Aus praktischerd&@r”
werden in diesem Paragraphen adh$t nur Polygone mit achsenparallelen oder diagonalen Kanten
behandelt.2 = Q U T ist der Abschlul vo2. Mit einer stetigen Funktiog(z, ) lautet diePoisson-
gleichung

— Ugp —Uyy =g fUr(z,y) € Q. (3.2.1)

Diese Gleichung ist elliptisch, sie stellt sogar die Normalform einer elliptischen Dgl dar. Physikalisch
beschreibt sie, u.a., die Temperaturverteilung in einem homogengreKimit Warmequellery. Die
homogene Gleichungg(= 0) heil3t Potentialgleichung ihre L6sungen harmonische Funktiones (
Funktionentheorie). Zur Definition einer sinnvollen Problemstellung sind bei dieser Dgl auflganz
Randwerte vorzugeben. Historisch unterscheidet man drei Arten von Randbedingungen, die den Funkti-
onswert oder die Ableitungu/on in Richtung deufReren Normalen enthalten. Dazu wird der Rand
disjunkt zerlegt in" = T'y U T, UT. und auf jedem Teil eine der folgenden Bedingungen gefordert mit
stetigen Funktionem, .

u(z,y) = ¢a(z,y), (z,y) €Ty (Dirichlet — RB) (3.2.2)
%(w,y) = ¢n(z,y), (z,y) €T, (Neumann — RB) (3.2.3)
g—z(x, y) + oz, y)ulz,y) = de(z,y), (2,y) €Te (Cauchy — RB). (3.2.4)

In der obigen physikalischen Interpretation entspricht die Dirichlet-Randbedingung einer Temperaturvor-
gabe aufl’;, die Neumann-RB (mi#,, = 0) einer isolierten Wand',,, wahrend die Cauchy-Bedingung

sich als Warmeabstrahlung durdh, interpretierendidt. In der Praxis kann natich auch jeweils nur

eine der Randbedingungen auftreten. In diesalteR redet man von dem Dirichletschdn £ T';) bzw.
Neumannscher(= I';,) Randwertproblem.

Definition 3.2.1 Eine Funktionu(z, y) heifdt (klassische)dsung des Randwertproblen&Z.1), (3.2.2
3.2.4, wenmu € C%(Q)NC(Q)NCH(QUT, UT,) gilt und die Gleichungen3(2.1), (3.2.23.2.4 erfillt
sind.

Wahrend beim Dirichletproblem eine eindeutigesuing existiert, besitzt das Neumannproblersitigen
nur unter der Voraussetzung ¢, ds = [ [, g(z,y) dzdy. Die Losung ist dann auch nur bis auf eine
Konstante eindeutig.

Wie im eindimensionalen Falg{.7) lassen sich &herungsverfahren gewinnen, indem man die ver-
schiedenen Ableitungen in der Dgl durch geeignete Differenzenquotienten ersetzt. Mit Schrittweiten
hg, hy > 0 gilt furu € C* nach Lemmad..7.1
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1
1 ) y+h
Uyy(xay) = ﬁ[u(xay - hy) - 2U($,y) + U(.%‘,y + hy)] + O(hy)
Y
Bei Addition dieser beiden &herungen werden somit zur Approximati- . 4, z+h
on der Poissongleichung i, y) funf sternbrmig verteilte Funktions- )
y—

werte miteinander verlupft. Rir den Standardfah, = h, = h haben
die vier Strahlen des Sterns alle diarigeh.

Als erstes Modellproblem wird das Einheitsquadpat (0,1) x (0, 1) betrachtet. Wie im eindimensio-
nalen lassen sich mit einer Differenzenapproximation am einfachsten Funktionsweri@ogiitstéanten
Gitters verknipfen. Dazu sei mik := 1/m, m € N, das Gitter

Ay = {(zi,y4), i,j =0,..,m}, mitz; =y, :=1ih, i =0,..,m. (3.2.5)
Ym
Ym—1
Ui W P |0
S
Yo
Ty X1 X Lm,

Da die Handhabung im zweidimensionalen schwieriger ist alsef,"wird diese Indizierung der Git-
terpunkte mit zwei Indizes auchufdie Naherungswerte;; = ua(z;,y;) = u(z;,y;) benutzt. Zur
Beschreibung der Nachbarwerte eines speziellen Puiitkieqz;, y;) ist es jedoch einggsamer, Him-
melsrichtungen zu zu verwenden. Also gelte, zu

Vp = Vi S€lUN 1= V41, VO = Vit1,j, VS 1= Vi j—1, W = Vj—1,j, (326)

wie in der obigen Skizze angedeutet. Die Poissongleichung im Beinktu,, (P) — wu,,(P) = g(P)
wird nun approximiert durch die Differenzengleichung’ [vy — 2vp +vo] — 7z [vs — 2vp +vn] = gp
mit gp := g(z;, z;), d.h,,
-1
* 4 -1'# %[4013 —UN — Vo — Vs — VW] = gp- (3.2.7)
-1
Die Linearkombination in eckigen Klammern wird gerne kompakt durch den links dargestelitén F~
Punkte-Stern beschrieben. Bei der (homogenen) Potentialgleichung kann diese Beziehung auch in der

Form

1
vp = Z[’UN-FUo—i-’US—i-Uw]



3 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 56

ausgeduckt werden, die aussagt, daf3 der Mittelwert der Funktionswerte in den vier Nachbarpunkten
ist (Interpretation: “aufgespanntes Gumminetz').

Dirichletproblem: Hier sind die Funktionswerte demisiing auf dem ganzen Rand bekannt. Daher
konnen die auf den Rand fallenden Variablen3r2(7) durch die entsprechenden Werte vgpersetzt
werden. Aufgrund der einfachen Gestalt des Einheitsquatraigieben sich sauf'die Werte auf den
im Bild bei (3.2.5 durch einen Punkt markierten innerém — 1)? Gitterpunkten geradém — 1)
Gleichungen §.2.7). In Anlehnung an die Formulierung des RWRs2(1),(3.2.9, kann man durch
EinfUhrung der Bezeichnungen

Qh = {(xi,yj) : Z,] = 1,..,m — 1},

. . : : (3.2.8)
Ly :={(zi,yj): i=0Vi=mVj=0Vj=m},
d.h.,Q, Ul = A, dieses Gleichungssystem ebenfalls in kompakter Form schreiben:
#[4% — Vil — Viglj — Vi1~ Viclj] = Gij, fur (z,y;) € Qn, (3.2.9)
Vij = Qsd(l"z,y]) fur (:E’Lay]) € Fh-

Mit den trivialen Randgleichungen werden die zugiedeen Unbekannten aus den Gleichungen @uf
eliminiert (vgl. auch {.7.6). Dann liegt ein lineares Gleichungssystem &us— 1)? Gleichungen dif
genauso viele Unbekannte vor. Bei den partiellen Dgin ist es angebracht, in der Formulierung wieder
starker zwischen der mit dem Gleichungssystem zusamarggriden linearen Abbildung, von Git-
terfunktionen und den zugehgen Matrizen zu unterscheiden. Wird zu Gitterfunktiomgn: Q;, — R
die lineare Abbildungl A punktweise definiert durch

(Daua) () = o [ua (3,9) = wa e,y + ) —uaay —h) — -], (@y) € %,
mit Modifikationen in den randnahen Punkten, entspricht das Gleichungssyat@®) éinem Problem
der Form

LAUA = gAa, anQh,

mit der schon verwendeten Abkiunguv;; = ua(z;,y;). Die' Matrix dieses linearen Systemartujt
zumindest von einer Numerierung der bisher doppelt indizierten Unbekannten ab.

Beizeilenweiser Numerierungexikographischer) des Gitters erhalten die drei Unbekanntenp, vo
aufeinanderfolgende Nummern bzw. Indizeshnénd die Nummern vorg, vy genau unm —1 kleiner
bzw. gioR3er sind als die vonp. Die Nummern der GleichungeB..7/(3.2.9 seien die vorvp, sodaf’
also das Hauptdiagonalelement immdéh? ist. Dann ist die zu dieser Numerierung gegride Matrix
A sehr regelraBig aufgebaut, sie hat eine Block- und Bandstruktur mit Bandi®eite- 1 in der Form

T I
I T -I \\
A=t I T -I = \\ : (3.2.10)

n? N
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4 -1 Dabei sind die Matrizen und T je-
-1 4 -1 weils von der GoRRe(m — 1) x (m —
T:= -1 4 -1 1), die Gesamtmatrixl von der GoRe

(m—1)? x (m —1)2.
-1 4
Stellt man sich andererseits vor, dal3 die Gitterpunkte wieseirachbretschwarz-weil3 eingafbt
sind, erkennt man, dal3 i8..9 die Nachbarpunktév, O, S, W immer die zum PunkP entgegenge-
setzte Farbe besitzen. Wenn daheraaist weiRe und dann schwarze Punkte numeriert werden, ergibt
sich im Grol3en eine Blockstruktur der Form

1 a1 —-M

B2\ —MT 41 )’
wobei M in jeder Zeile lmchstens vier Einsen und sonst Nullen attthWennm — 1 ungerade ist, ha-
ben die Bbcke4I geringligig unterschiedliche &fen. Weitere Eigenschaften dieser Matrizen werden

spater diskutiert. lbsungsverfahrenuf'solche Gleichungssysteme, die die geringe Anzahl der nichttri-
vialen Matrixelemente nutzen, sind Thema der Vorlesung Numerik l1A.

Neumann-Randbedingung:Hier ist der Wert der Normalenableitung vorgeschrieben. Daher muf3
auch bei der Randbedingung eine Approximation durch Differenzenquotienten vorgenommen werden.
Beim Einheitsquadrat sind die Normalen parallel zu den Achsen. Daher gilt entatedén = +u,

(auf der Ost- und Westseite), odén/On = +u, (auf der Nord- und Bdseite). Als Beispiel werde
die Approximation der Randbedingung (1,y) = ¢,(1,y), y € (0,1) betrachtet. Dabei bieten sich
folgende Moglichkeiten an:

1. Verwendung des Gitter8.2.5, Approximation der Randbedingung durch den einseitigen Diffe-
renzenquotienten mit Schrittweite Im Beispiel seiP = (1 — h,y;) ein dem Rand benachbarter
Gitterpunkt. Die Randbedingung wird also ersetzt duk¢ho — vp) = ¢,(0). Da die Variable
vo sonst nur noch im Differenzenstern vérauftaucht, kann die Bedingung dazu benutzt werden,
diese Unbekannte sofort aus dem Stern zu eliminieren. Dann hat das Gleichungssystem wieder die
gleiche Struktur wie beim Dirichletproblem, z.B3.2.10, nur die Sterne in den Randnachbar-
punkten sind abgaidert, im Beispiel ergibt sich staf.2.?) jetzt

1 1
ﬁ(?wp —UN —Us —UW) = gp + Eqbn(O)
Nachteilig ist hierbei die schlechtere Approximation der Randbedingung mit eihémnFehler

wegen der Verwendung unsymmetrischer Differenzenquotienten.

2. Der symmetrische Differenzenquotiefit(u(z + h, y) — u(z — h,y)) ist eineO(h?)-Approxima-
tion fur den Wertu,.(, ). Um ihn einsetzen zuddhen, muR3 der entsprechende Randpunkt mitins
Berechnungsgittef?;, aufgenommen werden, dies sei jefzt= (1,y;) € T',,. Die approximierte

Randbedingung
1

ﬁ(vo —ow) = ¢dn(P) (3.2.11)
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verwendet dann den PunktauRerhalb vof2. Die Unbekannte kann aber, wie vorher, aus dem
Flnfpunktestern im Randpunk eliminiert werden. Diesutirt in P auf den einseitigen Stern
-1
2 4L 1 2
h ﬁ(ﬁlvp—sz—UN—Us) :gp+ﬁ¢n(P).
-1
Diese Methode ist besonders naheliegend, da (homogene) Neumann-Randbedingungen oft auf-
grund von Symmetrigherlegungen beim Dirchletproblem auftreten. Zum Beispiel giltdie

Losung des Problems
—Ugzy — Uyy = Lauf(—1,1) x (=1,1), u = 0 auf dem Rand,

die Aussage:(r,y) = u(+z, +y), alsou,(0,y) = 0,u,(z,0) = 0. Daher kann dieses Problem
auf ein Viertel des uspiriglichen Quadrats eingesahnkt werden, etwa das Einheitsquadrat, wobei
auf dessen linken und unteren Rand die Neumann-BedinguBd)(mit ¢,, = 0 gilt. Wird diese
mit Hilfe von (3.2.11) diskretisiert, ergibt sich wieder eine Symmetriebedingumguf'= ua,
namlich in P = (0,y;) die Gleichung}(vo — vw) = 0 <= vo = v und inP = (;,0)
analogvy = vg. Diese Approximation der Randbedingungft daher auf das gleiche Ergebnis,
das man durch Becksichtigung der Symmetrie beim diskreten Problé€m.9 erhalten wirde.
Die Symmetriebetrachtung reduziert dabei dief des Gleichungssystems auf ein Viertel.

Die Struktur der Matrix zu diesem reduzierten Problem
— Uy —Uyy =g N Q=(0,1) x (0,1), (3.2.12)

u=0 in Tyg={(z,y)€Q: z=1Vvy=1}, (3.2.13)
gnu =0 in T'y={(z,y): =0,y €[0,1) Vy=0,z €[0,1)} (3.2.14)
ist ahnlich zu 8.2.10, wobei allerdings in den Nebendiagonalen auch der Wenth? auftritt.
Dies zersbit die Symmetrie der Matrix. Durch Skalierung der Gleichungen (Multiplikation mit
%, i) kann die Symmetrie wiederhergestellt werden. Dies entspricht der Verwendung folgender

Differenzensterne adf,, (Vorfaktor 1/h?):

Die Matrix ist auch etwas ofer, da jetzt unbekannte Werte auf demi3gren Berechnungsgitter
Qp = A{(z5,y4) : 1,5 =0,..,m—1} auftreten. Bei zeilenweiser Numerierung dieser Unbekannten
vij = u(z;,y;), in der Reihenfolge, .., vm—1,0,v0,1, --s Um—1,1,- - - , hat die Systemmatrix zu
(3.2.12 die Gestalt

iT -FE
) -FE T —-FE

-E T
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[N
|
—_
N[

-1 4 1
Die GrRe vonT’ und E istm x m, die der GesamtmatriA ist m?2 x m2.

Die in (3.2.10 und 3.2.19 beobachtete Symmetrie der Matrizen macht den Einsatz effizienterer Ver-
fahren noglich und ist auch bei der Analyse (Stalatit hilfreich.

3.2.2 Eigenschaften der Differenzen-Matrizen

Zwei Matrix-Eigenschaften und damit verbundene Beweistechniken spielen bei der Behandlung ellipti-
scher Probleme eine wichtige Rolle. Die erste Eigenschaft ist Symmetrie und Definitheit.

Definition 3.2.2 Eine Matrix A = (a;;) € R™*" heil3t symmetrisch, wen# = AT gilt, d.h., a;; =
a;iVi,j = 1,..,n. Sie heil3t positiv definit bzw. semi-definit, wenn sie symmetrisch ist uncbeinbzw.
a > 0 existiert so, dal gilt

v Av > av'v Yo e R™. (3.2.16)

Bei einer symmetrisch, positiv definiten (' SPD-') Matrix sind alle Eigenwerte reell positiv, insbeson-
dere ist 8.2.19 mit dem kleinsten Eigenwerty = min A(A), erflillt. Hier ist die Verwendung der
Euklidnorm und der dazu gehigen Matrixnorm,

lvlla = VoTv, v € R, [|A]l2 == /0(AT A),

der Spektralnorm angebracht. Dabeid&t/) der Spektralradius der Matrix/, d. h. der Maximalbetrag
ihrer Eigenwerte. Da jede symmetrische Matrix anéhnlich zu einer reellen Diagonalmatrix ist, gilt
|All2 = 0(A). Zur Absclatzung der bsungen von linearen Gleichungssystemen gilt bei Definitheit die
einfache Aussage,

ASPD = A7'SPD, [|[A7'||]s =0(A7") < —, aaus 8.2.18.

1
«

Diese HI3t sich auch auf allgemeinere Matriagmertragen.

Satz 3.2.3Fur die (i.a. nichtsymmetrischen) Matrizety € R"*", j = 1,...,k, seien mito; € R
die Ungleichungen ™ 4,0 > ajvTv Vo € R™ erfullt. Dann istA = A, + ... + Ay, invertierbar fir
a1 + ...+ ap > 0und es gilt

A o= (A1+... +4) Yo < ————.
41 = (4 D7 S o
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BeweisEs sei0 # v € R" beliebig. Aus der Voraussetzung folgt durch AdditiohAdv > av'v
wobeia = a; + ... + ap > 0. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichunglfit dies auf die Aussage
allv]]? < vTAv < |Jvl|2||Av|le = ||Av]|2 > a|jv]|2. Fiirv # 0 ist insbesondere immetv # 0. Daher
ist A reguBir und mitv = A~'w folgt || A~ wl|y < L ||lwl|s. n

In der reellen quadratischen Forrh Av im Satz spielt insbesondere nur der symmetrische Anteil
1
S(A) = (A + AT)

der Matrix A eine Rolle, dav"Av = (v" Av)T = vTATv = vTS(A)v. Im Satzes wird also gerade die
positive Definitheit des symmetrischen AntefisA) = S(A1) + ...+ S(Ax) von A vorausgesetzt. U™
die Matrizen des letzten Paragraphen folgt diese einfach aus der Tatsache, dal3 digi Masi®ystems
(3.2.9 nach Herleitung eine Summé = A; + A, ist, bei derd; und A, die Differenzenquotienten in-
bzw. y-Richtung enthalten. Beim diskreten Dirichlet-Proble3r2(9 etwa zeréllt daher die quadratische
Formuv! Av, v # 0, mit A aus 8.2.1Q in zwei positive Summen,

m—1

1

2 (47%] Vi-1,j — Vit1l,j — Vij-1— Uz,ﬁrl)

i,j=1
1
h2

1
—Vi—1,5 + QUU - Uz—l—l,j _2

m— m—1m—
Z Z Z —Vij—1+ 20ij = Vijy1)-

Randwerte bei sind hier null zu setzen. Zu den einzelnen Summen gilt

HMS

Lemma 3.2.4 Gegeben seien, .., v, € R mitwv,, = 0. Dann giltfura € {1,2}

m—1 m—1 m—
vi(avi —va) + Y vi(=vjo1 4205 —vj) = (a = Do + Y (v —vj1)* +vpy > Co Y 03,
j=2 j=2 =

mit Cy = 4sin’ &, C; > 0.

BeweisLinks steht die quadratische FormTv der symmetrischen Tridiagonalmatrix

T — -1 2 -1 c R(m—l)X(m—l).

-1 2

Die erste Identdt ist elementar, die Ungleichung gilt, da Quadrate summiert werderu £2 ist die
Konstante bekannt, da die Eigenwerte gleich4 sin? % sind. ]

Satz 3.2.5Die Matrix A (3.2.10 des Gleichungssystents 2.9 ist positiv definit, ihre Inverse gleicliflig
beschankt fir i € (0,1/2] mit|[A~"(|]s < Cy, C) = & /sin?(hr/2) < L. Insbesondere giltii die
Losung des diskreten DirichletproblentsZ.9 mit ¢; = 0 die Aussage

m—1 m—1
S <Y i

ij=1 ij=1
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Die Symmetrie und Definitheit hat auch praktische Bedeutung, da deswegeonsaurgd_der linea-
ren Gleichungssysteme effizientere Verfahren als im unsymmetrischen Fall eingesetzt vesnoem k™
(Cholesky-Zerlegung, spezielle Iterationsverfahren). lhre Bedeutung im Theoretischen ist nicht so ent-
scheidend, da die Euklidnorm zwar hier dieadhten Schranken liefert, diese Norm aber bei (diskreten)
Funktionen weniger aussagakig ist als die Maximumnorm. " Abschdtzungen in dieser Norm ist ei-
ne andere Eigenschaft entscheidend, die mit den Vorzeichen der Matrixelemente zu tun hat. Im folgenden
sind Ungleichungszeicherk(>, >, <) zwischen Vektoren und Matrizen sowie Beje elementweise
zu verstehenp| = (Jvi|), |A| = (|aij|).

Definition 3.2.6 Eine Matrix A = (a;;) € R"*" heistM-Matrix, wenn gilt

a; >0Vi=1,..,n, a; <0Vi#j, (3.2.17)
Alistregulir undA=" > 0. (3.2.18)

Nach Zerlegung der Matrid = D — N in DiagonaleD und Nebendiagonaler N lautet die Vor-
zeichenbedingung3(2.17 kurzer N > 0, a;; > 0Vi. Bei Normbetrachtungen in der Euklidnorm sind
Eigenvektoren extremal. Diese Rolle wird hier von positiven Vektaefeerriommen. Wichtige Schluf3-
weisen fir nichtnegative Vektorem > 0 bzw. MatrizenB > 0 sind [[v]loc < ¢ < v < al
mit 1 = (1,..,1)T und||Bljoc < b <= B1 < bl. AuBerdem ist das Produkt mi# monoton:

v < w = Bv < Bw. Kriterien flir M-Matrizen entlalt

Lemma 3.2.7 a) Eine Matrix A = D — N mit der Vorzeichenverteilung3(2.17 ist genau dann M-
Matrix, wenno(D~'N) < 1 gilt.

b) Eine Matrix A mit der Vorzeichenverteilung3(2.17 ist (genau dann) M-Matrix, wenn ein Vektor
z > 0 existiert mitw := Az > 0. Damit gilt
maXj; zZ;

A7 oo < : (3.2.19)

min; w;

Beweisa) Rir o(D ' N) < 1 konvergiert die Neumannreihe

o0
Al =(I-D7'N)"'D7' =" (D7'N) D" >0,

=0

die Inverse existiert und ist nichtnegativ. Sei umgekehit-Matrix und v # 0 ein Eigenvektor von
DN zum Eigenwert.. WegenN > 0 gilt |Nv| < N|v|. AusADv = Nuv folgt daher

ADo| = ADJel < Nlo| = (D = N)le| < (1~ [A)Del.

Multiplikation mit A= > 0 fuhrt dann auf die Ungleichur@ < |v| < (1 — |A\|)A~!D|v|, die firv # 0
wegenA~!D|v| > 0 die Folgerungl — |\| > 0 liefert.

b) Zuz > 0 wird die reguéire MatrixZ := diag(z;) definiert. Damit ist

A2=Dz—Nz>0 < NZ1<DZ1 << Z 'D7'NZ1<1.



3 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 62

Die letzte Ungleichungui diese nichtnegative Matrix bedeutet aber gerde ' D 'NZ||, < 1,
woraus insbesondeZ D !NZ) = o(D 'N) < 1 folgt. Nach Teil a) istA daher M-Matrix. Mit
« := min; w; gilt laut Voraussetzung auchz = w > al. Aus A~! > 0 folgt damitad='1 < z <
lz||so 1. Dies istaquivalent zur Behauptun@.@.19. [

Flr Matrizen mit 3.2.17) ist die strenge Diagonaldominanz

Qg5 > Z |a,ij| Vi,

j#i

ein spezielles M-Matrix-Kriterium und mi¢ = 1 in Lemma3.2.7 enthalten. Abschachungen der
Diagonaldominanz sind aufwendiger in der Formulierung und liefern nur die Regtdatissage, aber
keine Schranke wie3(2.19. Der in Lemma3.2.7 berotigte Testvektorz kann beiL A einfach angege-
ben werden. Diesutirt direkt auf eine Stabikitsaussageuf die betrachteten Modellprobleme auf dem
Einheitsquadrat.

Satz 3.2.8 Fur das diskrete DirchletproblenB(2.9 auf dem Einheitsquadrat mit homogenen Randbe-
dingungen giltf|L'[|oc < %, d.h., die sungw erfillt

m—1 1 m-1

jax lvig] < 2 max |9i5]-

BeweisFur za (z,y) := r — (z — 1)? — (y — 3)? ergibt sich sofortLaza(z,y) > 4 mit Gleichheit in
allen randfernen Punkten. Bei Wahl ven= % wird za positiv,0 < za < rin Q. Aus Lemma3.2.7

folgt dann die Aussage. ]

Flr das Problem3.2.12 mit Neumann-Bedingung auf zwei Seiten des Quadrats gilt eine analoge
Aussage mit der gf3eren Konstanteh, beim vollsindigen Neumann-Problem ist die Matrix mdth
singufr.

3.2.3 Diskretisierungsfehler, Konvergenz

Da die Konsistenz des Differenzenverfahrens (*-Losungen) aus Lemmia7.1folgt und die Stabi-

litat im letzten Abschnitt gektt wurde, kann daraus sofort die Konvergenz dah&fungen abgeleitet
werden, wenn die €Sung des Randwertproblems hinreichend glatt ist. Allerdings ist dies nicht immer
der Fall, wie in BeispieB.1gezeigt wurde. Daher wird zaghst eine abgesclagtite Konsistenzaussage
behandelt, danach dgjlichkeiten zur Beeinflussung des Fehlers durch Gitteranpassung oder Verbesse-
rung des Verfahrens. Im folgenden Satz wird der eigentlich mu@Gitterfunktionen 2, C Q) definierte
Differenzenoperatof. o auch auf normale Funktionen angewendet (formalergine Gitter-Restriktion

R erforderlich: Ly Rau, val. §2).

Satz 3.2.9Es seiu € C*(2), 2 < k < 4. Dann gilt fur (z, y) € Q die Konsistenz-Aussage

[(Lau)(z,y) + uzz(w,y) + tyy (7, y)| < (3.2.20)
o o
ORF (mase{| (€ )|+ 1€ =] < B+ max{| pulen)]| = In =yl < AY).
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BeweisTaylorentwicklung vor: um (z, y). ]

Wird im Satz die losungu der Poissongleichung eingesetzt, ergibt sigtdien lokalen Fehlera :=
Lau — ga die GooRenordnung’a = O(h?), wennu € C* gilt. Wegen der Linearit von L A fuhrt die
Subtraktion von §.2.9, auf eine Gleichungut'den Fehlefn — u

Laua =gn = —Ta =ga — Lau= Laupn — Lau = La(ua — u). (3.2.21)

Die tatsichliche Gol3e dieses globalen Fehlers kann dann mit den Stbi&itzen3.2.5(Euklidnorm)
und 3.2.8 (Maximumnorm) abgesehzt werden. Bei deQuadratsummennormmul3 allerdings auf die
richtige Skalierung geachtet werden. Denn bei Gittervektgjgist die reine Summg_; ; gfj kein gutes
MaR fiir die GolRe vong, da sich wegen defin — 1)2 Summanden bei einer konstanten Funktion der

Wert (m—1)2g? ergibt. Daher werden nunif Gitterfunktionenga folgende skalierten Normen definiert,

ae=(" Y RA@w)” o)

(:L‘,y)GQh

lgal Ao = max |ga(z,y)| (3.2.22)
h

(z,y)EN

Beide Normen sind Approximationenrfdie jeweiligen Normen von Funktionen,

Lol 9 1/2
lollo = ([ [ g@.9)? dwdy) ™, llgloe = sup Iglo.5)]
0 Jo (z,y)EN

insbesondere gilt syalla2 < |lgalla,-o. Durch Kombination der Ergebnisse aus Forn®e®(21) und
den Sitzen3.2.5 3.2.8 3.2.9 folgt die globale Fehleraussage:

Satz 3.2.10Die Losungu des Dirichletproblems auf dem Einheitsquadraiié v € C*(Q). Dann gilt
fur den Fehler der Idherungsbsungu aus dem Differenzenverfahre®.2.9 mit Schrittweiteh in jeder
der Normen aus3.2.29 die Abschtzung

HUA - UHA,p < Cph2(||uxxxx||oo + ||Uyyyy||oo),

p € {2,00}, MitCy = 1/192 (h < 1), Coo = 1/96.

BeweisDa die Werte voru und u auf dem Rand’;, ubereinstimmen, treten in der Fehlergleichung
(3.2.2)) nur Beitége aus dem Konsistenzfehlgk auf, der mit Sat8.2.9 (KonstanteC' = 1/12) ab-
gesclatzt werden kann. Daher sind diat3€3.2.5und 3.2.8anwendbar (homogene Randbedingungen)
und ergeben die Behauptung. [

Fur das gemischte RandwertproblegnZ.12 erhélt man nach dem selben Prinzip eatenliche Aussage
mit etwas gofRReren Konstanten.

Nur auf den ersten Blick ist diese Fehleraussage zufriedenstellend. Denn in wichdigemdiillt
die Lésungu nicht die Voraussetzungen des Satzes, da dortgvenC?(Q) nur aufu € C*(Q), (2
offen!) geschlossen werden kann (vgl. Beis@el). In diesem Beispiel achst der lokale Konsistenz-
fehler 3.2.20 zum Rand hin stark an. Bei den gelarilichen Differentialgleichungen wurden solche
Effekte durch Verkleinerung der lokalen Schrittweite kompensiert.
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Ubertrigt man dieses Prinzip auf ein Produkt-Gittey, y;j), indem man in be-
stimmten Teilen des- undy-Intervalls die Punkte:;, y; dichter wahlt, kann
zwar an einer beliebigen Stelle im Gebiet ein feineres zweidimensionales Git
ter erzeugt werden. Allerdings ergeben sich dann auch aulRerhalb dieses B
reichs Regionen mit kleinen Schrittweiten, dieciundy-Richtung aul3erdem
sehr unterschiedlich sind.

Auf einfache WeisedRt sich eine lokale Verfeinerung in einem kleinen Bereich dadurch erreichen, dal3
man ein Gitter mit halber Schrittweite/2 in das grobe Gitter ' eirarigt'. An einetUber-
gangsstelle kann das folgendermal3en skizziert werden:

Im groben Gitter (ausgaflfie Punkte) wird der norma-

le Rinfpunktestern mit Schrittweiteh verwendet, der an den ° 3 ° °
Ubergangsstellen den ersten Punkt des feinen Gitbderspringt. { o
In den Punkten des feinen Gitters (offene Kreise) wird der Stern mit 00 O
Schrittweiteh /2 eingesetzt. In den beiden Punkten des feinen Gitters, ° oo o0 O

die keinen westlichen Nachbarn haben, kann ein diagonaler

Funf-Punkte-Stern mit Schrittweite/+/2 benutzt werden (vgl. Lemnia2.19. Alle diese Sterne haben
die Approximationsordnung 2. Das Verfahranhit nicht mehr auf eine symmetrische Matrix, aller-
dings ERt sich die Inverse in dex-Norm wieder mit Lemma.2.7und dem Testvektor aus S&82.8
absclaitzen. Die lokale Gitterverfeinerung kann in deahé einer Problemstelle malich mehrfach an-
gewendet werden.

Beispiel 3.2.11Auf dem L-Gebiet = (0,1) x (0,1) \ [3,1) x [3,1) gelte—ug, — uy, = 25, auf dem
Randu = 0. Einsatz ineinandergeschachtelte Gitter init 1/8, 1/16, 1/32. Der steile Anstieg in der
einspringenden Ecke wird erst durch die lokal feinere Unterteilung sichtbar.

Wenn die (loheren) Ableitungen derdsung zu grof3 werden, kann dies also durch Gitterverfeine-
rung kompensiert werden. Umgekehrt ist esurlafi sinnvoll, den Aufwand durch Verfahrerohérer
Konvergenzordnung zu senken, wenn diaéren Ableitungen der Funktion gutartig sind. Die Kenntnis
der genauen Fehlerstruktur des oben verwendeten diagonalen Sterns kann dazu verwendet werden.

Lemma 3.2.12 Fiir eine Funktionu € C%(Q) gilt

2,22 (4u(x,y) —u(z+h,y+h) —u(x+hy—nh)—ulx—h,y+h) —u(m—h,y—h))

2
= - (uxx + Uyy + %(Ua::m:x + 6U:v:vyy + uyyyy)) |(m,y) + O(h4)a

BeweisUbungsaufgabe.
Zum Vergleich lautet der Fehler des normalemf~Punkte-Sterns (Sa&2.9

h2
E(Ummmm(xa y) + Uyyyy(wa y)) + O(h4)-

Bei der Poissongleichung kann nun durch eine geeignete Linearkombination dieser beiden Stérme ein
Fehlerterm erzeugt werden, der sich mit Hilfe der Dgl wieder approximiefén VWendet manamilich
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den Laplace-Operator noch einmal auf die Poissongleichung an, folgt

—9zz — Gyy = Uzzzz T 2uxxyy + Uyyyy-

Bei einer Linearkombination, die den einfacheimfpunktesterne mi2/3 und den diagonalen mit/3
gewichtet, ergizt sich deth?-Fehleranteil gerade zu dem Ausdrueky,., — gyy- Dies flihrt auf den
Neun-Punkte-Stern

1. -4 -1
1
1. 4 -4
6h>
1./ -4 -1

Das Gewicht im Mittelpunkt is20/(6h2). Der Ausdruck}f—; (922 + gyy) im fUhrenden Fehlerbeitrag wird
natirlich wieder durch den tifpunktestern approximiert. DieaHit auf das folgend®&lehrstellenver-
fahren Eine einzelne Gleichung desselben im Punkty) wird der Ubersicht halber durch Angabe der
Gewichte in den Sternen abgekt:

-1 -4 -1 1
1 1

Der lokale Fehler hat die For?(h*) fur v € CS, bei der Potentialgleichung mit = 0 besitzt das
Verfahren sogar die Ordnung 6. Die Stalilibeim Dirichletproblem kann wieder mit Lemr@&2.7wie

in Satz3.2.8gezeigt werden mit dem gleichen Ergebrjj&'||s < % Der wesentliche Vorteil des
Verfahrens ist die Kompaktheit seines Differenzensterns, der bei Anwendung nur geringe Modifikatio-
nen gegeuber dem knfpunktestern erfordert (Randbedingungen, Matrixstruktur). Da er aber auf der

speziellen Form der Poissongleichung beruht, kann er nur in diesem Spezialfall verwendet werden.

Eine auch bei allgemeineren Dgln verwendbare Methode zustztig der Konsistenzordnung ist
der Einsatz von Differenzenausdken mit mehr als drei Punkten in jeder Ortsrichtung.1li () wurde
eine symmetrische Approximationifi,,, mit funf Funktionswerten angegeben. Die Kombination mit
der entsprechenden Approximatian i, fuhrt bei der Poissongleichung auf den Neun-Punkte-Stern

1
-16
1 1 -16 |60 -16 1
12h2 [ 4 L 4 L 4 @
-16
1

mit einemO (h*)-Fehler. Da hier jetzt Werte verkipft werden mit einem maximalen Abstand von 4 Git-
terpunkten, ergeben sich erhebliche Probleme am Rand. Insbesondere bei nicht achsenparallelen Ecken
konnen diese Schwierigkeiten auch nicht immer durch Verwendung unsymmetrischer Approximationen
behoben werden. Dieses Verfahren wird nicht weiter betrachtet.
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3.2.4 Allgemeinere Gebiete und Gleichungen

Der Rinfpunktestern kann in allen Gebieten verwendet werden, dessen Randpunkte auf ein geeignetes
quadratisches oder rechteckigés & h,) Gitter A, fallen. Hir nichtpolygonale Biider (' krummlini-

ge') iRt es sich aber meist nicht mehr erreichen, dal3 alle Nachbarn eines inneren Gitterpunkts entweder
wieder Gitter- oder Randpunkte sind. Daher ist nun der Fall zu betrachten, daf3 ein oder mehrere Nach-
barn eines (randnahen) Gitterpunktsauf3erhalb voii) liegen wie in der gezeigten Skizze.

IDN

[ ]
W 0
P OI

P o) 0]
| | |
S r x+doh xz+h

Der Randr" verlaufe also zwische® und O durch den Punk®’ und (oder) zwische® und N durch
N'. Als allgemeinen Zugang kann man hier durch Taylor-Abgleich die Gewichte eimdpUFiktesterns
zu den Punkte®, N’, O', S, W als Approximation an-(u,, + u,,) bestimmen. Auf das gleiche Ergeb-
nis kommt man, wenn Gitterwerte auf3erhalb ¥pralsovy, vo durch lineare Extrapolation des inneren
Wertesvp und der bekannten Randwetig(N'), ¢4(O’) (beim Dirichletproblem) approximiert werden.
Wenndyh,doh, 0 < dy,do < 1 die Abséinde der Randpunkte vdn sind, dann ist

(ﬁd(Ol) = dovo + (1 - do)vp = v = [¢d(0,) - (1 - do)?)p]/do.



3 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 67

Durch Einsetzen in die zweite Differenz inRichtung, Anwendung auf und Taylorentwicklungdhrt
dies auf

1 1
—u(z —h,y) + (1 + —)u(z,y) — —u(z +doh,y) =
do do

1 1 h? h?
—u(W) + (1 + —)u(P) — —u(0") = ——(1 4+ do)tigy + — (1 — d5)tgzs +...  (3.2.24)
do do 2 6
Division durchh?(1 + dp)/2 liefert eine Approximation der zweiten Ableitung. Analoges giltyin

Richtung. Im oben skizzierten Beispiel ergibt sich so im Pupklie Gleichung

1.2 2 2 2 2 2

G P ) T T " T Aot ) T T dn ™ T dn (it dw)

on] = gp. (3.2.25)

Da die Gewichte bei den Gitternachbats vy, von dend-Werten abhingen, tihrt diese Approximation
nicht mehr auf eine symmetrische, aber immer noch auf eine M-Matrix, da die Gleichngy diago-
naldominant ist. Die Normabsatzung in demo-Norm ausg3.2.2 kann hier wiederholt werden, wobei
die Konstanten vom Gebiet abgen.

Bei der Diskussion des Gesamtfehlers ist allerdings einaubt&ffiere Argumentation notwendig,
da die (Konsistenz-) Ordnung des jetzt asymmetrischen St8ra29 nur noch eins ist, wie man an
der Taylorentwicklung .2.24 erkennt. Dennoch kann weit&?(h?)-Konvergenz des Gesamtverfah-
rens gezeigt werden, da deo@ere lokale Fehler nur am Rand auftritt. Hierbei spielt die M-Eigenschaft
der Matrix wieder die entscheidende Rolle, da mit ihr Vergleiche zwischen Vekitretragen werden
konnen. Es bezeichnea wieder die lineare Abbildung, die sich beim Dirichletproblem bei Anwendung
des normalen Ef-Punkte-Sterns in inneren Gitterpunkten und einer Gleichung der &g in
randnahen Punkten ergibt. Bei Anwendung dieser Abbildung auf die konstante Funktiony) = 1
liefert das Bild Laea (die Zeilensumme der Matrix) nur in den randnahen Punkten einen nichtver-
schwindenden Beitrag, da die Dirichletrandwerte im Gleichungssygtems = ga auf der rechten
Seite beuncksichtigt werden (vgl3.2.10). Speziell in 8.2.29 ergibt dies

1.2 2 2 2 2 1 1

Laea)(P) = —[= + = — - -
(Laea)P) = 5l Y oy " Tode " Trdn) ~ Rldg(+dg) T dn(l+dn)

] > 0. (3.2.26)

Bei einer anderen Anzahl von Randpunkten im Stern #oist dieser Ausdruck zu modifizieren. Der
Konsistenzfehler des Verfahrens hat hier die Fain= Lau — ga = hra + h’ta, wobei derh?-Anteil
dem des normalen Sterns aus Sa#z9entspricht, vehrendhr o nur Randfehler entdt. Im Randpunkt
P liefert Gleichung 8.2.29 nach (8.2.29 hierzu den Beitrag

h

hra(P) = g[(l — do)ugas(x + Eh,y) + (1 — dn)uyyy(z,y +1h)], &1 € (0,1).

Mit K; := [|07u/027| oo + ||07u/0y ||, 7 = 3,4, kann dieser Beitrag miB(2.26 verglichen werden,
dabei gilt
ho 1 1 h?

h
h P)Y < K;—[|1—-d 1 —dny| < K3y— < Ks—(L P).
lra(P)] < 33[ o+ ~n) < 33[1+d0+1+dN]— 36( aea)(P)
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Aus dertblichen FehlergleichungB(2.20) La(ua — u) = —Ta = —(hra + h?ta) kann man damit
wegenZ ;' > 0 komponentenweise AbsatFungen herleiten. In jedem Gitterpunkt gilt

_ _ _ h3
jua —u| = |Lx(bra + h%ta)] < LR (Blral + B ftal) < LAl(K:agLA@A +h2[tal)

< &L k)
> 36 412 A lloo)EA,

also||ua — ul|oo < Ch?fur den globalen Fehler.

Beispiel 3.2.13Auf dem Viertelkreis2 = {(z,y) : 2>+ y*> < 1,z > 0,y > 0} S€i —uyy — uyy, = 4
sowieu = 0 auf dem Kreis und:, (0,y) = 0,u,(z,0) = 0. Da die Losungu(z,y) = 1 — 22 — y? ist,
arbeitet das Verfahren exakt.

Bei einerallgemeinen linearen, elliptischen DgIOrdnung
gy + 2bugy + duyy + euy + fuy +qu =g (3.2.27)

(a,d > 0,ad—b* > 0) ist gegember den schon ad.7 unds3.2.1 bekannten Approximationen nur noch
die der gemischten Ableitung,, nachzutragen. Diese kann aus dem Produkt der ersten Differenzen in
z- undy-Richtung mit Schrittweit&t zusammengesetzt werden. Dieser einfache Stern,f, hat die

Form
-1 1

2 X )

1
-1 = E[u(az—i—t,y—i—t)—i—u(x—t,y—t)—u(a:—i—t,y—t)—u(g:—t,y—i-t)]

Er ist als symmetrischer Stern mit Zentrim y) und Schrittweite2t = 2k eineO(h?)-Approximation
anug,(z,y). Beim Einsatz dieses Sterns besitzen dann aber die Nebendiagonalelemente der entstehen-
den Matrix (die Gewichte der Sternstrahlen) nicht mehr alle das gleiche Vorzeichenumdis -
Matrix-Eigenschaft entscheidend war. Einheitliche Vorzeichen auf den Raumdiagowaleenkdurch

die Verwendung von zwei anderen Sternen in Affigkeit vom Vorzeichen volnerreicht werden. Dazu

setzt man jeweils zwei der vier Sterne mit halber Achsegé2t = h, die um(z + h/2,y + h/2) zen-

triert sind, durch Mittelung zu einem ufw, y) zentrierten zusammen, der einen Felidh?) besitzt:
1 -1 1

|
—

[\

>
N

|

=

1

~

1

1

1

1

[a—y
|
L s I |
-
—
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Gemeinsamuhren diese Approximationemifdie allgemeine Dgl3.2.27) in jedem Gitterpunk{z, y)
auf folgende Differenzengleichung, die wieder in Stern/Matrixform geschrieben wird. Alle Koeffizienten
sind ebenfalls if(z, y) auszuwerten. Dabei bedeutet := max{b,0} > 0, b~ := min{b,0} < 0.

. —b- d—|b] bt ) f
72 a—|b] —2(a+d—|b) a—|b| u—i-ﬁ —e e |u+tqu=yg. (3.2.28)
bt d—|b] —b- —f

Insbesondere reicht also bei allgemeineren Gleichungen wifpé&iiktestern nicht mehr aus. Unter
einigen Einschainkungen an die Koeffizienten, die einerseits eine Varsohg der Elliptizitit der Dgl
darstellen (vgl. Def3.1.5 bzw. der Schrittweitenbesadmkung aus Satz.7.2 entsprechen.aldt sich
auch hier wieder zeigen, dal3 der Ste3r2(28 eine M-Matrix erzeugt.

Satz 3.2.14Fur die Koeffizienten der DgB(2.27) gelte in jedem Gitterpunkt die Einsémnkung
h h
b+ Slel <a, [bl+S1fl <d, g2 0.

Fur Gitter, bei denen alle in den Sterne312.28 auftretenden Gitterpunkte im Innern oder auf dem Rand
von {2 liegen, ist beim Dirichletproblem die zugdigige negative Koeffizientenmatrix eine M-Matrix.

Bei allgemeineren Gebieten oder Randbedingungen sind auRerdem in jedem randnahen Punkt spezielle
Randsterne analog zG.2.29 zu erstellen. Das imathsten Paragraphen besprochene Verfahren ist im
Vergleich dazu wesentlich flexibler in Bezug auf die Geometrie des Problems, allerdings nicht in Bezug
auf die Gestalt der Dgl (Ableitungen, Nichtlineaitit”

3.3 Finite-Elemente-Verfahren fir elliptische Probleme
3.3.1 Variationsformulierung

Ein fundamentales physikalisches Prinzip besagt, dal jedes physikalische System den Zustand einnimmt,
in dem seine Gesamtenergie minimal ist. Dieser Zustand kannalasindurch eine Differentialglei-
chung beschrieben werden. Im eindimensionalen. seiC2[0, 1] die L6sung des folgenden Randwert-
problems

— (p(2)4/(2)) + q(z)u(z) = g(z), = € (0,1), u(0) =u(l) =0, (3.3.1)
mit Koeffizienten-Funktionem € C'[0,1], ¢ € C[0,1], p(x) > p* > 0. Die Randbedingungen wurden
zur Vereinfachung homogen gehit, da dann die &ime

C0,1] := {v € C¥[0,1] : v(0) =v(1) =0}, k=0,1,2,

linear sind. In 8.3.1) ist alsou € CZ[0, 1] gesucht. Wenn auf beiden Seiten der Dgl #3(1) das
Innenprodukt mit einem beliebigen anderen Elememt C32[0, 1] gebildet wird, folgt durch partielle
Integration

1
(g,v)2 _/ g(z dx—/[ (pu')'v + quvldz = —[pu'v]; ~l—/ pu'v' + quuld
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Der Ausdruck auf der rechten Seite ist schandinmal differenzierbare Funktionen ekl damit &3t
sich folgende symmetrisctgilinearforma : C}[0, 1] x CL[0,1] — R definieren

1
a(u,v) := /0 [p(z)u! (x)v' (x) + q(z)u(z)v(z)] dz, wu,v € CF[0,1]. (3.3.2)

Das Innenproduk{g,v)s ist ein beschaiktes lineares Funktional, das mnfitbezeichnet wird,f :
C[0,1] — R, v — (g,v)2. Aus der obigen Umformung folgt also, daR diesuhgu des RWPs
(3.3.1) auch folgende Gleichung esft’

a(u,v) = f(v) Yo € CL0,1]. (3.3.3)

Firp > 0,q > 0 ist die Bilinearforma(u,v) definit, stellt aufCZ[0,1] also ein Innenprodukt dar
und+/a(v,v) eine Norm. Aufgrund dieser Tatsache ist diesuigu auch Minimalstelle dekonvexen
Funktionals

J(v) = %a(v,v) — f(v), d.h,  J(u) =inf{J(v) : v € C[0,1]}. (3.3.4)
Mit beliebigem0 # v € C[0,1],0 # ¢ € R, gilt fur das Element, + tv namlich
J(u+tv) = %a(u + tv,u + tv) — f(u + tv) (3.3.5)
1 , ¢ _ t?
= Salwu) = f(u) +ta(u,0) = f(0)] + Sa(v,0) = J(w) + Sa(v,v)
> J(u).

Umgekehrt vare fir a(u,v) — f(v) # 0 auchu keine Minimalstelle. Daher stimmen dieoklingen
des RWPsg.3.1), von (3.3.3 und (3.3.4 Uberein, wenn sie ik? liegen. Es muR aber betont werden,
daR bei weniger glatten Koeffizienteng, g das Minimum bei .3.4) in einer Funktionu ¢ C2[0,1]
angenommen werden kann. Daher heiRen Funktionen3die(oder @.3.9 erflllen, verallgemeinerte
oderschwachd.osungen. Ei' eine korrekte Formulierung umssen dann andereaRmne zugrundegelegt
werden, vgl. 8.3.10.

Auch die Losungen von partiellen, elliptischen Randwertproblemen sind Minimalstietlievexer
Funktionale Es sei wiedef2 C R? ein beschainktes Gebiet mit einem Raritlaus stickweise stetig
differenzierbaren Kurven. Nach der Greenschen Formel gilt hier die Beziehung

ou
//Q[umvm + uyvy] do dy = —//Q[um + uyylv dz dy + f} n’ ds (3.3.6)

furu € C?(Q) undv € C'(Q). Diese Relation spielt wieder eine Rolle, wenn maor@tgenu + tv
einer Losungu betrachtet. Speziell beim Dirichletproblenussén: undw + tv die gleichen Randwerte
besitzen, als@ auf dem Rand verschwinden. In diesem Fall &ittiilaher das Randintegral i6.3.6.
Zur Vereinfachung wird wieder das Dirichletproblem bei der (etwas erweiterten) Poissongleichung mit
g > 0 diskutiert,

—Ugy —Uyy +qu=g INQ, uw=0 aufl. (3.3.7)

Zu diesem Randwertproblem kann schanfFunktionen aus dem Rau@ (2) mit

CH(Q) :={ueCkQ): ulr=0},k=0,1,
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die Bilinearforma : C}(Q) x C}(©2) — R und die Linearformf : C}(Q) — R gebildet werden,

a(u,v) = //Q[uxvx+uyvy+quv]d:rdy,
f0) = (g0 = [ [ godody,

Aufgrund der Greenschen Formel gilt also wieder:

u,v € C3(Q). (3.3.8)

ue CEQ)lostB.3.9) =  a(u,v) = f(v) Yve Cr(Q).

Auch Neumann- oder Cauchy-Randbedingungemrei in eineahnlichen Formulierung becksichtigt

werden. Dazu werden die Restriktionen @i der Definition des Raumé&} nur aufT"; vorgenom-

men, {r I';,, ' werden dafif Randintegrale mit.v, v in die Funktionalez bzw. f aufgenommen. Im
folgenden wird aber weiter nur das Dirichletproblem behandeltaBsdich zeigen, dal3

1o = (//Q[vgﬂ;] dxdy)1/2 (3.3.9)

aufCi(Q2) eine Norm darstellt. &g > 0 ist daher auch (v, v) wieder definit. Dies war die entscheiden-

de Eigenschaft in der Entwicklung.3.5, die zeigt, dal’ auch diedstngu von (3.3.7) als Mimimalstelle
(3.3.9 von J(v) = 3a(v,v) — f(v) charakterisiert werden kann mit den Bi-Linearformen &88.8.

Die Tatsache, dafd dabei nur einmalige Differenzierbarkeitweanforderlich ist, ist nach den Bemer-
kung zu Beginnuber die Herkunft der Dgl zweiter Ordnung aus einem System 1. Ordnung, nicht so
Uberraschend.

v

In diesem Minimalproblemuatfen im Prinzip alle Funktionen betrachtet werdenuf'die das Funk-
tional J sinnvoll definierbar ist, also auch solche, bei der die ersten Ableitungen nur quadrat-integrierbar
sind. Dazu gebren bei 8.3.9 die Elemente des Sobolev-Raums

Wi (Q) := {u € Ly(Q) : ug,u, € La(Q), ulr = 0}. (3.3.10)

Jede klassischedsung des RWPs (vgl. De8.2.]) ist auch globale Minimalstelle vod in W ().
Diese Erweiterung des Grundraums \@h auf W hat groRe Bedeutungif die Konstruktion von Ver-
fahren, dal¥} auch Funktionen endt; die (nur) stickweise stetig differenzierbar sind. Dies reduziert
die Anforderungen an die Ansatzfunktionen bei dem folgenden Verfahren.

3.3.2 Rayleigh-Ritz-Galerkin-Verfahren

Mit der im letzten Abschnitt hergeleiteten Minimaleigenschaft desurig bekommt man in elementarer
Weise Niherungsverfahren dadurch, daf3 das Minimum des Energie-Funktibnlst mehr im Gesam-
traumV (= W0, 1] bzw. = W (Q)) gesucht wird, sondern nur noch in ein@mdlichdimensionalen
linearen Unterraun¥a C V. Man kann bel/a zurdchst an die Menge aller Polynome eines bestimmten
Maximalgrads denken, flexibler sind aber die iachsten Abschnitt besprochenen Spline-Funktionen,
die nur noch sickweise stetig differenzierbar sind. Betrachtet werde nun also ein linearer Unterraum

VACV, dimVa =n€N,
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mit einer Basig B; };-,. Die Rayleigh-Ritz-Galerkih. 0sung (RRG-bsung)ua € Va des Minimalpro-
blems (8.3.4 ist definiert durch

J(up) = Urg‘l/rAl J(v) = Urg‘l/rAl (%a(v,v) - f(v)) (3.3.11)
Fur die Analyse dieses Verfahrens gibt es ein allgemeines Prinzip. Als wesentliche Voraussetzung wird
dabei die Vergleichbarkeit der von der Bilinearfourinduzierten Norm und der Standard-(Sobolev-)
Normen bentigt. Daher wird jetzt angenommen, dal3 Konstantgn., M; > 0 existieren so, daf gilt

polloll} < plvll3 < a(v,v) < Myllol2, Vo e V. (33.12)

Diese Voraussetzung ist in den betrachteten Beispi@en bzw. 3.3.9 erflillt, wenn die Koeffizien-
ten beschaikt sind und(-) > p* > 0, ¢ > 0 gilt.

Satz 3.3.1Unter der Voraussetzun@.3.12 existiert eine eindeutige RRG3$ungua von (3.3.11). Der
Vektorn = (n;)}—, der Koeffizienten vona = 3%, n; B; lost das lineare System
An =, mitA=(a(B, Bj))mzl, v=(1B)._. (3.3.13)

Die Matrix A = (a;;) ist symmetrisch, positiv definidquivalent zug.3.13 ist die Aussage

a(ua,v) = f(v) Yo € Va. (3.3.14)

Bemerkung: Die Bedingung 8.3.19 heil3t Galerkin-Bedingung Sie definiert auch dann brauchbare
Losungen, wenn die Bilinearformnnicht mehr definit ist, eine Minimalksung 8.3.11]) also nicht mehr
existiert.

BeweisEs seiv = 377, {;B; € Va, £ := (&), beliebig. Dann gilt wegen der Bilineaaitvonaf., .)
und wegen§.3.12 zurdchst

§TAE = Y &&a(Bi, By) = a( Y. 6B, Y. &B;) = alv,v) > pollv[l3 >0,

1,j=1 =1 j=1
furv #£ 0, d.h.,& # 0. Also ist A definit und somit invertierbar. Daraus folgt

T0) = sa( 6B, GB) — (Y 6B = 5T AL~ 4T
i=1 j=1 i=1

1 1
= SE—ATIYTAE - ATy — oy TAT Ny

Dieser Ausdruck wird minimal genau dann, wehe A~y = nist, alsov = ua gilt. Nach Definition
entspricht 8.3.13 der Bedingung:(ua, B;) = f(B;), i = 1,..,n. Da{B;} eine Basis vor/x darstellt
(n.V.) ergibt sich 8.3.19. [

Die Losungu erfllt (3.3.3, alsof(v) = a(u,v) auch mitv = u. Fir beliebigev € V folgt daher

Jw) —J(u) = %a(v,v) — f(v) — %a(u,u) + f(u) = %a(v,v) —a(u,v) + %a(u,u)
1
= §a(v—u,v—u).
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Da die Minimalstellen vor/(v) — J(u) und.J(v) Ubereinstimmen (auch i¥ix), bekommt man daraus
eine andere Charakterisierung der RR@surig, die direkt auf Fehlerschrankerifén. Danach ista
die Bestapproximierende anim RaumVx, gemessen in det*Norm'.

Satz 3.3.2Fur die RRG-Ibsungua aus 3.3.17) gilt

pllua —ulfy < alua —v,us —w) = inf a(v —u,v—u) <M inf flo—ulf,.
Durch diesen Satz ealt‘man sofort eine globale Fehlerschranke inid€Norm, also eine Schrankarf”
den Fehler in der Ableitung vaims , wenn man rechts eine beliebige, geeignete Funktieni/a einsetzt,
z.B., eine Interpolierende deokiingu. Schrankendi’ den Abstand dist(u, Va) = inf,cv, ||[v—u
werden spter fir konkrete RUmeVa hergeleitet.

1,2

3.3.3 Spline-Rwume,Finite Elemente

Die Effizienz und Flexibiliit des RRG-Verfahrensahgt wesentlich von der Wahl des endlichdimensio-
nalen Raumd/a ab. Man sieht schnell, dal3 ein Raum von Polynomen bei partiellen Problemen sehr
unhandlich wird. Gerade bei der Behandlung unreg&ligér Gebiete ist dagegen der folgende Zugang
sehr anpassungsiig, bei dem das Grundgebiet in kleine, einfaBlementezerlegt wird. Hierbei ist es
sehr hilfreich, dal’ das Minimalproblerf.8.4 schon fir stickweise differenzierbare Funktionen eft!”
ist.

Zundchst wird das gealinliche Randwertproblen3(3.1) auf|0, 1] betrachtet. Eine Unterteilung des
Intervalls tihrt auf ein GitterA : 0 = zp < 71 < .. < =, = 1, mit Schrittweitenh; = z; 1 — x;. Die

einfachste Funktionenklasse Wi}[0, 1] sind die stickweise linearen Funktionen (lineare Splines, vgl.
Numerik 1, 84). Unter Beticksichtigung der Randbedingungen sei

Vai={s€CQ[0,1]: s y EIL,i=0,..,m —1} (3.3.15)

TiTi+1

der Raum aller stetigen Funktionen mit Randbedingung null, die in jedem Teilintervall Polynome vom
Grad 1 € II;) sind. Eine einfache Basis dieses Raums ist durclbdieh-Funktionen

(# — 1) /hi—1, x € 11, 2;)
Bl(:L") = ($i+1 — :L")/hz, T e [$i7$i+1) s (3.3.16)
0, sonst

1=1,...,m — 1, gegeben, vgl. die Skizze.

A

UA
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Diese B; bilden eine Kardinalbasis, darfz = z; gilt ua(zx) = > n;B;(zx) = ni. Der wichtigste
praktische Vorteil der genannten Basis ist aber ihre Laalitie dazudihrt, daf3 nur wenige der Matri-
xelementen(B;, B;) in (3.3.13 von Null verschieden sind. Dies reduziert den Rechenaufwand sowohl
bei der Aufstellung des Gleichungssystems, als auch bei seinerstintl.

Als Beispiel werde die Dghu" = g mitp = 1, ¢ = 0, also die Bilinearformu(u, v) = [; v'(z)v'(z)dz
betrachtet. Bi' die Basisfunktionen gilt nacl3(3.19

L/hi—, & € [xi—1,2;)
Bj(z) :=< —1/h;, = € [zi,Ti+1)
0, sonst

Daher ista(B;, B;) = 0fur|i —j| > 1. Firj € {i — 1,4, — 1} gilt

h,_ 1’ J = 1 —1
T; 1 , Ti41 1 , 17,71 L ] )
x;—1 Ti—1 Zq 1 1 . .
TR Jg=1i+1

Das Verfahren arbeitet daher, zumindestens bei der Approximation der zweiten Ableituntigh wie
das Differenzenverfahren, denn ebiff auf das Gleichungssystem & ua (z;), S.0.)

1 1 Tig1 )
———(Mip1 — M) + (i — mie1) = / 9(z)Bi(z)dx, i =1,..,m — 1.
h; hi—1 T

Fir das RRG-Verfahren im Raun.B.19 sollte man daher auch einen Fehler deo@ariordnung:?
erwarten. Dieserat sich mit Hilfe von Sat3.3.2auf den Approximationsfehlénf{||u — val| : va €
Va} zurtickflihren. Bei der Interpolierenden Wi kann der Fehler unabingig auf den einzelnen Teil-
intervallen untersucht werden. Die Interpolierende einer FunktienV ist eine RestriktionRav im
Sinne vorg2.

Lemma 3.3.3 Zu einer Funktiony € C2[0,1] sei Rav := .1, ' v(z;) B; die Interpolierende au¥a.

Dann gilt mit H := max; h; die Fehlerschranke
H\2-k
I(Rav = 0)®s < (=) " lo, k= 0,1.
™

Auf diese Aussage kommt man direldbeér die Standarddarstellung des Interpolationsfehlar$ fly-

nome (Numerik I, (3.3.11)), zur Verifikation der angegebenen Konstanten ist allerdings eine diffizilere
Argumentation ptig. Das Infimum in Sat3.3.2kann nun durch Einsetzen ven= Rau abgeschtzt
werden und ergibt mit dem letzten Lemma die Fehlerschranke

M H
Ioua = u)ll < 4/ 2=l

Mit einem zusgitzlichen Argument (' Nitsche-Trick') kann aus die€¥IH )-Schranke dif die Ableitung
bei vielen Randwertproblemen die globale Fehlerschranke

lua = ulls < CH?|[u"||l2 < CH?|g]l2



3 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 75

fur die Funktionswerte hergeleitet werden. Im Vergleich zu den entsprechenden Aussagen bei Differen-
zenverfahren ist dabei hervorzuheben, daf3 hier nuf.glintegrierbarkeit von,” ausgenutzt wurde im
Vergleich zur Voraussetzung € C* bei den Differenzenverfahren. RRG-Verfahreshbier Ordnung

erhélt man durch Verwendung von Splineshgrer Ordnung, wobei die Funktionenlifa stlickweise

aus Polynomendtieren Grads zusammengesetzt sind.

Von grof3ter praktischer Bedeutung ist dielylichkeit, beim RRG-Verfahren mitstkweise linearen
Ansatzfunktionen arbeiten zwhien, bei den partiellen Problemen. Sehr einfach sind Zerlegungen
bzw. Approximationen des Gebiefs durch Dreieckgitter Daher ist das RRG-Verfahren wesentlich
flexibler als Differenzenverfahren bei der Approximation komplizierterer Gebiete und bei der lokalen
Gitterverfeinerung. Beispielaif regelnaRBige bzw. lokal verfeinernde Triangulierungen beim L-Gebiet
sind:

Dabei sind nur Triangulierungen aus offenen, paarweise disjunkten Dreigckeitéssig,
— m —
A:{ﬂ}ﬁla Q= UT'M
i=1

bei denen alle Ecken eines Dreiecks auf Ecken seiner Nachbardreiecke oder denGebietsrand fallen. Der
Raum aller stetigen, stkweise linearen Funktionen aif,

Va :={s € Cy(Q) : s|r; linear}, (3.3.17)

kann wieder durch eine Basis von Dachfunktionen aufgespannt werden. 3 gei, C 2 die Menge
aller Eckpunkte von Dreiecken (Knoten) im Innern des Gebiets in einer geeigneten Numerierung. Dann
wird durch

B; € Va, Bi(Pj) =6ij, 1 =1,...,n,

1 = 1,...,n, eine Basis vori/a definiert. Ein Beispiel einer solchen Basisfunktion bei sechs in einer
Ecke zusammenstoRenden Dreiecken ist

NNV
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Wesentliche Merkmale dieser Basis sind wieder die Kardatalitx = Y"1 ; ua (P;)B;, und die Loka-
litat der Basis, dd; nur auf den Dreieckef®; mit P; € T nicht verschwindet.

Diese Eigenschatt ist gerade bei mehrdimensionalen Problemen von grof3er Bedeutung, da dann nur
wenige der Integrale(B;, B;) in der Matrix A von Null verschieden sind, und bei den restlichan f~
1 # j nur Uber zwei Dreiecke integriert werden muf3.

(BB = [ [ BB+ (B, (By)y + aBiB;) dwdy
e APjeT,” Tk
Bei der praktischen Berechnung der Integmale= a(B;, B;), vi = f(B;), ist es am einfachsten, alle
DreieckeT; abzuarbeiten und die einzelnen Teilintegralein v; aufzuaddieren. Die Matrix ist hier
wieder dinn besetzt und symmetrisch, pos. definit. Dalwmien sehr effiziente (Iterations-) Verfahren
zur Losung des Gleichungssysten3s3(13 eingesetzt werden.

Zur Fehlerabsditzung der zugeadrigen RRG-losung nach Satz 3.2lalt sich eine Schrankarfden
Interpolationsfehler wieder lokal herleiten. Dabei ergibt sich eine verwertbare Aussage allerdings nur,
wenn die Dreieckd’, nicht zu spitz werden.

Lemma 3.3.4 Zu einer Funktionw € C2(2) sei Rav := I, v(P;)B; die Interpolierende au¥a,
(3.3.17. In der Dreieckzerlegung des Gebiets &dlie langste Dreieckseite und der kleinste Innen-
winkel eines Dreieck®;, i = 1, ..,m. Dann gilt die Fehlerschranke

h
|Rav —v]l12 < C——|v]|2,2,
sin v

. 82
mit [|v]|3 5 1= >4 k=2 ||WU||%-

Damit kann man wie im gewhinlichen Fall in zwei Schritten einen Fehlé(h/ sin a)||ul22 in den
ersten Ableitungen der RRGaWerungua und eine Schrank®(h?/ sin o) ||ul|22 fur den Fehler ihrer
Funktionswerte herleiten. Zat&lich kann unter einfachen Annahmen an die Koeffizienten zumingiest f~
konvexe Gebiete die Absatrung||u||22 < C|g||2 gezeigt werden. Daher hat man auch im partiellen
Fall die h2-Konvergenz unter wesentlich schufieren Voraussetzungen als bei den Differenzenverfah-
ren.

Allerdings ist bei diesen starken Aussagen zu beachten, dal3 siarmled exakte RRG-Verfahren
zutreffen, bei dem alle Integrale(B;, B;), f(B;) = (g, B;)2 ohne Fehler bestimmt werden. In der
Praxis berechnet man jedoch zumindestens die Integralanteile, in denen allgemeine Koeffizienten (hier
q, g) auftreten, mit Hilfe von Quadraturformeln. Um auch fliese approximierten RRG-Verfahren einen
O(hQ)-FehIer garantieren zwknen, nussen doch wiederatkere Annahmen an die Koeffizienten, also
auch an die Reguladtder Losung gemacht werden. Verfahreohefer Konvergenzordnung ergeben
sich bei Verwendung vonstkweise stetigen Polynomewlieren Grades auf den Dreieckzerlegungen.
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3.4 Partielle Anfangs-Randwert-Probleme

Die nicht-elliptischen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung, die parabolischen und hyperbo-
lischen, besitzen eine gemeinsame Eigenschaft.  Schreibt man den jeweiligen einfachsten Vertreter
(Warmeleitungs-, Wellengleichung) in der Form

Uy — Uy = 0, DZW. gy —uy, =0,

so lassen sich damit sinnvolle Problemstellungen formulieren, wenn Randbedingungen-Richtung
vorgegeben werden, iitRichtung dagegen nur einseitige, also Anfangsbedingungen. Im physikalischen
Zusammenhang hat die erste Variahlgmeist die Bedeutung einer Ortskoordinatahnénd die zweite,

y, einen Zeitablauf beschreibt. Daher wird sie im folgendentnbiézeichnet. Da die Geometrie des
Problems sich i.a. nicht mit der Zeihdert, ist das Grundgebiet meist ein Zylinder, z.[®.1] x [0, c0).

Mit stetigen Koeffizientem, r,g, p > 0, p,. Stetig, werden also Anfangs-Randwertprobleme betrachtet
mit einer der Dgln

w = [p(z,t)uzls + q(z, t)u+g(z,t), =€ (0,1), t>0, (parabolisch) (3.4.1)
uy = [p(z,)usle + q(z, t)u+g(z,t), =€ (0,1), t >0, (hyperbolisch) (3.4.2)
und den Rand- und Anfangsbedingungen

u(z,0) = ¢(x), z € (0,1), wu(0,t) =u(l,t) =0,¢>0,
ui(z,0) = (z), =z € (0,1) nur bei B.4.9.

Die Probleme 3.4.1,3.4.2,(3.4.3 verhalten sich also in Ortsrichtung wie (elliptische) Randwertproble-
me, in Zeitrichtung wie Anfangswertprobleme erster bzw. zweiter Ordnung. Diese Tatsache kann bei
der numerischen Approximation auch ausgenutzt werden durch Semidiskretisierung in der sogenannten
Linienmethode Dabei wird jeweils eines der vonuhnér bekannten Verfahren zur Diskretisierung von
Anfangs- oder Randwertproblemen getrennt auf die Zeit- bzw. Ortsrichtung angewendet. Allerdings
muf3 man sich dabeibéer die Eigenschaften der nach dem ersten Diskretisierungsschritt entstehenden
gewohnlichen Probleme klar werden. Bei der Zeitlinienmethode, z.B., wird das Problem nur in der
Ortsvariablen diskretisiert, das AWP in Zeitrichtung (aahst) beibehalten. Dabei werde aghst das
Differenzenverfahren betrachtet mit einauidistanten GitteA = {z; = ih: i = 0,..,n + 1},h =
1/(n+ 1), wie in §1.7. Der AusdrucKpu,|, wird dabei durch zweifache Differenzenquotienten appro-
ximiert,

(3.4.3)

()t (1, 8)] = P(Tiv1y2,t) (u(@itr, t) — U(%t))};P(ﬂfi—l/Qat)(U(fEiat) —u(zi1,t)) + oM,
Tit1/2 = x; £ h/2. Unter Vernachdssigung de®(h?)-Fehlerterms ergibt sichuf die Gitterwerte
ua(x;, t) einer Neherungua, die immer noch Funktionen der Zeit sind, ein System vonajewichen
Anfangswertproblemen. Faf3t maamlich diese Funktionswerte als Komponenten einer Vektorfunktion
auf, w(t) = (w;i(t))i—y, wi(t) := ua(zs,t) (undwy = w,41 = 0), dann fihrt die obige Differenzenap-
proximation im parabolischen FaB@.1) auf das AWP erster Ordnung

Wt = f(tw(t)), t>0

wi(0) = ¢(z;), i=1,...,n (3.4.4)
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mit

fit,y) = %[pi+1/2(yi+l —Yi) = Pic12(yi —vi-)] @y + g, i=1,...,n.
Die Koeffizientenwerte sind, wie dfier, ¢; = q(zi,t),g;i = g(zi,t) und piyy o = p((i %)h,t).
Beim hyperbolischen Problen3.@.2 ergibt sich das entsprechende AWP mit der Dgl zweiter Ordnung
w"” = f(t,w(t)) und der zuatzlichen Anfangsbedingung;(0) = +(z;). Im betrachteten Beispiel ist
die Funktionf affin linear, f(t,y) = A(t)y + g(¢). Die zeitablahgige MatrixA(t) ist tridiagonal (vgl.
(1.7.9) und sogar symmetrisch mit den Elementen

a;i(t) = _%[pi—i—l/Z +pic1l + diy  Gii1(t) = aiv1i(t) = %pi—i—l/Z- (3.4.5)
Wie in Lemma3.2.4kann {ir p > 0 bei dieser Matrix die Aussagg' A(t)y < ¢*y'y, ¢* = max; g;,
gezeigt werden. Daher sind die Eigenwerte vbmeell und durchy* nach oben bescankt, also ins-
besondere negatiufg* < 0. Allerdings wird die Norm|| A(t)|| = h%||p||oo fur kleine Schrittweiterh,
sehr grof3. Taeghlich Eft sich zeigen, dafd sehr kleine Eigenwerte dofmit groliem Betragh <« 0
auftreten khnen. Bei 8.4.4) handelt es sich somit um (eines der Standardbeispig)eeifi steifes An-
fangswertproblemDie Diskussion au§l.5 ist also hier anwendbar. Die wichtigste Erkenntnis in diesem
Zusammenhang watr, dafld zur Integration des AWA4.4) nur implizite Verfahren sinnvoll sind. Das
lalt sich auch anhand der einfachsten Verfahren bei geméléitungsgleichung nachvollziehen. Bei
dieser p = 1, ¢ = g = 0) wird das einfache Einschrittverfahrem () = wl*! € R™)

Lwlit1) — iy = (1 — 9) Awl) + 9 Al j=0.1,... (3.4.6)

-
mit Zeitschrittweiter und einem Parametet € [0, 1] betrachtet. Die Matrix4 (3.4.9 ist konstant.
Das Verfahren stimmti' = 0 mit dem expliziten unddi' ¢ = 1 mit dem impliziten Eulerverfahren,
Uberein, tir 9 = % ist es die implizite Mittelpunktregel. Esifiit auf eine Serie von Gleichungssystemen
(0 :=7/h% 9 :=1-9),

—dow! " + (1 + 200)wl T — 9ouwlH = 9ouwl!| + (1 — 200wl + 90wl (3.4.7)

i i+l i—
1 =1,...,n. Beim expliziten Euler-Verfahrer, = 0, reduziert sich dies auf
wl[jJrH = Uwz[jjl +(1—- 20)w2[-j] + Uwz[ﬁl, i=1,...,n. (3.4.8)

Wie im letzten Paragrapherokiien diese Beziehungen kompakt durch Differenzensterne beschrieben
werden. Zu den verschiedenen Parameterwettgaloren die Sterne

— —o/2 —o/2 —o

20 — 1 1 o—1 o+1 -1 20 +1

— —0/2 —0/2 —
9 =0 9 =1/2 9 =1

wobei die Zeitachseé nach rechts gezeichnet istuls < % sind alle Gewichte in3.4.9 nichtnegativ,
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es findet also eine fortgesetzte Mittelwertbildung in den Zeitschritten statt. Dies ist ein gutes Modell
fur die durch die Wdimeleitungsgleichung beschriebenen Ausgleichsrayg.” Allerdings mul3 dabei

die Zeitschrittweiter aus Stabilisitsgtinden inakzeptabel klein gahlt werdeny = h?0 < h?/2. Flr

7 > h?/2, d.h. o > 1/2 wird das explizite Verfahren3(4.9 namlich instabil, denn dann tritt in der
(scharfen) Abscaitzung

oY lso = masc | ] < (20 + |1 = 20)) ul]o,

der Vorfaktords — 1 = 47 /h% — 1 > 1 auf. Dies pal’t zur Diskussion v@a.5. Denn, dadi die Norm
|A|| = 4/h? gilt und die Stabilisitsabszisse des expliziten Eulerverfaheist, entspricht dieser Fall
o = 7/h? > 1/2 der instabilen Situation||A|| > 2.

Beim impliziten Eulerverfahrend( = 1) dagegen ist das Tridiagonalsystef4(7) in jedem Zeit-
schritt diagonaldominant (mit einer M-Matrix) und hier kann ohne jede Schrittweitenlaesehng die
Schranke|wl 1|, < [|wll||., gezeigt werden. Das allgemeine Verfahrani(6) ist firr alled € [, 1]
A-stabil. Bei diesen Verfahren muf3 sich die Schrittweitenwahl nur nach den Genauigkeitsanforderungen
richten. Dabei ist zu beachten, daf? im AWAX(4) auch schon ein Diskretisierungsfehler steckt, der Feh-
ler beim Gesamtverfahre3.d.9 setzt sich daher aus einem Orts- und einem Zeitfehler zusammen, die
jeweils getrennt durch Wahl der Ortsschrittweitend der Zeitschrittweite beeinfluf3t werdenddinen.

Fur die Mittelpunktregel ¢ = 1/2) hat dieser globale Fehler die Foim.h? + C;72, fur alle anderen

9 # 0 nur C,h% + C,r. Das Verfahren arbeitet dann am effizientestens, wenn beide Fehleahngef”
gleich grof3 sind. Bei der Zeitlinienmethode, mit festem Ortsgitter, kann nur der Zeitfehler beeinfluf3t
werden. Die Zeitschrittweite ist daher so zu steuern, dal3 dieser uagefiie Gol3e des Ortsfehlers
besitzt.

Eine goRere Anpassungafiigkeit ist mit der Orts-Linienmethode (Rothe-Method@glich. Dabei
werden die beiden Diskretisierungsschritte vertauscht. Die erste Diskretisierung erfolgt in Zeitrichtung
mit einem impliziten Verfahren (z.B. dem impliziten Euler-Verfahren). Diglsrf'auf eine Serie von
gewohnlichen RWPen in jeder Zeitstufe. Das folgende Diagramm veranschaulicht die auftretenden Gitter
fur beide Moglichkeiten:

Zeit-
Linienmeth.

Orts-| Linienmeth. AWP-losung|

RWP-
Losung

Wird bei den RWPen das Differenzenverfahren mit einer festen, konstanten Schrifiwetevendet,
ergibt sich wieder das VerfahreB.£.6 und das im Bild gezeigte Endgitter. In dieser zweiten Interpre-
tation ist es aber auchaglich, bei der losung der RWPe in jedem einzelnen Zeitschritt das Ortsgitter
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neu (adaptiv) zu @afilen. Die im Verfahren verwendeten Werte der vorhergehenden Zeitsinfeek”
dabei interpoliert werden. HiermiaBt sich sowohl die Zeit- als auch die Ortsunterteilung leichter an
den Losungsverlauf anpassen, die Gitter sind dann ireegul”

Auch bei denhyperbolischen Problemen3.4.2 kann, im Prinzip, analog zum parabolischen Fall
vorgegangen werden. Zur Diskretisierung der zweiten Zeitableitiyngzw. wy; (in der Zeitlinienme-
thode) missen dabei allerdings drei Zeitstufen herangezogen werden. Ein explizites Verfahren ergibt
sich direkt aus der Standardapproximation wgnmit Hilfe des zweiten Differenzenquotientenyr fie
Gitterwerte (wie oben@uz[j] = una(ih,j7),7 = 1,..,n, lautet das Gesamtverfahren

wl[»jH] = SQUJZU_}I +2(1 - 32)wz[»j] + s2wg&1 - wZLj_”, i=1,...,n, (3.4.9)
mit s = 7/h. Diese Rekursion kann im Zeitschrift = 0 gestartet werden, wenn die zweite An-
fangsbedingung au8.{@.3 mit der symmetrischen ersten Differenz approximiert Wi!)&,} — wl[*l] =
27(z;), die eine kinhstliche Zeitebene-7 einbezieht. Dies entspricht dem Vorgehen bei Neumann-
Randbedingungen i§3.2.1. Durch eine etwas aufwendigere Analyse als bei den parabolischen Pro-
blemen &3t sich zeigen, dal3 das Verfahren ebenfalls nur stabil ist unter dera@obren) Schrittwei-
teneinschainkungs = 7/h < 1. Es kdnnen auch einfache implizite Verfahren angegeben werden, die
ohne Schrittweitenbescmkung stabil sind. Der Vergleich mit den expliziten Verfahralit tlennoch
anders aus als bei den parabolischen Problemen, da sicloslim@én in den beidera#en mit der Zeit
unterschiedlich entwickeln. Dies wird jetzt kurz diskutiert.

Bei der parabolischen Gleichung.4.1) werden die losungendif wachsendes > 0 immerglatter.
Daher kann nach einer kurzen “transienten' Phaseasieng in der Regel mit gReren Zeitschrittweiten
approximiert werden, allerdings nur bei impliziten Ein- oder Mehrschritt-Verfahren, die die erforderli-
chen Stabiliétseigenschaftenuf steife Probleme besitzen. DiedBllingseigenschaft sieht man, z.B., bei
der Warmeleitungsgleichung; = u,, mit Randbedingung.(0,¢) = u(1,¢) = 0 daran, daf? die @&Sung
aus einer Linearkombination von Funktionen der Form

_k2n2t .
e tsinkrz, keN,

besteht. Diese verschwinden#Richtung umso schneller, jeasKer sie inz-Richtung variieren, nach
kurzer Zeit sind nur langsam variierende Anteilerig. AulRerdem arigt der losungswert:(z,t) von
allen Daten im BereicfD, 1] x [0,¢) ab.

Beim hyperbolischen Problem ergibt sich dagegen ein anderes Bild. Die allgemmsned_der
Wellengleichung kann explizit konstruiert werden. Jede Funktion der Form

u(z,t) =alx +t)+ bz —1t) 10St wuy = ugy (3.4.10)

mit a,b € C?(R). Wenn man die RandbedingungenziRichtung zur Vereinfachung auRer Achgf;
hat diese bsung die Anfangsbedingungen

a(z) +b(z) = u(z,0) = ¢(z), a'(z) —b(z) = u(z,0) = ¥(z)
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zu erfillen. Durch Differentiation der ersten Gleichungrkiena und b bis auf Konstanten bestimmt
werden. Daraus folgt die explizite Darstellung des AWPs bei der Wellengleichung,

w(m, ) = %(W 1)+ plz— 1) + / j $(€) ). (3.4.11)

Zwei wichtige Eigenschaftendkinen an dieser dsungsdarstellung abgelesen werden. Erstens zeigt
schon 8.4.10, dal3 die Eigenschaften deo&ling vom Startzeitpunkt praktisch uraedert fortgepflanzt
werden, zweitens, daf3 di@kting an einem Punkt, ¢) nur von den Startwerten im Intervgt—¢, z+¢],

dem sogenannten Abhgigkeitsintervall, aldrigt. Daher pflanzen sichdstingen (Spriige, Schockwel-

len) langs deellenfrontenr & ¢ = const ungedimpft fort. Diese Linien nennt mabharakteristiken

Die aufgeahlten Eigenschaften sollten bei den numerischen Verfahrerchschtigt werden. Dies be-
deutet, dal® implizite Verfahren (mit grof3en Schrittweiten) nur angebracht sind, wenosliag-von
Anfang an sehr glatt ist und daf’ andernfalls bei expliziten Verfahren die diskretemgigkeéitsgebiete

an die der Dgl angepal3t werden sollten. In folgender Skizze

N

V. L..

T

ist zu erkennen, dalif T < h die 'diskreten’ Charakteristiken (dicke Linien) des Verfahr8ns. 9 eine
grolRere Steigung besitzen als die exakten (Steigbig Storungen sich in der Ahierung inz-Richtung

also schneller fortpflanzen als in der Reslitim Verfahren .4.9 ist daher das Schrittweitenvextriis

s = 1 am ginstigsten. Bei allgemeinen DglB.¢.2 hangen die Charakteristiken von den Koeffizienten
ab, sind im allgemeinen also keine geraden Linien mehr. Hier wird die Diskussion sehr viel schwieriger.
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