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Einleitung

In den (Natur-) Wissenschaften lassen sich viele beobachtete Effekte durch Differentialgleichungen

unterschiedlicher Art beschreiben. Ein aktuelles Beispiel ist der Komet Hale-Bopp, da man sich hier

tatsächlich für unterschiedliche Aspekte interessiert.

Zur Bestimmung seiner Bewegung durch das Sonnensystem reicht es aus, ihn als punktf¨ormige Masse

im Schwerefeld von Sonne, Planeten usw. zu betrachten. Die Bahn (in Abh¨angigkeit von der Zeit) wird

dann durch ein System von gew¨ohnlichen Differentialgleichungen beschrieben, wie sie im ersten Teil

der Vorlesung behandelt werden.

Die sichtbare Gestalt des Kometen am Himmel kommt dagegen durch die Einwirkung der Sonnenstrah-

lung und des Sonnenwinds zustande. Der Schweif bildet sich aus verdampfter Kometenmaterie, seine

Form wird durch die Str¨omung im Sonnenwind bestimmt. Die Modellierung der Materiedichte im drei-

dimensionalen Raum erfordert partielle Differentialgleichungen. Einfache F¨alle solcher Dgln werden im

zweiten Teil der Vorlesung besprochen.
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Einige durch Differentialgleichungen beschriebene Problemstellungen

Einfache Modelle physik., biolog., chem.,.. Prozesse; z.B.,

a)Massenbewegung unter Gravitation.

Vereinfachende Annahmen: Vakuum, Massen starr, punktf¨ormig, konzentriert,...

a1) Wurf auf Erde: Flugbahnu(t) =

 
x(t)

y(t)

!
, Newtonsches Gesetz:

mu00(t) = m

 
x00(t)

y00(t)

!
= �m

 
0

g

!
. Explizite Lösung Wurfparabel

' Anfangswertproblem' : Start-Ort &-Geschwindigkeit gegeben) 91 Lösung!

' Randwertproblem' : Start-& Zielpunkt gegeben, L¨osung?

a2) Astronomie (Raumflug,n-Körper-Problem): nicht explizit l¨osbar, numerische

Verfahren erforderlich (hoher Genauigkeit)

b) Wachsende Population in Nährmedium(Bakterien, Protozoen,..)

b1) Kleiner Behälter, gute Durchmischung:

Populationp(t) zur Zeitt wächst nach Gesetz
dp
dt = �p� �p2 = �(1� �

�p)p:

Dabei:� = Vermehrungsrate,�p2 = Wettbewerb. L¨osung: logistische Kurve

Gewöhnliche

Dgln

b2) Rohrförmiger Behälter,p abhängig vonx undt:
a b

- x

Wanderung (Diffusion) im Rohr prop. zupxx, für p(t; x) gilt
@p
@t = �p� �p2 + 
 @

2p
@x2

Zusatzinformation: Startpopulationp(0; x), Rohrende: px(t; a) = px(t; b) = 0,

d.h., Anfangswerte bzgl.t, Randwerte bzgl.x.

<<<< >>>>

Partielle Dgln 2.Ordnung, Einteilung nach Typen (hier in Orts-GebietD � R2)

a) Parabolische Dgln: Ausgleichsvorg¨angeu(t; x; y), z.B., Wärmeleitungs-Gl.

ut = �(uxx + uyy):

Sinnvolle Aufgabe: Anfangswerte int = 0, Randwerte auf@D

b) Elliptische Dgln: Gleichgewichtszust¨andeu(x; y), z.B., Potentialgleichung

uxx + uyy = 0:

Sinnvolle Aufgabe: Randwerte auf@D

c) Hyperbolische Dgln: Schwingungen/Wellenu(t; x; y), z.B., Wellen-Gl.

utt = �(uxx + uyy):

Sinnvolle Aufgabe: Anfangswerteu; ut in t = 0, Randwerte auf@D

Parti-

elle

Dgln
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1 GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 5

1 Gewöhnliche Differentialgleichungen

1.1 Theoretische Grundlagen

Im allgemeinsten Fall treten gew¨ohnliche Differentialgleichungen als Systeme von nichtlinearen Glei-

chungen auf, in denen verschiedene Ableitungen einer Vektor-Funktionu : R ! R
n miteinander ver-

knüpft werden. Meist betrachtet man aber zur Standardisierung explizite Gleichungen der Form

u0(x) =
du

dx
= f(x; u(x)); kurz u0 = f(x; u); (1.1.1)

wobeif : R �Rn ! R
n eine gegebene stetige Funktion ist. Als L¨osung einer solchen Differential-

gleichung (Dgl) ist eine stetig differenzierbare Vektorfunktionu : [a; b] ! R
n, also eine Raumkurve

gesucht, die f¨ur jedenx-Wert aus[a; b] im Punktu(x) den Ableitungswertf(x; u(x)) annimmt, sich also

in das durchf(x; y); x 2 [a; b]; y 2 Rn; gegebeneRichtungsfeldeinpaßt.

Die ausführliche Bezeichnung f¨ur (1.1.1) ist System von Dgln erster Ordnung, da nur die erste Ab-

leitungu0 der gesuchten Funktion auftaucht. Allerdings kann jede Dglm-ter Ordnung,

z(m)(x) = g(x; z(x); z0(x); : : : ; z(m�1)(x))

für eine Funktionz : R! R (zur Vereinfachung) durch Einf¨uhrung von Hilfsfunktionen

u1(x) := z(x); u2(x) := z0(x); : : : ; um(x) := z(m�1)(x);

in die Standardform (1.1.1) mit n = m Komponenten gebracht werden, denn dann ist

u0 =

0
BBBB@

u01
...

u0m�1
u0m

1
CCCCA =

0
BBBB@

u2
...

um

g(x; u1; : : : ; um)

1
CCCCA :

Aus diesem Grund werden im folgenden meist Systeme erster Ordnung behandelt, und nur in wenigen

Fällen der häufig auftretende Fall von Dgln zweiter Ordnung.

Die Dgl (1.1.1) definiert unter geeigneten Voraussetzungen durch jeden Punkt(x; y) 2 R�Rn eine

eigene Lösungskurve. Zur Festlegung einer eindeutigen L¨osung sind weitere Bedingungen erforderlich.

Dazu werden zwei Standardf¨alle behandelt. BeimAnfangswertproblem(AWP) wird der Funktionswert

an einer Stellex0 2 [a; b] vollständig vorgeschrieben (im folgenden oBdAx0 = a)

u(a) = u0 2 Rn: (1.1.2)

Für die Lösung interessiert man sich dann in einem (evtl. unbeschr¨ankten) Intervall[a; b]. Für dieses

Problem gibt es recht allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Sowohl aus theoretischer als

auch praktischer Sicht schwieriger ist dasRandwertproblem(RWP), wo man L¨osungen sucht, f¨ur die
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eine bestimmte Beziehung der Funktionswerte am Anfangs- und Endpunkt eines endlichen Intervalls

[a; b] gefordert wird, etwa in Form eines zus¨atzlichen (evtl. nichtlinearen) Gleichungssystems

r(u(a); u(b)) = 0; r : Rn �Rn ! R
n: (1.1.3)

Es folgen einige grundlegende theoretische Aussagen zu den genannten Problemen.

Für das Anfangswertproblem (1.1.1),(1.1.2) gibt es eine sehr einfache und allgemeine Existenzaussage

im Satz von Picard-Lindel¨of. Er beruht auf dem̈Ubergang von der Dgl durch Integration zur ¨aquivalenten

Integralgleichung

u(x) = u0 +

Z x

a
f(t; u(t)) dt; (1.1.4)

der auch f¨ur die Konstruktion numerischer Verfahren grundlegend ist.

Satz 1.1.1Die Funktionf sei auf dem Streifen
 := f(x; y) : x 2 [a; b]; y 2 Rng über dem endlichen

Intervall [a; b] definiert und stetig. Außerdem gelte dort die Lipschitzbedingung

kf(x; u)� f(x; v)k � Lku� vk 8x 2 [a; b]; u; v 2 Rn; (1.1.5)

in einerRn-Normk�kmit einer LipschitzkonstantenL � 0. Dann existiert zu jedemu0 2 Rn genau eine

Lösungu 2 (C1[a; b])n des Anfangswertproblems (1.1.1),(1.1.2). Diese L̈osung ḧangt Lipschitz-stetig

vom Anfangswert ab. F̈ur zwei L̈osungenu; v 2 (C1[a; b]))n mit

u0 = f(x; u);

u(x0) = u0;

v0 = f(x; v);

v(x0) = v0;

gilt dabei die Schranke

ku(x)� v(x)k � eLjx�aj ku0 � v0k 8x 2 [a; b]: (1.1.6)

Beweisa) Bei (1.1.4) handelt es sich um ein Fixpunktproblemu = Tu mit der Abbildung

T :

(
(C[a; b])n ! (C[a; b])n;

v 7! Tv;
mit (Tv)(x) := u0 +

Z x

a
f(t; v(t)) dt:

Für y 2 (C[a; b])n wird die gewichtete Norm

kykL := maxfky(x)ke�Ljx�aj : x 2 [a; b]g
eingeführt, mit der(C[a; b])n ein Banachraum wird. Aus Voraussetzung (1.1.5) läßt sich direkt die

Kontraktivität vonT ableiten, denn f¨ur beliebigeu; v 2 (C[a; b])n gilt

kTu� TvkL = max
x2[a;b]

e�Ljx�ajk
Z x

a

�
f(t; u(t))� f(t; v(t))

�
dtk

� max
x2[a;b]

e�Ljx�aj
Z x

a
kf(t; u(t)) � f(t; v(t))k dt

� L max
x2[a;b]

e�Ljx�aj
Z x

a
eLjt�aje�Ljt�ajku(t) � v(t)k dt

� L max
x2[a;b]

e�Ljx�aj
Z x

a
eLjt�aj dt ku� vkL

�
�
1� e�Ljb�aj

�
ku� vkL:
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Da der Vorfaktor kleiner als eins ist, istT eine Kontraktion und nach dem Banachschen Fixpunktsatz

existiert ein eindeutiger Fixpunktu = Tu 2 (C[a; b])n. Mit u ist auch die Funktionf(x; u(x)) = u0(x)

stetig.

b) Aus der Differenz der beiden f¨ur u undv geltenden Gleichungen (1.1.4) folgt wie eben

ku(x)� v(x)k = ku0 � v0 +

Z x

a

�
f(t; u(t))� f(t; v(t))

�
dtk

� ku0 � v0k+ L

Z x

a
ku(t) � v(t)k dt:

Für die skalare Funktion�(x) := ku(x) � v(x)k gilt also die Ungleichung�(x) � ku0 � v0k +

L
R x
a �(t) dt. Mit dem folgenden Gronwall-Lemma ergibt sich daraus die Schranke (1.1.6).

Im Beweis wurde die folgende Aussage benutzt.

Lemma 1.1.2 (Gronwall-Lemma) Die Funktion� 2 C[a; b] erfülle die Ungleichung

�(x) � �+ L

Z x

a
�(t) dt 8x 2 [a; b];

mit �;L � 0. Dann folgt

�(x) � � eL(x�a) 8x 2 [a; b]:

BeweisEs sei" > 0. Für die Funktion
(x) := (� + ")eL(x�a) gilt 
(x) = � + " + L
R x
a 
(t) dt.

Offensichtlich ist�(a) < 
(a). Sei nuna < x1 � b die erste Stelle mit�(x1) = 
(x1), insbesondere

gelte also�(x) � 
(x) 8a � x � x1. Dann folgt inx1 mit

�(x1) � �+ L

Z x1

a
�(t) dt < �+ "+ L

Z x1

a

(t) dt = 
(x1)

aber ein Widerspruch. Daher gilt�(x) < (�+ ")eL(x�a) für jedes" > 0.

Besonders einfach ist das Studium von linearen Differentialgleichungen,

u0(x) = A(x)u(x) + g(x); mit f(x; y) = A(x)y + g(x); (1.1.7)

einer MatrixfunktionA(x) 2 Rn�n und einer Vektorfunktiong(x) 2 Rn, da hier explizite L¨osungsdarstellungen

gelten. Mit Hilfe eines Fundamentalsystems der Dgl (1.1.7), d.h. einer regul¨aren MatrixfunktionW (x) 2
R
n�n, die die Dgl

W 0(x) = A(x)W (x)

erfüllt, l äßt sich die L¨osung des Anfangswertproblems (1.1.7), (1.1.2) explizit angeben durch

u(x) =W (x)W (a)�1u0 +W (x)

Z x

a
W (t)�1g(t) dt:

Da mitW (x) auchW (x)M (M regulär) ein Fundamentalsystem ist, vereinfacht sich diese Darstellung

bei Übergang zum ausgezeichneten SystemY (x) :=W (x)W (a)�1 mit Y (a) = I.
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Satz 1.1.3Die Lösung des linearen Anfangswertproblems (1.1.7),(1.1.2) mit einer beschr̈ankten, steti-

gen MatrixfunktionA(x) ist

u(x) = Y (x)u0 + Y (x)

Z x

a
Y (t)�1g(t) dt; (1.1.8)

wobeiY (x) das Fundamentalsystem ist mitY 0 = AY; Y (a) = I;.

Bei konstanter MatrixA kann man das Fundamentalsystem explizit konstruieren.Über den Ansatz

u(x) = e�xy läßt sich die homogene Dgl auf das Eigenwertproblem(A��I)y = 0 zurückführen. Bei ei-

ner diagonalisierbaren MatrixA mit Eigen-Wert-/-Vektor-Paaren(�j ; yj) folgt u(x) =
Pn

j=1 �je
�jxyj.

Äquivalent dazu ist analog zum skalaren Fall (n = 1) die Darstellung

Y (x) = e(x�a)A :=
1X
k=0

(x� a)k

k!
Ak:

Dies vereinfacht die L¨osungsformel (1.1.8) im Spezialfall weiter zu

u(x) = e(x�a)Au0 +

Z x

a
e(x�t)Ag(t) dt:

Diese expliziten Formeln haben folgende Beziehung zu Satz1.1.1. Die Lipschitzbedingung (1.1.5) gilt

bei (1.1.7) mit L = maxx kA(x)k, aus der f¨ur die Differenz von L¨osungen folgt

ku(x)� v(x)k = kY (x)(u0 � v0)k � eLjx�ajku0 � v0k;

also kY (x)k � eLjx�aj. Im Fall konstanter Koeffizienten reduziert sich dies auf die Ungleichung

ketAk � etkAk; t � 0, die sich auch direkt aus der Reihendarstellung ergibt.

Mit Hilfe der expliziten Lösungsdarstellungen soll kurz die Situation bei linearenRandwertproble-

mendiskutiert werden. Gesucht ist eine L¨osung von

u0(x) = A(x)u(x) + g(x); x 2 (a; b); R0u(a) +R1u(b) = d; (1.1.9)

mit festenn � n-MatrizenR0; R1 und d 2 R
n. Dabei ist rang(R0; R1) = n vorauszusetzen. Im

Gegensatz zum Anfangswertproblem k¨onnen hier alle L¨osbarkeitsf¨alle auftreten. Die L¨osungu wird

durch die explizite Formel (1.1.8) mit einem unbekannten Startvektor� 2 Rn dargestellt,

u(x) = Y (x)� + 
(x); 
(x) :=

Z x

a
Y (x)Y (t)�1g(t) dt:

Einsetzen in die Randbedingung f¨uhrt auf das lineare Gleichungssystem�
R0Y (a) +R1Y (b)

�
� = d�R1
(b) (1.1.10)

für die Unbekannte�. Nach den Ergebnissen der Linearen Algebra treten dabei folgende F¨alle auf:

Wenn R0Y (a) +R1Y (b)

8>><
>>:

regulär: es existiert eine eindeutige L¨osung

singulär:

(
es gibt keine L¨osung

es gibt unendlich viele L¨osungen

:

Bei Randwertproblemen kann es also keine zum Satz1.1.1 vergleichbare allgemeine Existenz- oder

Eindeutigkeitsaussage geben.
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1.2 Einschrittverfahren für Anfangswertprobleme

1.2.1 Herleitung

Die Lösung der Dglu0 = f(x; u) ist diejenige Kurve(x; u(x)), die dem Richtungsfeld(x; y; f(x; y))

folgt. Ein elementares Approximationsverfahren beruht darauf, daß man vom Startwertu0 = u(x0) ' ein

Stück weit' in Richtung der Ableitungu0(x0) = f(x0; u0) geht und dann dort dieses Verfahren wie-

derholt (Eulerscher Polygonzug, s.u.). Einen allgemeinen Zugang zu solchen schrittweise vorgehenden

numerischen Integrationsverfahren bekommt man ¨uber die Formel (1.1.4). Dazu wird im Punkt�x eine

Schrittweiteh > 0 gewählt und die Dgl von�x bis �x+ h integriert. Dies ergibt

1

h
[u(�x+ h)� u(�x)] =

1

h

Z �x+h

�x
f(t; u(t)) dt =

Z 1

0
f(�x+ hs; u(�x+ hs)) ds: (1.2.1)

Zur Konstruktion numerischer Verfahren wird das Integral auf der rechten Seite approximiert, z.B., durch

eine geeignete Quadraturformel. In diesem Abschnitt werden N¨aherungen der FormZ 1

0
f(�x+ hs; u(�x+ hs)) ds = fh(�x; u(�x))| {z }

Näherung

+ Th(�x)| {z }
Fehler

: (1.2.2)

betrachtet, in denen die Verfahrensfunktionfh nur vom Wert(�x; u(�x)) abhängt. Im Verfahren selbst

wird der lokale FehlerTh vernachlässigt, die Differentialgleichung (1.1.1) wird durch eineDifferenzen-

gleichungersetzt. Somit ergeben sich N¨aherungswerteu�(x) anu(x) aus der Formel

1

h
[u�(�x+ h)� u�(�x)] := fh(�x; u�(�x))

nur an endlich vielen Stellenxi, also auf einemGitter �.

Definition 1.2.1 Ein Einschrittverfahrenzur Lösung des Anfangswertproblems (1.1.1), (1.1.2) besteht

aus der Wahl einer Verfahrensfunktionfh(x; y) und eines Gitters

� : a := x0 < x1 < : : : < xN = b; hi := xi+1 � xi; H :=
N�1
max
i=0

hi; j�j := H:

Damit berechnet sich die N̈aherungsl̈osungu�(xi) = yi; i = 0; : : : ; N , auf dem Gitter rekursiv

y0 := u0;

yi+1 := yi + hifhi(xi; yi); i = 0; : : : ; N � 1:
(1.2.3)

Die Bezeichnung Einschrittverfahren bezieht sich auf die Tatsache, daß in (1.2.3) nur Näherungswerte

yi; yi+1 aus einem Schrittxi ! xi+1 verknüpft werden. Es folgen vier einfache Beispiele.

Verfahren 1, Euler-Cauchy-Polygonzug: Das Integral in (1.2.2) wird durch den Funktionswert am lin-

ken Rand ersetzt,Z 1

0
f(�x+ hs; u(�x+ hs)) ds �= f(�x; u(�x)) =: fh(�x; u(�x));
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das Verfahren lautet also

yi+1 := yi + hif(xi; yi);

i = 0; 1; : : :.

Klartext: `In xi geht man einen Schritt der

Längehi in Richtung des Richtungsfeldes'

6

-

y

u0 r

x0
��

��

��

��

��

�
�
�
�
�
�

r

y1

x1
��

��

��

��

��

��
��

��
r

y2

x2

��

��

��

��

��

u(x)

Verfahren 2, von Runge: Integralapproximation durch die Rechteckregel,Z 1

0
f(�x+ hs; u(�x+ hs)) ds �= f(�x+

h

2
; u(�x+

h

2
)):

Der unbekannte Wertu(�x + h
2 ) wird durch

Verfahren 1 angen¨ahert,

u(�x+
h

2
) �= u(�x) +

h

2
f(�x; u(�x)) =: ~y;

die Verfahrensfunktion ist hier also

fh(x; y) := f(x+
h

2
; y +

h

2
f(x; y)):

6

-

xi xi +
h
2

xi+1

yi

yi+1

~y

Verfahren 3, von Heun: Integralapproximation durch die Trapezregel,Z 1

0
f(�x+ hs; u(�x+ hs)) ds �= 1

2
[f(�x; u(�x)) + f(�x+ h; u(�x + h))]:

Wieder wirdu(�x+ h) durch Verfahren 1 angen¨ahert. Jetzt ist

fh(x; y) :=
1

2

h
f(x; y) + f(x+ h; y + hf(x; y))

i
:

Verfahren 4, klassisches Runge-Kutta-Verfahren: Integralapproximation durch eine modifizierte Simp-

sonregel,
fh(x; y) := 1

6 [k1 + 2k2 + 2k3 + k4]; mit

k1 := f(x; y) �= u0(x)

k2 := f(x+ h
2 ; y +

h
2k1)

�= u0(x+ h
2 )

k3 := f(x+ h
2 ; y +

h
2k2)

�= u0(x+ h
2 )

k4 := f(x+ h; y + hk3) �= u0(x+ h)
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Beispiel 1.2.2Dgl u0 = u =: f(x; u); x0 = 0; u0 = 1) u(x) = ex:

Verfahren Näherung lokal.Fehler

1 y1 = y0 + hy0 = 1 + h h2=2

2 y1=2 = 1 + h
2 ; y1 = 1 + h(1 + h

2 ) = 1 + h+ 1
2h

2 h3=6

3 ~y1 = 1 + h; y1 = 1 + h
2 (1 + 1 + h) = 1 + h+ 1

2h
2 h3=6

4 k1 = 1; k2 = 1 + h
2 ; k3 = 1 + h

2 + h2

4 ; k4 = 1 + h+ h2

2 + h3

4 )
y1 = 1 + h+ 1

2h
2 + 1

6h
3 + 1

24h
4 h5=120

Alle Verfahren erzeugen also den Anfang der Exponentialreihe unterschiedlich weit. Sie sind Spezialf¨alle

einer allgemeinen Verfahrensklasse, derRunge-Kutta-Verfahren.Diese bestehen ausm 2 N Stufen und

werden durch eine Tabelle von Koeffizienten definiert,

c A

b
=

c1 a11 � � � a1m
...

...
...

cm am1 � � � amm

b1 � � � bm

wobei ci =
Pm

j=1 aij ; i = 1; : : : ;m gilt. Die Verfahrensfunktion beim allgemeinen Runge-Kutta-

Verfahren ist damit

fh(x; y) :=
mX
i=1

bi ki ; mit (1.2.4)

ki := f(x+ hci; y + h
mX
j=1

aijkj); i = 1; : : : ;m:

Wenn die KoeffizientenmatrixA strikt untere Dreieckgestalt besitzt, also f¨ur aij = 08j � i, können

die Hilfsgrößenki der Reihe nach explizit aus diesen Gleichungen berechnet werden. Dann liegt einex-

plizites Runge-Kutta-Verfahrenvor. Die Verfahren 1–4 geh¨oren zu dieser Klasse, das klassische Runge-

Kutta-Verfahren 4 etwa hat die Tabelle

0 0 � � �
1
2

1
2 0 � �

1
2 0 1

2 0 �
1 0 0 1 0

1
6

1
3

1
3

1
6

Im allgemeinen Fall (9aij 6= 0; j � i) ist (1.2.4) ein implizitesRunge-Kutta-Verfahren, da dann zur

Berechnung derki i.a. nichtlineare Gleichungssysteme zu l¨osen sind. Solche Verfahren sind aufwendig,

können aber sehr gute Eigenschaften besitzen und werden daher sp¨ater noch einmal betrachtet.

Die Güte der Verfahrensn¨aherungenyi hängt vor allem von den Schrittweitenhi ab. Eine Konver-

genz dieser N¨aherungswerte bei den numerischen Verfahren (1.2.3) kann nur für feiner werdende Gitter

erwartet werden in dem Sinnu�(x) ! u(x); j�j ! 0, (x fest). Der Nachweis dieser Tatsache erfolgt

nach einem sehr allgemeinen Prinzip zweistufig in der Form

Konsistenz + Stabilit¨at=) Konvergenz
Diese Begriffe werden im folgenden erl¨autert.
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1.2.2 Konsistenz

Konsistenz besagt, daß die Verfahrensfunktionfh so gewählt ist, daß die exakten L¨osungenu der Diffe-

rentialgleichung auch die Differenzengleichung (1.2.3) näherungsweise erf¨ullen.

Definition 1.2.3 Das Verfahren (1.2.3) heißtkonsistent, wenn mit jeder L̈osungu der Dgl (1.1.1) bei

stetig differenzierbarer rechter Seitef für denlokalen Fehler

Th(x) :=
1

h
[u(x+ h)� u(x)]� fh(x; u(x)); x 2 [a; b� h]; (1.2.5)

gilt Th ! 0 für h! 0. Das Verfahren heißt konsistent mitOrdnungp > 0, wenn

Th(x) = O(hp); h! 0; x 2 [a; b); (1.2.6)

für gen̈ugend oft differenzierbare rechte Seitenf .

Beispiel 1.2.4Verfahren 2,fh = f(x+ h
2 ; y+

h
2f(x; y)). Die Taylorentwicklung einer L¨osungu in x ist

1

h
[u(x+ h)� u(x)] = u0(x) +

h

2
u00(x) +O(h2):

Für f 2 C2 erhält man die Ableitungen der L¨osung aus der Dgl,u0 � f(x; u); u00 � fx + fyu
0 =

fx + fyf . Daher stimmt die Taylorentwicklung vonfh (nachh),

f(x+
h

2
; u+

h

2
f) = f(x; u) +

h

2
(fx + fyf) +O(h2)

mit der obigen in den ersten beiden Gliedern ¨uberein, das Verfahren hat also Konsistenzordnungp = 2.

Konsistenznachweise sind zwar elementar durchf¨uhrbar, aber sehr arbeitsaufwendig, Standardme-

thode ist dabei die im Beispiel angewendete Taylorentwicklung. Umgekehrt k¨onnen durch Vergleich der

Taylorentwicklungen vonu undfh in (1.2.4) die erforderlichen Bedingungen an die Koeffizienten her-

geleitet und damit geeignete Verfahren konstruiert werden. F¨ur ein dreistufiges Verfahren mit Ordnung

drei sind, z.B., folgendeOrdnungsbedingungenzu erfüllen:

b1 + b2 + b3 = 1

b2c2 + b3c3 = 1
2

b2c
2
2 + b3c

2
3 = 1

3

b3a32c2 = 1
6

: (1.2.7)

Dabei entsprechen die ersten drei Bedingungen denen an die Quadraturformel mit St¨utzstellenci und

Gewichtenbi (Parabeln werden exakt integriert). Da das Verfahren 6 freie Parameter besitzt, gibt es also

eine zweiparametrige Schar von dreistufigen Verfahren mit Ordnung drei. Analoges gilt bei 4-stufigen

Verfahren (8 Bedingungen f¨ur 10 Parameter). Keines dieser Verfahren hat aber eine h¨ohere Ordnung als

drei bzw. vier. Die Zahl der Ordnungsbedingungen w¨achst zu h¨oheren Ordnungen stark an, sodaß dann

(im Unterschied zu den Quadraturformeln)m > p Stufen für Ordnungp erforderlich werden. Die mit
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einer bestimmten Stufenzahlm erreichbare Ordnungp ist in der folgenden Tabelle aufgef¨uhrt:

m = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 .. 17

p = 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 .. 10

Die vorher behandelten Verfahren 1–4 besitzen jeweils die h¨ochsten erreichbaren Ordnungen. Die

höchste bisher durch explizite Konstruktion erreichte Ordnung istp = 10 mit m = 17 Stufen. Sp¨ater

werden zwar Einschrittverfahren beliebig hoher Ordnung auftreten, doch werden bei diesen noch sehr

viel höhere Stufenzahlen benutzt.

Um die Konvergenz eines Verfahrens bzw. der durch es berechneten N¨aherungen nachzuweisen,

reicht die Konsistenz i.a. nicht aus. Das Verfahren muß eine weitere zentrale Eigenschaft erf¨ullen.

1.2.3 Stabilität

Stabilität bedeutet im allgemeinen, daß kleine St¨orungen eines Verfahrens die berechneten N¨aherungen

nur wenig (Lipschitz-stetig) verf¨alschen. Beim diskreten Anfangswertproblem (1.2.3) bietet sich wegen

der einfachen Struktur aber eine speziellere Formulierung an.

Definition 1.2.5 Ein Einschrittverfahren (1.2.3) heißt stabil, wenn KonstantenS; r;H0 existieren so, daß

für je zwei gesẗorte Lösungenfyig; fzig mit

1
hi
[yi+1 � yi]� fhi(xi; yi) = �i

1
hi
[zi+1 � zi]� fhi(xi; zi) = �i

)
i = 0; 1; : : : ; N � 1; (1.2.8)

gilt
N

max
i=0

kyi � zik � S
�
ky0 � z0k+ N�1

max
i=0

k�i � �ik
�

(1.2.9)

für alle Gitter� mit j�j � H0 und solangeky0 � z0k � r; k�i � �ik � r; i = 0; : : : ; N � 1.

Im Gegensatz zu den sp¨ater behandelten Mehrschrittverfahren gilt die Stabilit¨at von Einschrittverfahren

unter einfachen Voraussetzungen. In dieser Beziehung und auch in Bezug auf die verwendeten Beweis-

techniken liegen starkëAhnlichkeiten zu den Aussagen ausx1.1 vor. Umgekehrt kann ¨ubrigens auch der

Existenzsatz1.1.1mit Hilfe des Euler-Cauchy-Verfahrens bewiesen werden. Als Beweishilfsmittel im

folgenden Stabilit¨atssatz wird das diskrete Analogon zum Gronwall-Lemma ben¨otigt.

Lemma 1.2.6 Für Werte�i 2 R+ gelte mit�; `; hi � 0 rekursiv

�i+1 � (1 + hi`)�i + hi�; i = 0; : : : ; N � 1:

Dann folgt (mitxi := x0 + h0 + : : : + hi�1) die explizite Schranke

�i � e`(xi�x0)
�
�0 + (xi � x0)�

�
; i = 0; : : : ; N:
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BeweisDa1 + `hi � e`hi ist und�0 die Behauptung erf¨ullt, folgt induktiv

�i+1 � e`hi�i + hi� � e`hi
�
e`(xi�x0)[�0 + (xi � x0)�]

�
+ hi�

� e`(xi+1�x0)[�0 + (xi � x0)�+ hi�]:

Als wesentliche Voraussetzung wird beim Stabilit¨atsbeweis von Einschrittverfahren wieder eine Lip-

schitzbedingung ben¨otigt.

Satz 1.2.7 (Stabiliẗatssatz) Die das Einschrittverfahren (1.2.3) definierende Funktionfh erfülle in dem

in Satz1.1.1definierten Streifen
 und f̈ur 0 < h � H0 � b� a eine Lipschitzbedingung

kfh(x; y)� fh(x; z)k � `ky � zk 8x 2 [a; b]; y; z 2 Rn: (1.2.10)

Dann ist das Verfahren stabil, es gilt (1.2.9) mit der (von� unabḧangigen) KonstantenS = e(b�a)`maxf1; b�
ag sowier =1.

BeweisDie Subtraktion der beiden Gleichungen in (1.2.8) ergibt

yi+1 � zi+1 = yi � zi + hi[fhi(xi; yi)� fhi(xi; zi)] + hi[�i � �i]:

Mit der Lipschitzbedingung folgt daraus die Ungleichungskette

kyi+1 � zi+1k � kyi � zik+ hi`kyi � zik+ hik�i � �ik = (1 + hi`)kyi � zik+ hik�i � �ik:

F' ur die Differenzen�i := kyi � zik entspricht dies den Voraussetzungen von Lemma1.2.6mit � =

maxj k�j � �jk und liefert mit(xi � x0)e
`(xi�x0) � (b� a)e`(b�a) die Behauptung.

Die im Satz ben¨otigte Lipschitzbedingung der Verfahrensfunktonfh folgt bei expliziten Runge-Kutta-

Verfahren aus derjenigen vonf . Beim Euler-Cauchy-Verfahren ist dies trivialerweise der Fall, elementar

ist auch

Beispiel 1.2.8Verfahren 2,fh(x; y) = f(y+ h
2f(y)), die Abhängigkeit vonx ist unwesentlich. Aus der

Bedingungkf(y)� f(z)k � Lky � zk folgt

kfh(y)� fh(z)k = kf(y + h

2
f(y))� f(z +

h

2
f(z))k

� Lky + h

2
f(y)� z � h

2
f(z)k � L(ky � zk+ h

2
Lky � zk);

d.h. (1.2.10) mit ` = L+ 1
2H0L

2.

1.2.4 Konvergenz

Die doppelte Bezeichnung der N¨aherungen durchyi und u�(xi) wurde eingef¨uhrt, um einerseits die

Schreibweise im Verfahren zu vereinfachen, andererseits aber auch die Konvergenzaussage klarer formu-

lieren zu können. Konvergenz der N¨aherungsl¨osungen kann nat¨urlich nur bei feiner werdendem Gitter�,
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j�j ! 0, also auchN !1 erwartet werden. Bezogen auf einenfestenPunkt�x im Integrationsintervall,

z.B. �x = b, betrifft daher die Aussageu�(�x) ! u(�x) (j�j ! 0) Näherungswertey mit wachsendem

Index auf verschiedenen Gittern.

Satz 1.2.9Ein konsistentes und stabiles Verfahren ist konvergent:

Das Einschrittverfahren (1.2.3) sei konsistent mit der Ordnungp > 0, d.h. es gelte (1.2.6). Das Verfahren

sei außerdem stabil, etwa aufgrund der Lipschitzbedingung (1.2.10) für fh. Dann konvergieren die

Näherungswertefyi = u�(xi)g bei feiner werdendem Gitter� (j�j ! 0) gegen die L̈osungu des

AWPs (1.1.1),(1.1.2). Die Konvergenzordnung ist mindestensp, d.h. es gibt eine KonstanteK so, daß

für alle j�j � H0 gilt

max
x2�

ku�(x)� u(x)k = j�j
max
i=0

kyi � u(xi)k � Kj�jp: (1.2.11)

BeweisNach Definition erf¨ullen die Näherungenyi die Beziehung

1

hi
(yi+1 � yi)� fhi(xi; yi) = 0:

Für die Gitterwertezi := u(xi) der Lösung der Dgl gilt nun die Konsistenzaussage (1.2.6)

1

hi
(zi+1 � zi)� fhi(xi; zi) = Thi(xi) = O(hpi ):

Diese Gleichungen entsprechen denen aus der Stabilit¨atsdefinition, (1.2.8), mit �i = 0 und�i = Thi(xi).

Wegeny0 = u0 undhpi � j�jp folgt daher die Schranke (1.2.11).

Der Beweis des Satzes ist nat¨urlich trivial, nach erfolgter Begriffsbildung, da einfach zwei Definitionen

zusammengef¨ugt werden. Die eigentliche Arbeit liegt im Einzelnachweis von Konsistenz und Stabilit¨at.

Bemerkung:Für stabile Verfahren giltKonvergenzordnung� Konsistenzordnung.

Von theoretischer Bedeutung ist die Konvergenzaussage des Satzes, da sie zeigt, daß die N¨aherungsl¨osung

u� genügend schnell konvergiert. Bei einer Halbierung der Schrittweiten im Gitter kann, z.B., eine Ver-

kleinerung des Fehlers um den Faktor2�p erwartet werden. Dies legt die Verwendung von Verfahren

möglichst hoher Ordnung nahe. Allerdings h¨angt die FehlerkonstanteK in (1.2.11) von immer höheren

Ableitungenu(p) ab und begrenzt dadurch die verwendbare Ordnung. Diese KonstanteK ist nicht ex-

plizit bekannt und in der Praxis kaum berechenbar, daher kann aus der Fehlerschranke keine Angabe

über die tats¨achliche Gr¨oße des Fehlersu� bei gegebenem Gitter abgeleitet werden. Genausowenig l¨aßt

sich damit ein Gitter konstruieren, auf dem ein geforderter Fehler (m¨oglichst effizient) eingehalten wird.

Diese praktisch wichtige Frage wird jetzt behandelt.

1.2.5 Schrittweitensteuerung

In vielen realen Problemen kann die Gestalt der L¨osungen in unterschiedlichen Bereichen des Integra-

tionsintervalls[a; b] sehr unterschiedlich ausfallen (Beispiel Satellitenbahn: stark/schwach gekr¨ummt
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nahe/entfernt von Himmelsk¨orpern). Ein Verfahren kann hier nur dann effizient (und auch mit akzep-

tablen Rundungsfehlern, s.u.) arbeiten, wenn sich die Schrittweiten an diesen Verlauf anpassen. Durch

eine Inspektion von Lemma1.2.6sieht man, daß die Fehlerschranke (1.2.11) eigentlich aus

max
x2�

ku�(x)� u(x)k � ~K
N�1X
j=0

hjkThjk; ~K = e`(b�a) (1.2.12)

hervorgeht. Ein Gesamtfehler der Gr¨oßenordnung(b� a) ~K" kann daher durch die Forderung

kThi(xi)k
!� " 8i = 0; : : : ; N � 1 (1.2.13)

erreicht werden, vgl. Numerik I,x5.4 (adaptive Integration). Da der exakte lokale FehlerTh nicht

bekannt ist, arbeitet man mit einer Sch¨atzung für diesen und nutzt das bekannte VerhaltenTh
:
= 
hp mit

der Forderung (1.2.13) als Richtlinie zur lokalen, fortlaufenden Schrittweitensteuerung. Hat man n¨amlich

nach einem mit Schrittweiteh ausgef¨uhrten Integrationsschritt (eine Sch¨atzung für) den aktuellen lokalen

FehlerTh, dann läßt sich die eigentlich f¨ur (1.2.13) erforderliche Schrittweitêh schätzen nach

Tĥ
:
= 
ĥp

:
=
� ĥ
h

�p
Th

!
= " ) ĥ

:
= h p

r
"

Th
:

Zur Scḧatzungdes lokalen Fehlers k¨onnen zwei Verfahren verschiedener Ordnung, etwa Ordnungp und

p + 1, verwendet werden, ihre Verfahrensfunktionen seienfh und �fh. Dazu berechnet man imi-ten

Schritt zwei Näherungen

yi+1 = yi + hfh(xi; yi)

�yi+1 = yi + h �fh(xi; yi)

)
mit Fehler

(
O(hp)

O(hp+1)
: (1.2.14)

Ist vi(x) diejenige Lösung der Dgl, die die Anfangsbedingungvi(xi) = yi erfüllt, dann gilt bez¨uglich

dieser Lösung die Beziehung

Th(xi) =
1

h
[vi(xi + h)� yi � hfh(xi; yi)] =

1

h
[vi(xi + h)� yi+1]

=
1

h
[�yi+1 � yi+1] +O(hp+1) = �fh(xi; yi)� fh(xi; yi) +O(hp+1): (1.2.15)

Daher ist (für genügend kleine Schrittweite) die Differenz�fh(xi; yi) � fh(xi; yi) eine Sch¨atzung des

lokalen Fehlers.

Die Unterschiede zwischen der Beweismethode zur Fehlerabschätzung in Satz1.2.9und der hier ver-

wendeten zur Fehlersch¨atzung lassen sich graphisch mit den L¨osungsfächern von Differentialgleichung

(1.1.1) und Differenzengleichung (1.2.3) veranschaulichen. Die gestrichelten Fehlerbeitr¨age der beiden

Ansätze sind dabei vergleichbar, aber nicht identisch.
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6

-

y

xx0 x1 x2 x3

u(x)

u0
y1

y2
y3

h0�0

h1�1

In Satz1.2.9: Lösungsfächer Differenzengl.

mit �j = Thj (xj); j = 0; 1; ::

6

-

y

xx0 x1 x2 x3

u(x)

u0
y1

y2
y3

v1(x)

v2(x)

In (1.2.15): Lösungsfächer Dgl

Mit einer solchen Sch¨atzung des lokalen Fehlers kann auf sehr einfache Weise eine Schrittweitensteue-

rung formuliert werden:

Algorithmus 1.2.10Schrittweitensteuerung beim AWP:

x := a; y := u0; h =?; " =?

wiederhole:

y0 := y + hfh(x; y);

y1 := y + h �fh(x; y);

q := "h=ky1 � y0k;
falls q > 1 dannfSchritt akzeptiereng

[ x := x+ h; y := y0; ]

h := h � p
p
q;

falls x+ h > b dannh := b� x;

bisx � b;

In der Praxis wird meist eine geringf¨ugig kleinere Schrittweiteh := 0:9 � h � p
p
q verwendet, da eine

Schrittwiederholung wesentlich teurer wird als ein etwas zu kleiner Schritt. Außerdem ist es ratsam,

einen zu großen Wechsel bei den Schrittweiten durch Zusatzabfragen zu verhindern. Zus¨atzlich wird

meist auch mit der genaueren L¨osungy1 weitergerechnet (y := y1 statt der unterstrichenen Anweisung

y := y0), da die lokale Fehlersch¨atzung nur zur Steuerung verwendet wird. Zur Wahl der erforderlichen

Toleranz" für denlokalenFehlerTh um einen bestimmtenglobalenFehlerku� � uk einzuhalten kann

allerdings keine allgemeine Aussage gemacht werden, da die Konstante~K in (1.2.12) i.a. unbekannt ist.

Zur Konstruktion von Verfahrenspaaren (1.2.14) gibt es zweiübliche Zugänge unterschiedlicher Ef-

fizienz und Allgemeinheit:

a) Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren:Analog zum Konstruktionsprinzip der Runge-Kutta-Verfahren

versucht man, die gew¨unschte N¨aherung�yi+1 mit möglichst wenig Funktionsauswertungen zu berech-

nen. Dazu sucht man nach zwei Verfahren (1.2.4) mit m bzw. m + 1 Stufen, bei denen das zweite die
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Funktionswerteki des ersten mitverwendet,

yi+1 = yi + hi

mX
j=1

bjkj ;

�yi+1 = yi + hi

m+1X
j=1

�bjkj ;

kj = f(x+ hicj ; yi + hi

j�1X
l=1

ajlkl); j = 1; ::;m + 1;

c1 0 � � � 0 0
...

...
...

cm+1 ajl 0

b1 � � � bm 0
�b1 � � � � �bm+1

Die lokale Fehlersch¨atzung zumi-ten Schritt ist damit (undbm+1 := 0)

Thi(xi)
�= 1

hi
[�yi+1 � yi+1] =

m+1X
j=1

(�bj � bj)kj :

Mit Hilfe der Ordnungsbedingungen (1.2.7) wird kurz die Konstruktion eines eingebetteten Verfahrens

zu Verfahren 3 betrachtet. Hier sindc2 = a21 = 1 vorgegeben. F¨ur die restlichen Parameter bleiben die

Bedingungen
�b1 +�b2 +�b3 = 1; �b2 +�b3c3 =

1

2
; �b2 +�b3c

2
3 =

1

3
; �b3a32 =

1

6
:

Für c3 = 1
2 ergeben sich daraus die Koeffizienten in der folgenden rechten Tabelle. Die linke enth¨alt ein

(2,3)-Paar zu Verfahren 2.

(2,3)-Paar zu Verf. 2

0 0
1
2

1
2 0

1 �1 2 0

0 1 0
1
6

2
3

1
6

(2,3)-Paar zu Verf. 3

0 0

1 1 0
1
2

1
4

1
4 0

1
2

1
2 0

1
6

1
6

2
3

Bekannt sind Runge-Kutta-Paare mit

Ordnungen (1,2) (2,3) (3,4) (4,5) (4,5) .. (7,8)

Stufen (1,2) (2,3) (3,5) (4,6) (5,6) .. (11,13)

Bei den 3-stufigen Verfahren gibt es keine eingebetteten 4-stufigen Verfahren. Allerdings fand Fehl-

berg ein 5-stufiges Paar der Ordnung (3,4), bei dem der letzte Funktionswertf(x + c5h; :::) als erster

Funktionswert im n¨achsten Intervall,f(x+ h+ c1h; ::), verwendet wird, das also beinahe diese Anfor-

derungen erf¨ullt. Auch zum klassischen Runge-Kutta-Verfahren gibt es kein eingebettetes mit 5 Stufen,

daüberhaupt keine 5-stufigen Verfahren mit Ordnung 5 existieren (s.o.). Somit werden sowieso 6 Stufen

nötig und es ist g¨unstiger, das Stufenpaar (5,6) zu verwenden. Sehr effiziente Verfahren (und Implemen-

tierungen) sind das (4,5)-Paar DOPRI5 bzw. (3,5,8)-Tripel DOP853 von Dormand und Prince.

In praktischen Anwendungen ben¨otigt manöfters (z.B. Graphikausgabe) die N¨aherungy bzw. u�
tatsächlich als Funktion vont. Zu diesem Zweck betrachtet manstetige Erweiterungen. Dabei sind die
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Koeffizienten in (1.2.4) Polynome�bi(t) mit �bi(0) = 0; �bi(1) = bi, und durch

u�(xi + thi) = yi + hi

mX
j=1

bj(t)kj ;

wird eine stetige Funktionu� definiert. Für das Verfahren 3 etwa ergibt sich mit

b1(t) = t� 1

2
t2; b2(t) =

1

2
t2

eine stetige Erweiterungu�(x) der gleichmäßigen Konvergenzordnung 2. Im allgemeinen kann man

aber für stetige Erweiterungen nicht die volle normale Ordnung der Endformel mit�bi(1) erwarten. F¨ur

3-stufige Verfahren ist die glm Ordnung 2 erreichbar, zu DOPRI5 existiert eine Erweiterung mit glm

Ordnung 4.

b) Richardson-Extrapolation:Bei vielen Verfahren, z.B. auch den Runge-Kutta-Verfahren, existiert f¨ur

äquidistante Gitter� = fxi = a+ ihg eine asymptotische Entwicklung des Fehlers

u�(x)� u(x) = hpgp(x) +O(hp+1); h! 0; (1.2.16)

vgl. Numerik I, x5.5. Durch Linearkombination von zwei N¨aherungen zu Schrittweitenh und h=2

kann der dominierende Fehleranteilhpgp eliminiert (! Richardson-Extrapolation) oder aber gesch¨atzt

werden, da f¨ur eine zweite L¨osungu�0 , zu�0 = fxi = a+ ih2 : i = 0; : : : ; 2Ng, gilt

u�0(x)� u(x) = 2�phpgp(x) +O(hp+1) )
(1� 2�p)hpgp(x) = u�(x)� u�0(x) +O(hp+1):

Daraus kann eine bessere Approximation�u�(x) := u�0(x) + 1
2p�1 [u�0(x) � u�(x)]; x 2 �; höherer

Ordnung oder die Fehlersch¨atzungen

u� � u
:
=

2p

2p � 1
[u� � u�0 ]; u�0 � u

:
=

1

2p � 1
[u� � u�0 ];

berechnet werden. Wie in (1.2.15) ergibt sich

Th(xi) =
1

h
[vi(xi + h)� u�(xi + h)]

:
=

1

h
[�u�(xi + h)� u�(xi + h)]

=
1

1� 2�p
1

h
[u�0(xi + h)� u�(xi + h)]

:
= �hp�1gp(xi + h): (1.2.17)

Diese Größe ist im speziellen Fall von der OrdnungO(hp). Da man sich hier in (1.2.16) auf (Näherungs-

)Lösungen bezieht mitu�(xi) = vi(xi) = yi, gilt gp(xi) = 0 und somit nach dem Mittelwertsatz

hp�1gp(xi+h) = O(hp). Daher ist (1.2.17) eine Fehlersch¨atzung von der in Algorithmus1.2.5verwen-

deten Gestalt. Im Vergleich zu eingebetteten Verfahren werden hier aber wesentlich mehr Zusatzfunkti-

onsauswertungen verwendet (bezogen auf die genauere L¨osungu�0 nach 2 Schritten mith=2 alsom=2

pro Schritt).

Beispiel 1.2.11Periodische Satellitenbahn um Erde und Mond: In der Ebene des rotierenden Erde-

Mond-System bewegt sich ein Satellit mit den Koordinatenu(t) 2 R2 nach der Dgl

u00 = u+

 
0 2

�2 0

!
u0 � �

u�E

ku�Ek3 � �
u�M

ku�Mk3 ;
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wobei � = 1=82:45; � = 1 � � die Massenverh¨altnisse undE = (��; 0)T bzw. M = (�; 0)T die

Positionen von Erde und Mond sind. Es gibt eine periodische Bahn, die nahe an der Erde vorbeif¨uhrt

und dort sehr kleine Schrittweiten erfordert. Ergebnis bei" =10 �4:

Anz.f -Werte hmin hmax Endfehler

RuKuFe-2/3 35805 210-6 810-2 210-5

RuKuFe-4/5 972 410-4 610-1 910-3

Schrittweitensteuerung hatte zun¨achst nur das Ziel, die geforderte Genauigkeit der N¨aherung mit

möglichst wenig Aufwand zu erreichen. Zus¨atzlich reduziert sie aber auch den Einfluß vonRundungs-

fehlern. Bei Maschinenrechnung werden in (1.2.3) gestörte Näherungen~yi berechnet, die pro Schritt

anfallenden Rundungsfehler"i führen also zu einer verf¨alschten Rekursion

~yi+1 = ~yi + hifhi(xi; ~yi) + "i+1; i = 0; : : : ; N � 1;

~y0 = u0. Daher kommen bei praktischer Rechnung zum Diskretisierungsfehleryi � u(xi) noch Run-

dungsfehler hinzu. Unter Voraussetzung (1.2.10) gilt dafür

k~yi+1 � yi+1k � k~yi � yik+ hikfhi(xi; ~yi)� fhi(xi; yi)k+ k"i+1k
� (1 + hi`)k~yi � yik+ "̂i+1; "̂i+1 := k"i+1k:

Analog zu Lemma1.2.6ergibt sich mit~y0 = y0 die Abschätzung

k~yi � yik �
iX

j=1

e`(xi�xj)"̂j � S
NX
j=1

"̂j ; S := e`(b�a): (1.2.18)

Bei einemäquidistanten Gitter f¨uhrt dies für den Gesamtfehler auf die Schranke

k~yi � u(xi)k � S(b� a)
"

h
+Khp; " := max

i
"̂i:

Bei äquidistantem Gitter muß die (zun¨achst unbekannte) Schritt-

weiteh nach der ung¨unstigsten Stelle im Intervall gew¨ahlt werden

und erzwingt daher evtl. eine sehr große ZahlN von Schritten.

Da der Rundungsfehler nach (1.2.18) im wesentlichen von dieser

SchrittezahlN abhängt, können

6

-
1=h

��
��

��
��

��
��

Gesamtfehler

diese Fehler bei variablem Gitter reduziert werden, wenn man in glatten Passagen große, und daher

insgesamt weniger, Schritte benutzt. Zus¨atzlich sei daran erinnert (vgl. Numerik I,x7.2), daß der

kleinstmögliche Wert in der Schranke f¨ur k~yi � u(xi)k von der GrößeO("p=(p+1)) ist und mit wach-

sender Ordnung kleiner wird.
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1.3 Mehrschrittverfahren

1.3.1 Adams-Verfahren

Bei Einschrittverfahren der Ordnungp sindm � p Stufen erforderlich und daher zur Approximation des

Integrals in (1.2.1),Z 1

0
f(xi�1 + ht; u(xi�1 + ht)) dt =

1

h
[u(xi�1 + h)� u(xi�1)]

beim Schrittxi�1 ! xi jeweils mindestensp Funktionswertekj �= f(xi�1 + hcj ; u(xi�1 + hcj)) neu

zu berechnen. Eine evtl. g¨unstigere Alternative ist es, stattdessen schon bekannte, vorxi�1 gelegene

Funktionswertef(xi�j; yi�j) =: fi�j, j = 1; 2; ::;m; heranzuziehen.

Durch Integration des Interpolationspolynomspm�1(x) vom

Gradm � 1 zu den Funktionswertenfi�1; :::; fi�m, das mit den

LagrangepolynomenLj(x) zu den St¨utzstellenxi�1; ::; xi�m dar-

gestellt werden kann (vgl. Numerik I,x3.2), ergibt sich f¨ur dieses

Integral die Approximation

6f

-
xi�m

r

xi�1

r
fi�1

xi

fh(xi�1; yi�m; : : : ; yi�1) :=
�1X

j=�m

fi+j

Z 1

0
Lj(xi�1 + ht) dt| {z }

=:��j

: (1.3.1)

Diese Verfahrensfunktion h¨angt also vonm früheren Lösungswerteny ab. Speziell f¨ur äquidistante

Punkte (d.h.hi � h) erhält man damit dieMethode von Adams-Bashforth(A-B):

1
h(yi � yi�1) = fh(xi�1; yi�m; ::; yi�1)

fh(xi�1; yi�m; ::; yi�1) :=
mP
j=1

�jf(xi�j; yi�j)

9>=
>; i = m;m+ 1; ::; N: (1.3.2)

Dieses Verfahren ist ein explizites, lineares,m-Schrittverfahren. Pro Schritt f¨allt hier tatsächlich nureine

neue Funktionsauswertung,fi�1, an. Explizit heißt das Verfahren wieder, dafh nicht vom unbekannten

Wertyi abhängt.

Der Konsistenzfehler entspricht dem Quadraturfehler bei der Funktionu0(x), das Verfahren hat daher

Ordnungp = m. Die Koeffizienten der ersten A-B-Verfahren enth¨alt die Tabelle.

m j = 1 2 3 4 Fehler

1 �j = 1 1
2hu

00

2 2�j = 3 �1 5
12h

2u
000

3 12�j = 23 �16 5 3
8h

3u(4)

4 24�j = 55 �59 37 �9 251
720h

4u(5)

Bei der Approximation (1.3.1) werden nur Daten auf einer Seite des Integrationsintervalls[xi�1; xi]

benutzt. Ohne Erh¨ohung der Zahlm der Teilintervalle kann das A-B-Verfahren durch Ber¨ucksichtigung



1 GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 22

des (noch unbekannten) Wertes im Endpunktxi verbessert werden, man interpoliert also in den Stellen

xi�m; ::; xi mit einem Polynom vom n¨achsth¨oheren Gradm. Dies führt auf dieMethode von Adams-

Moulton(A-M)

1
h(yi � yi�1) = fh(xi�1; yi�m; ::; yi)

fh(xi�1; yi�m; ::; yi) :=
mP
j=0

�jf(xi�j; yi�j)

9>=
>; i = m;m+ 1; ::; N: (1.3.3)

Hier liegt ein implizites, lineares,m-Schritt-Verfahren vor, da (1.3.3) für yi ein (nichtlineares) Glei-

chungssystem darstellt. Die Koeffizienten der ersten A-M-Verfahren lauten

m j = 0 1 2 3 Fehler

0 �j = 1 �1
2hu

00

1 2�j = 1 1 � 1
12h

2u
000

2 12�j = 5 8 �1 � 1
24h

3u(4)

3 24�j = 9 19 �5 1 � 19
720h

4u(5)

Die Konsistenz von beiden Verfahrensklassen folgt aus den Approximationseigenschaften der Interpola-

tionspolynome. Beide Verfahrenstypen werden in einem Satz behandelt. Dazu wird das A-B-Verfahren

als A-M-Verfahren mit Gewicht�0 = 0 interpretiert.

Satz 1.3.1Der lokale Fehler bei den Adams-Bashforth-Verfahren (1.3.2), 
0 := 0; 
j := �j; 1 � j �
m; bzw. den Adams-Moulton-Verfahren (1.3.3), 
j := �j ; 0 � j � m, ist gegeben durch

Th(xi�1) :=
1

h
[u(xi)� u(xi�1)]�

mX
j=0


ju
0(xi�j):

Er hat die Form

Th(xi�1) =

(
cBm hm u(m+1)(xi�1) +O(hm+1) bei A-B

cMm h
m+1u(m+2)(xi�1) +O(hm+2) bei A-M

: (1.3.4)

BeweisBeim A-B-Verfahren seip das Interpolationspolynom vom Gradm�1 zu den Werten(xi�j; u0(xi�j)); j =

1; ::;m. Dann folgt aus der Fehlerformel der Interpolation (Numerik I, 3.3.11) und durch Taylorentwick-

lung die Aussage

Th(xi�1) =

Z 1

0
[u0(xi�1 + ht)� p(xi�1 + ht)] dt

=
1

m!

Z 1

0
(xi�1 + ht� xi�1)::(xi�1 + ht� xi�m)u(m+1)(�(t)) dt

= u(m+1)(xi�1)h
m 1

m!

Z 1

0
t(t+ 1)::(t +m� 1) dt| {z }

=: cBm

+O(hm+1):

Bei A-M betrachtet man das Polynom vom Gradm zu (xi�j ; u
0(xi�j)); j = 0; ::;m.

Die Fehlerkoeffizientencm sind in den obigen Tabellen angegeben. Das A-M-Verfahren mitm Stufen

besitzt die gleiche Konvergenzordnunghm+1 wie das A-B-Verfahren mitm+1 Stufen, hat aber kleinere
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FehlerkoeffizientenjcMm j < jcBm+1j; m > 0. Daher ist das Adams-Moulton-Verfahren in der Regel

vorzuziehen. Die Aufl¨osung der hier auftretenden nichtlinearen Gleichung f¨ur yi in (1.3.3) kann durch

Kombination mit dem A-B-Verfahren umgangen werden, indem mit A-B zun¨achst eine Approximation

~yi für den unbekannten Wert berechnet wird. Dies ergibt dasPrädiktor-Korrektor-Verfahren(P-K)

~yi := yi�1 + h
mP
j=1

�jf(xi�j; yi�j)

yi := yi�1 + h�0f(xi; ~yi) + h
mP
j=1

�jf(xi�j; yi�j)

9>>=
>>; i = m;m+ 1; : : : (1.3.5)

Hier werden pro Schritt zwei Funktionsaufrufe benutzt. Der lokale Fehler dieses Verfahren ist tats¨achlich

von der Ordnunghm+1. Denn nach Satz1.3.1 gilt f ür Lipschitz-stetigesf mit ~ui := u(xi�1) +

h
Pm

j=1 �jf(xi�j; u(xi�j)) hier

kTPK
h k = kTAM

h + �0(u
0(xi)� f(xi; ~ui))k

� kTAM
h k+ j�0jLku(xi)� ~uik = kTAM

h k+ j�0jLhkTAB
h k

= hm+1(jcMm jku(m+2)(xi�1)k+ j�0LcBmjku(m+1)(xi�1)k) +O(hm+2):

Der Fehler bei Runge-Kutta-Verfahren besitzt keine so einfache Gestalt. Im allgemeinen ist er aber f¨ur

ein Verfahren gleicher Ordnung kleiner als bei Mehrschrittverfahren. F¨ur das Problemu0 = u; u(0) = 1;

etwa ergeben sich bei den Verfahren vierter Ordnung nach einem Schritt

Verfahren: Runge-Kutta Adams-Bashf. Adams-Moulton

lok. Fehler: 1
120h

5 251
720h

5 19
720h

5

Bei den Mehrschrittverfahren sind f¨ur gleiche Fehlerbetr¨age also kleinere Schrittweiten erforderlich.

Außerdem ist die Programmierung aufwendiger, wie die folgende Diskussion zeigt.

Fragen zum praktischen Einsatz:

� Anlaufrechnung:Die m-Schritt-Verfahren k¨onnen, wie aus (1.3.2)-(1.3.5) ersichtlich, erstmals

nach einer Anlaufphase vonm Integrationsschritten eingesetzt werden. Daher sind Startwerte

y0; : : : ; ym�1 ausreichender Genauigkeit auf andere Weise bereitzustellen, entweder mit Runge-

Kutta-Verfahren oder Mehrschrittverfahren niederer (wachsender) Ordnung und sehr kleinen Schritt-

weiten.

� Schrittweitenwechsel:Die Adams-Formeln (1.3.2)-(1.3.5) beziehen sich auf ¨aquidistante Punk-

te xi�m; ::; xi im konstanten Abstandh. Die Koeffizienten�j ; �j ergaben sich dabei durch In-

tegration der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms, bei Adams-Bashforth also von

p(x) =
Pm

j=1Lj(x)fi�j in der Form

fABh =
mX
j=1

�jfi�j =

Z 1

0

mX
j=1

Lj(xi�1 + ht)fi�j dt:

Wird p dagegen als Newton-Polynom (Numerik I,x3.3) dargestellt, gilt

fABh =
m�1X
j=0

hj�jf [xi�j�1; ::; xi�1]:
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Ein Wechsel der Schrittweiteh ! ĥ ist in dieser Form jetzt einfach m¨oglich durch Ersetzung der

Faktorenhj ! ĥj . Die schon berechneten Differenzenf [::; xi�1] werdenübernommen. In der

Praxis sind dabei zus¨atzliche Vorsichtsmaßnahmen zu treffen.

� Schrittweiten-, Ordnungs-Steuerung:Da die A-B-Verfahren Ordnungm und die A-M-Verfahren

Ordnungm + 1 besitzen, sind die beiden Teile des Pr¨adiktor-Korrektor-Verfahrens (1.3.5) als

Verfahrenspaar zur Sch¨atzung des lokalen Fehlers einsetzbar. Algorithmus 1.2.10 k¨onnte damit

also auch hier direkt eingesetzt werden (vgl. letzte Anmerkung). Dar¨uberhinaus l¨aßt sich aber

auch noch die Ordnung des Verfahrens steuern, da es Adams-Methoden beliebiger Ordnung gibt.

Eine einfache Strategie hierf¨ur erhält man aus der Regel:

Ist ein Schritt in[xi�1; xi] mit einem Verfahren der Ordnungm akzeptiert worden, so ẅahle f̈ur

[xi; xi+1] dasjenige der drei Verfahren der Ordnungenm�1;m;m+1, das die gr̈oßte Schrittweite

ĥ gestattet.

Die erwähnten Maßnahmen erm¨oglichen auch bei Mehrschrittverfahren eine selbststeuernden Einsatz.

Allerdings ist der damit verbundene Verwaltungsaufwand erheblich h¨oher als bei Einschrittverfahren und

muß bei einem Vergleich ber¨ucksichtigt werden (vgl.x1.4).

1.3.2 Lineare Mehrschrittverfahren und Stabilit ät

In den Verfahren (1.3.2,1.3.3) werden zwar die Funktionswertefi�j ausm zurückliegenden Punkten

benutzt (' rechte Seite' ), die L¨osungswerte dagegen nur von zwei Stellen,yi; yi�1. Ohne Erh¨ohung der

Schrittzahlm kann man daher eventuell eine Verbesserung durch Einf¨uhrung zus¨atzlicher Parameter

erwarten. Dazu werden jetzt allgemeinere Verfahren der Form

mX
j=0

�jyi�j = h
mX
j=0

�jfi�j ; i = m;m+ 1; : : : ; (1.3.6)

betrachtet mitxj = a+ jh; fj := f(xj; yj) und�0 = 1. Für �0 = 0 ist dies ein explizites, andernfalls

ein implizites,linearesm-Schrittverfahren.

Eines der Ziele bei der Konstruktion von Verfahren ist eine m¨oglichst hohe Ordnung des lokalen bzw.

Konsistenzfehlers

Th(xi�1) =
1

h

mX
j=0

�ju(xi�j)�
mX
j=0

�ju
0(xi�j): (1.3.7)

Zur Überprüfung werden die Taylorentwicklungen in beiden Summen verglichen. Mit

u(xi � jh) =
pX

k=0

(�jh)k
k!

u(k)(xi) +O(hp+1)

u0(xi � jh) =
p�1X
k=0

(�jh)k
k!

u(k+1)(xi) +O(hp)
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in (1.3.7) ergibt sich

Th(xi�1) =
mX
j=0

h pX
k=0

�j
(�j)k
k!

hk�1u(k) �
p�1X
k=0

�j
(�j)k
k!

hku(k+1)
i
+O(hp)

=
1

h
u(xi)

� mX
j=0

�j
�
�

p�1X
k=0

(�h)k
k!

u(k+1)(xi)
mX
j=0

�
�j

jk+1

k + 1
+ �jj

k
�
+O(hp):

In dieser Entwicklung nachh-Potenzen liest man die Ordnungsbedingungen direkt ab:

Satz 1.3.2Das Verfahren (1.3.6) besitzt Konsistenzordnungp genau dann, wenn seine Koeffizienten mit

�0 = 1 das folgende lineare Gleichungssystem erfüllen,

mP
j=0

�j = 0;

mP
j=0

�
jk+1

k+1 �j + jk�j
�
= 0; k = 0; : : : ; p� 1:

(1.3.8)

Es ist hier also wesentlich leichter Ordnungsbedingungen aufzustellen und zugeh¨orige Lösungen zu be-

rechnen als bei den Einschrittverfahren. Ein naheliegendes Ziel w¨are es, durch geeignete Wahl der

2m(+1) freien Parameter�j ; �j eine möglichst hohe Ordnung zu erreichen.

Beispiel 1.3.3Konstruktion eines expliziten (�0 = 0) 2-Schrittverfahrens mit maximaler Ordnungp = 3.

1 + �1 + �2 = 0

�1 + 2�2 +�1 + �2 = 0
1
2(�1 + 4�2) +�1 + 2�2 = 0
1
3(�1 + 8�2) +�1 + 4�2 = 0

9>>>>>=
>>>>>;

=) (�0; �1; �2) = (1; 4;�5)
(�0; �1; �2) = (0; 4; 2)

Das Verfahren lautet also

yi + 4yi�1 � 5yi�2 = h(4fi�1 + 2fi�2); i � 2:

Einfaches Zahlenbeispiel: Bei der Dglu0 = �u; u(0) = 1; mit exakten

Startwerteny0 := 1; y1 = e�h, Berechnung der N¨aherungenyi :=

�4(1 + h)yi�1 + (5� 2h)yi�2 mit h = 0:2.

Numerisches Ergebnis: Die Fehler in den Approximationen oszillieren

und wachsen ungef¨ahr um einen Faktor 5 pro Schritt.

i yi

1 0.8187

2 0.6701

3 0.5497

4 0.4438

5 0.3986

6 0.1283

7 1.2177

8 -5.2551

9 30.8262

Das Verfahren istinstabil, Störungen wachsen extrem an. Im Gegensatz zu den Einschrittverfahren

ist die Stabilitätsforderung eine echte Einschr¨ankung für Mehrschrittverfahren!
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Es gibt sogar eine sogenannteOrdnungsbarriere(von Dahlquist):

Ein stabilesm-Schritt-Verfahren besitzt eine (Konsistenz-)

Ordnung p �
(
m+ 1; wennm ungerade

m+ 2; wenn m gerade
:

Gegen¨uber den Adams-Verfahren kann die Ordnung also h¨ochstens um 1 erh¨oht werden, wennm gerade

ist. Die zugeh¨origen Verfahren besitzen eine den Adams-Verfahren ¨ahnliche Struktur,

yi � yi�k = h
mX
j=0

�jfi�j; i � m; 1 � k � m: (1.3.9)

Daher beschr¨ankt sich der folgende Konvergenzsatz auf solche Verfahren und enth¨alt eine zu den Ein-

schrittverfahren ¨ahnliche Stabilit¨atsaussage. Auf die Stabilit¨atsforderungen an allgemeine lineare Mehr-

schrittverfahren wird noch einmal kurz inx1.4 eingegangen.

Satz 1.3.4Die rechte Seitef der Dgl erf̈ulle eine Lipschitzbedingung (1.1.5) mit der KonstantenL. Die

Schrittweite im Verfahren seih � h0 := 1=(2Lj�0j) (:= 1 für �0 = 0). Für die Startwerte gelte

kyi�u(xi)k � '(h); i = 0; ::;m�1, und f̈ur die KonsistenzfehlerkTh(xi�1)k � �(h); i = m; : : : ; N .

Dann gilt die Fehlerschranke

kyi � u(xi)k � e�(xi�xm�1)['(h) + 2(xi � xm�1)�(h)]; i = m; : : : ; N; (1.3.10)

mit � = L
mP
j=0

j�j j=(1 � hLj�0j) � 2L
mP
j=0

j�j j. Für gen̈ugend oft differenzierbaresf und �(h) =

O(hp); '(h) = O(hp) ist also insbesondere auchmax� ku� � uk = O(hp); h! 0.

BeweisFürhLj�0j < 1 ist die Gleichung (1.3.9) nachyi eindeutig aufl¨osbar (Banachscher Fixpunktsatz).

Wieder durch Subtraktion der Gleichungen (1.3.9) und (1.3.7),

yi � yi�k = h
mX
j=0

�jf(xi�j; yi�j)

u(xi)� u(xi�k) = h
mX
j=0

�jf(xi�j; u(xi�j)) + hTh(xi�1)

folgt für die Fehler"j := yj � u(xj) die Beziehung

k"i � "i�kk = hk
mX
j=0

�j [f(xi�j; yi�j)� f(xi�j; u(xi�j))] � hTh(xi�1)k

� hL
mX
j=0

j�j jk"i�jk+ h�(h):

Mit k"i � "i�kk � k"ik � k"i�kk erhält man daraus die Schranke

(1� hLj�0j)k"ik � k"i�kk+ hL
mX
j=1

j�j j m
max
j=1

k"i�jk+ h�(h):
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Da auf der rechten Seite viele ¨altere Fehlerwerte auftreten, liegt es nahe deren Maximum

�j := max
��j

k"�k; j = m� 1; ::; N;

zu betrachten. Nach Division durch1 � hLj�0j und Berücksichtigung der Identit¨at 1=(1 � hLj�0j) =

1 + hLj�0j=(1 � hLj�0j) ergibt sich so

k"ik � (1 + h�)�i�1 +
h

1� hLj�0j�(h); i = m; ::;N: (1.3.11)

Da nun�i = maxfk"ik; �i�1g und die rechte Seite gr¨oßer als�i�1 ist, kann die linke Seite in (1.3.11)

durch�i ersetzt werden. Dann liegt aber die in Lemma1.2.6behandelte Situation vor, die auf die Schran-

ke (1.3.10) führt. Als Startpunkt ist dabei allerdingsxm�1 zu nehmen.

Die stabilen Verfahren h¨ochster Ordnungm+2 bei gerademm ergeben sich mit der Wahlk =m in

(1.3.9) aus den abgeschlossenen Newton-Cotes-Quadraturformeln zum Intervall[xi�m; xi],

1

h
[yi � yi�m] =

mX
j=0

�jfi�j �= 1

h

Z xi

xi�m

f(x; u(x)) dx: (1.3.12)

Bei diesen Verfahren ist allerdings, im Gegensatz zu den Adams-Verfahren, die mitx wachsende Stabi-

lit ätsschranke (1.3.10) scharf, selbst dann, wenn im Problem nur exponentiell fallende L¨osungen auftre-

ten können (vgl.x1.4). Daher werden in der Praxis doch meist die Adams-Verfahren verwendet.

Aufgrund ihrer Symmetrie bzgl.12(xi�m + xi) besitzen Verfahren der Form (1.3.12) aber noch eine

weitere Eigenschaft, die von großer praktischer Bedeutung ist. Das einfachste, explizite Verfahren dieser

Form zu offenen Newton-Cotes-Formeln ergibt sich aus der Rechteckregel zum Intervall[�2h; 0], seine

Symmetrie ist erkennbar in der Form

yi+1 � yi�1 = 2hf(xi; yi); i = 1; 2; ::

Dieseexplizite Mittelpunktregelhat nicht nur Ordnung 2, sondern besitzt sogar eineasymptotische Ent-

wicklung nach Potenzen vonh2. Daher können mit Richardson-Extrapolation (vgl. Numerik I,x5.5)

Näherungen beliebig hoher Ordnung berechnet werden. Das resultierende Gesamt-Verfahren ist vom

Typus her aber wieder ein Einschrittverfahren und wird daher in einem eigenen Abschnitt behandelt.

1.4 Extrapolationsverfahren

Die explizite Mittelpunktregel ben¨otigt zur Durchführung noch einen N¨aherungswerty1. Dieser kann

ohne Verlust der Gesamtordnung 2 mit dem Eulerverfahren (Verfahren 1 inx1.2.1) bestimmt werden.

Das betrachtete Verfahren ist daher

y1 � y0 = hf(x0; y0); y0 = u0;

yi+1 � yi�1 = 2hf(xi; yi); i = 1; 2; : : : : (1.4.1)
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Der erste Schritt f¨uhrt eine Asymmetrie ein, die von der Mittelpunktregel als oszillierende St¨orung wei-

tergegeben wird. Daher besitzt die N¨aherungsl¨osungu� eine ungew¨ohnliche asymptotische Entwicklung

der Gestalt

u�(xj)� u(xj) =
qX

k=1

h2k
h
g2k(xj) + (�1)j~g2k(xj)

i
+O(h2q+2); h! 0; (1.4.2)

mit vom Gitter unabh¨angigen Koeffizientenfunktioneng2k; ~g2k. Insbesondere haben also Punktexj mit

geradem und ungeradem Index verschiedene Entwicklungen und d¨urfen daher nicht gleichzeitig zur

Extrapolation herangezogen werden.

Beispiel 1.4.1Beim Problemu0 = �u; u(0) = 1 lautet das Verfahreny0 = 1; y1 = 1 + h�; yi+1 =

yi�1 + 2h�yi. Wie bei den linearen Dgln f¨uhrt der Ansatzyj = c�j in der Differenzengleichungyi+1 �
2h�yi � yi�1 = 0 auf die quadratische Gleichung

�2 � 2h�� � 1 = 0 ) �1=2 = h��
p
1 + h2�2 =

( p
1 + h2�2 + h� > 0

�(p1 + h2�2 � h�) < 0
:

Die yj besitzen daher die Darstellungyj = C1�
j
1 + C2�

j
2, wobei die KoeffizientenC1; C2 aus den

Anfangsbedingungeny0 = 1; y1 = 1 + h� zu bestimmen sind. Um den Bezug auf das Gitter herzu-

stellen, wird der Gitterindex beiyj = u�(jh) in der Formj = x=h geschrieben. So ergibt sich die

Näherungsl¨osung explizit in der Form

2u�(x) =
�
1 +

1p
1 + h2�2

��p
1 + h2�2 + h�

�x=h
+(�1)x=h h2�2

1 + h2�2 +
p
1 + h2�2

�p
1 + h2�2 � h�

�x=h
:

Man sieht leicht, daß mit Ausnahme von(�1)x=h alle Ausdrücke eine Talyorentwicklung nachh um

h = 0 besitzen. Daraus folgt hier f¨ur den Anfang der Entwicklung (1.4.2)

u�(x) = e�x + h2
h
��2(1

6
�x+

1

4
)e�x| {z }

g2

+(�1)x=h 1

4
�2e��x| {z }
~g2

i
+O(h4); h! 0:

Wenn die Lösung der Dgl f¨allt, � < 0, kann der oszillierendeund wachsendeStörterm ~g2 die nu-

merische L¨osung erheblich beeintr¨achtigen. Dieses Problem l¨aßt sich etwas durch einen zus¨atzlichen

Glättungsschritt abschw¨achen. Bei diesem rechnet man im L¨osungsschrittx ! x + H mit einer Teil-

schrittweiteH� = H=N� über den Endpunktx+H hinaus und bildet den Mittelwert (`Tiefpaß' , d¨ampft

alternierende Anteile)

û�(x+H) :=
1

4

�
u�(x+H �H�) + 2u�(x+H) + u�(x+H +H�)

�
:

Zur Extrapolation sind f¨ur einen Schrittx ! x + H mehrere N¨aherungenu�j
zu berechnen. Bei

der Mittelpunktregel w¨ahlt man dazu eine wachsende Folge gerader ZahlenN0 < : : : < Nq und bildet
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TeilschrittweitenHj := H=Nj sowie Gitterx[j]i := x0+ iHj (i = 0; : : : ; Nj). Dies ergibt dasVerfahren

von Gragg-Bulirsch-Stoer:

für j = 0; : : : ; q :

1 y
[j]
0 := u0, y

[j]
1 := y0 +Hjf(x0; y0), Startwerte

für i = 1; ::; Nj : Mittelpunkt-

2 y
[j]
i+1 := y

[j]
i�1 + 2Hjf(x

[j]
i ; y

[j]
i ) -Regel

3 Pj;0 :=
1
4 (y

[j]
Nj�1

+ 2y
[j]
Nj

+ y
[j]
Nj+1), Glättung

für k = 1; ::; j: i := j � k; Extrapo-

4 Pi;k := Pi+1;k�1 +
1

(Nj=Ni)2�1
(Pi+1;k�1 � Pi;k�1) -lation

(1.4.3)

Im Verfahren (1.4.3) kann einfach die am langsamsten wachsende FolgefNjg = f2; 4; 6; 8; 10; ::g ver-

wendet werden. Schritt 3 ist der erw¨ahnte Glättungsschritt.
In Schritt 4 wird die Richardson-Extrapolation ausgef¨uhrt, die

dem Neville-Algorithmus (I.3.3.5) zur Polynominterpolation ent-

spricht und der Reihe nach jeweils den f¨uhrenden Term der

asymptotischen Entwicklung (1.4.2) eliminiert (Numerik I,x5.5).

Im j-ten Lauf durch Schritt 3-4 wird dabei mit der N¨aherung

Pj;0 vom j-ten Gitter eine zus¨atzliche Schr¨agzeile unten an das

Extrapolations-Tableau angeh¨angt.

P0;0 P0;1 P0;2 � � � P0;j

P1;0 P1;1

P2;0
...

... Pj�1;1

Pj;0

Danach gilt die (lokale) Fehleraussage

1

H
[P0;j � u(x0 +H)] = O(H2j+2); j � q: (1.4.4)

Dieses EndergebnisP0;j gehört zu einem Einschrittverfahren der Ordnung2j + 2 für den Schrittx !
x + H, da es nicht auf Werte vor der Stellex zugreift. Damit wurde insbesondere folgende Existenz-

aussage zur Theorie der Einschrittverfahren geliefert, die sich durch Abz¨ahlung der insgesamt in (1.4.3)

benötigten Funktionsauswertungen ergibt.

Satz 1.4.2Für jedesp 2 2N gibt es ein Einschrittverfahren mit Ordnungp und 1
4p

2 + 1 Stufen.

Das Extrapolationsverfahren benutzt also mehr Funktionsauswertungen als die inx1.2 besprochenen

Runge-Kutta-Verfahren. Aufgrund der einfachen und einheitlichen Konstruktion von Verfahren verschie-

dener Ordnung kann hier aber eine Schrittweiten-undOrdnungssteuerung wie bei den Mehrschrittver-

fahren durchgef¨uhrt werden. Insbesondere wird die aktuell verwendete Ordnung2j + 2(� 2q + 2) in

(1.4.4) in der Praxis nicht vorgegeben, sondern durch Inspektion des TableausPi;k bestimmt.

Demo-Beispiel:Extrapolationsverfahren mit Ordnungs- und Schrittweitensteuerung (vgl. Endex1.3.1)

beim AWPu0 = f(x; u); u(�1
2 ) = u0 auf [�1

2 ; 1] mit (a := 800; b = ln(1 + a)� 3)

f(x; y) =

8<
: �2axy2; x � 0

2[� ax
1 + ax2

+ bx]y2; x > 0
mit u(x) =

8><
>:

1
1 + ax2

; x � 0

1
1 + ln(1 + ax2)� bx2

; x > 0
:
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Vergleich der Verfahren:

Einschritt Extrapolation Mehrschritt

Konsistenz-Ordnung aufwendig einfach ( einfach

Stabilität immer ) immer Einschr¨ankung

Aufwand merkbar hoch gering

Fehlersch¨atzung möglich einfach einfach

Schrittweitenänd. immer ) immer aufwendig

Ordnungswechsel nein einfach m¨oglich

Die praktischeErfahrung mit den drei behandelten Verfahrensklassen ergibt ein differenziertes Bild, kei-

nes kann als Universalverfahren bezeichnet werden. Zwar schneiden in Bezug auf die Gesamtanzahl der

zur Lösung ben¨otigten Funktionsaufrufe vonf die Prädiktor-Korrektor-Verfahren am g¨unstigsten ab. Da

sie im adaptiven Einsatz beim Schrittweitenwechsel aber den h¨ochsten Verwaltungsaufwand haben, sind

sie tatsächlich nur selten schneller (in Bezug auf die Rechenzeiten) als Einschrittverfahren, n¨amlich in

Fällen, wo die numerische Auswertungf(x; y) sehr aufwendig ist. Im Vergleich der Einschrittverfahren,

Runge-Kutta und Extrapolation, zeigt sich ein Vorteil der m¨oglichen Ordnungssteuerung bei letzteren

erst für (extrem) hohe Genauigkeitsanforderungen. Das Runge-Kutta-Tripel DOP853 wird erst f¨ur ex-

treme Toleranzen (< 10�12) von Extrapolationsverfahren ¨ubertroffen.

1.5 Steife Anfangswertprobleme

In der Praxis trifft man oft auf Differentialgleichungen, deren L¨osungen sehr unterschiedlicheZeitskalen

besitzen, bei denen also sowohl sehr schnell, als auch sehr langsam ver¨anderliche L¨osungen auftreten

können. Dies ist, z.B., bei chemischen Reaktionen der Fall. Von gr¨oßerer Bedeutung im Rahmen die-

ser Vorlesung ist aber die Tatsache, daß bestimmte Approximationsverfahren f¨ur parabolische, partielle

Differentialgleichungen (Linienmethode, vgl.x3.4) auf gew¨ohnliche Anfangswertprobleme dieser Art

mit großen Dimensionenn führen. Die Behandlung solcher Probleme ist ein sehr aktuelles Forschungs-

gebiet, daher k¨onnen nur die wichtigsten Themen angerissen werden. Eine ausf¨uhrlichere Darstellung

findet sich in den B¨uchern von Hairer/Wanner und Strehmel/Weiner. Zur Problematik:

Beispiel 1.5.1u(x) 2 R2,

u0(x) = Lu(x) :=

 �500 499

499 �500

!
u(x); u(0) = u0 :=

 
1

0

!
: (1.5.1)

Da die Eigenwerte der KoeffizientenmatrixL die Werte�1 = �1 und�2 = �999 sind, lautet die exakte

Lösung dieses Problems

u(x) =

 
C1e

�x + C2e
�2x

C1e
�x � C2e

�2x

!
(1.5.2)

mit C1 = C2 = 1
2 . Bis auf eine sehr kurze Startphase0 � x � 1=1000 verhält sich die Lösung wie

die Funktion1
2

�1
1

�
e�x, trivialerweise gilt auchu(x) ! 0; x ! 1. Wird das Problem, z.B., mit dem
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(expliziten) Euler-Verfahren und konstantemh behandelt, ergibt sich die numerische L¨osung aus

yi+1 = (I + hL)yi ) yi =

 
C1(1� h)i +C2(1 + h�2)

i

C1(1� h)i �C2(1 + h�2)
i

!
:

Hier gilt nur für j1 + h�2j < 1 die Aussageyi ! 0 (i!1), d.h., wenn

h <
2

��2 =
1

500
:

Im anderen Fall w¨achstyi oszillierend stark an. Obwohl also (z.B.)e�2x � 10�8 für x � 0:02 ist und

die Lösung für solche Argumente vollkommen glatt aussieht, auch durch einen Polygonzug mit gr¨oßeren

Schrittweiten gut approximiert werden kann, erzwingt das Vorhandensein des Eigenwerts�2 im Problem

die Verwendung kleiner Schrittweitenbei diesem Verfahren.

Beim implizitenEuler-Verfahren wird das Integral
R 1
0 f(xi + th; u(xi + th)) dt in (1.2.1) durch den

Funktionswert amrechtenRand ersetzt. Bei diesem Verfahren,

yi+1 = yi + hif(xi+1; yi+1) ()
(

k1 = f(xi + hi; yi + hik1)

yi+1 = yi + hik1
(1.5.3)

sind k1 bzw. yi+1 nur implizit beschrieben, m¨ussen also durch Aufl¨osung eines (nicht-)linearen Glei-

chungssystems bestimmt werden. Im linearen Beispiel (1.5.1) führt dies auf die Beziehungen

yi+1 = yi + hiLyi+1 () (I � hiL)yi+1 = yi () yi+1 = (I � hiL)
�1yi:

Mit Hilfe der Eigenwertzerlegung vonL kann auch hier wieder das Ergebnis f¨ur konstante Schrittweite

h explizit bestimmt werden,

yi =

 
C1(1 + h)�i + C2(1� h�2)

�i

C1(1 + h)�i � C2(1� h�2)
�i

!
:

Da jetzt1=(1 + h) < 1 und1=(1 � h�2) < 1 gilt, für alle h > 0, ist zumindestens das asymptotische

Verhalten der L¨osungu reproduziert,yi ! 0; i!1 für alle Schrittweiten.

Die beiden Beispielverfahren unterscheiden sich also ganz wesentlich in ihren Stabilit¨atseigenschaften.

Zur Überprüfung solcher Eigenschaften von numerischen L¨osungen verschiedener Verfahren betrachtet

man deren Verhalten bei bestimmtenTestproblemenim Vergleich zur exakten L¨osung. Die einfachste

Testgleichung ist die skalare, linear-homogene

u0(x) = �u(x); u(0) = 1; � 2 C; Re� � 0; (1.5.4)

die aber ¨uber die Eigenvektor-Zerlegung auch Aussagen ¨uber Systeme der Form (1.5.1) gestattet. F¨ur

deren Lösungen giltju(x + s)j = je�su(x)j � ju(x)j 8s � 0. Runge-Kutta-Verfahren (1.2.4) führen

hier auf die skalaren Gleichungen

yi+1 = yi + h
mX
j=1

bjkj;

kj = �yi + h�
mX
l=1

ajlkl () (I � zA)k = �yi1l
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wobei z := h�; k := (k1; ::; km)T; A = (ajl); 1l := (1; ::; 1)T gesetzt wurde. Analog seib =

(b1; ::; bm)T. Aus dieser Beziehung ergibt sich die Rekursionyi ! yi+1 explizit in der Form

yi+1 = yi + hbTk =
h
1 + zbT(I � zA)�11l

i
yi = '(z)yi; (1.5.5)

'(z) := 1 + zbT(I � zA)�11l: (1.5.6)

Einschrittverfahren f¨uhren bei (1.5.4) immer auf eine solche Beziehungyi+1 = '(h�)yi. In (1.5.5) ist

'(z) eine rationale Funktion der komplexen Variabelnz = h�, die sogenannteStabilitätsfunktion. Für

explizite Verfahren wurde diese schon in Beispiel1.2.1bzw. bei (1.5.3) berechnet:

Verfahren: expl. Euler Runge/Heun (Nr.2/3) klass. Runge-Kutta (Nr.4) impl. Euler

'(z) = 1 + z 1 + z + 1
2z

2 1 + z + 1
2z

2 + 1
6z

3 + 1
24z

4 1
1�z

Offensichtlich sind die Stabilit¨atsfunktionen der expliziten Verfahren ganze rationale Funktionen, d.h.,

Polynome. F¨ur diese ist jaA eine strikt untere Dreiecksmatrix, also nilpotent mitAm = 0. Daher ist die

Neumannreihe ein Polynom,'(z) = 1+zbT(I�zA)�11l = 1+z
Pm�1

j=0 zjbTAj1l. Wenn ein Verfahren

mit Ordnungp konvergiert, bildet die Stabilit¨atsfunktionen nat¨urlich eine rationale Approximationen an

die e-Funktion mit'(z) = ez +O(zp+1); z ! 0.

Bei der Testgleichung (1.5.4), die nur beschr¨ankte Lösungen besitzt, interessieren diejenigen Argu-

mentwertez = h�, für die die numerische L¨osungy ebenfalls nicht w¨achst.

Definition 1.5.2 Ein Einschrittverfahren besitze die Stabilitätsfunktion', d.h. bei Anwendung auf (1.5.4)

führe es auf die Beziehungyi+1 = '(h�)yi. Das Verfahren heißtabsolut stabilbei z 2 C, falls

j'(z)j � 1 ist. Die Menge

S := fz 2 C : j'(z)j � 1g (1.5.7)

heißtBereich der absoluten Stabilit¨at des Verfahrens.

Zur stabilen Integration von (1.5.4) muß bei einem gegebenen Verfahren die Schrittweiteh so gewählt

werden, daßh� 2 S gilt, da sonst unsinnige, wachsende L¨osungen auftreten k¨onnen. F¨ur die inR

liegendenStabilitätsintervalleS \R der obigen Beispielverfahren gilt

Verfahren: expl. Euler Runge/Heun (Nr.2/3) klass.Runge-Kutta (Nr.4) impl. Euler

Stab.Intervall: [�2; 0] [�2; 0] [�2:78; 0] (�1; 0]

Die in Beispiel1.5für das explizite Euler-Verfahren gefundene Schrittweiten-Einschr¨ankungh � 2=(��)
entspricht also der Bedingungh� 2 [�2; 0] = S\R. Von allen erwähnten Verfahren kommt bei Anwen-

dung auf Probleme der Form (1.5.1) nur das implizite Eulerverfahren ohne Schrittweitenbeschr¨ankung

aus, denn dessen Stabilit¨atsbereich umfaßt die gesamte negative reelle Achse. Da bei expliziten Verfah-

ren die Stabilitätsfunktion' ein Polynom ist und daher giltj'(z)j ! 1; z ! 1, besitzen diese nur

beschränkte Stabilitätsbereiche.

Daher läßt sich allgemein feststellen, daß zur L¨osungsteiferProbleme, mit m¨oglicherweise schnell

ausklingenden L¨osungen, nur implizite Verfahren sinnvoll sind, nur diese m¨ussen sich ausschließlich
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nach Genauigkeitsforderungen richten. Bei expliziten Verfahren dagegen wird die Schrittweite nicht

durch die gew¨unschte Genauigkeit bestimmt, sondern (sehr restriktiv) durch Stabilit¨atsschw¨achen be-

grenzt. Eine automatische Schrittweitensteuerung erzeugt hier eine um den Grenzfall schwankende

Schrittweitenfolge (vgl. Demo-Beispiel). In Anlehnung an das L¨osungsverhalten der Dgl (1.5.4) zeich-

net man Verfahren mit analogen D¨ampfungseigenschaften aus.

Definition 1.5.3 Ein Einschrittverfahren heißtA-stabil, wenn gilt

S � C� := fz 2 C : Rez � 0g; d.h., j'(z)j � 1 8z 2 C�:

Offensichtlich ist das implizite Eulerverfahren A-stabil, da die Bedingungj'(z)j = j 1
1�z j � 1 ()

1 � j1� zj2 = 1� 2Rez + jzj2 für Rez � 0 hier sicher erf¨ullt ist.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren:

Bei den Impliziten RK-Verfahren gibt es eine Klasse, bei der gleichzeitig die h¨ochstmöglichen Konver-

genzordnungen und gute Stabilit¨atseigenschaften aufeinandertreffen. Diese Verfahren ergeben sich aus

Anwendung der Gaußschen Quadraturformeln auf (1.2.1). Dazu werden die St¨utzstellenci in (1.2.4) als

Gaußknoten, d.h. die Nullstellen desm-ten Legendre-Polynoms gew¨ahlt (vgl. Numerik I,x5.3). Die

restlichen Koeffizienten bestimmen sich als Integrale der zugeh¨origen Lagrangepolynome

Li(x) :=
mY
j=1

j 6=i

x� cj
ci � cj

; aij :=

Z ci

0
Lj(x) dx; bi :=

Z 1

0
Li(x) dx; i; j = 1; ::;m: (1.5.8)

Satz 1.5.4Für beliebigesm 2 N sind die Gauß-Runge-Kutta-Verfahren A-stabil. Die Konsistenzord-

nung desm-stufigen Verfahrens ist2m.

Die Gauß-Runge-Kutta-Verfahren besitzen also exzellente theoretische Eigenschaften. Es k¨onnen sogar

Stabilitätsaussagen f¨ur nichtlineare Probleme gezeigt werden. Allerdings sind bei diesen Verfahren in

jedem Verfahrensschritt nichtlineare Gleichungssysteme der Gr¨oßemn, z.B. mit dem Newtonverfahren,

zu lösen. Daher sind sie f¨ur den praktischen Einsatz meist zu teuer. Es gibt verschiedene Ans¨atze zur

effektiveren Implementierung von IRK-Verfahren. Diese schr¨anken aber entweder die Struktur ein, und

damit leider auch die erreichbare Ordnung aufm+ 1, oder besitzen andere Nachteile.

Eine effiziente Alternative sindLinear-implizite Runge-Kutta-Verfahren. Zur Motivation werde die

Lösung der Gleichung (1.5.3) beim impliziten Euler-Verfahren betrachtet mit sog. autonomer rechter

Seitef = f(u). Der erste Schritt der Newton-Iteration mit Startwerty
[0]
i+1 := yi undLi :=

@f
@y (yi) ergibt

y
[1]
i+1 = yi + h(I � hLi)

�1f(yi):

Man kann nun diese Vorschriftt als eigenst¨andiges Verfahren studieren in Bezug auf Stabilit¨at und Kon-

sistenz. Bei mehrstufigen Verfahren sind dabei zus¨atzliche Parameter
; 
ij sinnvoll. Die Verfahrensvor-
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schrift lautet dann mitL := @f
@y (yi),

(I � h
L)kl = f
�
yi + h

l�1X
j=1

�ljkj
�
+ hL

l�1X
j=1


ljkj ; l = 1; : : : ;m (1.5.9)

yi+1 = yi + h
mX
j=1

bjkj :

Die Stabilitätsfunktion dieser Verfahren entspricht der eines IRK-Verfahrens mit Koeffizientenalj =

�lj + 
lj , daher gibt es A-stabile Verfahren. Da in allen Stufen die gleiche Matrix(I � h
L) auf-

tritt, ist pro Schrittyi ! yi+1 nur eine LR- oder QR-Zerlegung erforderlich. Die Verfahren gehen auf

Rosenbrock und Wanner zur¨uck. Man kann auch hier eingebettete Verfahren studieren zur Schrittwei-

tensteuerung, z.B., existieren verschiedene (3,4)-Paare. Diese sind f¨ur mittlere Genauigkeitsforderungen

konkurrenzfähig zur folgenden Verfahrensklasse.

Implizite Mehrschrittverfahren

Im praktischen Einsatz hat sich eine spezielle Verfahrensklasse bew¨ahrt, die auf den r¨uckwärtigen Diffe-

renzenformeln beruht. Im Gegensatz zu den Adams-Verfahren wird in der allgemeinen Form des Mehr-

schrittverfahrens (1.3.6) nur ein einziger nichtverschwindender�-Koeffizient gewählt,�0 6= 0, während

die Koeffizienten�j aus dem linksseitigen Differenzenquotienten abgeleitet werden mit

1

h

mX
j=0

�jv(�jh) = �0v
0(0) +O(hm); h! 0; (1.5.10)

für v 2 Cm[�m; 0]. Aufgrund von Satz1.3.2besitzt daher diem-stufige Version dieser BDF-Verfahren

(backward difference formula) Ordnungm. Die Koeffizienten sind

m j = 1 2 3 4 �0 �m

1 �j = �1 1 90o

2 3�j = �4 1 2
3 90o

3 11�j = �18 9 �2 6
11 86o

4 25�j = �48 36 �16 3 12
25 73o

Ihre Stabilitätseigenschaften sind allerdings weniger gut als bei Einschrittverfahren. Bei der Testglei-

chung (1.5.4) haben die BDF-Verfahren die Gestalt (z := h�)

(1� �0z)yi +
mX
j=1

�jyi�j = 0; i � m: (1.5.11)

Über den Lösungsansatzyi = C�i kommt man wieder (vgl. Beispiel1.4) auf die allgemeine L¨osung

yi =
Pm

j=1Cj�
i
j, wenn dascharakteristische Polynom

pm(�; z) = (1� �0z)�
m + �1�

m�1 + : : :+ �m

der Differenzengleichung (1.5.11) m verschiedene Nullstellen�j besitzt. Bei mehrfachen Nullstellen

ist die Darstellung durch Polynomanteileil�i zu modifizieren. In Analogie zu den Einschrittverfahren
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kann man die Menge dieser Nullstellenf�jg = f�j(z)gmj=1 als (mehrwertige) Stabilit¨atsfunktion des

Mehrschrittverfahrens interpretieren. Insbesondere nennt man ein Mehrschrittverfahren absolut stabil an

der Stellez 2 C, wenn gilt

pm(�; z) = 0 ) j�j < 1;

und A-stabil, wenn es f¨ur jedesz 2 C� absolut stabil ist. Allerdings gibt es eine zweiteOrdnungsbar-

riere von Dahlquist:

Satz 1.5.5Die Ordnung eines A-stabilen Mehrschrittverfahrens ist höchstens2.

Daher können die Stabilit¨atsbereicheSm der BDF-

Verfahren h¨oherer Ordnungm � 2 nicht mehr die gan-

ze HalbebeneC� umfassen, in der obigen Tabelle ist der

(halbe)Öffnungswinkel�m des größten inSm gelegenen

Winkelraums angegeben. F¨ur m > 6 sind die Verfahren

unbrauchbar, da dann nicht einmal mehr die negative reel-

le Achse vollständig inS enthalten ist. Auch f¨urm = 6 ist

der Winkel�6 = 17:8o schon sehr klein (vgl. Diagramme).
-

Rez

6Im z

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@

Sm

�m

Demo-BeispielDas nichtlineare System von Dgln

u0j = �jduj ; j 2 f1; n� 1; ng
u0j = �jduj + (uj�1uj+2 � uj+1uj)

2; j = 2; : : : ; n� 2

besitzt die Lösunguj(t) = e�jdt. Für großen ist die Lipschitzkonstante der rechten Seite groß (�
dn). Die Stabilitätsprobleme expliziter Verfahren mit Schrittweitensteuerung sind daran erkennbar, daß

Schrittweiten und Rechenzeit i.w. unabh¨angig von der geforderten Genauigkeit sind.
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1.6 Schießverfahren f¨ur Randwertprobleme

Hier wird das standardisierte, nichtlineare Randwertproblem (' RWP' , vgl.x1.1)

u0(x) = f(x; u(x)); x 2 (a; b); r(u(a); u(b)) = 0; (1.6.1)

betrachtet mit differenzierbaren Funktionenf(x; y); r(y0; y1). Bei der numerischen Behandlung solcher

gewöhnlicher RWPe kann man sowohl L¨osungsverfahren von den Anfangswertproblemen ¨ubertragen,

als auch neue Verfahren untersuchen, die auf partielle Randwertprobleme verallgemeinert werden k¨onnen.

Aus der Reihe der letzteren wird eine spezielle Klasse schon hier besprochen, da deren wesentliche Ei-

genschaften im gew¨ohnlichen Fall einfacher zu diskutieren sind. Zun¨achst werden aber Methoden be-

handelt, die auf AWP-Verfahren aufbauen. Dies hat den praktischen Vorteil, daß Standardprogramme

aus dem AWP-Bereich einsetzbar sind.

Schießverfahren

Aufbauend auf dem letzten Paragraphen wird vorausgesetzt, daß Anfangswertprobleme (mit gen¨ugender

Genauigkeit) numerisch gel¨ost werden k¨onnen. Inx1.1 war das lineare Randwertproblem

u0(x) = A(x)u(x) + g(x); x 2 (a; b); R0u(a) +R1u(b) = d; (1.6.2)

mit Hilfe der Fundamentall¨osungY (x) des Matrix-AnfangswertptoblemsY 0(x) = A(x)Y (x), Y (a) =

I; gelöst worden. Dazu wurde in der L¨osungsdarstellungu(x) = Y (x)�+:: der unbekannteAnfangswert

� = u(a) 2 Rn durch Einsetzen in die Randbedingung bestimmt:R0� + R1[Y (b)� + ::] = d. Somit

wurde also die L¨osungskurveu(x) durch Wahl des Startwertes� = u(a) so angepaßt, daß ihr Wert

u(b) am rechten Rand (zusammen mitu(a) = �) die Randbedingung erf¨ullt (Bildlich Schießen/Werfen:

Anpassung der Wurfrichtung so, daß Treffer erzielt wird).

Zur Verallgemeinerung dieses Prinzips muß im folgenden die Abh¨angigkeit der L¨osungu vom An-

fangswert betont werden. Daher bezeichne jetztu(x; a; �) die Lösung des AWPs

d

dx
u(x; a; �) = f(x; u(x; a; �)); x > a; u(a; a; �) = �: (1.6.3)

Die spezielle L¨osung des RWPs (1.6.1) ist dann diejenige,u(x) = u(x; a; �̂), deren Anfangswert̂� das

nichtlineare Gleichungssystem

F (�) = 0; mit F :

8<
: R

n ! R
n

� 7! r
�
�; u(b; a; �)

� (1.6.4)

erfüllt. Zur Lösung solcher Gleichungssysteme kommt vor allem das Newton-Verfahren in Betracht,

vgl. Numerik I, x6.2. Sein Einsatz setzt aber die gen¨ugende Differenzierbarkeit der FunktionF und

die Kenntnis der AbleitungF 0 voraus. Die Lipschitz-stetige Abh¨angigkeit der Funktionu(x; a; �) vom

Anfangswert� wurde schon in Satz1.1.1gezeigt. Dar¨uber hinaus gilt aber auch
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Satz 1.6.1Die rechte Seitef sei zweimal stetig differenzierbar, ihre Ableitungfy = @f
@y beschr̈ankt auf

[a; b] �Rn. Dann ḧangt die L̈osungu(x; a; �) von (1.6.3) differenzierbar vom Anfangswert� ab. Ihre

Ableitung nach� an der Stelle(x; u(x; a; �)) ist

@

@�
u(x; a; �) = Y (x; a; �); (1.6.5)

mit dem FundamentalsystemY zur linearisierten Differentialgleichung,

@

@x
Y (x; a; �) = fy(x; u(x; a; �)) � Y (x; a; �); Y (a; a; �) = I: (1.6.6)

BeweisNach Definition des Begriffs Differenzierbarkeit ist die AbleitungG0(�) einer FunktionG :

R
n ! R

n diejenige lineare Abbildung, die bei St¨orung des Arguments� um s 2 Rn zum linearen

Anteil der DifferenzG(� + s) � G(�) gehört: G(� + s) � G(�) = G0(�)s + o(ksk): Als Abbildung

werde für festesx hierG : � 7! u(x; a; �) betrachtet, dazu werdev(x) := u(x; a; � + s) � u(x; a; �)

definiert. Offensichtlich istv(a) = � + s � � = s bei x = a. Nach Satz1.1.1gilt daher die Schranke

kv(x)k � exp(L(b � a))ksk. Da beide Funktionenu Lösungen der Dgl sind, gilt auch f¨ur x 2 (a; b)

(mit 0 = @=@x)

v0(x) = u0(x; a; � + s)� u0(x; a; �) = f(x; u(x; a; �) + v(x))� f(x; u(x; a; �))

= fy(x; u(x; a; �))v(x) +O(kv(x)k2) = fy(x; u(x; a; �))v(x) +O(ksk2):

Die Funktionv̂(x) := Y (x; a; �)smit dem FundamentalsystemY aus (1.6.6) ist nun Lösung des linearen

AWPs v̂0(x) = fy(x; u(x; a; �))v̂(x), v̂(a) = s: Da sich die rechten Seiten der Dgln f¨ur v und v̂ nur um

O(ksk2) unterscheiden, giltv(x)� v̂(x) = O(ksk2) und somit tats¨achlich

u(x; a; � + s) = u(x; a; �) + Y (x; a; �)s +O(ksk2); s! 0:

Damit erfüllt die Matrix Y (x; a; �) die Definition der Ableitung vonu(x; a; �) nach�, es gilt tats¨achlich

(1.6.5).

Die im Newtonverfahren zum System (1.6.4) auftretende Ableitung lautet nach der Kettenregel

F 0(�) =
d

d�
r(�; u(b; a; �)) =

@r

@y0
(�; u(b; a; �)) +

@r

@y1
(�; u(b; a; �))

@u

@�
(b; a; �)

=
@r

@y0
(�; u(b; a; �)) +

@r

@y1
(�; u(b; a; �))Y (b; a; �):

Die Bestimmung vonF 0 ist somit durch L¨osung des Matrix-AWPs (1.6.6), also durch (numerische)

Berechnung vonn Lösungenyi(x) = Y (x)ei; i = 1; ::; n; der linearen AWPe

y0i = fy(x; u(x; a; �))yi; yi(a) = ei;

möglich (ei 2 R
n : i-ter Einheitsvektor). Zur praktischen Durchf¨uhrung können alle imx1.2-1.4

behandelten Verfahren herangezogen werden, es ist f¨ur die Diskussion aber einfacher von einer exakten

Lösung der AWPe auszugehen. Damit kennt man die beim Newtonverfahren

�[k+1] := �[k] �
�
F 0(�[k])

��1
F (�[k]); k = 0; 1; ::



1 GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 38

auftretenden Gr¨oßen. In der folgenden Formulierung des Gesamtverfahrens wird bei den Hilfsgr¨oßen

u(x; a; �[k]); Y (x; a; �[k]) der Indexk und die Abhängigkeit vom Startwert unterdr¨uckt.

Algorithmus 1.6.2Schießverfahren:Gegeben sei�[0] 2 Rn. Für k = 0; 1; : : : löse man

die AWPe

(
u0(x) = f(x; u(x)); u(a) = �[k];

Y 0(x) = fy(x; u(x))Y (x); Y (a) = I;
(1.6.7)

das LGS
�
ry0 + ry1Y (b)

��
�[k+1] � �[k]

�
= �r(�[k]; u(b)): (1.6.8)

Die partiellen Ableitungen vonr sind ebenfalls an der Stelle(�[k]; u(b)) auszuwerten. In (1.6.7) sind

also zunächstn+ 1 gekoppelte AWPe zu l¨osen, danach in (1.6.8) ein linearesn� n-System.

Im linearen Spezialfall (1.6.2) ist r(y0; y1) = R0y0 + R1y1 � d, d.h. @r
@y0

= R0;
@r
@y1

= R1. Auch

fy(x; y) = A(x) ist unabhängig vonu(x; a; �) also auch von�. Somit hängt auchY nicht von� ab. Ein

Schritt des Schießverfahrens mit Startwert�[0] = 0 liefert daher

�[1] = �
�
R0 +R1Y (b)

��1
(0 +R1u(b)� d):

Dies ist genau der L¨osungswert, der bei der expliziten L¨osung in (1.1.10) berechnet wurde, (1.6.8) kon-

vergiert also bei linearen Problemen erwartungsgem¨aß in einem Schritt.

Wie auch sonst beim Newton-Verfahren kann die Konvergenz dieser Iteration f¨ur `genügend genaue'

Startwerte�[0] gezeigt werden, wenn die zweite Ableitungfyy beschränkt ist, und in der exakten L¨osung

u des RWPs die RandmatrixF 0(u(a)) = ry0 + ry1Y (b) regulär ist, mitY (b) = Y (b; a; u(a)). In der

Praxis kann diese Aussage aber wertlos sein, wenn die L¨osungenu(x; a; �) sich sehr schnell von der

gesuchten L¨osungu(x; a; u(a)) entfernen. Dann ist derEinzugsbereichder Iteration (1.6.8), eventuell

sogar der Definitionsbereich der FunktionF , sehr klein.

Beispiel 1.6.3Diese Probleme k¨onnen anhand der allgemeinen L¨osung der skalaren Dgl

u0 =
1 + u2

1 + x2
=: f(x; u) ) u(x; a; �) =

� � a+ (1 + a�)x

1 + a� � (� � a)x

erläutert werden. Soll das RWP mit der Randbedingungu(0)+u(b) = b; b > 0; (Lösungu(x) � x) mit

dem Schießverfahren gel¨ost werden, ist ein Startwert� < 1=b zu wählen, damit die L¨osungu(x; 0; �) =

(� + x)=(1 � �x) überhaupt den rechten Intervallrand erreicht. Mit der explizit bekannten allgemeinen

Lösung erh¨alt die Randgleichung (1.6.4) die Form

F (�) = � + u(b; 0; �) � b = � � b+
b+ �

1� b�
!
= 0:

Die AbleitungF 0(�) kann hieraus nat¨urlich direkt bestimmt werden. Andererseits gilt auch

Y (x) =
@u

@�
(x; 0; �) =

1 + x2

(1� �x)2
und Y 0(x) = 2

� + x

(1� �x)(1 + x2)
Y (x) =

2u(x; 0; �)

1 + x2| {z }
fy(x;u)

Y (x):

Bei positiven Startwerten konvergiert das Newtonverfahren ebenfalls f¨ur � < 1=b (Ü-Aufgabe).
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Die oben erw¨ahnten Schwierigkeiten bei rasch divergierenden L¨osungen des Anfangswertproblems

können entsch¨arft werden dadurch, daß man die L¨osungen jeweils nur ¨uber kürzere Intervalle integriert,

das Gesamtintervall also in mehrere Teile zerlegt. Dies f¨uhrt auf die im folgenden beschriebeneMehr-

zielmethode:

Das Gesamtintervall[a; b] wird jetzt unterteilt durch ein Gitter

� : a = x0 < x1 < : : : < xN = b:

6

-
a = x0 x1 x2 x3 xN�1 xN = b

�0 r

�1
r

r

r
u(x;xN�1; �N�1)

�N�1

u(x;x2; �2)

In jedem Teilintervall[xi; xi+1] wird das Schießverfahren getrennt angewendet. Dabei werdenN Teil-

Lösungenu(x;xi; �i) zu

u0(x;xi; �i) = f(x; u(x;xi; �i)); u(xi;xi; �i) = �i; i = 0; : : : ; N � 1; (1.6.9)

berechnet. Eine L¨osungu des Randwertproblems (1.6.1) kann nun aus diesen St¨ucken genau dann

zusammengesetzt werden, wenn diese an den Gitterpunkten `zusammenpassen' und außerdem die Rand-

bedingung erf¨ullen, wenn also gilt

u(xi;xi�1; �i�1) = �i � u(xi;xi; �i); i = 1; : : : ; N � 1;

r(�0; u(xN ;xN�1; �N�1)) = 0:

Wegen der Stetigkeit vonf ist die so zusammengesetzte L¨osung auch stetig differenzierbar. Im Unter-

schied zum Einfach-Schießverfahren sind nunN unbekannte Startwerte�i zu bestimmen als eine L¨osung

des nichtlinearen Gleichungssystems f¨ur

~� :=

0
BBBB@

�0

�1
...

�N�1

1
CCCCA 2 RnN mit F (~�) :=

 
u(xi;xi�1; �i�1)� �i; i = 1; ::; N � 1;

r(�0; u(xN ;xN�1; �N�1)); i = N

!
= 0 (1.6.10)

Hierin ist das einfache Schießverfahren mitN = 1 enthalten. Beim linearen RWP (1.6.2) können die

Stück-Lösungen (1.6.9) wieder explizit dargestellt werden (vgl. Satz1.1.3) durch

u(x;xi; �i) = Y (x)Y (xi)
�1�i +

Z x

xi
Y (x)Y (t)�1g(t)dt:

Dabei sindY (x)Y (xi)
�1 =: Y (x;xi) diejenigen (hier von�i unabhängigen) Fundamentall¨osungen der

linearen Dgl mitY (xi;xi) = I. Die Integrale entsprechen den speziellen L¨osungenu(x;xi; 0). Das

System (1.6.10) ist hier dann auch linear und lautet

Y (xi;xi�1)�i�1 � �i = �u(xi;xi�1; 0); i = 1; ::; N � 1;

R0�0 +R1Y (b;xN�1)�N�1 = d�R1u(b;xN�1; 0):
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Die (nN) � (nN)-Matrix dieses Systems hat eine spezielle Struktur. Sie besitzt eine zyklische Block-

Bidiagonalgestalt (Treppenform) ausn� n-Blöcken,0
BBBBBBB@

Y (x1;x0) �I
Y (x2;x1) �I

. . . . ..

Y (xN�1;xN�2) �I
R0 R1Y (b;xN�1)

1
CCCCCCCA

(1.6.11)

Bei der Lösung des allgemeinen, nichtlinearen Problems (1.6.10) mit dem Newtonverfahren treten lineare

Gleichungssysteme der gleichen Struktur auf. Denn die partiellen Ableitungen der Teill¨osungen nach

ihrem Anfangswert sind nach Satz1.6.1wieder,

@
@�i
u(x;xi; �i) = Y (x;xi; �i) mit

Y 0(x;xi; �i) = fy(x; u(x;xi; �i))Y (x;xi; �i); Y (xi;xi; �i) = I: (1.6.12)

Daher besitzt die AbleitungsmatrixF 0 = @F=@~� von (1.6.10) genau die Gestalt (1.6.11). Somit ist beim

Newtonverfahren zur L¨osung des Systems (1.6.10),

@F

@~�
(~�[k]) [~�[k+1] � ~�[k]] = �F (~�[k]); k = 0; 1; ::

im k-ten Schritt für die Korrekturen

�i := �
[k+1]
i � �

[k]
i ; i = 0; ::; N � 1;

tatsächlich ein lineares Gleichungssystem der folgenden Form zu l¨osen,

Y (xi;xi�1; �i�1)�i�1 � �i = �i � u(xi;xi�1; �i�1); i = 1; ::; N � 1;

R0�0 +R1Y (b;xN�1; �N�1)�N�1 = �r(�0; u(b;xN�1; �N�1));
(1.6.13)

mit R0 =
@r
@y0

; R1 =
@r
@y1

, jeweils an der Stelle(�0; u(b;xN�1; �N�1)). Die Aufstellung dieses Systems

erfordert wieder die (numerische) L¨osung der Teil-AWPe (1.6.9), (1.6.12).

Die Auflösungder linearen Systeme in (1.6.13) kann mit dem Gauß-Algorithmus durchgef¨uhrt wer-

den. Bei Pivotisierung mit Spaltenvertauschung werden dabei Elemente nur in der untersten (Block-)

Zeile neu eingef¨uhrt und es wird nur mit dem skizzierten Bereich gearbeitet:0
BBBBBBBBBB@

. . .

� � �

1
CCCCCCCCCCA

Dieses Verfahren ist auch in kritischen F¨allen (z.B., wenn die MatrizenY große Normen besitzen) nu-

merisch recht stabil. In vielen F¨allen kann dieses Gleichungssystem aber noch einfacher durchKonden-

sationgelöst werden. Dazu behandelt man nur�0 als Unbekannte und eliminiert die restlichen�i mit
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Hilfe der ersten Gleichungen in (1.6.13):

�1 = Y1�0 + r1; �2 = Y2�1 + r2 = Y2Y1�0 + Y2r1 + r2; : : :

�N�1 = YN�1YN�2::Y1�0 + r̂;

Yi := Y (xi;xi�1; �i�1). Mit der letzten Gleichung aus (1.6.13) ergibt dies also das System�
R0 +R1YNYN�1::Y2Y1

�
�0 = �r(�0; ::) �R1YN r̂; (1.6.14)

das nur noch von der Gr¨oßen�n ist. Diese Kondensation kann ¨ubrigens zusammen mit der Berechnung

derYi, etc., erfolgen. Dann sind f¨ur einen Newtonschritt jeweils zwei L¨aufe durch das Intervall n¨otig,

nämlich:

AWPe mit Kondensation, L¨osung�0 aus (1.6.14), Berechnung von�1; : : : ; �N�1.

Im linearen Fall und in der N¨ahe der L¨osungu unterscheidet sich die Mehrzielmethode mit Konden-

sation nicht vom einfachen Schießverfahren. Denn, f¨ur die Matrix in (1.6.14) gilt mit exakten Startwerten

�i � u(xi) die Aussage

R0 +R1YN : : : Y1 = R0 +R1Y (b;xN�1; u(xN�1)) : : : Y (x1; a; u(a)) = R0 +R1Y (b; a; u(a)):

Letzteres ist aber genau die Matrix aus (1.6.8), da in der Lösung die (Halb-)Gruppenidentit¨atY (x; s; u(s))Y (s; t; u(t)) =

Y (x; t; u(t)) 8t < s < x gilt. Die lokale Konvergenz (beiu) des Newtonverfahrens h¨angt also insbe-

sondere nur von der Regularit¨at dieser Matrix ab. Der entscheidende Vorteil der Mehrzielmethode wirkt

sich erst im nichtlinearen Fall aus durch (wesentliche) Vergr¨oßerung des Einzugs-, d.h., Konvergenzbe-

reichs beim Newtonverfahren. Die Wahl der Zwischenzielpunktex1; ::; xN�1 kann dabei leicht w¨ahrend

der Durchführung des Verfahrens modifiziert werden. Z. B. ist es sinnvoll, bei starkem Anwachsen einer

Zwischenlösungu(:;xi; �i) einen neuen Zielpunkt einzuf¨ugen. Die Auswirkungen der Mehrzielmethode

kann anhand des einf¨uhrenden Beispiels diskutiert werden.

Beispiel 1.6.4Eine Diskussion der Konvergenz ist hier naturgem¨aß viel schwieriger als im FallN = 1.

Als Mindestvoraussetzung kann aber die Existenz der Teill¨osungen in[xi; xi+1] überprüft werden. Beim

Problem aus Beispiel1.6 lautet der Lösungswert inxi+1,

u(xi+1;xi; �i) � �i(1 + xixi+1) + (xi+1 � xi)

1 + x2i � (xi+1 � xi)(�i � xi)

und existiert insbesondere nur dann, wenn der Nenner positiv ist, also f¨ur

�i � xi = �i � u(xi) � 1 + x2i
xi+1 � xi

; i = 0; ::; N � 1:

Diese Genauigkeitsforderungen an die lokalen Startwerte�i sind schwächer als beim Einfach-Schießverfahren.

Bei äquidistanter Unterteilung,xi = ib=N , etwa ist für �0 nur zu fordern�0 � u(x0) � N=b, während

in Beispiel1.6� � u(x0) < 1=b erforderlich war.

Demo-Beispiel:Mehrzielmethode beim Randwertproblem 2. Ordnungu00 = 3
2u

2, u(0) = 4; u(1) = 1.

Dieses besitzt 2 L¨osungen.



1 GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 42

1.7 Differenzenverfahren für Randwertprobleme

Die Konstruktion von numerischen Verfahren hatte bisher an der zur Dgl erster Ordnung ¨aquivalenten

Integralgleichung angesetzt. Bei allgemeineren Problemstellungen ist aber eine solche Umformung nicht

einfach möglich bzw. unbequem, z.B. wenn urspr¨unglich Dgln höherer Ordnung vorliegen. Hier ist ein

Zugang, der auf einer direkten Approximation der Ableitungen aufbaut, naheliegender, eine Standardme-

thode ist dabei die Approximation durch Differenzenausdr¨ucke. Diese k¨onnen explizit konstruiert oder

systematisch durch Ableitung von Interpolationspolynomen bestimmt werden (vgl. Numerik I,x5.6).

Eine besonders einfache Form besitzen dabei die symmetrischen Differenzenquotienten der Ordnung 2.

Hier gilt

Lemma 1.7.1 Für u 2 Cm+2[��; �]; 0 < m
2 h � �; ist

1

hm

mX
j=0

 
m

j

!
(�1)ju

�
(j � m

2
)h
�
= u(m)(0) + Cmh

2u(m+2)(�); � 2 (��; �): (1.7.1)

`Beweis': Eine einfache Herleitung der Formel ist durch formale Rechnung mit Operatorreihen bei

C1(R)-Funktionenu (z.B. Polynomen) m¨oglich. Mit h > 0 werden Verschiebungs- und Ableitungs-

operatoren punktweise definiert durch

(Shu)(x) := u(x+ h); (Du)(x) := u0(x):

Für r 2 R ist dann(Srhu)(x) = (Srhu)(x) = u(x+ rh). Der Satz von Taylor besagt nun

Shu(x) = u(x+ h) =
1X
j=0

hj

j!
u(j)(x) =

1X
j=0

hj

j!
Dju(x) = ehDu(x); d.h., Sh = ehD :

Durch Differenzbildung erh¨alt man Darstellungen f¨ur Differenzenoperatoren, etwau(� + h) � u(�) =

(Sh � I)u = (ehD � I)u. Der symmetrische Differenzenausdruck in (1.7.1) folgt aus der binomischen

Formel, denn

Sh=2 � S�h=2 = e
h
2
D � e�

h
2
D = 2 sinh

h

2
D ) (1.7.2)

mX
j=0

 
m

j

!
(�1)jS(j�m=2)h = (Sh=2 � S�h=2)

m =
�
2 sinh

h

2
D
�m

=
�
hD +

h3

24
D3 + ::)m = hm(Dm +

m

24
h2Dm+2 + ::):

Im letzten Schritt wird die Reihenentwicklung vonsinh eingesetzt und liefert die Darstellung (1.7.1),

wobei durch einige Zusatz¨uberlegungen das (Taylor-) Restglied vereinfacht wurde.

Von besonderem Interesse sind Differenzenverfahren bei (Systemen von) Dgln h¨oherer Ordnung, da

sich mit ihnen der̈Ubergang zum ¨aquivalenten System erster Ordnung, mit einer vielfachen Anzahl von

Variablen, umgehen l¨aßt. Als Vorbereitung auf die partiellen Dgln wird das h¨aufig auftretende lineare

Randwertproblem zweiter Ordnung betrachtet

� u00(x) + p(x)u0(x) + q(x)u(x) = g(x); u(a) = �; u(b) = �: (1.7.3)
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In den beiden Randpunkten sind also jeweils die Funktionswerte vorgeschrieben. Durch geeignete Sub-

stitution läßt sich zeigen, daß (1.7.3) unter der Voraussetzungp; p0; q; g 2 C[a; b] undq� + 1
4p

2 � 1
2p

0 +

(b � a)2=�2 > 0; mit q� = minx q(x) eine eindeutige L¨osung besitzt. Beim Differenzenverfahren

werden (z.B.) auf einem ¨aquidistanten Gitter

� = fxi := a+ ih; i = 0; : : : ; N + 1g; h :=
b� a

N + 1
;

die Ableitungenu00; u0 nach Lemma1.7.1durch symmetrische Differenzenquotienten ersetzt,

u00(xi) =
u(xi+1)� 2u(xi) + u(xi�1)

h2
� C2h

2u(4)(�i);

u0(xi) =
u(xi+1)� u(xi�1)

2h
� 4C1h

2u(3)(�i):

Betrachtet man nur die Gitterwerteui := u(xi); i = 0; ::; N; der Lösung (analogpi := p(xi), etc.), so

erfüllen diese im Intervall das Gleichungssystem

1

h2
(�ui�1 + 2ui � ui+1) +

pi
2h

(ui+1 � ui�1) + qiui = gi + Th(xi); ()
1

h2

�
� (1 +

h

2
pi)ui�1 + (2 + h2qi)ui � (1� h

2
pi)ui+1

�
= gi + Th(xi): (1.7.4)

für i = 1; : : : ; N . Dabei sind die Randwerte gegeben,u0 = �; uN+1 = �, undTh enthält die Fehler der

Differenzenquotienten und besitzt die Gr¨oßenordnungO(h2); h! 0 (s.u.). DieN �N -Matrix auf der

linken Seite dieses Gleichungsystems ist tridiagonal und hat die Form

A :=
1

h2

0
BBBBBBB@

2 + h2q1 �1 + h
2p1

�1� h
2p2 2 + h2q2 �1 + h

2p2
. . . . . . . . .

�1� h
2pN�1 2 + h2qN�1 �1 + h

2pN�1

�1 + h
2pN 2 + h2qN

1
CCCCCCCA
: (1.7.5)

Durch Vernachl¨assigung der unbekannten lokalen FehlerTh im Gleichungssystem (1.7.4) erhält man

einen Vektory := (y1; : : : ; yN )T von Funktionswertenyi = u�(xi) einer Näherungsl¨osungu�. Dieses

System besitzt die Gestalt

Ay = ~g; ~g =

0
BBBBBBB@

g1

g2
...

gN�1

gN

1
CCCCCCCA

+
1

h2

0
BBBBBB@

�(1 + h
2p1)

0
...

0

�(1� h
2pN )

1
CCCCCCA ; (1.7.6)

mit der Matrix A aus (1.7.5). Die bekannnten Randwertey0 = �; yN = � werden dabei auf der

rechten Seite ber¨ucksichtigt. Es ist leicht zu zeigen, daß dieses Gleichungssystem (1.7.6) eindeutig

lösbar ist, da die MatrixA viele Eigenschaften besitzt, die auch das urspr¨ungliche RWP (1.7.3) hat

(bei geeigneter̈Ubertragung der Begriffe). Zum Beispiel istA für p � 0; q � 0; symmetrisch und

positiv definit, genauso wie die zum RWP geh¨orige lineare Abbildung (zwischen Funktionenr¨aumen).

Auf dieser Eigenschaft beruht ein Verfahren, das sp¨ater behandelt wird. Zun¨achst wird aber ein anderes

Beweisprinzip benutzt.
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Satz 1.7.2Für die Koeffizientenwerte in (1.7.5) gelteqi � q� > 0; hjpij � 2; i = 1; : : : ; N . Dann ist

die MatrixA streng diagonaldominant, also regulär, und es gilt (elementweise)

A�1 � 0 sowie kA�1k1 � 1

q�
:

BeweisNach Voraussetzung sind die Nebendiagonalelemente vonA = (aij) nicht-positiv. Daher gilt

A = D�B mit der DiagonalmatrixD = diag(aii) = diag( 2
h2

+q1; ::;
2
h2

+qN ) und einer nichtnegativen

Matrix B. Die Zeilensummen vonD�1B für i = 2; ::; N � 1 sind

0 � � 1

aii
(ai;i�1 + ai;i+1) =

1 + h
2pi + 1� h

2pi

2 + h2qi
=

2

2 + h2qi
� 2

2 + h2q�
< 1:

Für i = 1; N gilt eine analoge Aussage. Damit folgtkD�1Bk1 < 1 und die Neumann-Reihe

A�1 = (D �B)�1 =
1X
j=0

(D�1B)j| {z }
�0

D�1 � 0

konvergiert. DurchÜbergang zu Normen in dieser Reihe folgt die zweite Aussage nach

kA�1k1 �
1X
j=0

kD�1Bkj1kD�1k1 =
kD�1k1

1� kD�1Bk1 � h2

(2 + h2q�)(1� 2
2+h2q� )

=
1

q�
:

Der Satz erfordert ein positivesq, hängt aber nicht von der L¨ange des Intervalls ab. Mit etwas mehr

Aufwand läßt sich die Regularit¨at vonA unter Voraussetzungen zeigen, die nahe bei der Eindeutigkeits-

bedingung an das RWP sind.

Der Satz ist auch von praktischem Interesse, da die Diagonaldominanz die Durchf¨uhrbarkeit des

Gaußalgorithmus ohne Zeilenvertauschung beim Tridiagonalsystem (1.7.6) garantiert mitO(N) Ope-

rationen. AusA�1 � 0 folgt, daß die Lösungy monoton von der Inhomogenit¨at g abhängt, und daß

daher, z.B.,y � 0 gilt, falls g � 0; �; � � 0 sind. Die NormschrankekA�1k � 1
q� schließlich ist eine

Stabilitätsaussage, mit der sich aus der Konsistenz des Verfahrens direkt eine Fehlerschranke ableitet.

Satz 1.7.3Für die Koeffizientenfunktionen in (1.7.3) geltep; q; g 2 C2[a; b] und q(x) � q� > 0. Die

Schrittweite im Verfahren sei so, daßhjp(x)j � 2 8x 2 �. Dann gilt f̈ur den globalen Fehler der

Näherungu� aus (1.7.6) mit einer von� unabḧangigen KonstantenC die Aussage

max
x2�

ju(x)� u�(x)j � Ch2(ku(4)k1 + ku(3)k1):

BeweisNach den einleitenden Bemerkungen erf¨ullt der Gittervektor~u der Lösungu das SystemA~u =

~g + �; � = (Th(x1); ::; Th(xN ))T, vgl. (1.7.4). Durch Subtraktion von (1.7.6) folgt

A(~u� y) = � ) ku� yk1 � kA�1k1k�k1 � 1

q�
k�k1:
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Unter den Voraussetzungen des Satzes istu 2 C4[a; b]. Daher gilt für die KonsistenzfehlerTh nach

(1.7.4) und Lemma1.7.1

jTh(xi)j = j 1
h2

(�ui�1 + 2ui � ui+1) +
pi
2h

(ui+1 � ui�1) + qiui � gij
� j�u00(xi) + piu

0(xi)� qiu(xi)� gi| {z }
=0

j+ h2(C2ju(4)(�i)j+ 4C1jpiu(3)(�i)j)

� C 0h2(jpijku(3)k1 + ku(4)k1):

Dieses einfache Differenzenverfahren erzeugt also N¨aherungen anu von der (geringen) Konvergenz-

ordnung zwei. Bei gew¨ohnlichen Randwertproblemen ist dies im Vergleich zum Schießverfahren im

Verbund mit Anfangswertverfahren h¨oherer Ordnung uninteressant.

Durch Umkehrung der im Beweis von Lemma1.7.1gefundenen formalen Identit¨at, 12 (Sh=2�S�h=2) =
sinh h

2D, ergibt sich folgende Entwicklung der zweiten Ableitung durch Differenzen

D2 =
�2
h

arsinh
1

2
(Sh=2 � S�h=2)

�2
=

1

h2

�
(Sh=2 � S�h=2)

2 � 1

12
(Sh=2 � S�h=2)

4 + : : :
�
:

Daraus leitet man Differenzenapproximationen h¨oherer Ordnung her. Die beiden in der letzten Gleichung

angegebenen Terme f¨uhren auf die (wieder symmetrische) Differenzenformel

1

h2

�
S�h � 2I + Sh � 1

12
(S�2h � 4S�h + 6I � 4Sh + S2h)

�
u(x)

=
1

12h2

�
� u(x� 2h) + 16u(x� h)� 30u(x) + 16u(x+ h)� u(x+ 2h)

�
= u00(x)� h4

90
u(6)(�): (1.7.7)

In den randnahen Punktenx1; xN sind allerdings andere, unsymmetrische Formeln zu verwenden. Ana-

loge Approximationen f¨ur u0 sind ebenfalls leicht herzuleiten. Da die Formel (1.7.7) Funktionswerte aus

5 Gitterpunkten benutzt, ergibt sich nach Approximation der Dgl anstelle der Tridiagonalmatrix (1.7.5)

eine Matrix mit fünf besetzten Diagonalen. Auch gehen weitere Eigenschaften, wie Diagonaldominanz,

verloren, sodaß auch die einfache Stabilit¨atsaussage von Satz1.7.2nicht mehr m¨oglich ist.

Bei speziellen Gleichungen ohne Beteiligung der ersten Ableitungu0 (d.h. beip � 0) kann allerdings

ein O(h4)-Verfahren ohne diese Nachteile konstruiert werden. Dabei wird ausgenutzt, daß hier bei

Kenntnis vonu(x) auchu00(x) = q(x)u(x) � g(x) =: f(x; u(x)) bekannt ist. Daher ersetzt man den

h2-Korrekturterm(Sh=2�S�h=2)4u(x) �= h4u(4)(xi) in (1.7.7) durchh2(Sh=2�S�h=2)2u00(xi). Dieses

Mehrstellenverfahrenführt nun auf das Gleichungssystem

1
h2 (�yi�1 + 2yi � yi+1) +

1
12

�
f(xi�1; yi�1) + 10f(xi; yi) + f(xi+1; yi+1)

�
= 0; ()

�(1� h2

12 qi)yi�1 + (2 + 5h2

6 qi)yi � (1� h2

12 qi)yi+1 =
h2

12 (gi�1 + 10gi + gi+1);

i = 1; ::; N , dessen Koeffizientenmatrix wieder tridiagonal und diagonaldominant ist f¨ur q� > 0.
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2 Gemeinsame Prinzipien von Diskretisierungsverfahren

2.1 Konvergenz, Konsistenz, Stabiliẗat

Den Fehlerbetrachtungen bei allen bisher behandelten Verfahren liegen gemeinsame Prinzipien zugrun-

de, die hier noch einmal herausgearbeitet werden sollen. Alle behandelten Probleme k¨onnen als Glei-

chungssysteme geschrieben werden, wobei die jeweilige L¨osungu implizit

F (u) = 0; u 2 D; mit F : D � V !W (2.1.1)

definiert ist mit Hilfe einer AbbildungF zwischen normierten R¨aumenV;W . Der Definitionsbereich

D von F ist dabei i. a. eine echte Untermenge vonV . Bei der Lösung von Differentialgleichungen

ist V ein Raum von stetigen, differenzierbaren Funktionen, z.B.,(C1[a; b])n. Die AbbildungF besteht

hauptsächlich aus einem Ausdruck, der Ableitungen der eingesetzten Funktion enth¨alt, also einem Dif-

ferentialoperator. Die zus¨atzlichen Anfangs- bzw. Randbedingungen k¨onnen entweder in die Definition

von F oder in die vonV bzw. D eingebaut werden. Bei den Systemen von Dgln erster Ordnung l¨aßt

sich

V = (C1[a; b])n mit Norm kvkV := maxfkv(x)k : x 2 [a; b]g;

W = Rn � (C[a; b])n mit Norm




 
d

g

!



W

:= kdk+maxfkg(x)k : x 2 [a; b]g

D = V , wählen. Dabei sei die nicht-indizierte Norm eine beliebige desR
n. Man beachte, daß der

so gewählte RaumV nicht vollständig ist, da die Norm keine Ableitungen einschließt. Als Abbildung

ergibt sich beim

AWP F : v 7!
 
v(a)� u0

v0 � f(:; v)

!
; RWP F : v 7!

 
r(v(a); v(b))

v0 � f(:; v)

!
: (2.1.2)

Beim Randwertproblem (1.7.3) zweiter Ordnung k¨onnen homogene Randbedingungen,� = � = 0,

besser in die Definition des RaumsV eingebaut werden. Hier bieten sich an

V := fv 2 C2[a; b] : v(a) = v(b) = 0g; W := C[a; b]; (2.1.3)

F : v 7! �v00 + pv0 + qv � g: (2.1.4)

In V undW kann jeweils die Maximumnorm vonv verwendet werden.

Zur numerischen Approximation solcher Probleme wird das Originalproblem durch eine Folge von eff

ersetzt. Das Ziel bei der Konstruktion solcher Verfahren ist, bei wachsender Dimension im diskreten Pro-

blem den Fehler zwischen diskreter und exakter L¨osung immer kleiner zu machen. In den bisher behan-

delten Beispielen entsprachen die endlichdimensionalen R¨aume jeweils einer Sammlung von Funktions-

werten auf einem Gitter� � [a; b], wobei die Raumdimension bei feiner werdendem Gitter anw¨achst.

Stattdessen kommen aber auch etwa R¨aume von Polynomen oder Splinefunktionen wachsenden Grads

in Frage.
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Ein Diskretisierungsverfahren besteht also aus einer unendlichenScharvon endlichdimensionalen

RäumenV�;W�, dimV� = dimW�, und AbbildungenF� : V� !W�, mit denen diskrete L¨osungen

definiert werden durch (nicht-) lineare Gleichungssyteme

F�(u�) = 0: (2.1.5)

Um diese Näherungen mit der Originall¨osungu vergleichen zu k¨onnen, wird mindestens ein Transfer

vonu nachV� (Restriktion) oder vonu� nachV (Prolongation) ben¨otigt. Bisher trat nur der erste Fall

auf. Es sei also eine Restriktion bekannt, d.h., eine (lineare) Abbildung

R� : V ! V�; womit e� := u� �R�u (2.1.6)

als Fehler der diskreten L¨osung definiert wird. Normen inV� undW� werden beide mitk:k� bezeichnet.

Diese Normen sollten in Beziehung zu den Normen der R¨aumeV;W stehen. Dazu wird angenommen,

daß ein Maßj�j für dieFeinheitder Gitter� existiert mit den Eigenschaften, daß f¨ur jedesv 2 V gilt

j�j ! 0 ) dimV� !1; kR�vk� ! kvkV : (2.1.7)

Für die einfachsten Gitter, die ¨aquidistanten mit Schrittweiteh = (b � a)=N , ist j�j := h ein solches

Maß. Hier liegt sogar eine abz¨ahlbare Folge von Gittern vor, die durch die Zahl der Gitterpunkte indiziert

werden kann. Die Beziehungen k¨onnen durch folgendes Diagramm zusammengefaßt werden:

V
F�! W

R� #
V�

F��! W�

Beispiel 2.1.1Einschrittverfahren bei Anfangs- und Randwertproblemen. Mit� = fxi := a+ ih; i =

0; ::; Ng; h = (b� a)=N; N 2 N; j�j := h; sei

V� =
n
y� =

0
B@
y0
...

yN

1
CA : yi 2 Rn; i = 0; ::; N

o
; R�v :=

0
B@
v(x0)

...

v(xN )

1
CA ; v 2 V;

ky�k� := maxNi=0 kyik; dimV� = n(N + 1):

Die RestriktionR�v besteht also aus den Gitterwerten vonv. Der BildraumW� kann mitV� identi-

fiziert werden. Mit einem durch seine Verfahrensfunktionfh definierten Einschrittverfahren erh¨alt man

beimAnfangswertproblemdie diskrete Abbildung

y� 7! F�(y�) =

0
BBBB@

y0 � u0
1
h(y1 � y0)� fh(x0; y0)

...
1
h(yN � yN�1)� fh(xN�1; yN�1)

1
CCCCA : (2.1.8)

Beim Randwertproblemist nur die erste Komponente,y0 � u0, von F� durchr(y0; yN ) zu ersetzen.

Beim AWP läßt sich das GleichungssystemF�(u�) = 0 natürlich schrittweise nachy0; y1; : : : auflösen.
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Beim RWP entspricht dieses Gleichungssystem dem der Mehrzielmethode (1.6.10), mit einer zyklischen

Verschiebung der Zeilen, und kann im Rahmen der Newtoniteration auf einn � n-System kondensiert

werden.

Beispiel 2.1.2Differenzenverfahren beim linearen RWP zweiter Ordnung mit homogenen Randbedin-

gungen. Da die Randwerte durch die Randbedingungen bekannt sind, m¨ussen sie nicht mehr als Unbe-

kannte gef¨uhrt werden. Mit dem Gitter aus Beispiel2.1wählt man hier

V� =
n
y� =

0
B@

y1
...

yN�1

1
CA : yi 2 R; i = 1; ::; N � 1

o
; R�v :=

0
B@

v(x1)
...

v(xN�1)

1
CA ; v 2 V;

ky�k� := maxN�1i=1 jyij; dimV� = N � 1:

Das diskrete Problem hat damit die inx1.7 behandelte FormF�(u�) = Au� � ~g, mit der in (1.7.5)

definierten TridiagonalmatrixA (hier mith = (b� a)=N , Dimensionen(N � 1)� (N � 1)).

Diese Bezeichnungen wurden vor allem eingef¨uhrt, um noch einmal die gemeinsame Struktur der

alten Beweise hervorzuheben, insbesondere in Bezug auf das Zusammenspiel der Begriffe Konsistenz,

Stabilität und Konvergenz, und deren Abh¨angigkeit von der geeigneten Wahl der Definitionen vonF�

undk:k�. Im Beispiel2.1hätte man alle Komponenten vonF� mit h multiplizieren können, ohne das

Verfahren zu ¨andern. In diesem Fall w¨are das Verfahren zwar noch konsistent, aber nicht mehr stabil im

Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.1.3 Ein Diskretisierungsverfahren heißtkonsistent(von der Ordnungp > 0), wenn mit der

Lösungu 2 V für den Konsistenzfehler

T� := F�(R�u) gilt kT�k� ! 0; bzw. kT�k� = O(j�jp); j�j ! 0:

Das Verfahren heißtstabil, wenn Konstantenr; S;H existieren so, daß für alle Gitter mitj�j � H für je

zwei Elementev[j]� 2 V� mit F�(v
[j]
� ) = g

[j]
� undkg[j]� k� � r; j = 1; 2; folgt

kv[1]� � v
[2]
� k� � Skg[1]� � g

[2]
� k� = SkF�(v[1]� )� F�(v

[2]
� )k�: (2.1.9)

Bei der Stabilität betrachtet man also nicht nur die Ausgangsgleichung (2.1.5), sondern umg� gestörte

Versionen. Das wesentliche Merkmal der Stabilit¨atsforderung ist, daß die Schranke gleichm¨aßig gilt für

die gesamte (unendliche) Folge von Gittern, die Stabilit¨atskonstanteS also nicht von� abhängt. Daher

bedeutet Stabilit¨at insbesondere auch die gleichm¨aßig beschr¨ankte Invertierbarkeit der AbleitungenF 0�
für die ganze Folge der Gitter! Die Stabilit¨atsschweller beschränkt die Forderung auf eine nicht zu

kleine Umgebung der diskreten L¨osungu� zur rechten Seiteg� = 0.

Diese Definition stimmt bis auf kleinere Modifikationen mit denen von fr¨uher überein, beim AWP

war das Def.1.2.3und Def.1.2.5, sowie Satz1.2.7. Beim RWP zweiter Ordnung wurden die entspre-

chenden Aussagen direkt nachgewiesen, Konsistenz mitp = 2 in Satz1.7.3, Stabilität mit S = 1=q�

in Satz1.7.2. Wie in der obigen Bemerkung gilt die Normschranke dieses Satzes gleichm¨aßig für die

Inversen einer unendliche Folge von Matrizen wachsender Dimensionn!1.
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Die Konvergenz eines Verfahrens folgt nun wieder durch Kombination der beiden Eigenschaften

Konsistenz und Stabilit¨at.

Satz 2.1.4Das diskrete Problem (2.1.5) sei stabil nach (2.1.9) und konsistent von der Ordnungp mit

kT�k� � CT j�jp. Dann konvergieren die N̈aherungsl̈osungen mit Ordnungp, d.h., f̈ur alle Gitter mit

j�j � H0 := minfH; (r=CT )1=pg, gilt

ku� �R�uk� � SCT j�jp:

Beweis In (2.1.9) wird gewählt v[1]� := u� mit g[1]� = 0 und v[2]� := R�u mit g[2]� = T�. Nach

Voraussetzung istj�j � H, kg[j]� k� � r; j = 1; 2, und die Behauptung folgt aus (2.1.9):

ku� �R�uk� � SkF�(u�)� F�(R�u)k� = SkT�k�:

2.2 Allgemeine Verfahrens-Ans̈atze

In diesem allgemeinen Rahmen sollen noch kurz zwei Prinzipien skizziert werden, die jeweils einen allgemeinen

Ansatz zur Konstruktion von Verfahren f¨ur unterschiedliche Problembereiche darstellen.

Projektions-Verfahren Näherungen f¨ur eine isolierte L¨osung vonF (u) = 0; u 2 V , werden hier in einem

endlichdimensionalen UnterraumV� � V bestimmt, z.B., einem Raum von Polynomen oder Spline-Funktionen

(vgl. Numerik I,x4). Für v� 2 V� kann dannF (v�) 2 W gebildet werden, allerdings ist das Gleichungssystem

F (u�) = 0 in der Regel unl¨osbar. Hier wird nun ein ProjektorP� = P 2
� eingeführt, und die N¨aherungu� 2 V�

definiert durch

P�F (u�) = 0; P� : W !W�: (2.2.1)

Bei geeigneter Wahl vonP� unddimW� = dim V� ist dieses System (lokal) eindeutig l¨osbar, Stabilit¨atseigenschaften

der AbbildungP�F : V� !W� müssen f¨ur das konkrete Verfahren untersucht werden. Aufgrund der speziellen

Struktur läßt sich aber die Konvergenz nach einfachen Prinzipien analysieren. Im linearen Fall,F (u) = Lu� r,

kann dazu das HilfsproblemLv = LR�u betrachtet werden. Es hat die Eigenschaft, daß exakte und numerische

Lösungübereinstimmen, dennv = v� = R�u. Durch Subtraktion der BeziehungenP�Lu� = P�r = P�Lu

undP�(Lv� � LR�u) = 0 folgt die GleichungP�L(u� � v�) = P�L(I �R�)u. Damit gilt

ku� u�k = ku� v � (u� � v�)k � (1 +K)k(I �R�)uk:

Der globale Fehler kann also bis auf die Konstante1 + K durch den Approximationsfehler(I � R�)u bei der

Lösungu abgesch¨atzt werden. Allerdings muß dazu wieder im konkreten Fall die KonstanteK als Norm der

Abbildung(P�LjV�)
�1P�L : V ! V� ( 6= Id!) bestimmt werden.

Spezielle Projektionsverfahren sind die inx3.3 behandelten Finite-Element-Verfahren und dieKollokations-

verfahren. Ihr Name kommt von der Interpretation, daß man (bei Funktionenu = u(x); x 2 
) für u�(x)

die GleichungF (u�(x)) = 0 nicht mehrüberall fordert,8x 2 
, sondern nur noch in endlich vielen Punkten

x 2 �� � 
. Äquivalent dazu ist, daß manP� als Interpolationsabbildung mit denx 2 �� als Stützstellen definiert

und (2.2.1) fordert. Als Beispiel werde eine Dglk-ter Ordnung betrachtet, etwa (1.7.3) beik = 2. Dazu wählt man

ein Grundgitter� : a = x0 < x1 < : : : < xN = b und als Ansatzraum einen Raum von Spline-Funktionen

V� := Sk�1
�;p+k = fg 2 Ck�1[a; b] : gj[xi;xi+1) 2 �p+kg;
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die stückweise Polynome vom Gradp + k sind. Dabei ist nurg 2 Cm�1 wirklich erforderlich, vgl. Satz von

Picard-Lindelöf (T : C0 ! C0). Als Kollokationspunkte werden in jedem Teilintervall[xi; xi+1) jeweilsp affin

ähnliche Punkte verwendet�� := fxi + hi�j : j = 1; : : : ; p; i = 0; : : : ; N � 1g: P� entspricht der Polynom-

Interpolation unabh¨angig in allen Teilintervallen, FunktionenP�v sind also nur st¨uckweise stetig. In der Skizze

sind für p = 2 die Kollokationspunkte�� durch Kreise markiert, der DefektF (u�) verschwindet nur dort.

-
xi�1 xi+1xi

r r r r

F (u�)

Das Verfahren soll nicht weiter diskutiert werden, es sei jedoch erw¨ahnt, daß bei Wahl der Kollokationsstellen

�1; : : : ; �p 2 (0; 1) wie bei der Gauß-Quadratur (Numerik I,x5.3) sich eineSuperkonvergenzauf den Gitterpunkten

xi einstellt, d.h., eine Konvergenzordnung, die ¨uber der Konsistenzordnung liegt. Dies war auch der Hintergrund

für die hohe Ordnung in Satz1.5.4, die Gauß-Runge-Kutta-Verfahren sind n¨amlichäquivalent zu Kollokationsver-

fahren inS0
m.

Defektkorrektur-Verfahren Bei Verfahren h¨oherer Ordnung reicht die Kopplung zwischen Unbekannten

(Lösungs-Werten, -Koeffizienten) in der Regel weiter als bei solchen niederer Ordnung. Daher ist die Struktur

der (bei RWPen) auftretenden Gleichungssysteme komplexer und die Aufl¨osung aufwendiger. Bei den Defekt-

korrekturverfahren wird dies umgangen dadurch, daß ausgehend von einer L¨osung niederer Ordnung schrittweise

Näherungen wachsender Ordnung berechnet werden. Wegen der damit auch verf¨ugbaren Fehlersch¨atzung bie-

ten diese Verfahren als Bonus die M¨oglichkeit zu Gitter- und Ordnungssteuerung. Als Ansatzpunkt kann eine

Newton-artige Iteration

L�(u
[k+1]
� � u

[k]
� ) = �G�(u

[k]
� )

für eine nichtlineare GleichungG�(u�) = 0 dienen.L� ist dabei eine Approximation anG0
�, da für die (lokale)

Konvergenz die BedingungkI � L�1
� G0

�(u�)k = kL�1
� (L� �G0

�(u�))k < 1 erforderlich ist. Diese bietet aber

auch den Spielraum merkliche AbweichungenL� �G0
� zuzulassen, wennL� dafür eine einfachere Struktur hat

alsG0
�. Z.B., kannL� zu einem Verfahren niederer Ordnung geh¨oren alsG�. Daher werde jetzt konkret folgende

Iteration betrachtet,

F 0
�(u

[0]
� )(u

[k+1]
� � u

[k]
� ) = �F̂�(u

[k]
� ); k = 0; 1; : : : : (2.2.2)

Dabei sollF̂� ein Verfahren h¨oherer Ordnung realisieren, w¨ahrendF 0
� die Ableitung zu einem Verfahren niedriger

Ordnung darstellt. Als Startwert kann die L¨osungu[0] diesesBasisverfahrensdienen, definiert durchF�(u[0]) = 0.

Dann kann in allen Schritten (2.2.2) die LR-Zerlegung vonF 0
�(u

[0]
� ) wiederverwendet werden.

Zur Illustration werden Differenzenverfahren beim linearen RWP (1.7.3) mit p � 0 betrachtet. Zum Basisver-

fahrenF� der Ordnung 2 geh¨ort die Tridiagonalmatrix (1.7.5). Die AbbildungF̂� zum Verfahren 4-ter Ordnung

mit (1.7.7) ist für i = 2; : : : ; N � 2

(F̂�u�)(xi) = q(xi)yi +
1

h2
(�yi�1 + 2yi � yi+1) +

1

12h2
(yi�2 � 4yi�1 + 6yi � 4yi+1 + yi+2)� g(xi);

(yi := u�(xi)), mit Modifikationen in den randnahen Punktenx1; xN�1. Die AbleitungsmatrixF̂ 0 hat� 5

Diagonalen. Es seîu� die genauere L¨osung mitF̂ (û�) = 0. Betrachtet man nun den ersten Schritt der Iteration

(2.2.2), ergibt sich für die Fehler dazu die Beziehung

F 0
� � (u

[1]
� � û�) = (F 0

� � F̂ 0
�) � (u

[0]
� � û�); (2.2.3)
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da F̂�(u
[0]
� ) = F�(u

[0]
� ) � F̂�(û�) = F̂ 0

� � (u
[0]
� � û�). Wegen der Linearit¨at aller Abbildungen ist bei diesen

kein Argument angegeben. Die Differenz(F 0
� � F̂ 0

�)v besteht jetzt nur noch aus dem Differenzenausdruck 4-ter

Ordnung
1

12h2
(vi�2 � 4vi�1 + 6vi � 4vi+1 + vi+2) = 2h2v[xi�2; : : : ; xi+2]:

In (2.2.3) ist v = u
[0]
� � û� = O(h2). Für genügend oft differenzierbare Koeffizienten der Dgl kann man (mit

einigem Aufwand) nachweisen, daß dann auch f¨ur die dividierte Differenzv[xi�2; : : : ; xi+2] = O(h2) gilt, sodaß

insgesamt die rechte Seite von (2.2.3) die GrößenordnungO(h4) besitzt, d.h., schon ein Defektkorrektur-Schritt

erzeugt eineh4-Näherungu[1]� .

Wesentlich an dem Verfahren ist, daß derDefektF̂�(u
[k]
� ) auf der rechten Seite der Iteration (2.2.2) mit einem

Verfahren h¨oherer Ordnung gebildet wird. Wenn allgemeinF̂� Konsistenz-Ordnungp hat undF� die Ordnung 2,

ergibt sich bei passender Konstruktion der Fehleru
[k]
� �R�u = O(hminf2k+2;pg).
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3 Partielle Differentialgleichungen

3.1 Allgemeine Eigenschaften

Im Unterschied zu den gew¨ohnlichen Differentialgleichungen werden jetzt Funktionenu(x1; ::; xn) von

mehr als einer Ver¨anderlichen betrachtet. Da partielle Dgln ein sehr umfangreiches Problemgebiet dar-

stellen, das hier nur ansatzweise diskutiert werden kann, werden hier nur lineare Probleme in zwei

(Raum-) Dimensionen diskutiert f¨ur Funktionenu(x; y). Partielle Differentialgleichungen verkn¨upfen

Ableitungen der gesuchten Funktion nach verschiedenen Variabeln und k¨onnen daher auch i.a. nicht auf

eine Standardform wie (1.1.1) gebracht werden. Geht man von Systemen erster Ordnung f¨ur Funktionen

u(x; y) := (u1(x; y); ::; un(x; y))
T aus, dann ist ein recht allgemeine Form

ux = A(x; y)uy +B(x; y)u+ g(x; y): (3.1.1)

Charakteristische Eigenschaften dieser Dgl, nach denen sich auch die Wahl der zus¨atzlichen Randbe-

dingungen zu richten hat, werden vor allem durch dien � n-KoeffizientenmatrixA bestimmt. Zwei

Sonderfälle erhalten eine Bezeichnung.

Definition 3.1.1 a) Das System (3.1.1) heißtelliptisch im Punkt(x; y), wennA(x; y) keine reellen Ei-

genwerte besitzt.

b) Das System (3.1.1) heißthyperbolischin (x; y), wennA(x; y) reell diagonalisierbar ist.

Für n = 1 ist jede reelle Gleichung hyperbolisch. F¨ur n > 2 sind diese beiden F¨alle nicht ersch¨opfend.

Die wichtigsten Beispiele in Dimensionn = 2 für u = (v; w)T sind folgende

Beispiel 3.1.2Die Cauchy-Riemann-Dgln

vx + wy = 0; wx � vy = 0 () ux =

 
0 �1
1 0

!
uy

sind überall elliptisch (EWe�i). Wenn die Lösung sogar zweimal differenzierbar ist, f¨uhrt einmalige

Differentiation der Gleichungen aufvxx + wyx = 0; wxy � vyy = 0, und man kann das System auf die

Potentialgleichungvxx + vyy = 0 für v (analog auch f¨ur w) reduzieren. Dies ist eine einzelne partielle

Dgl zweiter Ordnung.

Beispiel 3.1.3Aus dem hyperbolischen System (EWe�1)

vx + wy = 0; wx + vy = 0 () ux =

 
0 �1
�1 0

!
uy

wird analog dieWellengleichungvxx � vyy = 0 für v undw.

Beispiel 3.1.4Das System

vx + wy = 0; wx + v = 0 () ux = �
 
0 1

0 0

!
uy +

 
1 0

0 0

!
u
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führt auf dieWärmeleitungsgleichungenvxx � vy = 0 undwxx � wy = 0.

Das letzte Beispiel ist durch die F¨alle aus Definition3.1.1nicht abgedeckt, sein Typ istparabolisch.

Da viele Probleme direkt als Gleichung zweiter Ordnung auftreten, wird eine vollst¨andige Typeneintei-

lung nur dafür formuliert.

Definition 3.1.5 Die allgemeine lineare Dgl in zwei Variabelnx; y

a(x; y)uxx + 2b(x; y)uxy + d(x; y)uyy + e(x; y)ux + f(x; y)uy = g(x; y)

heißt im Punkt(x; y)

a) elliptisch, wenn a(x; y)d(x; y) � b2(x; y) > 0,

b) hyperbolisch, wenn a(x; y)d(x; y) � b2(x; y) < 0,

c) parabolisch, wenn a(x; y)d(x; y) � b2(x; y) = 0 und Rang

 
a b e

b d f

!
= 2.

Abhängig vom Typ sind nur bestimmte Randbedingungen sinnvoll. Bei einer (¨uberall) elliptischen Dgl,

die auf einem (evtl. unbeschr¨ankten) Gebiet
 � R2 gilt, sind auf dem ganzen Rand von
 Bedingungen

anu und/oderux; uy vorzuschreiben. Bei parabolischen und hyperbolischen dagegen nur auf einem Teil

davon. Diese Unterschiede werden in den folgenden Kapiteln angesprochen. Praktische Auswirkung

auf die Einsetzbarkeit numerischer Verfahren hat die in der Regel geringere Regularit¨at der Lösungen

partieller Gleichungen.

Beispiel 3.1.6Auf demL-Gebiet
 := (�1; 1)2n[0; 1)2 werde in Polarkoordinaten(x; y) = (r cos�; r sin�)

die Funktion

u(r; �) = r2=3 sin
2�� �

3
;

�

2
� � � 2�;

definiert. Dann erf¨ullt u die Potentialgleichunguxx + uyy = 0 auf 
 und besitzt

glatte Randwerte, z.B.u(x; y) = 0 für x = 0; y � 0 sowiex � 0; y = 0. Die

ersten Ableitungen vonu sind jedoch nicht beschr¨ankt in der einspringenden Ecke im

Nullpunktr ! 0. In denübrigen Ecken des L treten etwas schw¨achere Singularit¨aten

auf.

u � 0

Diese Eigenschaft weicht von der Situation bei den gew¨ohnlichen Dgln ab und f¨uhrt auf eine neue Rah-

menbedingung bei der Diskussion numerischer Verfahren. Wenn eine gew¨ohnliche Dgl gen¨ugend oft

differenzierbare Koeffizienten besitzt, kann durch Ableitung der Dgl auf eine entsprechende Differen-

zierbarkeit der L¨osung geschlossen werden. Dies machte den Einsatz von Verfahren hoher Ordnung erst

sinnvoll. Bei den partiellen Dgln dagegen kann die L¨osung schon bei ganz einfachen Problemen Sin-

gularitäten (von Ableitungen) besitzen. Aus diesem und auch anderen, praktischen Gr¨unden macht bei

partiellen Dgln der Einsatz numerischer Verfahren hoher Ordnung Schwierigkeiten. Daher werden v.a.

Verfahren der Ordnung zwei oder vier behandelt.
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3.2 Differenzenverfahren für elliptische Randwertprobleme

3.2.1 Die Poissongleichung auf einfachen Gebieten

Es sei
 � R2 ein beschr¨anktes Gebiet, d.h. eine offene und zusammenh¨angende Menge und� = @


sein Rand, der aus st¨uckweise stetig differenzierbaren Kurven bestehen soll. Aus praktischen Gr¨unden

werden in diesem Paragraphen zun¨achst nur Polygone mit achsenparallelen oder diagonalen Kanten

behandelt.�
 = 
 [ � ist der Abschluß von
. Mit einer stetigen Funktiong(x; y) lautet diePoisson-

gleichung

� uxx � uyy = g für (x; y) 2 
: (3.2.1)

Diese Gleichung ist elliptisch, sie stellt sogar die Normalform einer elliptischen Dgl dar. Physikalisch

beschreibt sie, u.a., die Temperaturverteilung in einem homogenen K¨orper mit Wärmequelleng. Die

homogene Gleichung (g � 0) heißt Potentialgleichung, ihre Lösungen harmonische Funktionen (!
Funktionentheorie). Zur Definition einer sinnvollen Problemstellung sind bei dieser Dgl auf ganz�

Randwerte vorzugeben. Historisch unterscheidet man drei Arten von Randbedingungen, die den Funkti-

onswert oder die Ableitung@u=@n in Richtung der ¨außeren Normalenn enthalten. Dazu wird der Rand

disjunkt zerlegt in� = �d [ �n [ �c und auf jedem Teil eine der folgenden Bedingungen gefordert mit

stetigen Funktionen�;  .

u(x; y) = �d(x; y); (x; y) 2 �d (Dirichlet�RB) (3.2.2)
@u

@n
(x; y) = �n(x; y); (x; y) 2 �n (Neumann�RB) (3.2.3)

@u

@n
(x; y) +  (x; y)u(x; y) = �c(x; y); (x; y) 2 �c (Cauchy �RB): (3.2.4)

In der obigen physikalischen Interpretation entspricht die Dirichlet-Randbedingung einer Temperaturvor-

gabe auf�d, die Neumann-RB (mit�n � 0) einer isolierten Wand�n, während die Cauchy-Bedingung

sich als Wärmeabstrahlung durch�c interpretieren l¨aßt. In der Praxis kann nat¨urlich auch jeweils nur

eine der Randbedingungen auftreten. In diesen F¨allen redet man von dem Dirichletschen (� = �d) bzw.

Neumannschen (� = �n) Randwertproblem.

Definition 3.2.1 Eine Funktionu(x; y) heißt (klassische) L̈osung des Randwertproblems (3.2.1), (3.2.2-

3.2.4), wennu 2 C2(
)\C(�
)\C1(
[�n[�c) gilt und die Gleichungen (3.2.1), (3.2.2-3.2.4) erfüllt

sind.

Während beim Dirichletproblem eine eindeutige L¨osung existiert, besitzt das Neumannproblem L¨osungen

nur unter der Voraussetzung
R
� �n ds =

R R

 g(x; y) dxdy. Die Lösung ist dann auch nur bis auf eine

Konstante eindeutig.

Wie im eindimensionalen Fall (x1.7) lassen sich N¨aherungsverfahren gewinnen, indem man die ver-

schiedenen Ableitungen in der Dgl durch geeignete Differenzenquotienten ersetzt. Mit Schrittweiten

hx; hy > 0 gilt f ür u 2 C4 nach Lemma1.7.1
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uxx(x; y) =
1

h2x
[u(x� hx; y)� 2u(x; y) + u(x+ hx; y)] +O(h2x)

uyy(x; y) =
1

h2y
[u(x; y � hy)� 2u(x; y) + u(x; y + hy)] +O(h2y)

Bei Addition dieser beiden N¨aherungen werden somit zur Approximati-

on der Poissongleichung in(x; y) fünf sternförmig verteilte Funktions-

werte miteinander verkn¨upft. Für den Standardfallhx = hy = h haben

die vier Strahlen des Sterns alle die L¨angeh.

q q q

q

q

y � h

y + h

x� h x+ h

Als erstes Modellproblem wird das Einheitsquadrat
 = (0; 1)� (0; 1) betrachtet. Wie im eindimensio-

nalen lassen sich mit einer Differenzenapproximation am einfachsten Funktionswerte eines ¨aquidistanten

Gitters verkn¨upfen. Dazu sei mith := 1=m; m 2 N; das Gitter

�h := f(xi; yj); i; j = 0; ::;mg; mit xi = yi := ih; i = 0; ::;m: (3.2.5)

q q q q q

q q q q q

q q q q q

q q q q q

q q q q q

x0 x1 xi xm
y0

yj

ym�1

ym

PW O

S

N

Da die Handhabung im zweidimensionalen schwieriger ist als fr¨uher, wird diese Indizierung der Git-

terpunkte mit zwei Indizes auch f¨ur die Näherungswertevij = u�(xi; yj) �= u(xi; yj) benutzt. Zur

Beschreibung der Nachbarwerte eines speziellen PunktesP = (xi; yj) ist es jedoch einpr¨agsamer, Him-

melsrichtungen zu zu verwenden. Also gelte, zu

vP = vi;j sei vN := vi;j+1; vO := vi+1;j; vS := vi;j�1; vW := vi�1;j ; (3.2.6)

wie in der obigen Skizze angedeutet. Die Poissongleichung im PunktP; �uxx(P ) � uyy(P ) = g(P )

wird nun approximiert durch die Differenzengleichung� 1
h2
[vW �2vP +vO]� 1

h2
[vS�2vP +vN ] = gP

mit gP := g(xi; xj), d.h.,

4

-1

-1
-1 -1� 1

h2
1

h2
[4vP � vN � vO � vS � vW ] = gP : (3.2.7)

Die Linearkombination in eckigen Klammern wird gerne kompakt durch den links dargestellten F¨unf-

Punkte-Stern beschrieben. Bei der (homogenen) Potentialgleichung kann diese Beziehung auch in der

Form

vP =
1

4
[vN + vO + vS + vW ]
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ausgedr¨uckt werden, die aussagt, daßvP der Mittelwert der Funktionswerte in den vier Nachbarpunkten

ist (Interpretation: `aufgespanntes Gumminetz' ).

Dirichletproblem: Hier sind die Funktionswerte der L¨osung auf dem ganzen Rand bekannt. Daher

können die auf den Rand fallenden Variablen in (3.2.7) durch die entsprechenden Werte von�d ersetzt

werden. Aufgrund der einfachen Gestalt des Einheitsquadrats
 ergeben sich so f¨ur die Werte auf den

im Bild bei (3.2.5) durch einen Punkt markierten inneren(m � 1)2 Gitterpunkten gerade(m � 1)2

Gleichungen (3.2.7). In Anlehnung an die Formulierung des RWPs (3.2.1),(3.2.2), kann man durch

Einführung der Bezeichnungen


h := f(xi; yj) : i; j = 1; ::;m � 1g;
�h := f(xi; yj) : i = 0 _ i = m _ j = 0 _ j = mg; (3.2.8)

d.h.,
h [ �h = �h, dieses Gleichungssystem ebenfalls in kompakter Form schreiben:

1

h2
[4vij � vi;j+1 � vi+1;j � vi;j�1 � vi�1;j] = gij ; für (xi; yj) 2 
h;

vij = �d(xi; yj) für (xi; yj) 2 �h:
(3.2.9)

Mit den trivialen Randgleichungen werden die zugeh¨origen Unbekannten aus den Gleichungen auf
h

eliminiert (vgl. auch (1.7.6)). Dann liegt ein lineares Gleichungssystem aus(m � 1)2 Gleichungen f¨ur

genauso viele Unbekannte vor. Bei den partiellen Dgln ist es angebracht, in der Formulierung wieder

stärker zwischen der mit dem Gleichungssystem zusammenh¨angenden linearen AbbildungL� von Git-

terfunktionen und den zugeh¨origen Matrizen zu unterscheiden. Wird zu Gitterfunktionenu� : 
h ! R

die lineare AbbildungL� punktweise definiert durch

(L�u�)(x; y) :=
1

h2
[4u�(x; y)� u�(x; y + h)� u�(x; y � h)� : : :]; (x; y) 2 
h;

mit Modifikationen in den randnahen Punkten, entspricht das Gleichungssystem (3.2.9) einem Problem

der Form

L�u� = g�; auf
h;

mit der schon verwendeten Abk¨urzungvij = u�(xi; yj). `Die' Matrix dieses linearen Systems h¨angt

zumindest von einer Numerierung der bisher doppelt indizierten Unbekannten ab.

Beizeilenweiser Numerierung(lexikographischer) des Gitters erhalten die drei UnbekanntenvW ; vP ; vO

aufeinanderfolgende Nummern bzw. Indizes, w¨ahrend die Nummern vonvS ; vN genau umm�1 kleiner

bzw. größer sind als die vonvP . Die Nummern der Gleichungen (3.2.7)/(3.2.9) seien die vonvP , sodaß

also das Hauptdiagonalelement immer4=h2 ist. Dann ist die zu dieser Numerierung geh¨orende Matrix

A sehr regelm¨aßig aufgebaut, sie hat eine Block- und Bandstruktur mit Bandbreite2m� 1 in der Form

A =
1

h2

0
BBBBBB@

T �I
�I T �I

�I T �I
. . .

�I T

1
CCCCCCA =

0
BBBBBB@
@
@
@
@
@
@
@

@
@
@
@
@@

@
@
@
@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

1
CCCCCCA ; (3.2.10)
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T :=

0
BBBBBB@

4 �1
�1 4 �1

�1 4 �1
. . .

�1 4

1
CCCCCCA

Dabei sind die MatrizenI und T je-

weils von der Gr¨oße(m � 1) � (m �
1), die GesamtmatrixA von der Größe

(m� 1)2 � (m� 1)2.

Stellt man sich andererseits vor, daß die Gitterpunkte wie einSchachbrettschwarz-weiß eingef¨arbt

sind, erkennt man, daß in (3.2.9) die NachbarpunkteN;O; S;W immer die zum PunktP entgegenge-

setzte Farbe besitzen. Wenn daher zun¨achst weiße und dann schwarze Punkte numeriert werden, ergibt

sich im Großen eine Blockstruktur der Form

1

h2

 
4I �M

�MT 4I

!
;

wobeiM in jeder Zeile h¨ochstens vier Einsen und sonst Nullen enth¨alt. Wennm � 1 ungerade ist, ha-

ben die Blöcke4I geringfügig unterschiedliche Gr¨oßen. Weitere Eigenschaften dieser Matrizen werden

später diskutiert. L¨osungsverfahren f¨ur solche Gleichungssysteme, die die geringe Anzahl der nichttri-

vialen Matrixelemente nutzen, sind Thema der Vorlesung Numerik IIA.

Neumann-Randbedingung:Hier ist der Wert der Normalenableitung vorgeschrieben. Daher muß

auch bei der Randbedingung eine Approximation durch Differenzenquotienten vorgenommen werden.

Beim Einheitsquadrat sind die Normalen parallel zu den Achsen. Daher gilt entweder@u=@n = �ux
(auf der Ost- und Westseite), oder@u=@n = �uy (auf der Nord- und S¨udseite). Als Beispiel werde

die Approximation der Randbedingungux(1; y) = �n(1; y); y 2 (0; 1) betrachtet. Dabei bieten sich

folgende Möglichkeiten an:

1. Verwendung des Gitters (3.2.5), Approximation der Randbedingung durch den einseitigen Diffe-

renzenquotienten mit Schrittweiteh: Im Beispiel seiP = (1 � h; yj) ein dem Rand benachbarter

Gitterpunkt. Die Randbedingung wird also ersetzt durch1
h(vO � vP ) = �n(O). Da die Variable

vO sonst nur noch im Differenzenstern vonP auftaucht, kann die Bedingung dazu benutzt werden,

diese Unbekannte sofort aus dem Stern zu eliminieren. Dann hat das Gleichungssystem wieder die

gleiche Struktur wie beim Dirichletproblem, z.B. (3.2.10), nur die Sterne in den Randnachbar-

punkten sind abge¨andert, im Beispiel ergibt sich statt (3.2.7) jetzt

1

h2
(3vP � vN � vS � vW ) = gp +

1

h
�n(O):

Nachteilig ist hierbei die schlechtere Approximation der Randbedingung mit einemO(h)-Fehler

wegen der Verwendung unsymmetrischer Differenzenquotienten.

2. Der symmetrische Differenzenquotient12h(u(x+h; y)�u(x�h; y)) ist eineO(h2)-Approxima-

tion für den Wertux(x; y). Um ihn einsetzen zu k¨onnen, muß der entsprechende Randpunkt mit ins

Berechnungsgitter
h aufgenommen werden, dies sei jetztP = (1; yj) 2 �n. Die approximierte

Randbedingung
1

2h
(vO � vW ) = �n(P ) (3.2.11)
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verwendet dann den PunktO außerhalb von
. Die UnbekanntevO kann aber, wie vorher, aus dem

Fünfpunktestern im RandpunktP eliminiert werden. Dies f¨uhrt inP auf den einseitigen Stern

4-2

-1

-1

� 1
h2

1

h2
(4vP � 2vW � vN � vS) = gp +

2

h
�n(P ):

Diese Methode ist besonders naheliegend, da (homogene) Neumann-Randbedingungen oft auf-

grund von Symmetrie¨uberlegungen beim Dirchletproblem auftreten. Zum Beispiel gilt f¨ur die

Lösung des Problems

�uxx � uyy = 1 auf (�1; 1) � (�1; 1); u = 0 auf dem Rand,

die Aussageu(x; y) = u(�x;�y), alsoux(0; y) � 0; uy(x; 0) � 0. Daher kann dieses Problem

auf ein Viertel des uspr¨unglichen Quadrats eingeschr¨ankt werden, etwa das Einheitsquadrat, wobei

auf dessen linken und unteren Rand die Neumann-Bedingung (3.2.3) mit �n � 0 gilt. Wird diese

mit Hilfe von (3.2.11) diskretisiert, ergibt sich wieder eine Symmetriebedingung f¨ur v = u�,

nämlich inP = (0; yj) die Gleichung1
h(vO � vW ) = 0 () vO = vW und inP = (xi; 0)

analogvN = vS. Diese Approximation der Randbedingung f¨uhrt daher auf das gleiche Ergebnis,

das man durch Ber¨ucksichtigung der Symmetrie beim diskreten Problem (3.2.9) erhalten w¨urde.

Die Symmetriebetrachtung reduziert dabei die Gr¨oße des Gleichungssystems auf ein Viertel.

Die Struktur der Matrix zu diesem reduzierten Problem

� uxx � uyy = g in 
 = (0; 1) � (0; 1); (3.2.12)

u = 0 in �d = f(x; y) 2 �
 : x = 1 _ y = 1g; (3.2.13)
@

@n
u = 0 in �n = f(x; y) : x = 0; y 2 [0; 1) _ y = 0; x 2 [0; 1)g (3.2.14)

ist ähnlich zu (3.2.10), wobei allerdings in den Nebendiagonalen auch der Wert�2=h2 auftritt.

Dies zerst¨ort die Symmetrie der Matrix. Durch Skalierung der Gleichungen (Multiplikation mit
1
2 ;

1
4 ) kann die Symmetrie wiederhergestellt werden. Dies entspricht der Verwendung folgender

Differenzensterne auf�n (Vorfaktor 1=h2):

2

-12

-12
-1

2

-12 -12
-1

1

-12
-12

Die Matrix ist auch etwas gr¨oßer, da jetzt unbekannte Werte auf dem gr¨oßeren Berechnungsgitter


h := f(xi; yj) : i; j = 0; ::;m�1g auftreten. Bei zeilenweiser Numerierung dieser Unbekannten

vij �= u(xi; yj), in der Reihenfolgev00; ::; vm�1;0; v0;1; ::; vm�1;1; : : : ; hat die Systemmatrix zu

(3.2.12) die Gestalt

A =
1

h2

0
BBBBBB@

1
2T �E
�E T �E

�E T �E
. ..

�E T

1
CCCCCCA ; (3.2.15)
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T :=

0
BBBBBB@

2 �1
�1 4 �1

�1 4 �1
. . .

�1 4

1
CCCCCCA ; E :=

0
BBBBBB@

1
2

1

1
.. .

1

1
CCCCCCA :

Die Größe vonT undE istm�m, die der GesamtmatrixA istm2 �m2.

Die in (3.2.10) und (3.2.15) beobachtete Symmetrie der Matrizen macht den Einsatz effizienterer Ver-

fahren möglich und ist auch bei der Analyse (Stabilit¨at) hilfreich.

3.2.2 Eigenschaften der Differenzen-Matrizen

Zwei Matrix-Eigenschaften und damit verbundene Beweistechniken spielen bei der Behandlung ellipti-

scher Probleme eine wichtige Rolle. Die erste Eigenschaft ist Symmetrie und Definitheit.

Definition 3.2.2 Eine MatrixA = (aij) 2 Rn�n heißt symmetrisch, wennA = AT gilt, d.h., aij =

aji8i; j = 1; ::; n. Sie heißt positiv definit bzw. semi-definit, wenn sie symmetrisch ist und ein� > 0 bzw.

� � 0 existiert so, daß gilt

vTAv � � vTv 8v 2 Rn: (3.2.16)

Bei einer symmetrisch, positiv definiten (' SPD-' ) Matrix sind alle Eigenwerte reell positiv, insbeson-

dere ist (3.2.16) mit dem kleinsten Eigenwert,� = min�(A), erfüllt. Hier ist die Verwendung der

Euklidnorm und der dazu geh¨origen Matrixnorm,

kvk2 =
p
vTv; v 2 Rn; kAk2 :=

q
%(ATA);

der Spektralnorm angebracht. Dabei ist%(M) der Spektralradius der MatrixM , d. h. der Maximalbetrag

ihrer Eigenwerte. Da jede symmetrische Matrix unit¨ar ähnlich zu einer reellen Diagonalmatrix ist, gilt

kAk2 = %(A). Zur Abschätzung der L¨osungen von linearen Gleichungssystemen gilt bei Definitheit die

einfache Aussage,

A SPD ) A�1 SPD; kA�1k2 = %(A�1) � 1

�
; � aus (3.2.16):

Diese läßt sich auch auf allgemeinere Matrizen ¨ubertragen.

Satz 3.2.3Für die (i.a. nichtsymmetrischen) MatrizenAj 2 Rn�n, j = 1; : : : ; k; seien mit�j 2 R
die UngleichungenvTAjv � �jv

Tv 8v 2 Rn erfüllt. Dann istA = A1 + : : : + Ak invertierbar f̈ur

�1 + : : :+ �k > 0 und es gilt

kA�1k2 = k(A1 + : : :+Ak)
�1k2 � 1

�1 + : : :+ �k
:
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BeweisEs sei0 6= v 2 Rn beliebig. Aus der Voraussetzung folgt durch AdditionvTAv � �vTv

wobei � = �1 + : : : + �k > 0. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung f¨uhrt dies auf die Aussage

�kvk2 � vTAv � kvk2kAvk2 ) kAvk2 � �kvk2. Für v 6= 0 ist insbesondere immerAv 6= 0. Daher

istA regulär und mitv = A�1w folgt kA�1wk2 � 1
�kwk2.

In der reellen quadratischen FormvTAv im Satz spielt insbesondere nur der symmetrische Anteil

S(A) :=
1

2
(A+AT)

der MatrixA eine Rolle, davTAv = (vTAv)T = vTATv = vTS(A)v. Im Satzes wird also gerade die

positive Definitheit des symmetrischen AnteilsS(A) = S(A1) + : : :+ S(Ak) vonA vorausgesetzt. F¨ur

die Matrizen des letzten Paragraphen folgt diese einfach aus der Tatsache, daß die MatrixA des Systems

(3.2.9) nach Herleitung eine SummeA = A1+A2 ist, bei derA1 undA2 die Differenzenquotienten inx-

bzw. y-Richtung enthalten. Beim diskreten Dirichlet-Problem (3.2.9) etwa zerfällt daher die quadratische

FormvTAv, v 6= 0, mitA aus (3.2.10) in zwei positive Summen,

1

h2

m�1X
i;j=1

vij
�
4vij � vi�1;j � vi+1;j � vi;j�1 � vi;j+1

�

=
1

h2

m�1X
j=1

m�1X
i=1

vij(�vi�1;j + 2vij � vi+1;j) +
1

h2

m�1X
i=1

m�1X
j=1

vij(�vi;j�1 + 2vij � vi;j+1):

Randwerte beiv sind hier null zu setzen. Zu den einzelnen Summen gilt

Lemma 3.2.4 Gegeben seienv1; ::; vm 2 R mit vm = 0. Dann gilt f̈ur a 2 f1; 2g

v1(av1 � v2) +
m�1X
j=2

vj(�vj�1 + 2vj � vj+1) = (a� 1)v21 +
m�1X
j=2

(vj � vj�1)
2 + v2m�1 � Ca

m�1X
j=1

v2j ;

mitC2 = 4 sin2 �
2m ; C1 > 0.

BeweisLinks steht die quadratische FormvTTv der symmetrischen Tridiagonalmatrix

T =

0
BBBB@

a �1
�1 2 �1

. . .

�1 2

1
CCCCA 2 R(m�1)�(m�1) :

Die erste Identit¨at ist elementar, die Ungleichung gilt, da Quadrate summiert werden. F¨ur a = 2 ist die

Konstante bekannt, da die Eigenwerte vonT gleich4 sin2 j�
2m sind.

Satz 3.2.5Die MatrixA (3.2.10) des Gleichungssystems (3.2.9) ist positiv definit, ihre Inverse gleichm̈aßig

beschr̈ankt f̈ur h 2 (0; 1=2] mit kA�1k2 � Ch, Ch = h2

8 = sin
2(h�=2) � 1

16 . Insbesondere gilt für die

Lösung des diskreten Dirichletproblems (3.2.9) mit �d = 0 die Aussage

m�1X
i;j=1

v2ij � C2
h

m�1X
i;j=1

g2ij :
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Die Symmetrie und Definitheit hat auch praktische Bedeutung, da deswegen zur L¨osung der linea-

ren Gleichungssysteme effizientere Verfahren als im unsymmetrischen Fall eingesetzt werden k¨onnen

(Cholesky-Zerlegung, spezielle Iterationsverfahren). Ihre Bedeutung im Theoretischen ist nicht so ent-

scheidend, da die Euklidnorm zwar hier die sch¨arfsten Schranken liefert, diese Norm aber bei (diskreten)

Funktionen weniger aussagekr¨aftig ist als die Maximumnorm. F¨ur Abschätzungen in dieser Norm ist ei-

ne andere Eigenschaft entscheidend, die mit den Vorzeichen der Matrixelemente zu tun hat. Im folgenden

sind Ungleichungszeichen (�;�; >;<) zwischen Vektoren und Matrizen sowie Betr¨age elementweise

zu verstehen,jvj = (jvij); jAj = (jaij j).

Definition 3.2.6 Eine MatrixA = (aij) 2 Rn�n heißtM-Matrix, wenn gilt

aii > 0 8i = 1; ::; n; aij � 0 8i 6= j; (3.2.17)

A ist regul̈ar undA�1 � 0: (3.2.18)

Nach Zerlegung der MatrixA = D � N in DiagonaleD und Nebendiagonalen�N lautet die Vor-

zeichenbedingung (3.2.17) kürzerN � 0; aii > 08i. Bei Normbetrachtungen in der Euklidnorm sind

Eigenvektoren extremal. Diese Rolle wird hier von positiven Vektoren ¨ubernommen. Wichtige Schluß-

weisen für nichtnegative Vektorenv � 0 bzw. MatrizenB � 0 sind kvk1 � a () v � a1l

mit 1l = (1; ::; 1)T und kBk1 � b () B1l � b1l. Außerdem ist das Produkt mitB monoton:

v � w) Bv � Bw. Kriterien für M-Matrizen enth¨alt

Lemma 3.2.7 a) Eine MatrixA = D � N mit der Vorzeichenverteilung (3.2.17) ist genau dann M-

Matrix, wenn%(D�1N) < 1 gilt.

b) Eine MatrixA mit der Vorzeichenverteilung (3.2.17) ist (genau dann) M-Matrix, wenn ein Vektor

z > 0 existiert mitw := Az > 0. Damit gilt

kA�1k1 � maxi zi
mini wi

: (3.2.19)

Beweisa) Für %(D�1N) < 1 konvergiert die Neumannreihe

A�1 = (I �D�1N)�1D�1 =
1X
j=0

(D�1N)j| {z }
�0

D�1 � 0;

die Inverse existiert und ist nichtnegativ. Sei umgekehrtA M-Matrix und v 6= 0 ein Eigenvektor von

D�1N zum Eigenwert�. WegenN � 0 gilt jNvj � N jvj. Aus�Dv = Nv folgt daher

j�Dvj = j�jDjvj � N jvj ) (D �N)jvj � (1� j�j)Djvj:

Multiplikation mit A�1 � 0 führt dann auf die Ungleichung0 � jvj � (1� j�j)A�1Djvj, die für v 6= 0

wegenA�1Djvj � 0 die Folgerung1� j�j > 0 liefert.

b) Zuz > 0 wird die reguläre MatrixZ := diag(zi) definiert. Damit ist

Az = Dz �Nz > 0 () NZ1l < DZ1l () Z�1D�1NZ1l < 1l:
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Die letzte Ungleichung f¨ur diese nichtnegative Matrix bedeutet aber geradekZ�1D�1NZk1 < 1,

woraus insbesondere%(Z�1D�1NZ) = %(D�1N) < 1 folgt. Nach Teil a) istA daher M-Matrix. Mit

� := miniwi gilt laut Voraussetzung auchAz = w � �1l. AusA�1 � 0 folgt damit�A�11l � z �
kzk11l. Dies istäquivalent zur Behauptung (3.2.19).

Für Matrizen mit (3.2.17) ist die strenge Diagonaldominanz

aii >
X
j 6=i

jaijj 8i;

ein spezielles M-Matrix-Kriterium und mitz = 1l in Lemma3.2.7 enthalten. Abschw¨achungen der

Diagonaldominanz sind aufwendiger in der Formulierung und liefern nur die Regularit¨atsaussage, aber

keine Schranke wie (3.2.19). Der in Lemma3.2.7benötigte Testvektorz kann beiL� einfach angege-

ben werden. Dies f¨uhrt direkt auf eine Stabilit¨atsaussage f¨ur die betrachteten Modellprobleme auf dem

Einheitsquadrat.

Satz 3.2.8Für das diskrete Dirchletproblem (3.2.9) auf dem Einheitsquadrat mit homogenen Randbe-

dingungen giltkL�1� k1 � 1
8 , d.h., die L̈osungv erfüllt

m�1
max
i;j=1

jvijj � 1

8

m�1
max
i;j=1

jgij j:

BeweisFür z�(x; y) := r � (x � 1
2 )

2 � (y � 1
2)

2 ergibt sich sofortL�z�(x; y) � 4 mit Gleichheit in

allen randfernen Punkten. Bei Wahl vonr = 1
2 wird z� positiv, 0 < z� � r in 
h. Aus Lemma3.2.7

folgt dann die Aussage.

Für das Problem (3.2.12) mit Neumann-Bedingung auf zwei Seiten des Quadrats gilt eine analoge

Aussage mit der gr¨oßeren Konstanten1, beim vollständigen Neumann-Problem ist die Matrix nat¨urlich

singulär.

3.2.3 Diskretisierungsfehler, Konvergenz

Da die Konsistenz des Differenzenverfahrens (f¨ur C4-Lösungen) aus Lemma1.7.1folgt und die Stabi-

lit ät im letzten Abschnitt gekl¨art wurde, kann daraus sofort die Konvergenz der N¨aherungen abgeleitet

werden, wenn die L¨osung des Randwertproblems hinreichend glatt ist. Allerdings ist dies nicht immer

der Fall, wie in Beispiel3.1gezeigt wurde. Daher wird zun¨achst eine abgeschw¨achte Konsistenzaussage

behandelt, danach M¨oglichkeiten zur Beeinflussung des Fehlers durch Gitteranpassung oder Verbesse-

rung des Verfahrens. Im folgenden Satz wird der eigentlich nur f¨ur Gitterfunktionen (
h � 
) definierte

DifferenzenoperatorL� auch auf normale Funktionen angewendet (formal w¨are eine Gitter-Restriktion

R� erforderlich:L�R�u, vgl. x2).

Satz 3.2.9Es seiu 2 Ck(
); 2 � k � 4. Dann gilt f̈ur (x; y) 2 
h die Konsistenz-Aussage

j(L�u)(x; y) + uxx(x; y) + uyy(x; y)j � (3.2.20)

Chk�2
�
maxfj @

k

@xk
u(�; y)j : j� � xj < hg+maxfj @

k

@yk
u(x; �)j : j� � yj < hg

�
:
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BeweisTaylorentwicklung vonu um (x; y).

Wird im Satz die Lösungu der Poissongleichung eingesetzt, ergibt sich f¨ur den lokalen FehlerT� :=

L�u� g� die GrößenordnungT� = O(h2), wennu 2 C4 gilt. Wegen der Linearit¨at vonL� führt die

Subtraktion von (3.2.9), auf eine Gleichung f¨ur den Fehleru� � u

L�u� = g� ) �T� = g� � L�u = L�u� � L�u = L�(u� � u): (3.2.21)

Die tatsächliche Gr¨oße dieses globalen Fehlers kann dann mit den Stabilit¨ats-Sätzen3.2.5(Euklidnorm)

und 3.2.8(Maximumnorm) abgesch¨atzt werden. Bei derQuadratsummennormmuß allerdings auf die

richtige Skalierung geachtet werden. Denn bei Gittervektorengij ist die reine Summe
P

i;j g
2
ij kein gutes

Maß für die Größe vong, da sich wegen der(m � 1)2 Summanden bei einer konstanten Funktion der

Wert(m�1)2g2 ergibt. Daher werden nun f¨ur Gitterfunktioneng� folgende skalierten Normen definiert,

kg�k�;2 =
�
h2

X
(x;y)2
h

g2�(x; y)
�1=2

; kg�k�;1 = max
(x;y)2
h

jg�(x; y)j: (3.2.22)

Beide Normen sind Approximationen f¨ur die jeweiligen Normen von Funktionen,

kgk2 =
� Z 1

0

Z 1

0
g(x; y)2 dxdy

�1=2
; kgk1 = sup

(x;y)2

jg(x; y)j;

insbesondere gilt sokg�k�;2 � kg�k�;1. Durch Kombination der Ergebnisse aus Formel (3.2.21) und

den Sätzen3.2.5, 3.2.8, 3.2.9, folgt die globale Fehleraussage:

Satz 3.2.10Die Lösungu des Dirichletproblems auf dem Einheitsquadrat erfülle u 2 C4(�
). Dann gilt

für den Fehler der N̈aherungsl̈osungu� aus dem Differenzenverfahren (3.2.9) mit Schrittweiteh in jeder

der Normen aus (3.2.22) die Abscḧatzung

ku� � uk�;p � Cph
2(kuxxxxk1 + kuyyyyk1);

p 2 f2;1g, mitC2 = 1=192 (h � 1
2 ); C1 = 1=96.

BeweisDa die Werte vonu und u� auf dem Rand�h übereinstimmen, treten in der Fehlergleichung

(3.2.21) nur Beiträge aus dem KonsistenzfehlerT� auf, der mit Satz3.2.9(KonstanteC = 1=12) ab-

geschätzt werden kann. Daher sind die S¨atze3.2.5und3.2.8anwendbar (homogene Randbedingungen)

und ergeben die Behauptung.

Für das gemischte Randwertproblem (3.2.12) erhält man nach dem selben Prinzip eine ¨ahnliche Aussage

mit etwas gr¨oßeren Konstanten.

Nur auf den ersten Blick ist diese Fehleraussage zufriedenstellend. Denn in wichtigen F¨allen erfüllt

die Lösungu nicht die Voraussetzungen des Satzes, da dort vong 2 C2(�
) nur aufu 2 C4(
); (


offen!) geschlossen werden kann (vgl. Beispiel3.1). In diesem Beispiel w¨achst der lokale Konsistenz-

fehler (3.2.20) zum Rand hin stark an. Bei den gew¨ohnlichen Differentialgleichungen wurden solche

Effekte durch Verkleinerung der lokalen Schrittweite kompensiert.
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Überträgt man dieses Prinzip auf ein Produkt-Gitter(xi; yj), indem man in be-

stimmten Teilen desx- undy-Intervalls die Punktexi; yj dichter wählt, kann

zwar an einer beliebigen Stelle im Gebiet ein feineres zweidimensionales Git-

ter erzeugt werden. Allerdings ergeben sich dann auch außerhalb dieses Be-

reichs Regionen mit kleinen Schrittweiten, die inx- undy-Richtung außerdem

sehr unterschiedlich sind.

Auf einfache Weise l¨aßt sich eine lokale Verfeinerung in einem kleinen Bereich dadurch erreichen, daß

man ein Gitter mit halber Schrittweiteh=2 in das grobe Gitter ' einh¨angt' . An einerÜber-

gangsstelle kann das folgendermaßen skizziert werden:

Im groben Gitter (ausgef¨ullte Punkte) wird der norma-

le Fünfpunktestern mit Schrittweiteh verwendet, der an den

Übergangsstellen den ersten Punkt des feinen Gitters ¨uberspringt.

In den Punkten des feinen Gitters (offene Kreise) wird der Stern mit

Schrittweiteh=2 eingesetzt. In den beiden Punkten des feinen Gitters,

die keinen westlichen Nachbarn haben, kann ein diagonaler

e e e e

e e e e

e e e e

e e e e

e e e e

u u

u u

u u

�
��@
@@

Fünf-Punkte-Stern mit Schrittweiteh=
p
2 benutzt werden (vgl. Lemma3.2.12). Alle diese Sterne haben

die Approximationsordnung 2. Das Verfahren f¨uhrt nicht mehr auf eine symmetrische Matrix, aller-

dings läßt sich die Inverse in der1-Norm wieder mit Lemma3.2.7und dem Testvektor aus Satz3.2.8

abschätzen. Die lokale Gitterverfeinerung kann in der N¨ahe einer Problemstelle nat¨urlich mehrfach an-

gewendet werden.

Beispiel 3.2.11Auf dem L-Gebiet
 = (0; 1)� (0; 1) n [12 ; 1)� [12 ; 1) gelte�uxx � uyy = 25, auf dem

Randu = 0. Einsatz ineinandergeschachtelte Gitter mith = 1=8; 1=16; 1=32. Der steile Anstieg in der

einspringenden Ecke wird erst durch die lokal feinere Unterteilung sichtbar.

Wenn die (h¨oheren) Ableitungen der L¨osung zu groß werden, kann dies also durch Gitterverfeine-

rung kompensiert werden. Umgekehrt ist es nat¨urlich sinnvoll, den Aufwand durch Verfahren h¨oherer

Konvergenzordnung zu senken, wenn die h¨oheren Ableitungen der Funktion gutartig sind. Die Kenntnis

der genauen Fehlerstruktur des oben verwendeten diagonalen Sterns kann dazu verwendet werden.

Lemma 3.2.12 Für eine Funktionu 2 C6(�
) gilt

1
2h2

�
4u(x; y)� u(x+ h; y + h)� u(x+ h; y � h)� u(x� h; y + h)� u(x� h; y � h)

�
= �

�
uxx + uyy +

h2

12 (uxxxx + 6uxxyy + uyyyy)
�
j(x;y) +O(h4);

BeweisÜbungsaufgabe.

Zum Vergleich lautet der Fehler des normalen F¨unf-Punkte-Sterns (Satz3.2.9)

h2

12
(uxxxx(x; y) + uyyyy(x; y)) +O(h4):

Bei der Poissongleichung kann nun durch eine geeignete Linearkombination dieser beiden Sterne einh2-

Fehlerterm erzeugt werden, der sich mit Hilfe der Dgl wieder approximieren l¨aßt. Wendet man n¨amlich
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den Laplace-Operator noch einmal auf die Poissongleichung an, folgt

�gxx � gyy = uxxxx + 2uxxyy + uyyyy:

Bei einer Linearkombination, die den einfachen F¨unfpunktesterne mit2=3 und den diagonalen mit1=3

gewichtet, erg¨anzt sich derh2-Fehleranteil gerade zu dem Ausdruck�gxx � gyy. Dies führt auf den

Neun-Punkte-Stern

1
6h2

�

�
�
�
�
�
�

@
@

@
@

@
@

-1 -1

-1 -1

-4 -4

-4

-4

Das Gewicht im Mittelpunkt ist20=(6h2). Der Ausdruckh
2

12 (gxx+gyy) im führenden Fehlerbeitrag wird

natürlich wieder durch den F¨unfpunktestern approximiert. Dies f¨uhrt auf das folgendeMehrstellenver-

fahren. Eine einzelne Gleichung desselben im Punkt(x; y) wird derÜbersicht halber durch Angabe der

Gewichte in den Sternen abgek¨urzt:

1

6h2

2
664
�1 �4 �1
�4 20 �4
�1 �4 �1

3
775u�(x; y) = 1

12

2
664

1

1 8 1

1

3
775 g(x; y); (x; y) 2 
h: (3.2.23)

Der lokale Fehler hat die FormO(h4) für u 2 C6, bei der Potentialgleichung mitg � 0 besitzt das

Verfahren sogar die Ordnung 6. Die Stabilit¨at beim Dirichletproblem kann wieder mit Lemma3.2.7wie

in Satz3.2.8gezeigt werden mit dem gleichen Ergebnis,kL�1� k1 � 1
8 . Der wesentliche Vorteil des

Verfahrens ist die Kompaktheit seines Differenzensterns, der bei Anwendung nur geringe Modifikatio-

nen gegen¨uber dem F¨unfpunktestern erfordert (Randbedingungen, Matrixstruktur). Da er aber auf der

speziellen Form der Poissongleichung beruht, kann er nur in diesem Spezialfall verwendet werden.

Eine auch bei allgemeineren Dgln verwendbare Methode zur Erh¨ohung der Konsistenzordnung ist

der Einsatz von Differenzenausdr¨ucken mit mehr als drei Punkten in jeder Ortsrichtung. In (1.7.7) wurde

eine symmetrische Approximation f¨ur uxx mit fünf Funktionswerten angegeben. Die Kombination mit

der entsprechenden Approximation f¨ur uyy führt bei der Poissongleichung auf den Neun-Punkte-Stern

1
12h2

� t t t t t

t

t

t

t

t

601

1

1

1

-16

-16

-16

-16

mit einemO(h4)-Fehler. Da hier jetzt Werte verkn¨upft werden mit einem maximalen Abstand von 4 Git-

terpunkten, ergeben sich erhebliche Probleme am Rand. Insbesondere bei nicht achsenparallelen Ecken

können diese Schwierigkeiten auch nicht immer durch Verwendung unsymmetrischer Approximationen

behoben werden. Dieses Verfahren wird nicht weiter betrachtet.
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3.2.4 Allgemeinere Gebiete und Gleichungen

Der Fünfpunktestern kann in allen Gebieten verwendet werden, dessen Randpunkte auf ein geeignetes

quadratisches oder rechteckiges (hx 6= hy) Gitter�h fallen. Für nichtpolygonale R¨ander (' krummlini-

ge' ) läßt es sich aber meist nicht mehr erreichen, daß alle Nachbarn eines inneren Gitterpunkts entweder

wieder Gitter- oder Randpunkte sind. Daher ist nun der Fall zu betrachten, daß ein oder mehrere Nach-

barn eines (randnahen) GitterpunktsP außerhalb von
 liegen wie in der gezeigten Skizze.

s

s

s

s

O'

N'

P
W

S

N

O

-

sHHHHHHHs

P OO'

s

x x+ hx+ dOh

Der Rand� verlaufe also zwischenP undO durch den PunktO0 und (oder) zwischenP undN durch

N 0. Als allgemeinen Zugang kann man hier durch Taylor-Abgleich die Gewichte eines F¨unfpunktesterns

zu den PunktenP;N 0; O0; S;W als Approximation an�(uxx+uyy) bestimmen. Auf das gleiche Ergeb-

nis kommt man, wenn Gitterwerte außerhalb von
, alsovN ; vO durch lineare Extrapolation des inneren

WertesvP und der bekannten Randwerte�d(N 0); �d(O
0) (beim Dirichletproblem) approximiert werden.

WenndNh; dOh; 0 � dN ; dO � 1 die Abstände der Randpunkte vonP sind, dann ist

�d(O
0) = dOvO + (1� dO)vP ) vO = [�d(O

0)� (1� dO)vP ]=dO:
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Durch Einsetzen in die zweite Differenz inx-Richtung, Anwendung aufu und Taylorentwicklung f¨uhrt

dies auf

�u(x� h; y) + (1 +
1

dO
)u(x; y) � 1

dO
u(x+ dOh; y) =

� u(W ) + (1 +
1

dO
)u(P )� 1

dO
u(O0) = �h

2

2
(1 + dO)uxx +

h3

6
(1� d2O)uxxx + : : : (3.2.24)

Division durchh2(1 + dO)=2 liefert eine Approximation der zweiten Ableitung. Analoges gilt iny-

Richtung. Im oben skizzierten Beispiel ergibt sich so im PunktP die Gleichung

1

h2
[(

2

dO
+

2

dN
)vP � 2

1 + dO
vW � 2

dO(1 + dO)
vO0 � 2

1 + dN
vS � 2

dN (1 + dN )
vN 0 ] = gP : (3.2.25)

Da die Gewichte bei den GitternachbarnvS; vW von dend-Werten abh¨angen, führt diese Approximation

nicht mehr auf eine symmetrische, aber immer noch auf eine M-Matrix, da die Gleichung (3.2.25) diago-

naldominant ist. Die Normabsch¨atzung in der1-Norm ausx3.2.2 kann hier wiederholt werden, wobei

die Konstanten vom Gebiet ab¨angen.

Bei der Diskussion des Gesamtfehlers ist allerdings eine ausf¨uhrlichere Argumentation notwendig,

da die (Konsistenz-) Ordnung des jetzt asymmetrischen Sterns (3.2.25) nur noch eins ist, wie man an

der Taylorentwicklung (3.2.24) erkennt. Dennoch kann weiterO(h2)-Konvergenz des Gesamtverfah-

rens gezeigt werden, da der gr¨oßere lokale Fehler nur am Rand auftritt. Hierbei spielt die M-Eigenschaft

der Matrix wieder die entscheidende Rolle, da mit ihr Vergleiche zwischen Vektoren ¨ubertragen werden

können. Es bezeichneL� wieder die lineare Abbildung, die sich beim Dirichletproblem bei Anwendung

des normalen F¨unf-Punkte-Sterns in inneren Gitterpunkten und einer Gleichung der Form (3.2.25) in

randnahen Punkten ergibt. Bei Anwendung dieser Abbildung auf die konstante Funktione�(x; y) � 1

liefert das BildL�e� (die Zeilensumme der Matrix) nur in den randnahen Punkten einen nichtver-

schwindenden Beitrag, da die Dirichletrandwerte im GleichungssystemL�u� = g� auf der rechten

Seite ber¨ucksichtigt werden (vgl.(3.2.10)). Speziell in (3.2.25) ergibt dies

(L�e�)(P ) =
1

h2
[
2

dO
+

2

dN
� 2

1 + dO
� 2

1 + dN
] =

2

h2
[

1

dO(1 + dO)
+

1

dN (1 + dN )
] > 0: (3.2.26)

Bei einer anderen Anzahl von Randpunkten im Stern vonP ist dieser Ausdruck zu modifizieren. Der

Konsistenzfehler des Verfahrens hat hier die FormT� = L�u� g� = hr�+h2t�, wobei derh2-Anteil

dem des normalen Sterns aus Satz3.2.9entspricht, w¨ahrendhr� nur Randfehler enth¨alt. Im Randpunkt

P liefert Gleichung (3.2.25) nach (3.2.24) hierzu den Beitrag

hr�(P ) =
h

3
[(1 � dO)uxxx(x+ �h; y) + (1� dN )uyyy(x; y + �h)]; �; � 2 (0; 1):

Mit Kj := k@ju=@xjk1 + k@ju=@yjk1; j = 3; 4; kann dieser Beitrag mit (3.2.26) verglichen werden,

dabei gilt

hjr�(P )j � K3
h

3
[1� dO + 1� dN ] � K3

h

3
[

1

1 + dO
+

1

1 + dN
] � K3

h3

6
(L�e�)(P ):
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Aus derüblichen Fehlergleichung (3.2.21) L�(u� � u) = �T� = �(hr� + h2t�) kann man damit

wegenL�1� � 0 komponentenweise Absch¨atzungen herleiten. In jedem Gitterpunkt gilt

ju� � uj = jL�1� (hr� + h2t�)j � L�1� (hjr�j+ h2jt�j) � L�1� (K3
h3

6
L�e� + h2jt�j)

� (K3
h3

6
+K4

h2

12
kL�1� k1)e�;

alsoku� � uk1 � Ch2 für den globalen Fehler.

Beispiel 3.2.13Auf dem Viertelkreis
 = f(x; y) : x2 + y2 < 1; x > 0; y > 0g sei�uxx � uyy = 4

sowieu = 0 auf dem Kreis undux(0; y) = 0; uy(x; 0) = 0. Da die Lösungu(x; y) = 1 � x2 � y2 ist,

arbeitet das Verfahren exakt.

Bei einerallgemeinen linearen, elliptischen Dgl2.Ordnung

auxx + 2buxy + duyy + eux + fuy + qu = g (3.2.27)

(a; d > 0, ad�b2 > 0) ist gegen¨uber den schon ausx1.7 undx3.2.1 bekannten Approximationen nur noch

die der gemischten Ableitunguxy nachzutragen. Diese kann aus dem Produkt der ersten Differenzen in

x- undy-Richtung mit Schrittweite2t zusammengesetzt werden. Dieser einfache Stern f¨ur uxy hat die

Form

1
4t2

�
�
�@
@

1

1�1

�1
u(x; y)

:=
1

4t2
[u(x+ t; y + t) + u(x� t; y � t)� u(x+ t; y � t)� u(x� t; y + t)]

Er ist als symmetrischer Stern mit Zentrum(x; y) und Schrittweite2t = 2h eineO(h2)-Approximation

anuxy(x; y). Beim Einsatz dieses Sterns besitzen dann aber die Nebendiagonalelemente der entstehen-

den Matrix (die Gewichte der Sternstrahlen) nicht mehr alle das gleiche Vorzeichen, was f¨ur die M-

Matrix-Eigenschaft entscheidend war. Einheitliche Vorzeichen auf den Raumdiagonalen k¨onnen durch

die Verwendung von zwei anderen Sternen in Abh¨angigkeit vom Vorzeichen vonb erreicht werden. Dazu

setzt man jeweils zwei der vier Sterne mit halber Achsenl¨ange2t = h, die um(x� h=2; y � h=2) zen-

triert sind, durch Mittelung zu einem um(x; y) zentrierten zusammen, der einen FehlerO(h2) besitzt:

1
2h2

�
�
�@
@

1

1�1

�1

�
�@
@

1

1�1

�1

oder 1
2h2

�

�
�@
@

1

1�1

�1

�
�@
@

1

1�1

�1

Von diesen Sternen wird der linke verwendet in Punkten, wob > 0, der rechte, wennb < 0 ist:

uxy �= 1
2h2

�

�
�
�
�
�
�

1 -1

-1

1

2

-1

-1
� u; uxy �= 1

2h2
�
@
@
@
@
@
@1 -1

-1 1

-2
1 1 � u:



3 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 69

Gemeinsam f¨uhren diese Approximationen f¨ur die allgemeine Dgl (3.2.27) in jedem Gitterpunkt(x; y)

auf folgende Differenzengleichung, die wieder in Stern/Matrixform geschrieben wird. Alle Koeffizienten

sind ebenfalls in(x; y) auszuwerten. Dabei bedeutetb+ := maxfb; 0g � 0, b� := minfb; 0g � 0.

1

h2

2
664

�b� d� jbj b+

a� jbj �2(a+ d� jbj) a� jbj
b+ d� jbj �b�

3
775 u+

1

2h

2
664

f

�e e

�f

3
775u+ qu = g: (3.2.28)

Insbesondere reicht also bei allgemeineren Gleichungen ein F¨unfpunktestern nicht mehr aus. Unter

einigen Einschr¨ankungen an die Koeffizienten, die einerseits eine Versch¨arfung der Elliptizität der Dgl

darstellen (vgl. Def.3.1.5) bzw. der Schrittweitenbeschr¨ankung aus Satz1.7.2entsprechen, l¨aßt sich

auch hier wieder zeigen, daß der Stern (3.2.28) eine M-Matrix erzeugt.

Satz 3.2.14Für die Koeffizienten der Dgl (3.2.27) gelte in jedem Gitterpunkt die Einschränkung

jbj+ h

2
jej < a; jbj+ h

2
jf j < d; q � 0:

Für Gitter, bei denen alle in den Sternen (3.2.28) auftretenden Gitterpunkte im Innern oder auf dem Rand

von
 liegen, ist beim Dirichletproblem die zugehörige negative Koeffizientenmatrix eine M-Matrix.

Bei allgemeineren Gebieten oder Randbedingungen sind außerdem in jedem randnahen Punkt spezielle

Randsterne analog zu (3.2.25) zu erstellen. Das im n¨achsten Paragraphen besprochene Verfahren ist im

Vergleich dazu wesentlich flexibler in Bezug auf die Geometrie des Problems, allerdings nicht in Bezug

auf die Gestalt der Dgl (Ableitungen, Nichtlinearit¨at).

3.3 Finite-Elemente-Verfahren für elliptische Probleme

3.3.1 Variationsformulierung

Ein fundamentales physikalisches Prinzip besagt, daß jedes physikalische System den Zustand einnimmt,

in dem seine Gesamtenergie minimal ist. Dieser Zustand kann dannauchdurch eine Differentialglei-

chung beschrieben werden. Im eindimensionalen seiu 2 C2[0; 1] die Lösung des folgenden Randwert-

problems

� (p(x)u0(x))0 + q(x)u(x) = g(x); x 2 (0; 1); u(0) = u(1) = 0; (3.3.1)

mit Koeffizienten-Funktionenp 2 C1[0; 1]; q 2 C[0; 1]; p(x) � p� > 0. Die Randbedingungen wurden

zur Vereinfachung homogen gew¨ahlt, da dann die R¨aume

Ck
0 [0; 1] := fv 2 Ck[0; 1] : v(0) = v(1) = 0g; k = 0; 1; 2;

linear sind. In (3.3.1) ist alsou 2 C2
0 [0; 1] gesucht. Wenn auf beiden Seiten der Dgl in (3.3.1) das

Innenprodukt mit einem beliebigen anderen Elementv 2 C2
0 [0; 1] gebildet wird, folgt durch partielle

Integration

(g; v)2 :=

Z 1

0
g(x)v(x)dx =

Z 1

0
[�(pu0)0v + quv]dx = �[pu0v]10| {z }

=0

+

Z 1

0
[pu0v0 + quv]dx:
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Der Ausdruck auf der rechten Seite ist schon f¨ur einmal differenzierbare Funktionen erkl¨art, damit läßt

sich folgende symmetrischeBilinearforma : C1
0 [0; 1] � C1

0 [0; 1] ! R definieren

a(u; v) :=

Z 1

0
[p(x)u0(x)v0(x) + q(x)u(x)v(x)] dx; u; v 2 C1

0 [0; 1]: (3.3.2)

Das Innenprodukt(g; v)2 ist ein beschr¨anktes lineares Funktional, das mitf bezeichnet wird,f :

C[0; 1] ! R; v 7! (g; v)2. Aus der obigen Umformung folgt also, daß die L¨osungu des RWPs

(3.3.1) auch folgende Gleichung erf¨ullt

a(u; v) = f(v) 8v 2 C1
0 [0; 1]: (3.3.3)

Für p > 0; q � 0 ist die Bilinearforma(u; v) definit, stellt aufC1
0 [0; 1] also ein Innenprodukt dar

und
p
a(v; v) eine Norm. Aufgrund dieser Tatsache ist die L¨osungu auch Minimalstelle deskonvexen

Funktionals

J(v) :=
1

2
a(v; v) � f(v); d.h.; J(u) = inffJ(v) : v 2 C1

0 [0; 1]g: (3.3.4)

Mit beliebigem0 6= v 2 C1
0 [0; 1]; 0 6= t 2 R, gilt für das Elementu+ tv nämlich

J(u+ tv) =
1

2
a(u+ tv; u+ tv)� f(u+ tv) (3.3.5)

=
1

2
a(u; u)� f(u) + t[a(u; v) � f(v)] +

t2

2
a(v; v) = J(u) +

t2

2
a(v; v)

> J(u):

Umgekehrt wäre für a(u; v) � f(v) 6= 0 auchu keine Minimalstelle. Daher stimmen die L¨osungen

des RWPs (3.3.1), von (3.3.3) und (3.3.4) überein, wenn sie inC2
0 liegen. Es muß aber betont werden,

daß bei weniger glatten Koeffizientenp; q; g das Minimum bei (3.3.4) in einer Funktionu 62 C2[0; 1]

angenommen werden kann. Daher heißen Funktionen, die (3.3.3) oder (3.3.4) erfüllen, verallgemeinerte

oderschwacheLösungen. F¨ur eine korrekte Formulierung m¨ussen dann andere R¨aume zugrundegelegt

werden, vgl. (3.3.10).

Auch die Lösungen von partiellen, elliptischen Randwertproblemen sind Minimalstellenkonvexer

Funktionale. Es sei wieder
 � R2 ein beschr¨anktes Gebiet mit einem Rand� aus st¨uckweise stetig

differenzierbaren Kurven. Nach der Greenschen Formel gilt hier die BeziehungZ Z


[uxvx + uyvy] dx dy = �

Z Z


[uxx + uyy]v dx dy +

I
�

@u

@n
v ds (3.3.6)

für u 2 C2(�
) undv 2 C1(�
). Diese Relation spielt wieder eine Rolle, wenn man St¨orungenu + tv

einer Lösungu betrachtet. Speziell beim Dirichletproblem m¨ussenu undu+ tv die gleichen Randwerte

besitzen, alsov auf dem Rand verschwinden. In diesem Fall entf¨allt daher das Randintegral in (3.3.6).

Zur Vereinfachung wird wieder das Dirichletproblem bei der (etwas erweiterten) Poissongleichung mit

q � 0 diskutiert,

� uxx � uyy + qu = g in 
; u = 0 auf�: (3.3.7)

Zu diesem Randwertproblem kann schon f¨ur Funktionen aus dem RaumC1
0 (
) mit

Ck
0 (
) := fu 2 Ck(
) : uj� � 0g; k = 0; 1;
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die Bilinearforma : C1
0 (
)� C1

0 (
)! R und die Linearformf : C1
0 (
)! R gebildet werden,

a(u; v) :=

Z Z


[uxvx + uyvy + quv] dx dy;

f(v) := (g; v)2 =

Z Z


gv dx dy;

u; v 2 C1
0 (
): (3.3.8)

Aufgrund der Greenschen Formel gilt also wieder:

u 2 C2
0 (
) löst (3.3.7) ) a(u; v) = f(v) 8v 2 C1

0 (
):

Auch Neumann- oder Cauchy-Randbedingungen k¨onnen in einer ¨ahnlichen Formulierung ber¨ucksichtigt

werden. Dazu werden die Restriktionen anu in der Definition des RaumsC1
0 nur auf�d vorgenom-

men, für �n;�c werden daf¨ur Randintegrale mituv; u in die Funktionalea bzw. f aufgenommen. Im

folgenden wird aber weiter nur das Dirichletproblem behandelt. Es l¨aßt sich zeigen, daß

kvk1;2 :=
� Z Z



[v2x + v2y ] dx dy

�1=2
(3.3.9)

aufC1
0(
) eine Norm darstellt. F¨ur q � 0 ist daher aucha(v; v) wieder definit. Dies war die entscheiden-

de Eigenschaft in der Entwicklung (3.3.5), die zeigt, daß auch die L¨osungu von (3.3.7) als Mimimalstelle

(3.3.4) von J(v) = 1
2a(v; v) � f(v) charakterisiert werden kann mit den Bi-Linearformen aus (3.3.8).

Die Tatsache, daß dabei nur einmalige Differenzierbarkeit vonu erforderlich ist, ist nach den Bemer-

kung zu Beginn ¨uber die Herkunft der Dgl zweiter Ordnung aus einem System 1. Ordnung, nicht so

überraschend.

In diesem Minimalproblem d¨urfen im Prinzip alle Funktionenv betrachtet werden, f¨ur die das Funk-

tionalJ sinnvoll definierbar ist, also auch solche, bei der die ersten Ableitungen nur quadrat-integrierbar

sind. Dazu geh¨oren bei (3.3.8) die Elemente des Sobolev-Raums

W 1
0 (
) := fu 2 L2(
) : ux; uy 2 L2(
); uj� = 0g: (3.3.10)

Jede klassische L¨osung des RWPs (vgl. Def.3.2.1) ist auch globale Minimalstelle vonJ in W 1
0 (
).

Diese Erweiterung des Grundraums vonC1
0 aufW 1

0 hat große Bedeutung f¨ur die Konstruktion von Ver-

fahren, daW 1
0 auch Funktionen enth¨alt, die (nur) st¨uckweise stetig differenzierbar sind. Dies reduziert

die Anforderungen an die Ansatzfunktionen bei dem folgenden Verfahren.

3.3.2 Rayleigh-Ritz-Galerkin-Verfahren

Mit der im letzten Abschnitt hergeleiteten Minimaleigenschaft der L¨osung bekommt man in elementarer

Weise Näherungsverfahren dadurch, daß das Minimum des Energie-FunktionalsJ nicht mehr im Gesam-

traumV (= W 1
0 [0; 1] bzw. = W 1

0 (
)) gesucht wird, sondern nur noch in einemendlichdimensionalen

linearen UnterraumV� � V . Man kann beiV� zunächst an die Menge aller Polynome eines bestimmten

Maximalgrads denken, flexibler sind aber die im n¨achsten Abschnitt besprochenen Spline-Funktionen,

die nur noch st¨uckweise stetig differenzierbar sind. Betrachtet werde nun also ein linearer Unterraum

V� � V; dimV� = n 2 N;
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mit einer BasisfBigni=1. Die Rayleigh-Ritz-Galerkin-Lösung (RRG-L¨osung)u� 2 V� des Minimalpro-

blems (3.3.4) ist definiert durch

J(u�) = min
v2V�

J(v) = min
v2V�

�1
2
a(v; v) � f(v)

�
: (3.3.11)

Für die Analyse dieses Verfahrens gibt es ein allgemeines Prinzip. Als wesentliche Voraussetzung wird

dabei die Vergleichbarkeit der von der Bilinearforma induzierten Norm und der Standard-(Sobolev-)

Normen ben¨otigt. Daher wird jetzt angenommen, daß Konstanten�0; �1;M1 > 0 existieren so, daß gilt

�0kvk22 � �1kvk21;2 � a(v; v) �M1kvk21;2 8v 2 V: (3.3.12)

Diese Voraussetzung ist in den betrachteten Beispielen (3.3.2) bzw. (3.3.8) erfüllt, wenn die Koeffizien-

ten beschr¨ankt sind undp(�) � p� > 0; q � 0 gilt.

Satz 3.3.1Unter der Voraussetzung (3.3.12) existiert eine eindeutige RRG-Lösungu� von (3.3.11). Der

Vektor� = (�j)
n
j=1 der Koeffizienten vonu� =

Pn
j=1 �jBj löst das lineare System

A� = 
; mitA =
�
a(Bi; Bj)

�n
i;j=1

; 
 =
�
f(Bi)

�n
i=1

: (3.3.13)

Die MatrixA = (aij) ist symmetrisch, positiv definit.̈Aquivalent zu (3.3.13) ist die Aussage

a(u�; v) = f(v) 8v 2 V�: (3.3.14)

Bemerkung:Die Bedingung (3.3.14) heißt Galerkin-Bedingung. Sie definiert auch dann brauchbare

Lösungen, wenn die Bilinearforma nicht mehr definit ist, eine Minimall¨osung (3.3.11) also nicht mehr

existiert.

BeweisEs seiv =
Pn

j=1 �jBj 2 V�; � := (�i); beliebig. Dann gilt wegen der Bilinearit¨at vona(:; :)

und wegen (3.3.12) zunächst

�TA� =
nX

i;j=1

�i�ja(Bi; Bj) = a
� nX
i=1

�iBi;
nX
j=1

�jBj

�
= a(v; v) � �0kvk22 > 0;

für v 6= 0, d.h.,� 6= 0. Also istA definit und somit invertierbar. Daraus folgt

J(v) =
1

2
a
� nX
i=1

�iBi;
nX
j=1

�jBj

�
� f(

nX
i=1

�iBi) =
1

2
�TA� � 
T�

=
1

2
(� �A�1
)TA(� �A�1
)� 1

2

TA�1
:

Dieser Ausdruck wird minimal genau dann, wenn� = A�1
 = � ist, alsov = u� gilt. Nach Definition

entspricht (3.3.13) der Bedingunga(u�; Bi) = f(Bi); i = 1; ::; n. DafBig eine Basis vonV� darstellt

(n.V.) ergibt sich (3.3.14).

Die Lösungu erfüllt (3.3.3), alsof(v) = a(u; v) auch mitv = u. Für beliebigev 2 V folgt daher

J(v) � J(u) =
1

2
a(v; v) � f(v)� 1

2
a(u; u) + f(u) =

1

2
a(v; v) � a(u; v) +

1

2
a(u; u)

=
1

2
a(v � u; v � u):
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Da die Minimalstellen vonJ(v) � J(u) undJ(v) übereinstimmen (auch inV�), bekommt man daraus

eine andere Charakterisierung der RRG-L¨osung, die direkt auf Fehlerschranken f¨uhren. Danach istu�
die Bestapproximierende anu im RaumV�, gemessen in der 'a-Norm' .

Satz 3.3.2Für die RRG-L̈osungu� aus (3.3.11) gilt

�1ku� � uk21;2 � a(u� � u; u� � u) = inf
v2V�

a(v � u; v � u) �M1 inf
v2V�

kv � uk21;2:

Durch diesen Satz erh¨alt man sofort eine globale Fehlerschranke in der1; 2-Norm, also eine Schranke f¨ur

den Fehler in der Ableitung vonu�, wenn man rechts eine beliebige, geeignete Funktionv 2 V� einsetzt,

z.B., eine Interpolierende der L¨osungu. Schranken f¨ur den Abstand dist1;2(u; V�) = infv2V� kv�uk1;2
werden sp¨ater für konkrete R¨aumeV� hergeleitet.

3.3.3 Spline-R̈aume,Finite Elemente

Die Effizienz und Flexibilität des RRG-Verfahrens h¨angt wesentlich von der Wahl des endlichdimensio-

nalen RaumsV� ab. Man sieht schnell, daß ein Raum von Polynomen bei partiellen Problemen sehr

unhandlich wird. Gerade bei der Behandlung unregelm¨aßiger Gebiete ist dagegen der folgende Zugang

sehr anpassungsf¨ahig, bei dem das Grundgebiet in kleine, einfacheElementezerlegt wird. Hierbei ist es

sehr hilfreich, daß das Minimalproblem (3.3.4) schon für stückweise differenzierbare Funktionen erkl¨art

ist.

Zunächst wird das gew¨ohnliche Randwertproblem (3.3.1) auf [0; 1] betrachtet. Eine Unterteilung des

Intervalls führt auf ein Gitter� : 0 = x0 < x1 < :: < xm = 1; mit Schrittweitenhi = xi+1 � xi. Die

einfachste Funktionenklasse inW 1
0 [0; 1] sind die st¨uckweise linearen Funktionen (lineare Splines, vgl.

Numerik I,x4). Unter Berücksichtigung der Randbedingungen sei

V� := fs 2 C0
0 [0; 1] : sj[xi;xi+1) 2 �1; i = 0; ::;m� 1g (3.3.15)

der Raum aller stetigen Funktionen mit Randbedingung null, die in jedem Teilintervall Polynome vom

Grad 1 (2 �1) sind. Eine einfache Basis dieses Raums ist durch dieDach-Funktionen

Bi(x) :=

8>><
>>:

(x� xi�1)=hi�1; x 2 [xi�1; xi)

(xi+1 � x)=hi; x 2 [xi; xi+1)

0; sonst

; (3.3.16)

i = 1; : : : ;m� 1, gegeben, vgl. die Skizze.

-

6

�
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DieseBi bilden eine Kardinalbasis, da f¨ur x = xk gilt u�(xk) =
P
�jBj(xk) = �k. Der wichtigste

praktische Vorteil der genannten Basis ist aber ihre Lokalit¨at, die dazu f¨uhrt, daß nur wenige der Matri-

xelementea(Bi; Bj) in (3.3.13) von Null verschieden sind. Dies reduziert den Rechenaufwand sowohl

bei der Aufstellung des Gleichungssystems, als auch bei seiner Aufl¨osung.

Als Beispiel werde die Dgl�u00 = gmit p � 1; q � 0; also die Bilinearforma(u; v) =
R 1
0 u

0(x)v0(x)dx

betrachtet. F¨ur die Basisfunktionen gilt nach (3.3.16)

B0
i(x) :=

8>><
>>:

1=hi�1; x 2 [xi�1; xi)

�1=hi; x 2 [xi; xi+1)

0; sonst

:

Daher ista(Bi; Bj) = 0 für ji� jj > 1. Für j 2 fi� 1; i; i � 1g gilt

a(Bi; Bj) =

Z xi

xi�1

1

hi�1
B0
jdx�

Z xi+1

xi

1

hi
B0
jdx =

8>><
>>:
� 1

hi�1
; j = i� 1

1
hi�1

+ 1
hi
; j = i

� 1
hi
; j = i+ 1

:

Das Verfahren arbeitet daher, zumindestens bei der Approximation der zweiten Ableitung, ¨ahnlich wie

das Differenzenverfahren, denn es f¨uhrt auf das Gleichungssystem (�i = u�(xi), s.o.)

� 1

hi
(�i+1 � �i) +

1

hi�1
(�i � �i�1) =

Z xi+1

xi�1
g(x)Bi(x)dx; i = 1; ::;m � 1:

Für das RRG-Verfahren im Raum (3.3.15) sollte man daher auch einen Fehler der Gr¨oßenordnungh2

erwarten. Dieser l¨aßt sich mit Hilfe von Satz3.3.2auf den Approximationsfehlerinffku � v�k : v� 2
V�g zurückführen. Bei der Interpolierenden inV� kann der Fehler unabh¨angig auf den einzelnen Teil-

intervallen untersucht werden. Die Interpolierende einer Funktionv 2 V ist eine RestriktionR�v im

Sinne vonx2.

Lemma 3.3.3 Zu einer Funktionv 2 C2
0 [0; 1] seiR�v :=

Pm�1
i=1 v(xi)Bi die Interpolierende ausV�.

Dann gilt mitH := maxi hi die Fehlerschranke

k(R�v � v)(k)k2 �
�H
�

�2�kkv00k2; k = 0; 1:

Auf diese Aussage kommt man direkt ¨uber die Standarddarstellung des Interpolationsfehlers f¨ur Poly-

nome (Numerik I, (3.3.11)), zur Verifikation der angegebenen Konstanten ist allerdings eine diffizilere

Argumentation n¨otig. Das Infimum in Satz3.3.2kann nun durch Einsetzen vonv = R�u abgesch¨atzt

werden und ergibt mit dem letzten Lemma die Fehlerschranke

k(u� � u)0k2 �
s
M1

�1

H

�
ku00k2:

Mit einem zusätzlichen Argument (' Nitsche-Trick' ) kann aus dieserO(H)-Schranke f¨ur die Ableitung

bei vielen Randwertproblemen die globale Fehlerschranke

ku� � uk2 � CH2ku00k2 � ~CH2kgk2
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für die Funktionswerte hergeleitet werden. Im Vergleich zu den entsprechenden Aussagen bei Differen-

zenverfahren ist dabei hervorzuheben, daß hier nur dieL2-Integrierbarkeit vonu00 ausgenutzt wurde im

Vergleich zur Voraussetzungu 2 C4 bei den Differenzenverfahren. RRG-Verfahren h¨oherer Ordnung

erhält man durch Verwendung von Splines h¨oherer Ordnung, wobei die Funktionen inV� stückweise

aus Polynomen h¨oheren Grads zusammengesetzt sind.

Von größter praktischer Bedeutung ist die M¨oglichkeit, beim RRG-Verfahren mit st¨uckweise linearen

Ansatzfunktionen arbeiten zu k¨onnen, bei den partiellen Problemen. Sehr einfach sind Zerlegungen

bzw. Approximationen des Gebiets
 durch Dreieckgitter. Daher ist das RRG-Verfahren wesentlich

flexibler als Differenzenverfahren bei der Approximation komplizierterer Gebiete und bei der lokalen

Gitterverfeinerung. Beispiele f¨ur regelmäßige bzw. lokal verfeinernde Triangulierungen beim L-Gebiet

sind:
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Dabei sind nur Triangulierungen aus offenen, paarweise disjunkten DreieckenTi zulässig,

� = fTigmi=1; �
 =
m[
i=1

�Ti;

bei denen alle Ecken eines Dreiecks auf Ecken seiner Nachbardreiecke oder denGebietsrand fallen. Der

Raum aller stetigen, st¨uckweise linearen Funktionen auf�,

V� := fs 2 C0(
) : sjTi linearg; (3.3.17)

kann wieder durch eine Basis von Dachfunktionen aufgespannt werden. Es seifPigni=1 � 
 die Menge

aller Eckpunkte von Dreiecken (Knoten) im Innern des Gebiets in einer geeigneten Numerierung. Dann

wird durch

Bi 2 V�; Bi(Pj) = �ij ; j = 1; : : : ; n;

i = 1; : : : ; n; eine Basis vonV� definiert. Ein Beispiel einer solchen Basisfunktion bei sechs in einer

Ecke zusammenstoßenden Dreiecken ist
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Wesentliche Merkmale dieser Basis sind wieder die Kardinalit¨at,u� =
Pn

i=1 u�(Pi)Bi, und die Loka-

lit ät der Basis, daBi nur auf den DreieckenTj mit Pi 2 �Tj nicht verschwindet.

Diese Eigenschaft ist gerade bei mehrdimensionalen Problemen von großer Bedeutung, da dann nur

wenige der Integralea(Bi; Bj) in der MatrixA von Null verschieden sind, und bei den restlichen f¨ur

i 6= j nur über zwei Dreiecke integriert werden muß.

a(Bi; Bj) =
X

Pi2Tk^Pj2Tk

Z Z
Tk

[(Bi)x(Bj)x + (Bi)y(Bj)y + qBiBj] dxdy

Bei der praktischen Berechnung der Integraleaij = a(Bi; Bj); 
i = f(Bi); ist es am einfachsten, alle

DreieckeTi abzuarbeiten und die einzelnen Teilintegrale inaij; 
i aufzuaddieren. Die MatrixA ist hier

wieder dünn besetzt und symmetrisch, pos. definit. Daher k¨onnen sehr effiziente (Iterations-) Verfahren

zur Lösung des Gleichungssystems (3.3.13) eingesetzt werden.

Zur Fehlerabsch¨atzung der zugeh¨origen RRG-Lösung nach Satz3.3.2läßt sich eine Schranke f¨ur den

Interpolationsfehler wieder lokal herleiten. Dabei ergibt sich eine verwertbare Aussage allerdings nur,

wenn die DreieckeTk nicht zu spitz werden.

Lemma 3.3.4 Zu einer Funktionv 2 C2
0 (
) seiR�v :=

Pn
i=1 v(Pi)Bi die Interpolierende ausV�,

(3.3.17). In der Dreieckzerlegung des Gebiets seih die längste Dreieckseite und� der kleinste Innen-

winkel eines DreiecksTi; i = 1; ::;m: Dann gilt die Fehlerschranke

kR�v � vk1;2 � C
h

sin�
kvk2;2;

mit kvk22;2 :=
P

j+k=2 k @2

@xj@yk
vk22:

Damit kann man wie im gew¨ohnlichen Fall in zwei Schritten einen FehlerO(h= sin�)kuk2;2 in den

ersten Ableitungen der RRG-N¨aherungu� und eine SchrankeO(h2= sin�)kuk2;2 für den Fehler ihrer

Funktionswerte herleiten. Zus¨atzlich kann unter einfachen Annahmen an die Koeffizienten zumindest f¨ur

konvexe Gebiete die Absch¨atzungkuk2;2 � Ckgk2 gezeigt werden. Daher hat man auch im partiellen

Fall dieh2-Konvergenz unter wesentlich schw¨acheren Voraussetzungen als bei den Differenzenverfah-

ren.

Allerdings ist bei diesen starken Aussagen zu beachten, daß sie nur f¨ur das exakte RRG-Verfahren

zutreffen, bei dem alle Integralea(Bi; Bj); f(Bi) = (g;Bi)2 ohne Fehler bestimmt werden. In der

Praxis berechnet man jedoch zumindestens die Integralanteile, in denen allgemeine Koeffizienten (hier

q; g) auftreten, mit Hilfe von Quadraturformeln. Um auch f¨ur diese approximierten RRG-Verfahren einen

O(h2)-Fehler garantieren zu k¨onnen, m¨ussen doch wieder st¨arkere Annahmen an die Koeffizienten, also

auch an die Regularit¨at der Lösung gemacht werden. Verfahren h¨oherer Konvergenzordnung ergeben

sich bei Verwendung von st¨uckweise stetigen Polynomen h¨oheren Grades auf den Dreieckzerlegungen.
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3.4 Partielle Anfangs-Randwert-Probleme

Die nicht-elliptischen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung, die parabolischen und hyperbo-

lischen, besitzen eine gemeinsame Eigenschaft. Schreibt man den jeweiligen einfachsten Vertreter

(Wärmeleitungs-, Wellengleichung) in der Form

uxx � uy = 0; bzw. uxx � uyy = 0;

so lassen sich damit sinnvolle Problemstellungen formulieren, wenn Randbedingungen nur inx-Richtung

vorgegeben werden, iny-Richtung dagegen nur einseitige, also Anfangsbedingungen. Im physikalischen

Zusammenhang hat die erste Variable,x, meist die Bedeutung einer Ortskoordinate, w¨ahrend die zweite,

y, einen Zeitablauf beschreibt. Daher wird sie im folgenden mitt bezeichnet. Da die Geometrie des

Problems sich i.a. nicht mit der Zeit ¨andert, ist das Grundgebiet meist ein Zylinder, z. B.,[0; 1]� [0;1).

Mit stetigen Koeffizientenp; r; g; p > 0; px stetig, werden also Anfangs-Randwertprobleme betrachtet

mit einer der Dgln

ut = [p(x; t)ux]x + q(x; t)u+ g(x; t); x 2 (0; 1); t > 0; (parabolisch) (3.4.1)

utt = [p(x; t)ux]x + q(x; t)u+ g(x; t); x 2 (0; 1); t > 0; (hyperbolisch) (3.4.2)

und den Rand- und Anfangsbedingungen

u(x; 0) = �(x); x 2 (0; 1); u(0; t) = u(1; t) = 0; t � 0;

ut(x; 0) =  (x); x 2 (0; 1) nur bei (3.4.2):
(3.4.3)

Die Probleme (3.4.1,3.4.2),(3.4.3) verhalten sich also in Ortsrichtung wie (elliptische) Randwertproble-

me, in Zeitrichtung wie Anfangswertprobleme erster bzw. zweiter Ordnung. Diese Tatsache kann bei

der numerischen Approximation auch ausgenutzt werden durch Semidiskretisierung in der sogenannten

Linienmethode. Dabei wird jeweils eines der von fr¨uher bekannten Verfahren zur Diskretisierung von

Anfangs- oder Randwertproblemen getrennt auf die Zeit- bzw. Ortsrichtung angewendet. Allerdings

muß man sich dabei ¨uber die Eigenschaften der nach dem ersten Diskretisierungsschritt entstehenden

gewöhnlichen Probleme klar werden. Bei der Zeitlinienmethode, z.B., wird das Problem nur in der

Ortsvariablen diskretisiert, das AWP in Zeitrichtung (zun¨achst) beibehalten. Dabei werde zun¨achst das

Differenzenverfahren betrachtet mit einem ¨aquidistanten Gitter� = fxi = ih : i = 0; ::; n + 1g; h =

1=(n+ 1); wie in x1.7. Der Ausdruck[pux]x wird dabei durch zweifache Differenzenquotienten appro-

ximiert,

[p(x; t)ux(x; t)]x =
p(xi+1=2; t)(u(xi+1; t)� u(xi; t))� p(xi�1=2; t)(u(xi; t)� u(xi�1; t))

h2
+O(h2);

xi�1=2 := xi � h=2. Unter Vernachl¨assigung desO(h2)-Fehlerterms ergibt sich f¨ur die Gitterwerte

u�(xi; t) einer Näherungu�, die immer noch Funktionen der Zeit sind, ein System von gew¨ohnlichen

Anfangswertproblemen. Faßt man n¨amlich diese Funktionswerte als Komponenten einer Vektorfunktion

auf,w(t) = (wi(t))
n
i=1; wi(t) := u�(xi; t) (undw0 = wn+1 � 0), dann führt die obige Differenzenap-

proximation im parabolischen Fall (3.4.1) auf das AWP erster Ordnung

w0(t) = f(t; w(t)); t > 0

wi(0) = �(xi); i = 1; : : : ; n:
(3.4.4)
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mit

fi(t; y) =
1

h2
[pi+1=2(yi+1 � yi)� pi�1=2(yi � yi�1)] + qiyi + gi; i = 1; : : : ; n:

Die Koeffizientenwerte sind, wie fr¨uher, qi = q(xi; t); gi = g(xi; t) und pi�1=2 = p((i � 1
2)h; t).

Beim hyperbolischen Problem (3.4.2) ergibt sich das entsprechende AWP mit der Dgl zweiter Ordnung

w00 = f(t; w(t)) und der zus¨atzlichen Anfangsbedingungw0i(0) =  (xi). Im betrachteten Beispiel ist

die Funktionf affin linear,f(t; y) = A(t)y + ~g(t). Die zeitabh¨angige MatrixA(t) ist tridiagonal (vgl.

(1.7.5)) und sogar symmetrisch mit den Elementen

aii(t) = � 1

h2
[pi+1=2 + pi�1=2] + qi; ai;i+1(t) = ai+1;i(t) =

1

h2
pi+1=2: (3.4.5)

Wie in Lemma3.2.4kann für p > 0 bei dieser Matrix die AussageyTA(t)y � q�yTy; q� = maxi qi,

gezeigt werden. Daher sind die Eigenwerte vonA reell und durchq� nach oben beschr¨ankt, also ins-

besondere negativ f¨ur q� � 0. Allerdings wird die NormkA(t)k �= 4
h2 kpk1 für kleine Schrittweitenh

sehr groß. Tats¨achlich läßt sich zeigen, daß sehr kleine Eigenwerte vonA (mit großem Betrag)� � 0

auftreten k¨onnen. Bei (3.4.4) handelt es sich somit um (eines der Standardbeispiele f¨ur) einsteifes An-

fangswertproblem. Die Diskussion ausx1.5 ist also hier anwendbar. Die wichtigste Erkenntnis in diesem

Zusammenhang war, daß zur Integration des AWPs (3.4.4) nur implizite Verfahren sinnvoll sind. Das

läßt sich auch anhand der einfachsten Verfahren bei der W¨armeleitungsgleichung nachvollziehen. Bei

dieser (p � 1; q = g � 0) wird das einfache Einschrittverfahren (w(tk) �= w[k] 2 Rn)

1

�
(w[j+1] � w[j]) = (1� #)Aw[j] + #Aw[j+1]; j = 0; 1; : : : ; (3.4.6)

mit Zeitschrittweite� und einem Parameter# 2 [0; 1] betrachtet. Die MatrixA (3.4.5) ist konstant.

Das Verfahren stimmt f¨ur # = 0 mit dem expliziten und f¨ur # = 1 mit dem impliziten Eulerverfahren,

überein, für # = 1
2 ist es die implizite Mittelpunktregel. Es f¨uhrt auf eine Serie von Gleichungssystemen

(� := �=h2, #0 := 1� #),

� #�w
[j+1]
i�1 + (1 + 2#�)w

[j+1]
i � #�w

[j+1]
i+1 = #0�w

[j]
i�1 + (1� 2#0�)w

[j]
i + #0�w

[j]
i+1; (3.4.7)

i = 1; : : : ; n. Beim expliziten Euler-Verfahren,# = 0, reduziert sich dies auf

w
[j+1]
i = �w

[j]
i�1 + (1� 2�)w

[j]
i + �w

[j]
i+1; i = 1; : : : ; n: (3.4.8)

Wie im letzten Paragraphen k¨onnen diese Beziehungen kompakt durch Differenzensterne beschrieben

werden. Zu den verschiedenen Parameterwerten# gehören die Sterne

r

r

r

r

��

2� � 1

��

1

# = 0

r

r

r

r

r

r

��=2

� � 1

��=2

��=2

� + 1

��=2

# = 1=2

r

r

r

r

��

2� + 1

��

�1

# = 1

wobei die Zeitachset nach rechts gezeichnet ist. F¨ur � � 1
2 sind alle Gewichte in (3.4.8) nichtnegativ,
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es findet also eine fortgesetzte Mittelwertbildung in den Zeitschritten statt. Dies ist ein gutes Modell

für die durch die W¨armeleitungsgleichung beschriebenen Ausgleichsvorg¨ange. Allerdings muß dabei

die Zeitschrittweite� aus Stabilitätsgründen inakzeptabel klein gew¨ahlt werden,� = h2� � h2=2. Für

� > h2=2, d.h. � > 1=2 wird das explizite Verfahren (3.4.8) nämlich instabil, denn dann tritt in der

(scharfen) Absch¨atzung

kw[j+1]k1 = max
i
jw[j+1]

i j � (2� + j1� 2�j) kw[j]k1;

der Vorfaktor4� � 1 = 4�=h2 � 1 > 1 auf. Dies paßt zur Diskussion vonx1.5. Denn, da f¨ur die Norm

kAk = 4=h2 gilt und die Stabilitätsabszisse des expliziten Eulerverfahren2 ist, entspricht dieser Fall

� = �=h2 > 1=2 der instabilen Situation�kAk > 2.

Beim impliziten Eulerverfahren (# = 1) dagegen ist das Tridiagonalsystem (3.4.7) in jedem Zeit-

schritt diagonaldominant (mit einer M-Matrix) und hier kann ohne jede Schrittweitenbeschr¨ankung die

Schrankekw[j+1]k1 � kw[j]k1 gezeigt werden. Das allgemeine Verfahren (3.4.6) ist für alle# 2 [12 ; 1]

A-stabil. Bei diesen Verfahren muß sich die Schrittweitenwahl nur nach den Genauigkeitsanforderungen

richten. Dabei ist zu beachten, daß im AWP (3.4.4) auch schon ein Diskretisierungsfehler steckt, der Feh-

ler beim Gesamtverfahren (3.4.6) setzt sich daher aus einem Orts- und einem Zeitfehler zusammen, die

jeweils getrennt durch Wahl der Ortsschrittweiteh und der Zeitschrittweite� beeinflußt werden k¨onnen.

Für die Mittelpunktregel (# = 1=2) hat dieser globale Fehler die FormCxh
2 + Ct�

2, für alle anderen

# 6= 0 nur Cxh2 + Ct� . Das Verfahren arbeitet dann am effizientestens, wenn beide Fehler ungef¨ahr

gleich groß sind. Bei der Zeitlinienmethode, mit festem Ortsgitter, kann nur der Zeitfehler beeinflußt

werden. Die Zeitschrittweite� ist daher so zu steuern, daß dieser ungef¨ahr die Größe des Ortsfehlers

besitzt.

Eine größere Anpassungsf¨ahigkeit ist mit der Orts-Linienmethode (Rothe-Methode) m¨oglich. Dabei

werden die beiden Diskretisierungsschritte vertauscht. Die erste Diskretisierung erfolgt in Zeitrichtung

mit einem impliziten Verfahren (z.B. dem impliziten Euler-Verfahren). Dies f¨uhrt auf eine Serie von

gewöhnlichen RWPen in jeder Zeitstufe. Das folgende Diagramm veranschaulicht die auftretenden Gitter

für beide Möglichkeiten:

-Zeit-
Linienmeth.

Orts-# Linienmeth. AWP-Lösung#

-RWP-
Lösung

Wird bei den RWPen das Differenzenverfahren mit einer festen, konstanten Schrittweiteh verwendet,

ergibt sich wieder das Verfahren (3.4.6) und das im Bild gezeigte Endgitter. In dieser zweiten Interpre-

tation ist es aber auch m¨oglich, bei der Lösung der RWPe in jedem einzelnen Zeitschritt das Ortsgitter
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neu (adaptiv) zu w¨ahlen. Die im Verfahren verwendeten Werte der vorhergehenden Zeitstufe k¨onnen

dabei interpoliert werden. Hiermit l¨aßt sich sowohl die Zeit- als auch die Ortsunterteilung leichter an

den Lösungsverlauf anpassen, die Gitter sind dann irregul¨ar.

Auch bei denhyperbolischen Problemen (3.4.2) kann, im Prinzip, analog zum parabolischen Fall

vorgegangen werden. Zur Diskretisierung der zweiten Zeitableitungutt bzw. wtt (in der Zeitlinienme-

thode) müssen dabei allerdings drei Zeitstufen herangezogen werden. Ein explizites Verfahren ergibt

sich direkt aus der Standardapproximation vonutt mit Hilfe des zweiten Differenzenquotienten, f¨ur die

Gitterwerte (wie oben)w[j]
i = u�(ih; j�); i = 1; ::; n; lautet das Gesamtverfahren

w
[j+1]
i = s2w

[j]
i�1 + 2(1 � s2)w

[j]
i + s2w

[j]
i+1 � w

[j�1]
i ; i = 1; : : : ; n; (3.4.9)

mit s = �=h. Diese Rekursion kann im Zeitschrittj = 0 gestartet werden, wenn die zweite An-

fangsbedingung aus (3.4.3) mit der symmetrischen ersten Differenz approximiert wird,w
[1]
i � w

[�1]
i =

2� (xi), die eine künstliche Zeitebene�� einbezieht. Dies entspricht dem Vorgehen bei Neumann-

Randbedingungen inx3.2.1. Durch eine etwas aufwendigere Analyse als bei den parabolischen Pro-

blemen läßt sich zeigen, daß das Verfahren ebenfalls nur stabil ist unter der (schw¨acheren) Schrittwei-

teneinschr¨ankungs = �=h � 1. Es können auch einfache implizite Verfahren angegeben werden, die

ohne Schrittweitenbeschr¨ankung stabil sind. Der Vergleich mit den expliziten Verfahren f¨allt dennoch

anders aus als bei den parabolischen Problemen, da sich die L¨osungen in den beiden F¨allen mit der Zeit

unterschiedlich entwickeln. Dies wird jetzt kurz diskutiert.

Bei der parabolischen Gleichung (3.4.1) werden die L¨osungen f¨ur wachsendest > 0 immerglatter.

Daher kann nach einer kurzen `transienten' Phase die L¨osung in der Regel mit gr¨oßeren Zeitschrittweiten

approximiert werden, allerdings nur bei impliziten Ein- oder Mehrschritt-Verfahren, die die erforderli-

chen Stabilitätseigenschaften f¨ur steife Probleme besitzen. Die Gl¨attungseigenschaft sieht man, z.B., bei

der Wärmeleitungsgleichungut = uxx mit Randbedingungu(0; t) = u(1; t) = 0 daran, daß die L¨osung

aus einer Linearkombination von Funktionen der Form

e�k
2�2t sink�x; k 2 N;

besteht. Diese verschwinden int-Richtung umso schneller, je st¨arker sie inx-Richtung variieren, nach

kurzer Zeit sind nur langsam variierende Anteile ¨ubrig. Außerdem h¨angt der Lösungswertu(x; t) von

allen Daten im Bereich[0; 1] � [0; t) ab.

Beim hyperbolischen Problem ergibt sich dagegen ein anderes Bild. Die allgemeine L¨osung der

Wellengleichung kann explizit konstruiert werden. Jede Funktion der Form

u(x; t) = a(x+ t) + b(x� t) löst utt = uxx (3.4.10)

mit a; b 2 C2(R). Wenn man die Randbedingungen inx-Richtung zur Vereinfachung außer Acht l¨aßt,

hat diese L¨osung die Anfangsbedingungen

a(x) + b(x) = u(x; 0) = �(x); a0(x)� b0(x) = ut(x; 0) =  (x)
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zu erfüllen. Durch Differentiation der ersten Gleichung k¨onnena und b bis auf Konstanten bestimmt

werden. Daraus folgt die explizite Darstellung des AWPs bei der Wellengleichung,

u(x; t) =
1

2

�
�(x+ t) + �(x� t) +

Z x+t

x�t
 (�) d�

�
: (3.4.11)

Zwei wichtige Eigenschaften k¨onnen an dieser L¨osungsdarstellung abgelesen werden. Erstens zeigt

schon (3.4.10), daß die Eigenschaften der L¨osung vom Startzeitpunkt praktisch unver¨andert fortgepflanzt

werden, zweitens, daß die L¨osung an einem Punkt(x; t) nur von den Startwerten im Intervall[x�t; x+t],
dem sogenannten Abh¨angigkeitsintervall, abh¨angt. Daher pflanzen sich St¨orungen (Spr¨unge, Schockwel-

len) längs derWellenfrontenx� t = const ungedämpft fort. Diese Linien nennt manCharakteristiken.

Die aufgezählten Eigenschaften sollten bei den numerischen Verfahren ber¨ucksichtigt werden. Dies be-

deutet, daß implizite Verfahren (mit großen Schrittweiten) nur angebracht sind, wenn die L¨osung von

Anfang an sehr glatt ist und daß andernfalls bei expliziten Verfahren die diskreten Abh¨angigkeitsgebiete

an die der Dgl angepaßt werden sollten. In folgender Skizze

h

�
t

t

t

t t

�
�

�
��

@
@

@
@@

�
�
�
��

A
A
A
AA

- t

6
x

ist zu erkennen, daß f¨ur � < h die 'diskreten' Charakteristiken (dicke Linien) des Verfahrens (3.4.9) eine

größere Steigung besitzen als die exakten (Steigung�1), Störungen sich in der N¨aherung inx-Richtung

also schneller fortpflanzen als in der Realit¨at. Im Verfahren (3.4.9) ist daher das Schrittweitenverh¨altnis

s = 1 am günstigsten. Bei allgemeinen Dgln (3.4.2) hängen die Charakteristiken von den Koeffizienten

ab, sind im allgemeinen also keine geraden Linien mehr. Hier wird die Diskussion sehr viel schwieriger.
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