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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Nach dem Mooreschen ”Gesetz” verdoppelt sich die Rechenleistung géngiger Computer jeweils
in einem Zeitraum von ca. 18 Monaten. Wegen physikalischer Grenzen konnte diese Regel von
den Produzenten in den letzten Jahren aber nur noch durch die Verwendung mehrerer Prozes-
soren eingehalten werden, die parallel arbeiten. Bei heutigen Arbeitsplatzrechnern ist dabei die
Zahl der Parallelprozessoren (Kerne) noch recht iiberschaubar (dual core, quad-core) bei Super-
computern wird dagegen schon langer eine sehr grofie Anzahl von Prozessoren eingesetzt. Der
Marburger Rechen-Cluster MaRC2 hat z.Z. 5632 Rechnerkerne (88 x 64), die aktuellen Spit-
zenreiter mit einer Rechenleistung im Bereich von 17 PetaFLOPS dagegen ca. 560000 Kerne.

Die Graphik (Quelle: Wikipedia) zeigt den

historischen Zuwachs der Leistungen. An- Rechengeschwindigkeit von Supercomputern
(FL)OPS

trieb fiir den Leistungszuwachs ist der

Wunsch, immer feiner auflosende Modelle 10°
realer Probleme (Klimamodelle, Wettervor- 107
hersage, etc) zu rechnen, d.h. Modelle mit im- "
mer mehr Variablen, um die Qualitdt der Er-
gebnisse zu verbessern. Denn bei vielen Pro-

blemklassen wird die Genauigkeit der Simu-

lation vor allem durch die Zahl der Freiheits- 10° ——
Jahr
1900 1920 1940 1960 1980 2000

grade im Modell bestimmt.

Bei biologischen oder 6konomischen Modellen kann die Zahl der Freiheitsgrade durch die Zahl
der Spezies bzw. Marktteilnehmer bestimmt sein, von der die Genauigkeit irgendwie abhéngt.
Bei einer wichtigen Problemklasse ist dagegen der Zusammenhang zwischen Genauigkeit und
Modellgrofie recht genau bekannt. Partielle Differentialgleichungen, die etwa bei Klimamodellen,
Maschinen-Simulation (Autos), Wetter-Modellen etc. auftreten, beschreiben Losungsfunktionen,
die von bis zu drei Ortsvariablen und der Zeit abhiingen kénnen, also auf einem Gebiet Q C R¢
definiert sind. Zur Approximation kann man das Gebiet durch ein Gitter unterteilen und man
berechnet Losungsnidherungen auf den Gitterpunkten. Nimmt man in jeder Ortsrichtung ca. m €
N Gitterpunkte, dann ist die Genauigkeit typischerweise von der Form ~ m™2. Bei einer feineren
Auflésung (goBeres m) wird der Fehler tatséchlich schnell kleiner. Eine spezielles Beispiel hierfiir
wird in genauer beschrieben. Bei Problemen mit Ortsdimension d = 1 liefert dieses Verfahren
recht einfach gute Ndherungen. Bei hoheren Dimensionen wéchst die Zahl der Gitterpunkte aber
wie n ~ m?. Die folgende Tabelle zeigt daher direkt den Zusammenhang zwischen Modellgrife

2

n und dem Fehler ~ m~2 ~ n=%/¢ bzw. die fiir einen Fehler 10~¢ erforderliche Problemgrofe n:

Gebiet im  R! R? R3
ProblemgréBe n ~ m  m? m?
Fehler ~ n=2 n=1 n=2/3

Fe<107! = n~ 1092 10¢ 109
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Die folgende Graphik veranschaulicht den Zusammenhang n = m¢ fiir m = 4.
4 Gitterpunkte 1D 42 Gitterpunkte 2D 43 Gitterpunkte 3D

Bei Parallel-Rechnern ist Vorsicht bei den Leistungsangaben angebracht. Die Spitzenleistung
(peak performance) ist eine ”Garantie” des Herstellers, dass man diese Leistung nie erreicht,
denn sie addiert einfach alle Einzelleistungen. Ein Grundproblem bei gleichzeitiger Bearbeitung
von Aufgaben ist aber immer der wachsende Abstimmungsaufwand, der der Beschleunigung
entgegensteht. Daher vergleicht man Rechner anhand der tatséchlichen Maximalleistung, welche

durch Benchmarks an wichtigen Einsatzbereichen (z.B. der Linearen Algebra) ermittelt wird.

1.1 Rechner-Aufbau

Von-Neumann-Rechner Ein klassischer Rechner besteht aus einer

zentralen Recheneinheit (CPU = central processing unit) und einem

Speicher, wenn man Ein- und Ausgabe vernachlissigt. In dem Spei- Speicher

cher liegen die zu bearbeitenden Daten, aber auch das verarbeitende

Programm selbst. In der CPU gibt es einen Taktgeber, der die einzel-

nen Verarbeitungsschritte strukturiert. Die CPU kann jeweils nur eine

CPU

Programmanweisung ausfiihren, welche durchaus mehrere Taktzyklen in

Anspruch nehmen kann, aber mindestens einen. Dabei operiert die CPU

mit Daten aus wenigen lokalen Speicherplidtzen (Registern) und dem (Haupt-) Speicher. Der
Zugriff auf den Speicher ist auch getaktet, allerdings mit ldngeren Zugriffszeiten. Da das Signal
die CPU innerhalb eines Takts in ihrer ganzen Ausdehnung erreichen muf, stellt die Lichtge-
schwindigkeit bei gegebener Chipgréfle eine physikalische Schranke fiir die Taktung dar. Bei
gangigen PC-Prozessoren liegt diese jetzt bei ca. 2 GHz, also einer Taktzeit von einer halben
Nanosekunde, was die Leistung eines solchen Rechners auf wenige Giga-FLOPS (FLoating point

Operations Per Second) begrenzt.

Wenn man die beiden Ressourcen Speicher und CPU als gleichwertig ansieht, stellt die CPU
hier eine Engstelle (Flaschenhals) dar, weil sie dauernd aktiv ist, die einzelnen Speicherbereiche
aber eher selten benutzt werden. Die Lasten sind also ungleich verteilt. Weitere Leistungsstei-

gerungen erforderten daher Korrekturen bei Rechnerarchitektur und Algorithmenaufbau.

Parallele Architekturen
Man kann Prozesse dadurch beschleunigen, dass man kritische Aufgaben auf Mehrere verteilt.

Da im Von-Neumann-Rechner die CPU den Flaschenhals bildet, erwartet man daher durch Ver-
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wendung mehrerer Prozessoren ein Beschleunigung. Dabei stellt sich aber gleich die Frage der

Gemeinsamer Speicher Verteilte Speicher Verteilte Systeme
S S S S

Speicher | | | | S S S S

P P P P
P P P P

Netzwerk Netzwerk

Speicherzuordnung. Moderne PCs besitzen einen gemeinsamen Speicher, auf den die Prozesso-
ren, die als Kerne i.d.R. auf einem Chip untergebracht sind (z.B. Quadcore), in Konkurrenz
zugreifen. Hier sind alle Daten fiir alle Prozessoren verfiighar, Koordinationsprobleme beim Da-
tenzugriff 16st eine geeignete, schnelle und teure Hardware. Bei der Entwicklung von Algorithmen
kann man sich auf die Parallelisierung der Operationen konzentrieren. Diesen Maschinentyp be-

zeichnet man auch als Multiprozessor-Systeme.

Bei einer groflen Anzahl von Prozessoren kann man jedem Prozessor einen eigenen Speicher
zuordnen (verteilte Speicher), wie beim Marburger Cluster (MaRC2 besteht genau genommen
aus 88 Knoten mit 4*16 Kernen). Diese Architektur stellt aber hohe Anforderungen an das
verbindende Netzwerk zwischen den Prozessoren. Bei Parallelalgorithmen miissen jetzt nicht
nur die Arbeiten, sondern auch die Daten auf die verschiedenen Prozessoren verteilt werden
und der im Vergleich langsame Datenaustausch (Kommunikation) zwischen den Prozessoren fiir
Zwischenergebnisse ist zu beriicksichtigen. Man bezeichnet diese Architektur auch als Multicom-
puter-Systeme. In der Regel hat man hier auch ein festes Betriebssystem und zueinander sehr

dhnliche Prozessoren, also ein homogenes System.

Eine allgemeinere Variante dieser Architektur wurde durch das Internet interessant, wo man
Rechner von verschiedenen Orten als verteilte Systeme fiir gemeinsame Aufgaben einsetzt (Stich-
wort Grid Computing bzw. Cloud Computing). Hier ist die Kommunikation noch langsamer und
der Einsatz lohnt sich nur dann, wenn viele unabhéngige Teilaufgaben zu bearbeiten sind und
ein recht geringer Anteil der verwendeten Daten ausgetauscht werden muss (z.B. Primzahlsuche,
SETI@home-Projekt). Zusitzliche Komplikationen ergeben sich daraus, dass die Systeme meist
heterogen sind, weil die Rechner verschiedene Betriebssysteme und unterschiedliche Leistungen
haben. Dann ist es nicht immer leicht abzuschéitzen, wie lange die Bearbeitungszeit fiir eine

Teilaufgabe (Task) sein wird. Dies erschwert die Entwicklung von Algorithmen.

Bemerkung: In der Vorlesung wird nur selten auf spezielle Hardwareeigenschaften eingegangen.

Ein Aspekt hat allerdings grundlegende Bedeutung und soll daher hier angesprochen werden.



1 EINLEITUNG 4

Bei heutigen Rechnern ist der Zugriff auf den Speicher wesentlich

langsamer als die Taktung der CPU. Daher miissen die oben ge- Speicher

zeigten Skizzen, etwa bei gemeinsamem Speicher, folgendermafien |

modifiziert werden. Jeder Prozessor P besitzt neben der Rechen- I

einheit R noch einen kleinen Cache-Speicher C, auf den er um C/R

Groflenordnungen schneller zugreifen kann als auf den eigentlichen P

(Haupt-) Speicher. Alle aus dem Hauptspeicher geholten Daten

werden im Cache zwischengespeichert (”cache” vom franzosischen cacher) und koénnen daher
bei spdteren Operationen schnell wiederverwendet werden, solange sie nicht durch neue Daten
verdringt wurden. Mittlerweile ist sogar eine Hierarchie von Caches iiblich. Gerade bei Algo-
rithmen der Linearen Algebra (z.B. Matrix-Vektor-Multiplikation) sieht man daher erhebliche
Effizienzunterschiede je nachdem, ob die Gesamtmenge der bearbeiteten Daten in den Cache
pafit oder nicht. Im ungiinstigen Fall miissen Daten unter zusétzlichem Zeitaufwand mehrfach
nachgeladen werden (cache-fault). Dies sollte man durch Aufteilung der Matrizen bzw. Vektoren

in kleinere Tranchen vermeiden (— §3)).

Zur Erlduterung der typischen Unterschiede zwischen sequentiellen und parallelen Algorith-

men wird folgendes Beispiel behandelt.
Beispiel 1.1.1 (Rekursion parallel)

Eine generelle Schwierigkeit bei der Entwicklung von Algorithmen ist, dass viele der iiblichen
Standardverfahren schrittweise vorgehen und dabei viele Abhéngigkeiten von Zwischenergebnis-
sen existieren. Eine Parallelisierung kann dadurch verhindert werden, dass eine Rechenoperation
das Ergebnis einer direkt davor auszufithrenden verwendet. Ein Paradebeispiel hierfiir ist die li-

neare Rekursion (a;,b; € R) mit 21 := a1 und
r=bxi14+a, 1=2,...,n. (1.1.1)

Fiir b; = 1 wird einfach eine Summe berechnet. Anscheinend ist hier eine Berechnung von z,, erst
dann moglich, wenn z,,_; bekannt ist. Dies wiirde einen Zeitbedarf von n Zeitschritten bedeuten.
Tatsédchlich ist aber eine Berechnung in logy, n Zeitschritten moglich, wenn man n Prozessoren
verwendet. Der Hintergrund dabei ist eine explizite Darstellung der Lésung von . Anhand
der ersten Ergebnisse o = ag + baay1, x3 = a3+ bsas + b3baay, x4 = aq4 + bgas + babsas + bibsbaay

erkennt man die allgemeine Darstellung
k k
T = Z ( H bi)aj. (1.1.2)
j=1 i=j+1
Auf dieser Formel beruht das Verfahren der rekursiven Verdopplung, das jetzt fir n = 8 = 23

vorgefithrt wird. Denn das Ergebnis zg 148t sich in folgender Weise klammern
xg = (ag + bsar) + (bsby)(as + beas) + (bgb7)(b6b5)((a4 + byas) + (bsgbs) (a2 + bgal)). (1.1.3)

Es kann mit p = 7 Prozessoren schon in 3 = log, 8 Schritten berechnet werden unter der verein-

fachenden Annahme, dass pro Schritt eine Multiplikation oder eine axpy-Operation der Form
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y := ax + y durchgefithrt werden kann. Im Computer werden Variablen einfach iiberschrieben,

hier werden Zwischenergebnisse mit Strichen unterschieden:

Start a1, bo,ao, bs,as, by,aq4, bs,as, bg,ag, br,ar, bg,as
1.Schritt | @ := ag + baay, aly := as+ bsas, a:=as+ bsas, aj:= as+ bgar
B, == bybs b, = bgbs b, = bsby (114
2.Schritt aly 1= ajy + bjah, ag = ag + bgag
g 1= by
3.Schritt ag = ag + bgaj

Der Ablauf entspricht also der folgenden Klammerung in ([1.1.3)):

xg = (as + bsar) + bsbr (ag + beas) + bsbr bebs ((as + baag) + babs (az + baay) ) .
NN SO B RN AN 2 Nl AR e Nt

asg b/8 Q/G bg ail bil a/2
N—_——
" /! "
ag by Ay
"
ag

Bei diesem einfachen Beispiel sind schon einige typische Eigenschaften zu erkennen, auf die man

bei Parallelalgorithmen oft stoft:

e die sequentielle Rekursion (1.1.1]) benétigt n— 1 axpy-Operationen, die rekursive Verdopp-
lung dagegen (n — 1)+ (§ — 1) 4+ (§ — 1) + .. = 2n — logy n, also ungefihr doppelt so viele.

Der parallele Algorithmus hat also eine hohere sequentielle Laufzeit als der sequentielle.

e selbst wenn noch mehr Prozessoren vorhanden sind, ist eine weitere Laufzeitverkiirzung
unter O(logy n) kaum zu erreichen, der Algorithmus hat also einen begrenzten Paralleli-

sterungsgrad.

e die 7 bendétigten Prozessoren werden nur im ersten Schritt alle verwendet, im 2. Schritt
sind es nur noch drei, das Endergebnis errechnet nur noch ein einzelner Prozessor. Dies ist

eine ungiinstige Lastverteilung.

Alle diese Punkte treten i.d.R. bei grolen, komplex aufgebauten Problemen auf und verhin-
dern meist, dass man bei Verwendung von p Prozessoren nur das 1/p-fache der urspriinglichen
Laufzeit benttigt. Die in diesem Zusammenhang iiblichen Begriffsbildungen werden im néchsten
Abschnitt §2] besprochen.

Bemerkung: Bei der Darstellung wurde nicht die Kommutativitét der reellen Zahlen ausgenutzt.
Daher ist der Algorithmus auch mit Vektoren a;, z; € R™ und Matrizen b; € R™*™ einsetzbar.
Hier ist der Aufwand fiir (1.1.1)) ca. O(2nm?). Im parallelen Verfahren gibt es die gleiche
Anzahl von axpy-Operationen, aber auch noch ca. n Matrix-Multiplikationen mit einem seq.
Aufwand von je 2m3, zusammen also etwa das (m + 1)-Fache. Allerdings sind jetzt doch mehr
als n — 1 Prozessoren einsetzbar und die parallele Laufzeit kann doch kleiner sein. Parallel-
Algorithmen fiir die Matrix-Multiplikationen werden in §3| behandelt.
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Die Diskussion bestimmter aktueller Rechnerstrukturen steht nicht im Vordergrund der Vor-
lesung, da deren Bedeutung von der Verfiigbarkeit am Ort abhéngt und durch technische Ent-
wicklungen bald wieder iiberholt sein kénnte. Dagegen wird das Hauptgewicht der Vorlesung
darauf liegen, fiir wichtige Problemklassen und Algorithmen die Parallelisierbarkeit auf einigen
typischen (abstrakten) Rechnerstrukturen zu untersuchen bzw. besser parallelisierbare Alterna-

tiven zu diskutieren.

2 Grundbegriffe

Bei Entwurf und Analyse von Parallel-Algorithmen beobachtet man schnell einige grundlegende
Zusammenhinge und neue Schwierigkeiten, die zu speziellen Begriffsbildungen gefiihrt haben.

Diese werden jetzt angesprochen.

2.1 Rechner-Architekturen

Bei Ablauf eines Programms werden verschiedene Operationen mit unterschiedlichen Daten
vorgenommen, bei Parallelverarbeitung sind unterschiedliche Versionen moglich. Je nach Anzahl
der zu jedem Zeitpunkt im Rechner eingesetzten Groflen ist es iiblich, folgende Klassifikation

der Architekturen vorzunehmen (”Single/multiple instruction, single/multiple data”):

Einzel-Daten Datensétze
Gemeinsame Anweisung SISD SIMD
von-Neumann | Vektorrechner, GPU
Beliebige Anweisungen MISD MIMD
77 verteilte Systeme

Verarbeitungsmodi (pro Zeiteinheit)
Dabei erfordert die Art der Unterbringung der Datensétze in der rechten Spalte eigentlich eine
weitere Unterteilung in Rechner mit gemeinsamem oder verteiltem Speicher. Wie erwéhnt ist
der Entwurf von Algorithmen bei gemeinsamem Speicher einfacher. Auf Herstellerseite liegt
die Schwierigkeit in der Entwicklung schneller Schaltwerke fiir den Speicherzugriff bei vielen
Prozessoren (teure Technologie). Rechner mit verteiltem Speicher sind meist kostengiinstiger
herzustellen (Extremfall PC-Netz, Grid), die wesentlichen Schwierigkeiten verlagern sich dann

auf die Programmentwicklung.

2.1.1 SIMD-Rechner

Bei Basis-Algorithmen der Linearen Algebra treten oft gleichartige Operationen mit grofien
Datenmengen auf. Dies rechtfertigt das SIMD-Prinzip, wo jeweils die gleiche Anweisung mit
vielen Daten parallel ausgefiithrt wird, wie es z.B. bei der Addition oder der saxpy-Operation

("skalar a mal x plus y”, a -z + y, a € R) mit Vektoren der Fall ist.
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Frithe Superrechner waren Vektorrechner, deren Geschwindigkeitssteigerung auf dem Flief3-
bandprinzip beruht. Dazu mufl man beriicksichtigen, dass eine (arithmetische) Operation aus
mehreren Teilschritten aufgebaut ist und daher oft mehrere Taktzyklen benétigt.

Fiir die Gleitpunkt-Multiplikation sind diese rechts REAL-Multiplikation

skizziert. Die Idee ist nun, wie beim Produktionsflief3- -
Trennung Mantissen/Exponenten

band (”Pipeline”), bei vielen Datenelementen un- -
R . . N Mult. Mantissen
terschiedliche Teilschritte an unterschiedlichen Or-

Add. Exponenten

ten durchzufithren und die Operanden jeweils wei-
Normalisierung

terzureichen. Nach einer gewissen Anlaufzeit (dem

Vorzeichenbestimmung

Auffiillen des FlieBbandes) bekommt man dann in
jedem Arbeitstakt ein Ergebnis. Bei groflen Vektorldngen fillt die anféingliche Wartezeit nicht
ins Gewicht und die Rechnerleistung betréigt beinahe ein FLOP pro Taktzyklus.

Die Bedeutung von Vektorrechnern ist heute gering, das SIMD-Paradigma hat aber eine ganz
neue Aktualitéit durch die parallele Rechenleistung moderener Graphikprozessoren (GPUs) ge-
wonnen. Diese sind hoch spezialisiert auf die Implementierung von Graphik-Algorithmen bei 3D-
Szenen (Rendering, Anti-Aliasing, Objekt-Sichtbarkeit, etc.), welche sehr stark parallelisierbar
sind. Im Vergleich zur CPU besitzen die Graphikprozessoren einen geringen Funktionsumfang
und wenig Cache-Speicher, durch Parallelverarbeitung (< 1000 Kerne) aber eine vielfach hohere
Rechenleistung (z.Z. 1 TFLOPS bei doppelter Genauigkeit). Daher werden Graphikprozessoren
mittlerweile auch massiv fiir numerische Berechnungen eingesetzt (GPGPU=General Purpose

Computation on Graphics Processing Unit) und sogar beim Bau von Supercomputern verwendet.

2.1.2 MIMD-Rechner mit gemeinsamem Speicher

Aus Sicht eines Programmierers sind Rechner mit gemeinsamem Speicher einfacher und im
Einsatz auch flexibler. Da Programme und Daten nur einmal vorhanden sind und alle darauf
zugreifen konnen, mufl man sich nur um Parallelisierung der Operationen kiimmern. Konkur-
rierende Schreibzugriffe regelt eine Schaltung in der Hardware. Auflerdem kann das System an-
stehende Teilaufgaben (Tasks) sofort an unbeschiftigte Prozessoren vergeben. Das erlaubt auch
die Verwendung einfacher, maschinenunabhéngiger Programmiermodelle wie OpenMP. OpenMP
stellt eine einfache Erweiterung von Standard-Programmiersprachen wie Fortran oder C++ dar,
wo Nutzerkommentare als Anweisungen zur Parallelisierung interpretiert werden. So kann z.B.
durch eine SOMP DO - SOMP END DO Klammer um eine Programmschleife bestimmt wer-
den, dass die einzelnen Schleifendurchliufe auf die vorhandenen Prozessoren verteilt werden.

Das Programm [48t sich aber genauso auch auf Einfach-Prozessoren ausfiihren.

2.1.3 MIMD-Rechner mit verteiltem Speicher

Bei modernen, verteilten Rechnern mit einigen Prozessoren verbindet man diese gerne durch

ein schnelles Netzwerk, das unabhéngig von den Prozessoren arbeitet (DMA-Controller), und in
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dem die Vermittlung duch einen zentralen Switch vorgenommen wird. Das Netz hat dann eine
Sternstruktur und seine Leistung und Verfiigbarkeit hingt von dem einen Switch ab. Dies ist so
beim MaRC. Bei élteren Parallelrechnern waren Prozessoren direkter miteinander verbunden mit
einer gewéhlten Netz-Topologie. Wichtige Beispiele werden jetzt behandelt. Bei groflen modernen

Rechnern mit mehreren Switches kann man dies auf deren Verbindungstopologie beziehen.

vollstindig vernetzt Ring Gitter/Torus

Die vollstidndige paarweise Verbindung benétigt p(p — 1)/2 Leitungen und ist bei gréfieren Pro-
zessorzahlen p unpraktikabel. In den einfachsten Modellen, Ring und 2D-Gitter, dagegen hat
jeder Prozessor jeweils nur zwei bzw. vier direkte Nachbarn und Verbindungen. Beim Torus sind
die duBersten Prozessoren zusétzlich mit denen auf der anderen Seite verbunden (durch Bogen
angedeutet). Der grofite Abstand zweier Prozessoren ist allerdings p/2 beim Ring und ca. 2,/p
beim Gitter bzw. ,/p beim Torus. Einen attraktiven Kompromiss zwischen beiden Extremen
mit sehr flexibler Struktur stellt der Hyperwiirfel (Hypercube) mit p = 2¢ Ecken dar. Jeder
Prozessor hat d = log, p Verbindungen, die grofite Entfernung hat den gleichen Wert.

Hyperwiirfel, p = 23

Farbig sind mogliche Adressen der Knoten angedeutet. Jeder Knoten hat d Nachbarn, deren
Adresse sich um genau ein Bit von seiner eigenen unterscheidet. Insbesondere kénnen in den
Hyperwiirfel auch Ring, Gitter und Torus eingebettet werden. Zur Simulation realistischer phy-
sikalischer Modelle ist bei aktuellen Hochleistungsrechnern das Netz oft ein 3D-Torus. Einer der

fritheren Spitzenreiter besafl diese Netztopologie.

Die Programmierung von Algorithmen bei Multicomputersystemen ist noch viel schwieri-
ger als bei Multiprozessorsystemen, da Aufgaben und Daten verteilt werden miissen und neue
Fehlerquellen auftreten kénnen, welche im néichsten Abschnitt angesprochen werden. Zur

Unterstiitzung der Programmentwicklung gibt es verschiedene Software. Sehr verbreitet ist das
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Message Passing Interface MPI, das Programme weitgehend von der verwendeten Hardware

unabhéngig macht.

2.1.4 Cache-Hierarchien

Bei modernen Rechnern gibt es einen weiteren Aspekt, der entscheiden-

den Einfluf} auf die Laufzeiten von Algorithmen hat. Das ist der technisch Speicher
bedingte langsame Zugriff auf den groflen Hauptspeicher. Dieses Problem .
wird von Prozessorherstellern durch Einbau eines schnellen Cache auf :
dem Prozessorchip selber abgemildert. Wenn der Prozessor eine einzelne @(E‘
Zahl aus dem Speicher lesen oder dorthin schreiben will, dann geht die

Anforderung zunéchst an den Cache. Dessen Controller priift v.a. beim

Lesen durch schnellen Adreflabgleich, ob die Zahl dort vorhanden ist Proz.
(Cache-Treffer, cache hit) oder nicht (Cache-Fehler cache fault). Bei einem Treffer erhilt der

Prozessor diese Zahl und kann sie verarbeiten. Bei einem Fehlzugriff 14dt der Cache-Controler
die Zahl aus dem Hauptspeicher nach (und verdringt dort andere Daten). Der Prozessor muss so
lange mit der Arbeit warten oder andere Arbeiten vorziehen, sofern diese unabhéingig von dem
Ergebnis sind. Ein Aspekt hat dabei eine entscheidende Bedeutung fiir die Effizienz von Algorith-
men. Beim Laden aus dem Hauptspeicher werden nicht einzelne Worte bzw. Zahlen transportiert,
sondern groflere Speicherblocke (cache lines). Dies ist im Diagramm durch die unterschiedliche
Grofle der Punkte angedeutet. Ein Programm lduft daher schneller, wenn es nahe beieinander
gespeicherte Zahlen verarbeitet, die innerhalb der geladenen Cacheblécke liegen, als wenn es weit
verstreute Daten verkniipft, deren Verwendung zu vielen Cache-Fehlern fithrt. Diesen Aspekt
mufl man gerade bei Algorithmen der linearen Algebra beriicksichtigen, da die Reihenfolge der
Bearbeitung bei Matrix-Vektor- oder Matrix-Matrix-Operationen sehr unterschiedlich wéhlbar
ist und Summen beliebig umgeordnet werden kénnen. Eine Standard-Mafinahme zur Beriicksich-
tigung von Cache-Groflen ist hier die Blockbildung, wobei man beteiligte Matrizen in kleinere

Blocke unterteilt, die als Ganzes in den Cache passen.

Aus Kostengriinden werden oft sogar zwei oder drei Ebenen von Caches wachsender Grofie
eingesetzt. Vereinfachend kann man bei Multicomputern auch den privaten Speicher des Pro-
zessors als einen Cache betrachten, der dem nur virtuell vorhandenen Gesamtspeicher des Rech-
nersystems vorgeschaltet ist. Daher &hneln sich die Mafinahmen (Blockbildung) bei der Beriick-
sichtigung von Cache und Rechnerstruktur, vgl.§3.2

2.2 Bausteine fiir Parallel-Algorithmen

Bei der Diskussion von Parallel-Algorithmen kommt man frith auf Fragen, die zunéchst einmal
unabhéngig von der konkreten Rechnerstruktur sind. Einige der dazu gehorigen Begriffe werden
jetzt besprochen. Das Hauptinteresse bei parallelen Algorithmen gilt naturgeméifl der Laufzeit

bzw. Komplexitidt in Abhéngigkeit von einer Problemgrofie n (Anzahl der Eingabedaten bzw.
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Variablen). Bei Parallelrechnern ist als zusétzlicher Parameter die Prozessoranzahl p zu bertick-
sichtigen. Daher wird mit
Tp(n)

die Laufzeit eines Algorithmus mit n Variablen auf p Prozessoren bezeichnet. Zur Analyse be-
trachtet man zunéchst nur die Operationszyklen unter Vernachlissigung der Kommunikation
und interessiert sich meist fiir asymptotische Aussagen mit n — oco. Bei allgemeiner Prozesso-
ranzahl p hingt das Ergebnis i.a. von der Relation n/p ab. Bei der linearen Rekursion
und dem Spezialfall der Summation (b; = 1) etwa konnen fiir p < n jeweils Teile der Lénge n/p
auf den Einzelprozessoren normal berechnet, und dann durch rekursive Verdopplung zusammen-
gefiigt werden. Daher gilt fiir die Laufzeit dieses Algorithmus (und vieler anderer) eine Schranke
der Form

T,(n) = g + log, p. (2.2.1)

Das Hauptinteresse bei Parallelverarbeitung gilt natiirlich dem Effizienzzuwachs im Vergleich
zur sequentiellen Laufzeit T7(n). Grundlegende Begriffe wie dieser werden jetzt der Reihe nach
behandelt.

Speed-up ist das Laufzeitverhéltnis im Vergleich von sequentieller und paralleler Bearbeitung

(2.2.2)

Im Beispiel (2.2.1) hat dieses die Form

n p
Sp(n) = =
P T +logop 14 L()f?p

und man sieht, dass das Verhéltnis fiir n > p tatsichlich dem Wert p nahe kommt.
Dieser Grenziibergang fiir n — oo (n > p) wird als Schwerlastwert bezeichnet. Ist die
Anzahl der Prozessoren dagegen nahe bei n = p, sinkt der Wert ab auf p/log, p, da in den

letzten Schritten von (|1.1.4) nur wenige Prozessoren arbeiten. Dies ist das Problem der
— Lastverteilung.

Effizienz Skaliert man den Speed-up mit seinem Maximalwert bekommt man die Effizienz
Syn) _ Tun)
p pTp(n)

Fiir beliebiges p liegt dieser Wert zwischen null und eins.

Ey(n) =

Lastverteilung (load balance) Die maximale Leistung wird natiirlich nur erreicht, wenn alle
Prozessoren gleichzeitig arbeiten. Dies sollte schon Ziel beim Verfahrensentwurf sein, kann
aber u.U. auch durch dynamische Verteilung von Aufgaben auf gerade freie Prozessoren
erreicht werden. Bei Multicomputer-Systemen ist das aber nicht ohne Weiteres moglich,
wenn der freie Prozessor die benétigten Daten nicht besitzt. Bei Multiprozessor-Systemen
erfordert die Umverteilung einen geringen Zusatzaufwand, der gegen die Einsparung auf-

zurechnen ist. Dies hidngt ab von der
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Granularitit Dieser Begriff beschreibt die Ebene, auf der die Parallelisierung eines bestimm-
ten Algorithmus ansetzt, durch die Gréfle der parallel verarbeiteten Teilaufgaben (Tasks).
Bei Multiprozessoren kann man sehr feinkérnig parallelisieren bis auf die Ebene einzelner
arithmetischer Operationen. Bei verteilten Systemen ist wegen der anfallenden Kommuni-
kationskosten eine dynamische Aufgabenverteilung nur in grofieren Blocken sinnvoll. Bei
der rekursiven Verdopplung war die Parallelisierungsebene eine axpy-Operation und
daher feinkornig. Bei Matrix-Vektor-Rekursionen x; := B;x;—1 + a; mit x;,a; € R™ fallen
aber grobkornigere Teilaufgaben an, ndmlich Matrix-Vektor-Multiplikationen Bz + a mit
O(m?) Operationen, sowie Matrix-Matrix-Multiplikationen B- B mit O(m?3) Operationen,
welche aber bei p > n Prozessoren weiter parallelisiert werden konnen (— . Auch bei
der Ausfithrung von Algorithmen im Rechner ist zu beachten, dass die Erzeugung und

Beendung unabhéngiger Teilaufgaben geringe Kosten verursacht.

Skalierbarkeit eines Algorithmus. Eine gute Skalierbarkeit bedeutet, dass das Verfahren bei
sehr unterschiedlichen Prozessorzahlen gut funktioniert. Sie héngt zusammen mit der Gra-
nularitéit. Eine sehr feinkornige Aufgabe (z.B. Vektor-Addition) mit grofien Datenmengen

skaliert natiirlich gut.

Abhéngigkeiten konnen zwischen verschiedenen Daten oder Aufgaben (Tasks) eines Algorith-
mus bestehen. Dies ist der Fall, wenn ein bestimmtes Ergebnis nicht ohne ein anderes be-
rechnet werden kann, oder eine Aufgabe unbedingt nach einer anderen ausgefiihrt werden
muf} (Streichen nach dem Tapezieren). Die frithere Aufgabe blockiert die Ausfithrung der
spateren. Im Beispiel der Rekursion wurden die blockierenden Datenabhéngigkeiten

zwischen den z; durch Ubergang zu einem anderen Algorithmus aufgelost.

Synchronisation Daten- oder Aufgaben-Abhéngigkeiten verhindern, dass ein Algorithmus in
beliebig viele unabhéngige Teilaufgaben zerlegt wird. Soll ein Prozessor ein fremdes Ergeb-
nis verwenden, dann muf} er natiirlich warten, bis dieses tatsédchlich zur Verfiigung steht,
seine Tétigkeit mufl also mit der des anderen Prozessors synchronisiert werden. Dabei
ist wie zuvor zwischen Ablauf- und Zugriffskontrolle zu unterscheiden. Je nach Art der

Speicheraufteilung konnen dazu unterschiedliche Methoden verwendet werden.

Der Stellenwert dieser Begriffsbildungen wird anhand einer einfachen Uberlegung klar, die zeigt,
dass man bei Effizienzbetrachtungen immer den gesamten Prozess beachten mufl und punktuelle
Beschleunigungen von Teilalgorithmen einen nur geringen Effekt haben. Das Ergebnis ist das
Gesetz von Amdahl. Man betrachtet dazu den realistischen Fall, dass in einem Algorithmus
mit sequentieller Laufzeit 77 = 1 (0BdA) nur ein Anteil z, 0 < z < 1, der Operationen parallel
mit p-facher Rechenleistung durchgefiihrt werden kann (Beispiel ”Flug Frankfurt-Berlin” mit
Anfahrt, Flug, Abfahrt; Flug beschleunigen?). Die Laufzeit des Algorithmus ist also Tp,(x) =
% + I_Tx =1—z(1- %) Dies ergibt einen Wert von Speed-up bzw. Effizienz mit

Ty 1 1

@) = T isaasim YT iAoy

(2.2.3)
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Fiir alle Prozessoranzahlen gilt daher die Schran-
ke Sp(z) < 1 und fiir groBe p sogar Ep(z) — 0
(p — o0). Fiir p > 1 hat der gezeigte Graph von
E, rechts eine steile Tangente, F (1) = p — 1.
Daher erreicht man die Spitzenbeschleunigung
Sp = p anndhernd nur bei sehr hohen Parallelisie-
rungsgraden. Tatséchlich bekommt man den hal-
ben Spitzenwert S(zy) = £5(1) = &, E,(25) = 3 7
erst beim Anteil

p—2 1

R A . ]
’:L'h p—l p—l 0z

Bei p = 101 verliert man selbst bei einem Paral-

T T T T 1
[t} 0z 0.4 0gé 0g 1
x

lelisierungsgrad von 99% schon 50% der Spitzen-
leistung! Effizienz fiir p = 4 (griin), p = 64 (rot).

2.2.1 Kommunikation

Wenn Aufgaben in unabhéingige Teilaufgaben zerlegt werden koénnen, erfordert die Losung in
der Regel eine Kooperation der beteiligten Prozesse, sie miissen miteinander kommunizieren.
Bei Multiprozessorsystemen lauft die Kommunikation iiber gemeinsame Variable bzw. Da-
tenbereiche. In parallelen Programmiersprachen kann man Variable daher entweder als private
oder gemeinsame (shared) deklarieren. Bei gemeinsamen Variablen mufl man jetzt aber beim
Schreibzugriff fiir eine Synchronisation der Zugriffe sorgen, damit man nicht bei wechselndem
Zeitbedarf der einzelnen Teilaufgaben (die von Zufélligkeiten abhéngen kénnen) unterschiedliche
Ergebnisse bekommt. Ein solches nichtdeterministisches Verhalten nennt man zeitkritisch (race

conditions). Es gibt verschiedene Mainahmen zur Ablauf-Synchronisation.

Kritische Bereiche kénnen durch eine spezielle Sperrvariable oder Semaphor geschiitzt wer-
den. Voraussetzung fiir die Synchronisation ist, dass jeder Prozessor, der einen kritischen Bereich
benutzen will, zunéichst ein Unterprogramm lock(s) mit dem Semaphor s aufruft, das ihm nur
dann den Zugang zum Bereich gestattet, wenn kein anderer Prozessor darauf zugreift. Erst
dann kann er den kritischen Bereich nutzen und mufl ihn danach wieder freigeben mit Hilfe
eines Aufrufs unlock(s). Mit einer booleschen Variable s als Semaphor kann die Mafinahme

folgendermaflen umgesetzt werden:

while (lock(5)){ } //*warte
{ kritischer Abschnitt, Datenédnderung }
unlock(S);

Voraussetzung fiir die Wirkungsweise ist aber erstens, dass sich jeder Prozess an den Ablauf hélt
und dass auflerdem der Aufruf von lock eine unteilbare Basisoperation darstellt, die nur von

einem Prozessor gleichzeitig ausgefithrt werden kann. Im Java-Code
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boolean lock (boolean S)

{ boolean merke = S; S = true; return merke; }

muf} das Betriebssystem sicherstellen, dass die 3 Anweisungen nur als Einheit ausgefithrt werden
und fiir S = false nicht gleichzeitig 2 Prozessoren eine fehlende Blockade feststellen und danach

S = true setzen und fortfahren.

Eine andere Methode der Ablaufsynchronisation ist eine Barriere im Programm, an der je-
der Prozess solange blockiert wird, bis der letzte dort angekommen ist. Damit kann man z.B. die
vollsténdige Bearbeitung von Daten vor ihrer Weiterverwendung sicherstellen. Die Barriere ist
vor allem bei statischer Aufgabenverteilung (d.h. einer bei Kompilierung bekannten) mit gleich
groflen Teilaufgaben niitzlich. Ein typisches Beispiel ist eine parallel ausfithrbare Laufanweisung
(z.B. bei Vektoraddition). Hier ist das Schleifenende eine Barriere, die sicherstellt, dass die Vek-
torsumme vollstéandig berechnet wurde. Diese Konstruktion kann bei ungiinstiger Lastverteilung

aber die Leistung beeintréichtigen, da alle Prozesse auf den langsamsten warten miissen.

Bei Multicomputern mit verteiltem Speicher ist die Kommunikation iiber das Netzwerk
schon ein grundlegender Bestandteil des Systems, Zugriffe auf fremde Daten kénnen nur {iber
einen Nachrichtenaustausch iiber das Verbindungsnetzwerk erfolgen. Auf Programmebene wer-

den daher zumindest zwei elementare Zusatzoperationen benétigt,

sende(p,x); empfange(p,x);

Dabei schickt sende(p,x) das Datenpaket x an den Prozessor mit der Nummer p und bei
empfange (p,x) wartet der ausfithrende Prozess auf das Eintreffen des Datenpakets x vom Pro-
zessor p. Die Abwicklung wird hier nicht genauer spezifiziert, da sie stark vom konkreten Rechner-
modell abhiingt. Auch die Kosten der Ubermittlung lassen sich schlecht allgemein beschreiben.
Als einfache Vorstellung kann man aber eine affin lineare Abhéngigkeit a + bG + cE von der
Grofle G des Datenpakets und der Prozessorentfernung E im Netzwerk annehmen. Der feste
Anteil a beschreibt den Verwaltungsaufwand fiir die Kommunikation. Alle diese Zeitkonstan-
ten liegen i.d.R. weit {iber denen innerhalb von Prozessoren. Bei wichtigen Basisalgorithmen
kann eine einfachere Kommunikation mit direkten Nachbarn im Netz ausreichen. Die Nach-
richteniibermittlung stellt natiirlich auch automatisch eine Ablauf-Synchronisation her, da eine
Nachricht nicht empfangen werden kann, bevor sie gesendet wurde. Die Warteschleife im oben

beschriebenen lock-Kommando wird durch das Warten bei empfange ersetzt.

Der Algorithmen-Entwurf fiir Multicomputer ist offensichtlich schwieriger als bei Multiprozes-
soren, da auch die Aufteilung der Daten auf Prozessoren, also die Datenstrukturen anzupassen

sind. Denn diese haben einen wesentlichen Einflufl auf den Kommunikationsaufwand.
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3 Basis-Algorithmen der Linearen Algebra

Fin wesentliches Hindernis fiir die parallele Ausfithrung von Teilen eines Algorithmus sind
Abhdingigkeiten zwischen den verwendeten Daten. Numerische Algorithmen werden oft in ite-
rativer und sequentieller Formulierung formuliert. Das einfachste Beispiel ist die Berechnung
der Summe s :=>_" | a; durch die Rekursion

double s = a[l];

for (i=2..n){s=s+ali; }
Diese Darstellung suggeriert falschlicherweise, dass nur die sequentielle Berechnung in Frage
kommt. Im Bsp wurde aber gezeigt, dass sogar fiir die allgemeinere Form der linearen Re-

kursion eine parallele Berechnung moglich ist, welche sich bei der Summe durch die Klammerung
(... ((a1 +a2) + (a3 + a4)) + ((a5s +ag) +...)

veranschaulichen ldsst. Die Datenabhéngigkeit der Zwischenergebnisse in s war also nicht schon
im Problem vorhanden, sondern wurde erst im speziellen Algorithmus iiber die Hilfsvariable s

eingefiihrt.

Um bei anderen Problemen Ansatzpunkte fiir die Parallelisierung zu finden, ist es daher
wesentlich, sich von konkreten Algorithmen zu l6sen und {ibergeordnete Strukturen zu erken-
nen. Bei einigen aufwéndigen, aber einfachen Basis-Operationen wie Vektor-Produkt, Matrix-
Vektor- und Matrix-Matrix-Multiplikation werden im Folgenden naheliegende Ansitze zur Par-
allelisierung diskutiert. Zunéchst wird aber eines der wichtigsten Standardverfahren betrachtet,
welches nicht ganz offensichtlich parallelisierbar ist, ndmlich den Gauf-Algorithmus fiir lineare
Gleichungssysteme. Denn hier kann man sehen, dass die in den Grundvorlesungen behandelte
Standardversion nur eine von vielen mdoglichen ist, welche unterschiedliche Eigenschaften auf-

weisen.

3.1 Verschiedene Formulierungen des Gauf3-Algorithmus

Zunichst geht es in diesem Abschnitt darum, wichtige Varianten der Gauf}-Elimination zu disku-
tieren, um alle Alternativen zu kennen. Die Umsetzung auf verschiedenen Parallel-Architekturen
wird spéter in §4] behandelt.

3.1.1 Auflésung von Dreiecksystemen

Das Endergebnis der GauB-Elimination ist die Zerlegung der gegebenen Matrix A = LR in das
Produkt einer unteren Dreieckmatrix L mit Einsen in der Hauptdiagonale und einer oberen
Dreieckmatrix R. Die Tatsache, dass dabei elementare Zeilenoperationen eingesetzt werden,

tritt aber jetzt in den Hintergrund. Die Auflésung des Systems Ax = b erfolgt iiber die beiden
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Dreiecksysteme Ly = b und Rx = y. Zunéchst wird das erste System Ly = b betrachtet

Y1 = b
loiy1 +y2 = b
lnlyl +ln2y2 T +yn - bn

Seine Losung kann in sequentieller Weise durch die Rekursion

i—1
Y; 1= bi_zlijyjy iZl,...,TL, (3.1.1)
j=1
erfolgen. In Form eines Programmteils heift das
for (i =1..n) {
yli] = o[z);

for (j = 1..i = 1) { yli] = yli] = U][j] = yl5]; }
}
Die Summation in der j-Schleife wird dabei i.a. in einer Hilfsvariablen durchgefithrt. Ahnlich
wie bei der einfachen linearen Rekursion erscheint eine Parallelisierung auf den ersten Blick
unwahrscheinlich. Ein halbherziger Ansatz wére die Berechnung der Summe in durch die
rekursive Verdopplung. Dagegen fiihrt eine einfache Vertauschung der beiden Laufanweisungen

(und das Uberschreiben von b durch y) auf folgenden iibersichtlichen Algorithmus

for (j=1.n—-1){
for (i =74 1..n) { bli] = b[i] — U[4][4] = b[j]; } (3.1.2)
}
In dieser Version sind die Operationen in der ¢-Schleife unabhéngig voneinander und kénnen
daher parallel ausgefiihrt werden. Diese zweite Zeile in hat die Struktur einer saxpy-
Operation y := az +y (skalar-a = plus y) mit Skalar a = b; und Vektoren y = (bji1,...,bn)7,
= (lj+14,---,1ln;)7, die allerdings fiir wachsendes j immer kiirzer werden. Bei Verwendung

von O(n) Prozessoren ist daher die Lastverteilung nicht optimal.

3.1.2 Erzeugung der LR-Zerlegung

Die Elimination zur Erzeugung der oberen Dreieckform im Gauf-Algorithmus kann man kom-

pakt (mit Uberschreiben der Matrixelemente a;; von A) in der folgenden Form beschreiben,

Ak Qs
{aij = ajj — Z“k:% i,j:k:+1,...,n,} k=1,...,n—1. (3.1.3)

Dabei wurde natiirlich voraussgesetzt, dass die auftretenden Pivotelemente ag, = ag}? geniigend

grof sind. Das Element l;;, = a;x/akr des Dreieckfaktors L wird iiblicherweise unter der Haupt-

diagonalen an der Stelle von a;, abgespeichert. Dann lautet die Anweisung in (3.1.3]) einfach

Gjj = Gjj — QikQkj
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und wird durch 3 Schleifen mit den Indizes ¢, j, k gesteuert. Es ist eine wichtige Erkenntnis, dass
man bei der Abfolge der Anweisungen wesentlich mehr Méglichkeiten hat, als man zunéchst ver-
mutet. Es hat sich dabei eingebiirgert, die Varianten des Gau-Algorithmus durch die Reihen-
folge der Schleifen zu charakterisieren. So wird die Variante (ohne Hilfsvariable) realisiert

durch folgende Anweisungen.

KIJ-GauB: for (k=1..n—1){
for (i = k+1..n) { ali][k] = a[i][k]/a[k][k]; }
for (i=k+1..n){
for (j=k+1..n)
{ ali][j] = ali]lj] — ali][k] * alk][j]; }
3
Die Divisionen in der i-Schleife wurde hier aus der 7, j-Doppelschleife herausgezogen. So ist wie in
(13.1.3) erkennbar, dass alle Anweisungen dieser Doppelschleife parallel durchfiithrbar sind. Dies
erkennt man noch besser, wenn man einen Schritt der &ufleren k-Schleife in Matrixschreibweise
betrachtet. Mit s := (0, ..,0, ag41k, -, ank)’ und z := (0, ..,0, a k11, .., agn) lautet dieser Schritt
in So:

A:=A- (Cllkk s) 2T, (3.1.4)

die Anderung der aktuellen Teilmatrix entspricht also einer Rang-1-Korrektur (dueres Vektor-

produkt). Die Elemente kénnen bei diesem Schritt in beliebiger Reihenfolge bestimmt werden.

Daher kann man analog zur Auflésung von Dreiecksystemen andere Varianten nach Vertau-
schung der Schleifenreihenfolge betrachten. Beim Gauf}-Algorithmus konnen offensicht-
lich die - und j-Schleifen vertauscht werden (— KJI-Variante). Grofiere Umformungen erfordern
jedoch weitergehende Uberlegungen. Endergebnis des GauB-Algorithmus ist die LR-Zerlegung
A = LR. Dadurch berechnet man tatséchlich die Losung des Gleichungssystems

min{s,j}

Qi5 = Z likrkj, (3.1.5)

k=1
in das die Dreieckstruktur von L und R eingeht. Die Reihenfolge, in der man nach den Un-
bekannten l;;,¢ > k, und ry;, k < j, 1a8t sich aber in grofem Umfang variieren. Ublicherweise
iberschreibt man die Elemente a;; dabei durch die genannten Werte. Fiir j > 4, z. B., kann man
aus der Bedingung a;; = r;; +Z§;11 likrg; nur dann r;; bestimmen, wenn alle Werte l;1,...,[; ;-1

und 79, ...,7;—1; schon bekannt sind. Eine Variante ist die spaltenweise Berechnung:

1r

] 2r

JIK-Gauf: for (j=1..n){
i1

) . 11

fOI" (’L =1 ..]) { aij = aij — E aikakj; }

k=1 21 ||

j—1

for i=7+1..n) { aij = (aij — > aixarj)/aj;; } B

=1 —
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Dabei werden in der 2. Zeile zunichst die Elemente r;; berechnet, in der 3.Zeile dann die [;;.
Der Ablauf ist im Diagramm angedeutet. Verlegt man die Division durch a;; in eine getrenn-
te Schleife, kann man sogar beide i-Schleifen zu einer einzigen zusammenfassen, die dann von
1...n durchlduft. Weitere Vorteile der spaltenweisen Bearbeitung hingen ab vom verwende-
ten Compiler. Bei FORTRAN werden zweidimensionale Felder spaltenweise gespeichert. Daher
liegen die Elemente einer Spalte in aufeinander folgenden Speicheradressen und kénnen daher
schneller angesprochen werden. Ein moderner Aspekt ist hier, dass sie dann auch zusammen im
Cache gehalten und mglw weniger oft geladen werden. Bei normalen Rechnern hat das Verfah-
ren in dieser Form den weiteren Vorteil, dass man die Summen leicht mit doppelter Genauigkeit
berechnen kann (— Verfahren von Crout). Allerdings li8t sich gerade diese Summenbildung

schlecht parallelisieren.

Analog zu (3.1.2)) kann man die Summen aber auch spaltenweise bilden. Dies fiithrt sogar auf
ein verbliiffend einfaches Verfahren. Dazu betrachtet man im j-ten Schritt der JIK-Variante die
j-te Spalte der beiden vereinigten Matrizen der LR-Zerlegung und betrachtet zur Verdeutlichung

deren gesamte j-te Spalte vor der Division, d.h.

— ) T e . NI
Y= (T155 s Tjjs Lj+1,47555 -0 InjTj5) " -

Dann sieht man, dass man ohne Division in diesem Schritt die Losung des Dreiecksystems

U1 = aiy
a21Y1 +y2 = agj
aj1yr  tajeye - t+aji1yi-1 ty; = ajj
an1y1r  +an2y2 - tani-1yi—1 0 o Fyn = ap;

berechnet. Die Koeffizienten a;; dieses Systems auf der linken Seite sind dabei schon die Werte
aus den ersten j — 1 Spalten der LR-Zerlegung, wihrend rechts tatséchlich die j-te Spalte der
Ausgangsmatrix A steht. Die Auflésung dieses Dreiecksystems in der Form (3.1.2)) ergibt die

letzte Variante, den

JKI-GauB: for (j =1..n) {

for (k=1..7—1){

for (i = k+1..n) { ali][j] = ali][j] — ali][k] = a[k][j]; }
}
for (i = j+1..n) { ali][j] = ali][j]/al5][j]; }
}
Es wurden hier die drei Varianten, KIJ, JIK und JKI, des Gauf-Algorithmus besprochen,

die alle das gleiche Ergebnis, die LR-Zerlegung liefern. Allerdings wurde auch schon angemerkt,
dass die Varianten je nach verwendetem System (Compiler und Hardware) unterschiedlich effi-

zient sein konnen. Dies gilt insbesonder im Hinblick auf Parallel-Verarbeitung und wir werden
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uns spéter tatséchlich mit der Durchfithrung auf verschiedenen Rechnertypen beschéftigen. Ent-
scheidend sind dabei unterschiedliche Charakteristiken bei Anzahl und Verteilung der parallel

durchfiihrbaren Operationen, aber auch die Verteilung der Daten bei Multicomputern.

3.2 Matrix-Vektor-Multiplikation

Einfachere Verfahren als der Gauf3- Algorithmus sind die Standardoperationen wie Matrix-Vektor-
Multiplikation. Da diese in Algorithmen oft als Teilschritt auftritt und das Ergebnis dann weiter
verarbeitet wird, betrachtet man meist die gaxpy-Operation z := Ax +y (Grofi-A z plus y), die
jetzt behandelt wird. Auch die inneren Schleifen bei den vektororientierten Varianten und
dem JKI-Gaufl dhneln der entsprechenden Variante der gaxpy-Operation. Zunéchst kann man
sich abstrakt tiberlegen, wie die minimalen Laufzeiten bei Nutzung (beliebig) vieler Prozessoren
aussehen. Da bei einer m x n-Matrix A die m Ergebniskomponenten unabhéingig voneinander
sind und die zeilenweisen Summen mit n Prozessoren in O(logn) Schritten gebildet werden

konnen hat man folgende Aussagen

Prozessoren ‘ 1 m  O(mn)

: (3.2.1)
Laufzeit ‘O(mn) O(n) O(logn)

Bei groflen Matrizen und Multiprozessor-Systemen mit p < n ist die Parallelisierung durch eine
geeignete Unterteilung der Matrix recht einfach durchzufiithren. Bei Multicomputern ist fiir grofe

Matrizen dagegen auch die Aufteilung auf die Prozessoren entscheidend.

3.2.1 Gaxpy bei gemeinsamem Speicher

Fiir Prozessoranzahlen p < n werden bei einer n x n-Matrix A nur zwei einfache Partitionierun-
gen betrachtet, eine zeilen- und eine spaltenorientierte. Andere Varianten, wie Blockzerlegungen
werden zuriickgestellt. Zur Vereinfachung sei n = pr, r € N. Dann 148t sich die Anweisung

z := Ax + y zeilenweise zerlegen in der Form
21 Y1 Ay
=11+ | (3.2.2)
“p Yp Ap
mit Teilvektoren z;,y; € R" und A; € R™*". Falls p kein Teiler von n ist, wird fiir einige Teilvek-
toren und -Matrizen die Dimension um eins vergroflert. Fiir eine kompakte Formulierung von

Blockoperationen wird die Bezeichnung x[i .. j] fiir den Teilvektor mit den Indizes von i bis j > i
einschliefllich eingefiihrt. Dann kann man die Operation (3.2.2)) durch die Anweisung

for (j=1..n){
Zl+ (G —=Dr.grj=z[14+G —1r.jr]+ A1+ (G — Dr..jr][l..n]xz[1..n]; }

umsetzen. Diese stellt ein vollstéindig parallelisierbares Verfahren dar, denn es gibt keine Schreib-
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konflikte bei z, nur x wird von allen Prozessoren gleichzeitig gelesen (Zeitbedarf fiir Mehrfach-

kopien?).

Wenn eine spaltenweise Zerlegung der Matrix A gewiinscht ist (evtl. aus iibergeordneten

Griinden), hat die gaxpy-Operation die Darstellung
zi=y+ Az + ...+ Apxy.

Bei einer Zerlegung von A (spaltenweise) und x in gleichgroe Teile kénnen die Teilprodukte
wieder parallel berechnet werden, zur Summenbildung kénnte man Kaskadensummation einset-
zen. Da aber die Summation der p Summanden in einen grofleren Rahmen stattfindet, kann
man die Kollision bei der Summation auch durch eine ungleichférmige Zerlegung von A vermei-
den. Dazu sei jetzt A; eine n x nj;-Matrix. Dann kann man die Wartezeiten bei der Addition

z=(..((y+A1z1) + Asx2) +..) + Apxy, dadurch tiberbriicken, dass n; immer grofer gewéhlt wird.

Bei der Diskussion wird beriicksichtigt, dass eine Vektorad-

dition y := y + s genau n Operationen, die Teilmultiplikati- Az Y L

on Ajz; aber 2nn; Operationen benétigt. Die erforderliche Aoz % Yy

Wahl der n; geht aus dem Laufzeitdiagramm rechts hervor Asxs Y L
(”Wettrennen”), die Prozessoren sind untereinander ange- Ayzy Y
ordnet. Wenn man zuléiflt, dass jeder zweite Prozessor einen Ass

Schritt wartet (kurze Pfeile), sollte die Teildimension n; alle

zwel Schritte um eins erhoht werden.

Die Koordination bei den Additionen kann durch einen Semaphor (vgl. §2.2]) erzwungen werden,
der die Variable y bzw. z gegen Mehrfachschreibzugriffe schiitzt und dadurch die im Diagramm
durch Pfeile angedeuteten Wartezeiten erzwingt. Beim Algorithmus wird fiir eine gerade Pro-

zessorzahl p also nog_1 = n9r = n1 + k — 1 gesetzt. Dies fithrt {iber die Forderung

P p/2
n:an:2Z(n1—1+k):p(n1—1)+
=1 k=1

N3
o3

G +1

auf die Wahl

Man startet natiirlich mit einem unterdurchschnittlich groflen Block. Die Gesamtlaufzeit des
Algorithmus ist Tp,(n) = 2n(np+1) = n(2 + £+1). Im Vergleich mit der sequentiellen Laufzeit

Ti(n) = 2n? bekommt man die Beschleunigung

Ty (n) 2n? P

T,(n)  n(Z+5+1) 1+ +2p)/4n

Sp(n) =

Daher ist die Effizienz E, = S,/p = 1/(1 + p*/(4n)) also doch etwas schlechter als die bei
der Kaskadensummation mit 1/(1 + (plogy p)/n), vel. (2.2.1)). Bei kleineren Prozessoranzahlen

p? < n ist das gerade besprochene Verfahren aber sicher einfacher zu realisieren.
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3.2.2 Gaxpy bei verteiltem Speicher

Bei Multicomputern sind nicht nur die Téatigkeiten, sondern auch die Daten auf mehrere Pro-
zessoren zu verteilen. Wenn man zunéchst das einfache Problem betrachtet, einen Vektor z der
Liange n auf p = n/r Prozessoren zu verteilen, sicht man wie bei der Ausgabe eines Kartenspiels
zwei offensichtliche Moglichkeiten. Die erste ist die Verteilung in p Blocken der Lénge r, die
andere die zyklische. Im folgenden werden Teilvektoren jeweils durch Indizes identifiziert. Mit

der Bereichsnotation von oben lauten die beiden Varianten so:

Block: 2T = (:E[l..r],x[r—i—1..21"],...,35[(;0—1)7“—|—1..pr]), (3.2.3)
zyklisch: 2T = <w[1],:1:[p+ 1,...| z[2],z[p+2],... ‘ . ’ x[p], z[2p], . ) (3.2.4)

Diese Aufteilung kann man so interpretieren, dass der Gesamtvektor x[1..pr] spaltenweise als
eine r X p-Matrix angeordnet wird, wo jede Spalte einem der Prozessoren zugeordnet wird,
bzw. einer Anordnung als p x r-Matrix, wo zu jeder Zeile ein Prozessor gehort. Wahrend die
Block-Aufteilung tibersichtlicher ist, hat auch die zyklische Speicherung in bestimmten Fillen
Vorteile.

Bei Matrizen konnen beide Zuordnungsmethoden unabhéngig voneinander fiir Zeilen und
Spalten eingesetzt werden. Diese fiithrt also auf vier unterschiedliche Speichermethoden. Falls
keine speziellen Griinde dagegen sprechen, wird vor allem die blockweise Verteilung verwendet.
Bei dieser kann man die gaxpy-Operation schon auf einem sehr einfachen Rechnernetz, dem
Ring, effizient durchfiihren. Da sich Ringe in komplexere Rechnernetze einbetten lassen, ist dieser
Algorithmus auch von allgemeinem Interesse. Im Verfahren erfolgt Kommunikation nur zwischen
direkten Nachbarn und es werden keine Mehrfachkopien von Daten benétigt. Der Algorithmus

beruht auf einer p x p-Blockzerlegung der Matrix in Blocke A;; € R™",

21 Y1 All . Alp xTq
SR IR (3.2.5)
Zp Yp Apt ... Ay Tp

Die Arbeitsweise beschreibt man am Einfachsten fiir jedes Indexpaar 7, j

durch Angabe desjenigen Bearbeitungszyklus, in dem die Teiloperation

Yi = y;i + Ajjx; durchgefiihrt wird. Im Bild rechts wird fiir p = 4 die

Diagonal-Reihenfolge gezeigt. Dabei werden im Prozessor ¢ die Zeilen-
Abschnitte y; = y[1+ (i —1)r..ir] und A; 1., = A[1+ (i — 1)r..ir][1..n]
fest untergebracht und am Ende entsteht dort das Ergebnis z; = z[1 +
(i — 1D)r..ir].

=W N | =
WIN| — |
M| | o
— |

Die n? Daten von A sind also fest gespeichert, dafiir miissen aber die Teile des Vektors z zy-
klisch im Ring nach rechts verschoben werden (wie beim Ringelreihen): Nach Ausfiihrung der
Anweisung y; := y; + Agix; im ersten Zyklus sendet jeder Prozessor P; seinen aktuellen Block

x; an den rechten Nachbarn P Der zweite Zyklus liefert dann y; := y; + A;i—17i-1,

+imodp*
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i =2...p, y1 := y1 + A1pTp, etc. Fiir den Aufenthaltsort der Teilvektoren bekommt man also
folgendes Bild

Schritt | Py | P | P3| Py
1 Tl | X9 | 3 | T4
2 Ty X1 €T T3
3 T3 | T4 | T | X2
4 T2 T3 T4 T1

Der Algorithmus wird durch ein Programm beschrieben, das jeder Prozessor beim Ablauf aus-
zufithren hat. Dazu mufl der Prozessor zunichst in der Lage sein, seine eigene Nummer fest-
zustellen (Unterprogramm wer_bin_ich). Auflerdem kommuniziert er (nur) mit seinen direkten
Nachbarn rechts und links. In jedem Prozessor gibt es lokale Variable (mit Namenszusatz [),
die die ihm zugeteilten Abschnitte der (nicht vorhandenen) globalen enthalten. Bei Initiali-
sierung sei im Prozessor i also der oben erwiihnten Block yl[1..7] = y[1 + (¢ — 1)r..jr] und
Al = A[1+ (i — 1)r..ir][1..n] sowie der Abschnitt zl[1..r] = x[1+ (i — 1)r..ir|. Jeder Prozessor

fiihrt folgendes Programm aus

Ring-Gaxpy: 1 = wer _bin_ich;
for (t=1..p) {
tau=1+1—1;

if (tau <=0) { tau =tau+p; } J/* xl=z[1+ (7 —1)r..717r]
ylll.r]=yl[l..r]+ Al[l..r][1 4+ (tau — 1) x .. tauw x 7] x xl[1..7];
sende(xl, rechts); emp fange(xl,links);

}

Das Ergebnis z von entsteht ebenfalls verteilt, in P; steht am Ende z[1 + (i — 1)r..ir] =
yl[1..7]. Dieser Algorithmus hat wieder eine optimale Lastverteilung, da kein Prozessor leerlduft.
Es konnen sogar alle zur gleichen Zeit die gleichen Anweisungen ausfithren. Daher kénnte dieses
Verfahren auch auf einem systolischen Rechner ablaufen, bei dem mit einem Anweisungsstrang
alle Prozessoren synchron gesteuert werden. Auflerdem wird Kommunikation jeweils nur mit
einem direkten Nachbar und {iber disjunkte Kanile abgewickelt, d.h. auch alle Netzregionen
werden identisch belastet. Uberdies kann das Senden parallel zur Rechnung ablaufen, da nur
Eingabedaten weitergereicht werden. Zur Effizienz-Betrachtung wird aber angenommen, dass
Arithmetik und Senden nacheinander ablaufen, und dass die Ubermittlung einer Nachricht aus
k Zahlen an direkte Nachbarn die Zeit sy + kt in Anspruch nimmt. Dabei entspricht 1/¢y der
Ubertragungsgeschwindigkeit des Netzwerks, wihrend sy die Anlaufzeit bei der Ubermittlung
(Verbindungsaufbau, Senden der Netzadresse,..) angibt. Bei den auftretenden Zeitkonstanten
mufl man realistischerweise im Vergleich mit dem Zeitbedarf ¢4 fiir eine arithmetische Opera-

tion die Relation sy > tx > t4 annehmen. Damit ergeben sich beim Algorithmus Ring-Gaxpy
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bei n = pr fiir die Laufzeit und Effizienz jeweils
Tp(n) = p(2rta + sy + rty) =

Ey(n)

2n%t4 B ( tn 1 sy i)-l

= 14 N2 °N
p2(27'2t,4 + sy + TtN) + 2tar + 2t 4 12

Man sieht, dass bei fester Prozessorzahl p die Effizienz allein von der Blockgrsfie 7, also von der
Granularitit des Problems abhéngt. Analog zur Diskussion aus kann man {iberlegen, bei
welcher Blockgrofie r die Effizienz, etwa auf 90% abgesunken ist. Dies fithrt auf

tn1 sy 1 110 9/t 2, 8s ot
14 o L2 s = (B [ H ) 2
2tar  2tar 9 4\ty t4 9ta 2ta

Falls im Netz kein extrem aufwindiges Protokoll benutzt wird (sy > tx), erkennt man als

Faustregel fiir das Ring-Gaxpy also eine minimale sinvolle BlockgréBe von 5tx /t .

Ein vollig anderes Bild ergibt sich, wenn die Matrix eine besondere Struktur besitzt wie
untere Dreieckgestalt. In diesem Fall bliebe die Laufzeit die gleiche, aber bei nur halb so viel se-
quentiellem Aufwand, die Effizienz sinkt dann also auf ca. 50%. Denn im ersten Prozessor ist nur
eine Blockoperation durchzufiihren, wihrend nur der letzte den vollen Aufwand hat. Doch auch
hier kann man wieder eine gleichmé#flige Lastverteilung erreichen indem man fiir die Vektoren die
zyklische Aufteilung verwendet. Die Idee dabei ist es, jedem Prozessor ungefiahr gleich viele kurze
und lange Matrixzeilen zuzuteilen. Dies wird klar, wenn man sich ansieht wie die Dreieckmatrix
nach einer Umordnung entsprechend ausssieht. Die ZweckmiéBigkeit der Umordnung geht
auch nicht verloren, wenn A nur eine Block-Dreickstruktur besitzt. Im folgenden Diagramm ist
daher durch die Sterne eine Matrix mit normaler Dreieckstruktur markiert, Punkte geben die

zusitzlichen Elemente einer Matrix mit 3 x 3-Block-Dreieckstruktur an (p = 3 aus Platzgiinden).

1 2 3[4 5 6|7 8 9 1 4 7(2 5 8|3 6 9
1 1| *
9| *x * 4 | * * * *
3| x k% ol I T N * ok
4 1% ok k[ ok 9 | * *
5|k kx| ko 5| ok * ok *
6| * kx| k x % g | % * x|k kx| x x
R 3| * * *
R | * * x|k & x|k x 6| *x * * ok % %k
g | % kx| k x x|k %k g | % kx| k ok k| ok %k

(Block-)Dreieckmatrix in links normaler und rechts in 3-zyklischer Numerierung

Das obige Ring-Gaxpy-Verfahren besitzt in dieser Zuordnung wieder eine gute Lastverteilung,
bei Block-Dreieckstruktur ist sie sogar optimal, da dann némlich alle permutierten Blécke die
gleiche Struktur haben. Jeder Prozessor hat nun pro Zyklus nur noch r(r 4+ 1) Operationen
auszufithren. Da der Komunikationsbedarf aber gleich bleibt, ist die Effizienz etwas geringer mit
Ep(n) = (14 0 4 sx )7

tar tar?
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3.3 Multiplikation von Matrizen

Analog zum letzten Abschnitt wird nicht die reine Matrix-Matrix-Multiplikation betrachtet son-
dern die kombinierte Operation
D:=A-B+C,

der Einfachheit halber fiir den quadratischen Fall A, B,C, D € R™ ™ mit einem sequentiellen
Aufwand von 2n? Operationen. Auch hier kann man sich zunichst die theoretischen Schranken

fiir grofie Prozessorzahlen iiberlegen und bekommt folgende Ubersicht

Prozessoren‘ 1 O(n) 0O(n?) O3
Laufzeit | O(n%) O(n?) O(n) O(logn)

(3.3.1)

Fiir sehr groBe Matrizen werden zwei Ansiitze diskutiert, der erste ist eine einfache Ubertragung
der Gaxpy-Algorithmen aus dem letzten Abschnitt. Ein wesentlicher Nachteil dieses Zugangs
ist die bezogen auf den Gesamtaufwand jetzt recht geringe Parallelitit der Verfahren, da eine
Spaltenaufteilung vorgenommen wird auf p < n Prozessoren, bei denen jeder > 2n? Operationen
durchzufithren hat. Daher wird danach auch eine kompliziertere Implementierung auf einem
zwei-dimensionalen Netz behandelt, dem Torus, bei dem bis zu p = n? Prozessoren eingesetzt

werden kénnen mit je 2n Operationen.

3.3.1 Block-Gaxpy

Bei einer Aufteilung der Spalten von A, C, D auf p =n/r < n Stellen wie bei A = (Ay,...,4,),
und einer Blockzerlegung von B entsprechend , kann man dem Prozessor P; die Berech-
nung des Teilergebnisses )
Dj:=Cj+ Y ApB (3.3.2)
k=1
iibertragen. Auf einem Rechner mit gemeinsamem Speicher (Multiprozessor) lassen sich dabei

mogliche Zugriffskollisionen beim Lesen der Ay dadurch verhindern, dass eine verschobene An-
ordnung der Summanden gewéhlt wird (wie im Diagramm unter (3.2.5))),

D; = Cj + Aijj +...+ Apoj + AlBlj + ...+ Aj—lBj—l,j-

Dieses Verfahren wird nicht ausformuliert, da der Ablauf genau dem néichsten Algorithmus

entspricht.

Bei wverteilten Systemen (Multicomputern) reicht wieder ein Ring zur Durchfithrung aus.
Analog zum Algorithmus Ring-Gaxpy werden dieses Mal die Spaltenblocke Ay in einem Rin-
gelreihen zu den verschiedenen Prozessoren geschickt. In jedem Prozessor seien wieder lokale
Felder vereinbart, wobei P; die Startwerte gemafl blk = 1+ (i — 1)r..ir, Al = A[l..n,blk],
Bl = BJ[1..n,blk], Cl = C[l1..n, blk], enthilt. Nun mufl wieder jeder Prozessor das Programm
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Ring-Matrix-Multiplikation:

1 = wer_bin_ich;

for (t=1..p){
tau:=7+1—t;
if (tauw <=0) { tau =tau+p; } //* Al=A[1l.n][1+ (r—1)r..77r]
Clll.n][l.r] =CIl1.n]l.r]+Al[l.n]l..r]*Bl[1+(tau—1)*r.. tauxr][1l..r];
sende(Al, rechts); empfange(Al,links);

}

ausfiihren, um am Ende in C! das Ergebnis D[1..n][1 + (j — 1)r.. jr] zu erhalten. Da das Pro-

gramm aufler dem Schleifenende keine Entscheidungen enthilt, fithrt jeder Prozessor systolisch
genau die gleichen Aufgaben aus wie bei einem SIMD-Rechner. Mit den Annahmen zum Rechen-
und Kommunikationsbedarf bekommt man fiir Laufzeit und Effizienz die Werte

tN SN )*1
2tar  2tanr?

Ty(n) = p(2nrta + sy +nrty), Ep(n) = (1 + (3.3.3)

Im Wesentlichen stimmen diese mit denen vom Ring-Gaxpy iiberein, nur der Einflufl von sy
ist noch geringer geworden, da in jedem Schritt groflere Nachrichtenbltcke iibertragen werden.
Diese Grofie kann aber auch nachteilig sein, denn fiir grofles n kann der in jedem Prozessor
benétigte Pufferspeicher von 3nr Realzahlen oder die Grofle einer Nachricht, nr, durchaus den
verfiigharen Rahmen sprengen. In diesem Fall muf} zwingend die Granularitdt des Algorithmus
verringert werden. Dies ist zwar auch durch feinere Aufteilung im Rahmen dieses Verfahrens

moglich, attraktiver ist aber folgende Variante.

3.3.2 Matrix-Multiplikation auf einem Torus

Der Algorithmus aus dem letzten Abschnitt kann durch einfache Ubertragung des vektorori-
entierten, also eindimensionalen Ring-Gazpy zustande. Der Parallelitdtsgrad kann aber noch
wesentlich gesteigert werden, indem man bei Matrizen eine wirkliche, zweidimensionale Verall-
gemeinerung anstrebt. Das zweidimensionale Analogon zum Ring ist der Torus. Hier wird die
Multiplikation tatsdchlich durch einen doppelten zyklischen Umlauf der Faktoren realisiert. Die
Herleitung wird auf einem einfachen 3 x 3-Torus betrachtet, die Prozessoren besitzen daher zwei
Indizes, P;;, i,j = 1,2,3. Der Multicomputer hat also die Gestalt

Pi1 | P2 | Pi3
Po1 | Pyy | Po3
P31 | P3g | P33

Jeder Prozessor hat vier Verbindungen Nord, Ost, Stid, West zu seinen direkten Nachbarn. Bei
am Rand gelegenen Prozessoren laufen die Nachrichten zyklisch weiter, der westliche Nachbar
von Py etwa ist Pp3. Zur Durchfithrung der 3 x 3-Multiplikation (mit Blocken) bekommt Pro-

zessor P;; die Aufgabe, das Ergebniselement d;; zu berechnen. Dies ist, z.B., bei Pj; die Summe

di1 = c11 + a11bi1 + a12b21 + a13bs3;.
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Man iibertrigt das Ring-Verfahren jetzt dadurch, dass man die beteiligten Elemente zyklisch
verschiebt, und zwar die a1 in horizontaler und die by in vertikaler Richtung. Dazu bringt man

diese Elemente (allgemein Matrixblocke) zu Beginn folgendermafen im Netz unter:

a1k

b11

bo1

ail a12 a13

b31

Das rechte Diagramm deutet an, wie die Elemente jeweils in Pj; aufeinander treffen und dort
multipliziert werden. In drei Schritten fithrt P jeweils die Operation ¢ := ¢ + aqbr1 aus und
empfiangt dann aq ;41 aus Osten und by41,1 aus Siiden. Danach liegt das Ergebnis dq; in P vor.
Durch geeignete Einpassung der iibrigen Matrixelemente in die noch freien Plitze der Tabelle
werden analog auch alle anderen Ergebnisse in diesen drei Schritten berechnet. Die Zuordnung er-
gibt sich dabei zwangsldufig, denn in P»; pafit im ersten Schritt zur Aufgabe do1 = co1+as,bo1+..
nur das Element ags, nach Pjo pafit nur bos, etc.. Die Matrixelemente werden also schon mit
einer zyklischen Verschiebung abgespeichert. Nach jedem Schritt werden dann alle ¢ nach We-
sten und alle b nach Norden gesendet. Im 3 x 3-Fall hat man daher den folgenden Ablauf. Zur
Verdeutlichung werden die Elemente der dritten Spalte von A und Zeile von B hervorgehoben.

Man sieht so direkt, wie die richtigen Elemente in allen Prozessoren einmal aufeinander treffen.

t=1 t=2
a1 bir | a1z by | a1z b33 aiz  bor | a1z b3z | a1 D13
azy by | ass bsz | as1  bi3 ass  b31 | az1 bz | aza  bog
azs b3 | az1 b1z | aza  bo3 a1 b1 | azga  boo | azz b33
t=3 /

ai3  bz1 | a1 b1z | a1z bog

a1 bi1 | aza bao | as3 b33

aza bor | azs b3z | az1 D13

Bei Beginn ist die Matrix A also horizontal nach Westen ”verdreht”, die Matrix B vertikal nach
Norden. A rotiert nach Westen und B nach Norden. Daher steht zu jedem Zeitpunkt in P;;
ein Element a;; und by;. Formal wird der Algorithmus wieder durch folgenden Programmteil
beschrieben, der auf jedem Prozessor abliuft. Zur besseren Ubersichtlichkeit wird nur der skalare
Fall mit p = n? angegeben, das Verfahren liBt sich analog natiirlich mit » x r-Matrixblocken

durchfiihren. Zur Abkiirzung sei aulerdem
<i>p=1+4 (i — 1)modp,
die zyklische Indexabbildung N — {1,.., p} definiert.

Initialisierung, in Pj;: ¢l = ¢[i][j]; al = ali][< i+ j —1>,], bl =b[< i+ j —1 >,][j].
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Torus-MatMul:  for (t=1..n) {
cl = cl + al x bl;

sende(al,west); sende(bl, nord);

empfange(al,ost); empfange(bl, sued);
}

Bei Durchfiihrung der Operation cl 4 al * bl zum Zeitpunkt ¢ befinden sich in P;; die Elemente
ali][<i+j+t—2>p) und b[< i+ j 4+t —2 >,][j]. Nach einem vollen p-Zyklus ¢ = 1..n enthélt
cl daher das Ergebnis d;;. Auch hier ist die Arbeitsweise systolisch, jeder Prozessor tut genau

das Gleiche mit maximaler Auslastung.

Da hier wieder alle Prozessoren gleichméflig ausgelastet sind, auch bei p x p-Blockmatrizen,
kann man zur Bestimmung der Effizienz wie frither vorgehen. Mit Blocken der Gréfle r x r und
p = (n/r)? Prozessoren sind in jedem Schritt des Algorithmus pro Prozessor 2r® Operationen
durchzufiithren und 2 Nachrichten der GréSe 72 zu senden und zu empfangen. Die Zahl der
Zyklen (Lénge der t-Schleife) ist natiirlich ,/p. Daher sind Laufzeit und Effizienz gegeben durch

Ty(n) = 2Bt + s+ %), Byln) = (14 LA LNg)_I. (3.3.4)
tar  tar

Dies ist eine mit vergleichbare Grofle. Es ist aber zu beachten, dass im Torus-Algorithmus
bis zu n? Prozessoren einsetzbar sind, wihrend bei der Gaxpy-Variante nur n Verwendung finden
konnten. Realistisch wird die Gegeniiberstellung nur bei Einsatz gleicher Resourcen. Gegeben
sei daher ein Rechner mit p = n = m? Prozessoren, der sowohl als Ring als auch als Torus
konfigurierbar ist. Fiir den Ring-Algorithmus bekommt dann jeder Prozessor jeweils n x 1-
Abschnitte der Matrizen, die Formel ist also mit r = 1 anzuwenden. Beim Torus erhélt
jeder Prozessor m x m-Blocke mit der gleichen Grofie wie beim Ring-Verfahren, in ist
somit 7 = m = /n zu verwenden. Dies ergibt fiir die Effizienzen E := S,(n)/p fiir Ring (ER)

und Torus (E7) den Vergleich

t S

ER - (1 + ﬁ + QHJIA)
Denn beim Torus-Verfahren werden die kritischen Gréfen im Nenner durch m dividiert und nicht

N | SN )_1. (3.3.5)

< Er = <1 +

mty mntag
nur durch 2. Der wichtigste Grund fiir den Unterschied sind die unterschiedlichen Relationen
von Arithmetik und Kommunikation. Jeder Prozessor empfiangt beim Ring-Verfahren pro Schritt
einen Block von n = m? Daten und fithrt damit n = m? Operationen aus. Beim Torus-Verfahren
werden ebenfalls je n = m? Daten ausgetauscht, damit dann aber mehr Operationen ausgefiihrt,
niémlich m3. Das Verhiltnis von Arithmetik und Nachrichten ist also beim Torus viel giinstiger.
Dies ist ein sehr wichtiger Gesichtspunkt, der in vielen Algorithmen zu beobachten ist und bei

Standardisierungsbemiihungen im Software-Bereich beriicksichtigt wurde.

3.4 Standard-Schnittstelle BLAS

Fiir Rechnernutzer ist es natiirlich schwierig und lastig, spezielle Eigenschaften eines verwendeten

Rechners bei der Programmierung zu beriicksichtigen, da viele unterschiedliche Rechnertypen
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verfiighar sind und sich durch die fortschreitende Entwicklung auch dauernd &ndern. Daher hat
man sich schon frith im Bereich der Linearen Algebra bei der Entwicklung der Programmbiblio-
thek LINPACK dazu entschieden, die Schnittstelle fiir den Benutzer in den Bereich komplexerer
Basisoperationen zu verlegen. Dazu wurden Basic Linear Algebra Subprograms, die sogenannten
BLAS-Routinen in verschiedenen Stufen definiert. Die niedrigste Stufe BLAS-1 enthélt Opera-
tionen wie Vektor-Addition, -Linearkombination (saxpy), -Innenprodukt, etc. Bei der Entwick-
lung neuer Hardware legen Rechnerhersteller Wert darauf, optimale Implementierungen dieser
BLAS-Operationen bereitzustellen (evtl. im Maschinencode). Benutzerprogramme kénnen damit
die innersten Laufanweisungen der meisten Matrix-Algorithmen durch BLAS-Aufrufe ersetzen.
Bei verteiltem Speicher darf man dabei aber die Frage der Datenaufteilung nicht aufler Acht
lassen. Die drei Stufen der BLAS-Konvention unterscheiden sich anhand der Komplexitdt der

Operationen, bei Matrix- bzw. Vektor-Dimension n sind dies in

Stufe 1.  O(n) Operationen mit ~ O(n) Daten,  d. h. Vektor-Vektor-Operationen,
Stufe 2.  O(n?) Operationen mit O(n?) Daten, z. B. Matrix-Vektor-Operationen,
Stufe 3. O(n?®) Operationen mit O(n?) Daten, d. h. Matrix-Matrix-Operationen.

Griinde fiir diese dreistufige Hierarchie wurden gerade besprochen. Da der Zeitbedarf fiir Daten-
transfer gegeniiber der Arithmetik nicht vernachlissigt werden kann, ist klar, dass die Effizienz
wesentlich von dem Verhéltnis von Transfer und Arithmetik abhéngt. Man sieht in der Ein-
teilung, dass in den beiden ersten Stufen der Umfang der beiden ungefihr gleich ist und erst
bei Stufe 3 ein giinstiges Verhéltnis von Datenmenge und Operationszahl der Gréflenordnung
= O(1/n) erreicht wird.

Aus Effizienzgriinden ist daher bei Algorithmen i. a. eine Durchfithrung in Form von Block-
Matrix-Matrix-Operationen (z.B. derjenigen mit Block-Matrix-Vektor-Operationen (z.B.

§3.3.1)) vorzuziehen.

Mittlerweile gibt es auch Modifikationen von BLAS fiir spezielle Umgebungen. Entscheidend
ist bei allen aber die Sichtweise, dass man beim Algorithmenentwurf moglichst nicht die ein-
zelne arithmetische Operation als Basisoperation ansieht, sondern versucht, die Algorithmen in
grobkornigeren Einheiten zu formulieren, um dort eine Hardware-nahe Parallel-Implementierung
zu erreichen. Fine wichtige Funktionalitdt dieser BLAS-Implementierungen ist z.B. auch eine au-
tomatische Blockbildung angepafit an die vorhandene Cache-Grofie. Dies bedeutet, dass etwa bei
der Matrixmultiplikation (z.B. auf dem Torus) die Multiplikation der Teilblocke A, - By; € R™"
noch einmal in kleinere Blocke unterteilt wird so, dass beide Teilblocke einer Operation und
das Produkt vollstédndig in den Cache passen. Denn bei Stufe-3-Algorithmen werden alle Daten

mehrfach verkniipft (s.o.).
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4 Gaul3-Elimination auf verteilten Systemen

Die Algorithmen zur Matrix-Vektor- und Matrix-Matrix-Multiplikation aus dem letzten Kapitel
wiesen fast optimale Leistungsdaten auf. Der Hauptgrund dafiir ist die weitgehende Unabhéngig-
keit der einzelnen Verfahrensteile voneinander sowie die Freiheit in der zeitlichen Anordnung ei-
niger Operationen, z.B. in (3.3.2). Obwohl in §3.1] verschiedene Varianten des GauB-Algorithmus
vorgestellt wurden, liegen hier wesentlich strengere Abhéngigkeiten vor, die die Leistung beein-
triachtigen werden. Dennoch kann man einige der bei den Multiplikationsverfahren behandelten
Mafinahmen auch hier erfolgreich anwenden. Zur Straffung werden nur Multicomputer mit ver-
teiltem Speicher behandelt. Hier bieten sich zur Parallelisierung vor allem die KIJ- und JKI-

Varianten an. Zunéichst wird wieder der Gauf}-Algorithmus ohne Pivotisierung diskutiert.

4.1 Ring-LR-Zerlegung

Das Ring-Gaxpy-Verfahren aus §3.2.2|dient hier als Vorlage fiir die gaxpy-dhnliche Variante, den
JKI-GauB-Algorithmus. Zunéchst sei p = n und Prozessor P; bekommt die Aufgabe zugeteilt,
die j-te Spalte der LR-Zerlegung, also den Vektor (r1,...,7j;,lj+14,--- ,lnj)T zu berechnen. In

der JKI-Formulierung hat er dazu Operationen der Form
Allk+1.n]:=Allk+1..n]— Alk+ 1. n]lk] « Al[k], k=1,...,5 -1, (4.1.1)

durchzufithren mit dem lokalen Vektor Al = A[l..n][j] und den Ergebnissen A[l..n|[k] der
Prozessoren mit kleinerem Index k < j. Dies bedeutet aber, dass umgekehrt kein Prozessor mit
diesen saxpy-Operationen beginnen kann, bevor Prozessor P; seine Berechnung von A[l .. n|[1]
(d.h. die Division durch A[1][1]) beendet hat. Geht man von einer Ringstruktur aus und nimmt
an, dass P; sein Ergebnis nicht gleichzeitig allen anderen in Form einer Radiosendung mitteilen
kann, muss jede Matrixspalte im Ring der Reihe nach weitergereicht werden. Zur Beschleunigung
des Ablaufs sollte jeder Prozessor dies tun, bevor er seine saxpy-Operation beginnt. Nach Emp-
fang aller Spalten mit Indizes £ < j kann P; nun die abschliefende Division durchfiihren und
dann sein Ergebnis, zumindest aber A[j 4 1..n][j], nach rechts schicken. Das von jedem Prozes-
sor auszufithrende Programm lautet mit einem lokalen Speicher S[1..n], der die fertigen Spalten
der anderen Prozessoren der Reihe nach aufnimmt, und bei Initialisierung von Al = A[l .. n][j]

in P; also folgendermafen:

Ring-LR: j = wer_bin_ich;

for (t=1..7—-1){
empfange(S[t + 1..n|,links);
sende(S[t + 1..n],rechts); //* S=A[t+1..n,t]
Alt+1.n]=Alt+1..n] — S[t+1..n] = Al[t];

}

Allj+1..n] = Al[j +1..n]/Al[j];

sende(Al[j + 1..n],rechts);
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Zur Erlauterung des Ablaufs und der auftretenden Wartezeiten wird das Laufzeitdiagramm
fiir n = p = 8 betrachtet. Zur Vereinfachung sei der Zeitbedarf fiir alle Vorgénge gleich. Pro
Zeitschritt ist die jeweilige Tétigkeit des einzelnen Prozessors markiert ( S: Senden, _E: Empfang
mit Warten, *«: Mult., /: Div., >: Sprung):

PO: >/ it e
Pl: > S*>/S . i e e
P2: > S*> S*>/ S e
P3: >____S*>_S*>_S*>/S. ...
P4: >_____ S*>_S*>_S*>_S*>/S. ... ...
P5: >______ S*>_S*>_Sx>_S*>_S*k>/S. .. ........
P6: >_______ S*>_S*>_S*>_S*>_S*>_S*>/S... ...
P7: >________ Ex>_Ex>_Ex>_Ex>_E*x>_Ex>_Ex>/..

Offensichtlich hat man eine sehr ungleichméBige Prozessorauslastung. Denn P; muss zunéchst
auf das Eintreffen von A[1 .. n][1] warten, und hat nach Berechnung seiner Spalte A[1 .. n][j] nichts
mehr zu tun. Im Fall n = pr; 1 < r € N, kann man analog zum Vorgehen bei der Gaxpy-Operation
mit einer Dreieckmatrix durch zyklische Aufteilung eine bessere Lastverteilung erreichen. Die
Einzelaufgaben (Berechnung von A[-, j]) wird so auf die Prozessoren verteilt, dass etwa Prozessor
P, aufler der ersten Spalte auch die Spalten p + 1, 2p + 1 usw. berechnet. Das Verfahren kann
dabei fast unveréindert beibehalten werden, wenn die Ergebnisse im Ring mehrfach umlaufen. Zu
beachten ist dabei allerdings, dass beim oben gezeigten Laufzeitdiagramm die Ergebnisse im Ring
schneller umlaufen, als Prozessoren fiir deren Bearbeitung frei werden. Daher muss entweder die
Nachrichtenverwaltung in der Lage sein, geniigend viele Nachrichten zu speichern (vor allem im
letzten Prozessor), oder der Umlauf muss kiinstlich verzégert werden. Dies hat nicht unbedingt
eine Auswirkung auf die Gesamtlaufzeit, da diese allein durch den letzten Prozessor P, bestimmt
wird (vgl. Schaubild). Dieser muss zuniichst auf das Eintreffen von A[l..n,1] warten und dann
jeweils (p — 1)+ (2p — 1) + ...+ (rp — 1) Operationen sowie r Spalten-Divisionen (mit
unterschiedlichen Léngen) ausfithren. Im Einzelnen hat man so in P, i.w. folgende Zeiten

e Anfang, Warten: p(sy + nty)

e Weiterreichen und Saxpy im k-ten Umlauf, 1 < k <r: kpsy + (tn + 2ta)(kpn — %k2p2),

e AbschluB, Division und Senden im k-ten Umlauf: sy + (tx + ta)(n — kp).

Die Summation der beiden letzten Grofien iiber die r Zyklen ergibt eine Gesamtlaufzeit von

Ty(n) = ;(;n%N + %n?’t]\/ + §n3tA) (4.1.2)
—_— ——
Die Effizienz wird, wie frither, i.w. durch das Verhéltnis von Kommunikations- (incl. Wartezeiten)
und Arithmetik-Aufwand bestimmt. Fiir dieses Verhiiltnis ergibt sich hier mit
%ngtN N
%71315 A N E

ein von der Problemgrofle i.w. unabhéngiger Wert. Fiir ¢ty > t4 wird die Gesamtlaufzeit somit

durch den Nachrichtenaustausch dominiert, das Ring-Verfahren hat also nur BLAS-2-Niveau.
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Dafiir besitzt das Verfahren aber einen wichtigen Vorteil bei der Pivotisierung. Da auf jedem
Prozessor jeweils eine ganze Matrixspalte untergebracht ist, sind Zeilenvertauschungen einfach
durchzufiihren, denn diese kénnen lokal in jedem Prozessor ablaufen. Die entsprechende Infor-

mation muss nur vom auslosenden Prozessor mit seinem Ergebnisvektor mitgeschickt werden.

4.2 Gitter-LR-Zerlegung

Wenn das Rechnernetz zweidimensional angelegt ist, mit Prozessoren Pj; (z.B. ¢,5 = 1,...,n)
und einer Verbindung als Gitter, kann man analog zum Vorgehen in dem Prozessor P;;
die Aufgabe zuweisen, das Element [;;,j < 4, bzw. 7;;,7 > ¢, aus der LR-Zerlegung der Ma-
trix A zu berechnen. Fiir dieses zweidimensionale Vorgehen bietet sich jetzt der normale KIJ-
GauB-Algorithmus an mit Rang-1-Vektorprodukten. Dieser Vorgang wird aus Sicht eines
einzelnen Prozessors betrachtet und zur Verdeutlichung werden an die Matrixelemente Versions-

nummern angehéingt, wobei A1) = A ist. Zur Durchfithrung des Basisschritts

“gﬁl) = agf) - aE,’i“)a,i’?, k < min{i, j}, (4.2.1)
benotigt P;; das Element a,gllzﬂ), k < i, aus Westen und gleichzeitig a,(!;) ,j < k, aus Norden. Davor

hatten die Prozessoren Py, k < 1, fiir die Division aEZH) =

al(,]z) / a,(clz) das Hauptdiagonalelement
aus Norden benutzt. Umgekehrt sendet daher P;; sein fertiges Element nach Siiden, wenn es zu
R gehort, also fiir j > ¢ bzw. nach Osten fiir j < i, bei einem L-Element. Die Elemente werden
von dazwischenliegenden Prozessoren bis zum Spalten- bzw. Zeilenende weitergereicht.

Der erste Schritt beginnt also mit den Prozessoren Pj; der ersten Zeile, die ihre Elemente
nach Siiden senden. Im néchsten Schritt kann P5; seine Division durchfithren und nun a§21) nach
Osten senden, etc. Wird jeweils ein Sende-/Empfang-Zyklus mit der arithmetischen Operation

(2)

als ein Zeitschritt behandelt, ergibt sich fiir die Zeiten #? in denen a'? in P;; vorliegt, die

ij ij
Zeitmatrix
00 0 O
1 2 3 4
T@ =12 3 4 5
3 4 5 6

Der Abschlufl dieser Berechnung lduft also als Welle nach Siidosten. Der zweite Eliminations-
schritt (k = 2) muss nun allerdings nicht bis zur Ankunft dieser Welle bei P,,, warten, sondern
Py kann nach Fertigstellung von a§22) dieses nach Siiden senden und damit die zweite Welle

anstoflen. Auch fiir die spiteren Schritte erhilt man dhnliche Abschluflzeiten,

000 0 0
1 23 4 5
- 2 3 4 - T 245 6 7
TG — | _ 4 5 ¢ TW=(_- — 5 ¢ oo =T =
357 8 9
- 5 6 7 - - 7 8
46 8 10 11
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Wenn man aus jeder der Matrizen den letzten Tétigkeitszeitpunkt eines Prozessors nimmt, be-

kommt man am Ende die Matrix T, welche den Zeitpunkt der Fertigstellung von az(-?) angibt.
Auch hier sieht man eine mit halber Geschwindigkeit nach Siidosten laufende (geknickte) Welle.

Der Algorithmus mit lokalen Variablen al = a;;, aw = a;;, an = ay; lautet so:

Gitter-LR: (7, ) = wer_bin_ich;

for (t =1..min(i,j) — 1) {
empfange(an,nord); sende(an, sued);
empfange(aw, west); sende(aw, ost);
al = al — aw * an;

¥

if (7 <) {
empfange(an,nord); sende(an, sued);
al = al/an;
sende(al, ost)

} else { sende(al, sued); }

In diesem Programm, das auf jedem einzelnen Prozessoren lauft, wird insbesondere die Divi-
sion al = al/an; erst ausgefithrt, wenn die t-Schleife dariiber beendet ist, anschlieSend beendet
der Prozessor seine Tétigkeit. Zur Abkiirzung wurde bei der Formulierung auf die Unterdriickung
von iiberfliissigen Sendungen (nach Osten fiir j = n, Siiden fiir ¢ = n) verzichtet. Den genauen
Ablauf fiir ein 4 x 4-Gitter erkennt man im ausfiihrlichen Protokoll (Bezeichnungen wie zuvor,
die Sendemarkierung kann aber die E iiberschreiben, da im gleichem Zeittakt abgewickelt):

POO: >}<8. ... i
POl: >}<S. ...
PO2: >}<S. ...
PO3: >}<8. ...
P10: ><_S/S. ..t

Pl1: >__S__S*><S........ ... ... ..
P12: >__S Sk><S. .

P13: >__S E¥>}<S...............

P20: ><__S/S .
P21: > __S__S*><S/S..............

p22: > S Skx>_S_S*><S.........

pP23: > S Ex>_S_E*><S........

P30: >< E/S. e
P31: > E_S*¥><E/S.............

P32: > E___S*>_E_S*><E/S......

P33: > E Ex>_E_Ex>_E_Ex><..

Anhand des Protokolls bzw. bei Durchsicht des Programms macht man folgende Beobachtung;:

Prozessor P;; fiigt jeweils nur ein einziges Mal ein neues Element in den durchlaufenden Nach-

richtenstrom ein, und zwar bei Abschluf} seiner Berechnungen, am Ende der Abfolge a%), . agl:llj)
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fir j > i bzw. agf), v al(jj)_l fiir j < ¢. Daher wird die Anordnung dieser Elemente nicht veréindert.

Somit sind die k-ten Elemente, die in F;; aus Norden bzw. Westen eintreffen gerade die passenden
Faktoren ay; und a;; in Formel (4.2.1). Diese Beobachtung zeigt auflerdem fiir den Algorith-

mus mit %n:g sequentiellen Operationen eine lineare Gesamtlaufzeit von ca. 2n Zyklen (jeweils
Empfang+ Senden+ Arithmetik). Die Wartezeiten tragen dazu ungefihr die Hélfte bei und die
Prozessoren der ersten Zeile sind kaum aktiv, die Lastverteilung ist also nicht optimal. Der

Speed-up ist mit S, = %n?’ /(2n) = %n2 ganz beachtlich. Da er allerdings mit p = n? Prozessoren

erreicht wurde, liegt die Effizienz nur bei E,2(n) = % Dies ist ein allerdings ein prinzipielles

Problem bei direkten Methoden zur Lésung von Linearen Gleichungssystemen und Anlafl fiir

die Diskussion von Iterationsverfahren in §5.

Wie bei der Matrix-Multiplikation ist bei diesem Verfahren v.a. die Blockversion mit Blockauf-
teilungen von A = (Aij)i\/jﬁzh fiir p = (n/r)? interessant. Statt der einfachen Operation (4.2.1)

hat der Prozessor P;; jetzt die Operationen

lose  APTD AW — 4®)

W oisgi=k, AT .= A® gD AR s g (4.2.2)

ij ij kj >

mit Blocken der Grofie r x r durchzufiihren. Dazu kann Prozessor Py vorab eine LR-Zerlegung

von A,(jg) oder deren Inverse berechnen oder jeder Prozessor Py, ¢ > k lost sein Problem un-

abhingig. In dieser Version ist eine Laufzeitdiskussion schwierig, da abhéngig vom Verhéltnis
von Kommunikation und Arithmetik unterschiedliche Synchronisationsbedingungen herrschen.
Sicher liegt die Laufzeit aber in der GréBenordnung \/for3 = n3/p und die Beschleunigung er-
%%) von p, dies aber ziemlich unabhéngig von der Problemgrofie. Da
jeder Prozessor (z.B. P,_1 j, P p—1) groBenordnungsméBig \/137"2 Daten empfingt und sendet und
damit \/]77'3 Operationen ausfiihrt, hat das Verfahren aber jetzt tatséichlich BLAS-3-Niveau.

reicht nur einen Bruchteil (

Fazit: Das Verfahren ist gut skalierbar fiir Prozessoranzahlen zwischen 1 und n?, bei geniigend

vielen Prozessoren, also p = n?, hat es eine lineare Laufzeit in n.

Im Vergleich zum Ring-Algorithmus kann man beim Gitterverfahren eine Pivotisierung nicht
so leicht vornehmen, da Zeilenvertauschungen jetzt mit erheblichem Nachrichtenverkehr ver-
bunden sein konnen. Allerdings ist diese Frage bei realistischen Gréfienordnungen nicht so drin-
gend, da der Algorithmus dann in der Blockversion durchgefiihrt wird. Voraussetzung fiir
Durchfiihrbarkeit ist dann natiirlich nur noch die Regularitét (beschrénkte Invertierbarkeit) der
gesamten Diagonalblécke Agz). Innerhalb dieser Blocke kann natiirlich leicht (und sollte auch)

pivotisiert werden.

4.3 'Tridiagonalsysteme

Eine besonders einfache Form diinnbesetzter Matrizen ist die Bandgestalt, was bedeutet, dass
nur bis zu einem bestimmten Abstand von der Hauptdiagonale nichttriviale Elemente auftreten.
Man sagt, die Matrix A hat Bandbreite 2m + 1, wenn a;; = 0 ist fiir |i — j| > m. Diese Gestalt
ist beim Gauf-Algorithmus vorteilhaft, da sie bei fehlender Pivotisierung erhalten bleibt (vgl.



4 GAUSS-ELIMINATION AUF VERTEILTEN SYSTEMEN 33

Numerik 1). Daher erfordert die Auflésung von Gleichungssystemen nur einen linearen Aufwand
O(m?n) in der Dimension n. Obwohl der normale GauB-Algorithmus hier nicht parallelisierbar
ist, hat eine andere Form der Elimination eine kurze parallele Laufzeit. Diese sogenannte zyklische

Reduktion orientiert sich am Spezialfall der Tridiagonal-Matrizen mit m = 1.

ay b1 Al Bl
Coy Q2 bg CQ A2 B
Cn—1 an-1 bp—1 Ck-1 Ak—1 Bip
cn  an Ck Ay
Tridiagonalmatrix Block-Tridiagonalmatrix

Da jede 2m + 1-Bandmatrix als Block-Tridiagonalmatrix mit m x m-Blocken darstellbar ist, ist
der Algorithmus aber allgemeiner einsetzbar. Der Algorithmus wird nur fiir Tridiagonalsysteme
behandelt, ein Ubergang zur Blockversion ist analog zu moglich. Am Besten funktioniert
das Verfahren fiir Dimension n = 2F — 1, fiir n = 7 lautet das System
arry  +bixe =
cor1  tagwy  +baxs )
csre +asrs +bsxy =r3
cax3  +asry +byxs =1y (4.3.1)
csry +asrs +bsze =75
c6xs +agre +bsxrr =76
crre “+arxy =717
fiir die gesuchte Losung x. Im ersten Schritt werden hier die Gleichungen mit ungeraden Num-
mern dazu verwendet, durch Elimination nach unten und oben die ungeraden Variablen
x1,23,%5,27 in den beiden benachbarten Gleichungen mit geraden Nummern zu eliminieren.
Man 16st also diese Gleichungen nach den x3;_1 mit ungeraden Indizes auf,

1 .
Toj—1 = F(’ng_l — C2j—1T2j—2 — bgj_1$2j), 1<5< (n + 1)/2, (4.3.2)

(mit ¢p = by, := 0) und setzt sie in die anderen Gleichungen mit geraden Indizes ein. Daher heifit

das Verfahren im Englischen auch odd-even-reduction.

Als Erstes subtrahiert man also das cy/aj-fache der ersten Gleichung und das by/as-fache
der dritten von der zweiten Gleichung und eliminiert dort dadurch die Variablen x; und zs,
bekommt allerdings eine Abhingigkeit von x4 dazu. Allgemein subtrahiert man fiir jedes j mit
1 < j < n/2 das cpj/agj—1-fache von Gleichung 25 — 1 und das by;/az;1-fache von Gleichung
27 + 1 von der Gleichung Nummer 2j. Dort verschwinden daher die Unbekannten x9;_1 und
Z2j+1, allerdings treten dafiir w9;_o und wgj42 auf. Den Effekt erkennt man, wenn man das
Ergebnis fiir die geraden Gleichungen im Beispiel betrachtet:

_ cabi _ cabo __bobs e 2, b2

(CL ay as )x az T4 =127 T T T3
_cac3 _ cabs _ csbs __babs e _ Cap _ ba

a3 L2 +(a4 a3 as )964 as L6 = T4 — o3 — =15

__c6C5 _ cebs _ crbs g 6 b
ag L4 +(a6 s e )336 =T6 s r7
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Dies ist ein neues tridiagonales Gleichungssystem der halben Gréfie (mit neuen Koeffizienten
ah, bhy, etc.) fiir die 3 Variablen zg, 24, 26, welches durch eine erneute Reduktion auf eine einzige
Gleichung

ajwy =1y

zusammenschrumpft. Wenn daraus z4 bestimmt wurde, kann man aus dem reduzierten System
9 und xg berechnen und am Ende aus dem Originalsystem die restlichen x1, z3, x5, x7.
Der entscheidende Vorteil gegeniiber dem Gauf3-Algorithmus ist aber, dass die einzelnen Elimi-
nationsschritte einer Stufe unabhéingig voneinander sind und daher parallel ausgefiihrt werden
konnen. Das Gleiche gilt fiir die Riickeinsetzung. Der Ablauf wird im folgenden Diagramm skiz-

ziert. Umformungen (Pfeile), die untereinander stehen, kénnen parallel ausgefiihrt werden:

Stufe 1 Stufe 2 Aufl.zy Auflzyo Auflzg;

I

w20—>

-

T

Fiir allgemeines n = 2P — 1 1483t sich ergénzen:

e Wenn man Matrixelemente auflerhalb des Indexbereichs 1..n wieder null setzt, benttigt
man keine Ausnahme fiir die erste und letzte Zeile. Dann lauten die Eliminationsschritte
in der Stufe k > 0 fiir j = 1,...,(n + 1)/2F 1

b(2j71)2k‘ C(2j+1)2k
= b
aj2k+l .—aj2k+l I — Cj2k+1 I — j2k+1,
QA(25—-1)2k A(25+1)2k
T(z i—1)2k Tios k
j—1) (25+1)2
Tj2k'+1 ::T‘j2k+1 _— Cj2k-+l _— bj2k+1,
A(25—1)2* a(2j+1)2k
bj+1)2t
bj2k+1 - b'2k+1
(2541)2k
C(25—1)2k
Cj2k+1 = - LCJQIH-L
A(25—1)2k

Hier wird zuerst die Hauptdiagonale und die rechte Seite iiberschrieben, dann die Neben-

diagonalen, da man bei a und r die urspriinglichen Werte von b, ¢ benotigt.
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e die Laufzeit ist offensichtlich O(logyn) etwa mit p = 2 Prozessoren. Ahnlich wie bei der

rekursiven Verdopplung arbeiten aber nur im ersten Schritt alle Prozessoren.

e Bei verteilter Implementierung auf Multicomputern, wo jeweils (Gruppen von) Koeffizi-
enten und Variablen auf verschiedenen Prozessoren liegen, ist zu beachten, dass in den
verschiedenen Eliminationsstufen immer groBere Indexdifferenzen 2% auftreten. Fiir die

erforderliche Kommunikation wire daher eine Hypercube-Struktur giinstig.

e Wie auch sonst bei der Elimination ist das Verfahren nur bei nichttrivialen Pivotelemen-
ten durchfiihrbar. Hinreichende Kriterien dafiir sind wie bei der iiblichen Gau-Elimination
wieder die Definitheit oder Diagonaldominanz der Matrix. Die exakten Kriterien fiir allge-
meine Matrizen (nichttriviale Hauptminoren) lauten aber anders als im Standardverfahren.
Bei Block-Tridiagonalsystemen ist dagegen wieder nur die Regularitét aller auftretenden

Hauptdiagonalblocke erforderlich, vgl. (4.2.2)).
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5 Parallele Iterationsverfahren

Bisher befassten sich die besprochenen Verfahren vor allem mit Operationen bei vollbesetzten
Matrizen. Aber gerade bei groflen Problemen mit massivem Rechenbedarf sind die Matrizen
oft diinnbesetzt. In einem gewissen Umfang kann man direkte Losungsverfahren zwar an be-
stimmte diinne Besetzungen anpassen wie im Fall der Bandsysteme, vgl. Da aber direkte
Losungsverfahren meist eine ungleichméflige Lastverteilung besitzen, nutzt man eine spérliche
Besetzung von linearen Gleichungssystemen am FEinfachsten durch Verwendung von Iterations-
verfahren aus. Hier gibt es verschiedene Ansétze bei der Parallelisierung. Zunéchst achtet man
natiirlich auf die Parallelitat im Iterationsverfahren selbst. Zusédtzlich kann man aber auch dqui-
valente Umformulierungen des LGS betrachten so, dass Verfahren mit begrenzter Parallelitéit
wesentlich schneller konvergieren ( Prikonditionierung). Das macht natiirlich nur Sinn, wenn die-
se Umformung gut parallelisierbar ist. Mit Iterationsverfahren bekommt man aber auch ganz
neue Optionen fiir die Verfahren. Wihrend bei den bisherigen Algorithmen eine ganz prizise
Ablaufplanung und Synchronisation bei der parallelen Durchfithrung notwendig war, kénnen Ite-
rationen sogar (fast) ohne globale Koordination, also asynchron oder chaotisch, funktionieren.
Dies ist interessant, wenn man im Netz verteilte Rechner unterschiedlicher Leistung zur Erle-
digung von Teilaufgaben heranziehen will (Grid Computing, Cloud Computing), oder wenn der
Rechenbedarf der verschiedenen Tasks unterschiedlich grof8 oder nicht vorhersehbar ist. Einige
der Mafinahmen setzen aber speziellere Matrixeigenschaften voraus. Daher wird zunéchst ein

einfaches wichtiges Beispiel eingefiihrt, das viele solcher Eigenschaften besitzt.

5.1 Ein Referenzbeispiel: Poisson-Gleichung

Die einfachste Version eines elliptischen Randwertproblems im R? ist die Poisson-Gleichung,
welche auf einem Gebiet Q C R? definiert ist. Dabei wird eine Funktion v : € — R gesucht,
welche am Gebietsrand 9Q = Q — Q feste Randwerte (z.B. null) annimmt und deren mittlere
Kriimmung in €2 mit einer vorgegebenen Funktion g : 2 — R iibereinstimmt. Dieses Randwert-

problem lautet also

—Au(z1,...,2q) = g(z1,...,24), (T1,...,24) € Q, (5.1.1)
u(xy,...,xq) =0, (z1,...,2q) € 0L (5.1.2)

Dabei ist A = aa—;% +...+ 8‘9—;3 der Laplace-Operator. Das Problem beschreibt z.B. die Tempera-
turverteilung u(x) in einem homogenen Koérper, der am Rand gekiihlt wird mit Warmequellen
¢ im Inneren oder kleine Auslenkungen u(x) einer diinnen Membran (Seifenhaut), die am Rand
eingespannt ist unter der Flidchenlast g. Bei allgemeinere Varianten solcher elliptischer Rand-
wertprobleme treten Koeffizientenfunktionen vor den Ableitungen und Ableitungen niederer

Ordnung auf. Auch nichtlineare Abhéngigkeiten von u sind moglich.

Fiir eine numerische Approximation von glatten Losungen u(x) sucht man nur Ndherungen

an einer endlichen Anzahl von Punkten in Q. Am Einfachsten verwendet man dabel ein re-
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gelmiBiges Gitter von Punkten. Ist das Grundgebiet z.B. ein Quadrat oder Wiirfel Q = [0, 1]¢,
unterteilt man in jeder Ortsrichtung das Intervall [0, 1] in m + 1 Teilintervalle mit Trennstellen
xgj) = jh, 7=0,...,m+ 1 der Schrittweite h = 1/(m + 1).
Bei Dimension d = 2 bekommt man so tatséchlich ein Gitter
(:cgi),xgj)), 0 < 4,5 < m+ 1. In der Differentialgleichung 82 Gitterpunkte 2D
approximiert man nun die zweiten Ableitungen durch zweite di-
vidierte Differenzen (vgl. Numerik 1). Dazu gilt fiir eine viermal
stetig diffbare Funktion u im Punkt x = (z1,22) mit dem Ein-
heitsvektor e;:

0%u u(x — he;) — 2u(x) + u(x + he;)

S3 (@) = - L OMY).  (5.1.3)

(2

Die Fehleraussage 1af3t sich auch direkt durch Taylorentwicklung

nachweisen. Betrachtet man diese Approximation in einem der in-
neren Gitterpunkte z = (:L'gjl),:ném)
liegen die anderen Funktionswerte aus der Formel ebenfalls auf dem Gitter. Daher ersetzt
man zur Approximation in der Gleichung den Laplace-Operator durch die Differenzenquo-
tienten in den Koordinatenrichtungen und vernachléssigt den Fehlerterm. Fiir die unbekannten

Néherungen y;; = u(xg] ), ZL'gL)) erhélt man im 2D-Fall so das Lineare Gleichungssystem

mit 1 < j1,j2 < m, dann

1 ; ; L.
ﬁ( — Vi1 — Yij—1 T Wij — Yij+1 — Yit1j) = Gij = 9(905])79051))7 1<i,j<m. (5.1.4)

Die Differentialgleichung wird also nur in den inneren Gitterpunkten verwen- y
i+1,5

det. Die Graphik rechts zeigt die Verkniipfung in dieser Gleichung mit dem
schwarz gefiillten Wert y;; und den direkten Nachbarpunkten eines Fiinf-
Punkte-Sterns. Die in auftretenden Nachbarwerte y;; sind bekannt,
wenn k,l = 0 oder k,l = m + 1 ist. Denn diese liegen auf dem Rand und
haben aufgrund der Randbedingung den vorgegebenen Wert null. Yi—1,j

Somit stellt tatssichlich ein quadratisches Gleichungssystem fiir die n = m? unbekann-

ten Gitterwerte y;;, 1 < 4,5 < m, dar. Da aber in jeder Gleichung nur maximal 5 nichttri-

Yij—1 Yij+1

viale Koeffizienten auftreten, ist das System offensichtlich sehr diinn besetzt. Zur Losung des
Gleichungssystems miissen diese doppelt indizierten Unbekannten y;; natiirlich noch in eine li-
neare Reihenfolge bzw. Nummerierung y[1 .. n] gebracht werden. Doch dies ist eine Mafinahme,
die erheblichen Einflufl auf die Struktur der zugehorigen Matrix und den Rechenaufwand von

Losungsverfahren hat und daher genauer betrachtet werden muf3.

e Lexikographische Nummerierung (spalten-/zeilenweise): Bei Nummerierung in der Rei-
henfolge Y11, Y21, - - -, Yml, Y12, - - - s Ym2, - - - » Ymm haben vertikal benachbarte Gitterpunkte
aufeinander folgende Indizes, bei horizontal benachbarten ist die Indexdifferenz dagegen

genau m. Daher ist die Matrix eine 2m + 1-Bandmatrix und Block-Tridiagonalmatrix mit
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m X m Blocken der Gréfle m x m in folgender Form

-1 T -1

-1 T -1
-1 T

Die Hauptdiagonalblocke T sind selber wieder tridiagonal, mit —1 in der Nebendiagonale
und der Hauptdiagonale 4. Bei allgemeineren elliptischen RWPen 2. Ordnung &ndern sich
zwar die Werte der nichttrivialen Matrixeintrage, die Struktur bleibt aber i.w. erhalten.
Fiir parallele Blockverteilungen hat man hier also Hauptdiagonalblocke der Gréfle m, die
Anzahl der Nachbarn eines Blocks (Nachbarzeilen) ist O(m) =Blockgrofe.

e Kachelung: Eine Alternative ist die Zerlegung des Gebiets
in k x k Kacheln. Die Zahl der Unbekannten in einer Ka-
chel (Block) ist dann (m/k)%. Die Randlinge einer jeden
Kachel ist nur O(m/k) und dies ist auch die Anzahl direk-
ter Nachbarn einer Kachel. Damit ist (Anz.Nachbarn) =
/BlockgroBe und bei verteilten Algorithmen ist der Kom-
munikationsaufwand geringer als vorher. Das Bild zeigt die
Matrix-Struktur bei einer 4 x 4-Kachelung fiir m = 16 (256
Gitterpunkte).

Die Matrizen zu haben auflerdem einige wichtige Eigenschaften, die unabhéngig von
der Nummerierung sind. Sie sind nédmlich symmetrisch und positiv definit, schwach diagonaldo-
minant, und hat eine spezielle Vorzeichenverteilung, ndmlich eine relativ grofie positive Haupt-
diagonale und nichtpositive Nebendiagonalen. Die Konsequenzen daraus werden spéter bespro-
chen. Man kann fiir diesen speziellen Fall sogar die Eigenwerte der Matrix explizit ausrechnen.
Fiir den kleinsten Eigenwert gibt es eine von m unabhéngige positive untere Schranke, wihrend
der groBte Eigenwert offensichtlich die GréSenordnung O(h~2) = O(m?) besitzt. Dies ist daher

2

auch die Groflenordnung der Konditionszahl Kk ~ m* = n. Fiir dreidimensionale Probleme mit

2

n =m? gilt dagegen k ~ m2 = n2/3. Diese Grofe ist fiir die Konvergenz vieler Iterationsverfah-

ren wichtig.

5.2 Parallelitiat bei Standardverfahren

FEine Klasse von Iterationsverfahren fiir regulére lineare Gleichungsysteme Ax = b bekommt
man aus einer Zerlegung A = M — N mit einer reguliren Matrix M (vgl. Numerik 1), indem

man das System umschreibt in die Form

Mx = Nz +b.
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Wenn Systeme der Form Mz = y einfach auflésbar sind, kann man auf der rechten Seite eine
Niherung #*) der Losung einsetzen und die linke Seite nach einer neuen auflssen, Ma(+1) =
Nz®*) + b. Dies kann man wiederholen fiir £ = 0, 1, ... und bekommt so eine Iterationsfolge

2D = MIN2® 4+ M= Ba® 4, k=0,1,2,...
Voraussetzung fiir die Konvergenz dieser Folge ist die Kontraktivitét, d.h. die Einschrankung an
den Spektralradius, dass

o(B) = o(M™'N) < 1.

Die einfachsten dieser Verfahren sind das Gesamtschritt- (GSV) und Einzelschritt-Verfahren
(ESV, Gauss-Seidel-Iteration), welche nichttriviale Hauptdiagonalelemente voraussetzen. Beim
GSV (Jacobi-Iteration) wahlt man M = D := diag(a;;) und erhélt den Iterationsschritt

1 n
B - <bi _ Zaija:g.’“)), ief{1,...,n). (5.2.1)
A ‘]:1

An den Schrittindizes kann man ablesen, dass hier alle n Komponenten unabhéngig voneinan-
der, also parallel berechnet werden kénnen. Dies wurde auch durch die Vorschrift i € {1,...,n}
hervorgehoben. Die Iterationsmatrix ist B¢ = D~!(D— A). Bei Standardrechnern wird iiblicher-
weise das Einzelschrittverfahren bevorzugt, da es meist schneller konvergiert, beim Referenzpro-
blem genau doppelt so schnell wie das GSV. Diese Variante unterscheidet sich dadurch,
vom GSV, dass man dessen Teilergebnisse sofort in der néchsten Komponente berticksichtigt,
x,ngrl) = alu‘ (bi — ; aijx§k+1) — ; a,-jxgk)), i=1,...,n. (5.2.2)
Mit dem strikt unteren Anteil L von A, (lij = aij,j < i, sonst l;; = 0) ist die Iterations-
matrix hier Bp = (D + L)™'(D + L — A) und ihr Spektralradius beim Referenzproblem bei
Konvergenz tatsiichlich o(Bg) = o(Bg)? < o(Bg). Hinreichend fiir Konvergenz ist die Diago-
naldominanz von A. Da in beiden Verfahren natiirlich nur die nichttrivialen Matrixelemente
zu beriicksichtigen sind, verringert eine diinnbesetzte Gestalt den Aufwand. Durch Einfithrung
eines zusétzlichen Beschleunigungsparameters 148t sich die Konvergenz sogar noch erheblich be-
schleunigen (— SOR-Iteration, Numerik 1). Leider verhindert die direkte Wiederverwendung

(k+1) (k+1)

von x; "’ bei x; i.A. jede Parallelisierung.

Beim Referenzproblem (5.1.4)) gibt es aber einen Ausweg. Hin-

tergrund ist die Geometrie der Kopplungen im Differenzen- . A7 . 48 . 49 .
stern, da die Variable y;; nur mit den direkten Nachbarn ver-
43 44 45 46

tikal und horizontal gekoppelt ist. Wenn man die Variablen in
ol

einer Schachbrett-Nummerierung anordnet, wie rechts ange-

deutet, sind alle Nachbarn der roten Felder weifl bzw. umge- 36 . 37 . 38 . 39
kehrt. Daher bilden rote und weile Variablen zwei fast gleich- . 33 . 34 . 35 .
grofle Blocke, zwischen denen es keine Kopplungen in der Ma- 99 . 30 . a1 . 39

trix gibt. In dieser Nummerierung hat die Matrix D~ A daher
‘B E B
folgende Gestalt
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I —-N
DA = )

Nach Aufteilung der Gesamtvektoren z(*) in z, und x,, hat das ESV (5.2.2) die Form

A e, |
T i

Hier sind die beiden Teil-Multiplikationen mit N bzw. NT wieder parallel durchfithrbar. Als
eigenstindige Iterationsverfahren sind GSV und ESV heutzutage aber nicht mehr brauchbar, da
ihre Konvergenz zu langsam ist. Im Referenzproblem etwa ist die Kondition x ~ m? und
die Konvergenzfaktoren fiir beide daher o(B) = 1—C'/k sehr nahe an eins. Die Verfahren werden
aber noch eingesetzt als Bausteine komplexerer Verfahren (s.u.) und da sie einen gléttenden
Einflu} auf die Gestalt der Fehler haben. Im Zusammenspiel mit anderen Verfahren kann dies

vorteilhaft sein.

Ein sehr effizientes Iterationsverfahren ist das Konjugierte Gradienten-Verfahren (CG) von
Hestenes und Stiefel, welches allerdings nur bei symmetrisch, positiv-definiten Matrizen A ein-
setzbar ist. Nicht alle Details dieses Verfahrens werden im Einzelnen hergeleitet, sondern die
Eigenschaften, welche fiir den Einsatz auf Parallelrechnern wichtig sind. Ein wichtiger Hinter-

grund des Verfahrens ist die Minimierung des Funktionals
1
i P(x) = ixTA:U — bz, (5.2.3)

dessen Gradient gerade grad¢(z) = Ax — b der (negative) Defekt im Gleichungssystem ist
und dessen Hesse-Matrix 02¢/0x? = A positiv definit. Daher ist z := A~!b global eindeutiges
Minimum von ¢, der Minimalwert ist ¢min = —%bTA_lb. Ausgehend von einem Startvektor z(©)
(z.B. = 0) konstruiert das Verfahren Abstiegsrichtungen p*) und minimiert dann das Funktional
¢ auf dem Strahl z* =D 4 4pk) exakt (Liniensuche). Man priift sofort, dass dieses Minimum
wegen ¢(z +tp) = ¢(x) — tp' (b — Az) + %tQpTAp in
pT(b—Az)  p'd

i=l T = e mit o+ ip) = 6()

~ (pTa)?
2pT Ap

(5.2.4)

angenommen wird. Dabei ist d = b — Ax der aktuelle Defekt (=Gradient). Die Effizienz dieses
Abstiegsverfahrens wird dadurch dramatisch gesteigert, dass man die verschiedenen Suchrich-
tungen paarweise orthogonal wéhlt im A-Innenprodukt geméf p(k)TAp(j) = ;. Dann wird
némlich durch die eindimensionale Liniensuche mit sogar das globale Minimum

2® = 2D 45 = argmin{¢(z) : = € 2 + span(p™M, ..., p*) (5.2.5)

im Unterraum aller bisherigen Suchrichtungen bestimmt, denn wegen der A-Orthogonalitéit der
Suchrichtungen sind die Minimierungsschritte entkoppelt. Daher liefert dieses Verfahren nach n

Schritten (im Prinzip) sogar die exakte Losung z! Diese Eigenschaft war das urspriingliche Ziel
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der Erfinder, welches das Verfahren aber i.d.R. nicht erreichen kann wegen Rundungsfehlern.
Fiir moderne Anwendungen ist dagegen das allgemeine Konvergenzverhalten viel interessanter.
Die Suchrichtungen werden mit Hilfe des aktuellen Defekts d*) = b — Az(*) bestimmt, fiir den
sich die Beziehung d® := d*=1) — ¢, Ap(*) direkt ergibt. Es liBt sich zeigen, dass man durch
Wahl der Suchrichtungen in der Form p() := d(© und p®*+Y := d®) 4 8,p*) die vollstindige A-
Orthogonalitéit der Richtungen p sicherstellen kann. Da jeder Defektschritt eine Multiplikation
mit der Matrix A bedeutet, ist der in auftretende Unterraum der Suchrichtungen identisch

mit den sogenannten Krylov-Raum
Kr(A,d) := span(d, Ad, ..., Akild) = Span(p(l), . ,p(k)).

Dies ist der Unterraum aller Vektoren, die aus d = d(©) durch Multiplikation mit einem Polynom
der Matrix A hervorgehen, Ki(A,d) = {q(A)d : q € lIx_1}, wobei II,,, die Menge aller Polynome

mit Maximalgrad m bezeichnet. Das CG-Verfahren sieht recht einfach aus und lautet:
dO :=p— Az pM) .= g0, k.= 0;
while (d®) #0) {

k=k+1;
ty = [dB=D|3/p0 T Ap®);

Br, = ld®)[13/1d*=V|3;

}

Die wesentlichen Operationen sind die Matrix-Vektor-Multiplikation Ap, bei der wieder eine
diinnbesetzte Struktur den Aufwand verringert, drei Vektor-Kombinationen und 2 Innenpro-
dukte, welche alle ganz gut parallelisierbar sind mit O(n) Prozessoren. Im folgenden Satz wer-
den die wesentlichen Eigenschaften zusammengefafit, der Beweis konzentriert sich insbesondere
auf die Konvergenzaussage, welche der Ansatzpunkt fiir weitere Effizienzsteigerungen ist. Denn
die Konvergenz wird wesentlich durch die Spektral-Kondition #(A) := [Amax(A)/Amin(A)| > 1

bestimmt. Dazu nutzt man die Eigenschaft, dass fiir definites A das Funktional

20(2) — 2¢min = Az — 20Tz +bTATIb = (x — 2)TA(z — 2) =: ||z — 2|4 (5.2.7)
eine Norm ist und man den Fehler x — z in dieser Norm darstellen kann.
Satz 5.2.1 Ausgehend von einem Startwert z(©) € R™ sei im CG-Verfahren d9) £0,j <

k. Dann gelten fiir die berechneten Grifen folgende Aussagen.

a) Die Suchrichtungen pM, . p®) sind paarweise A-orthogonal, die Defekte d©), ..., d*—1)

orthogonal und jeweils Basen des Krylovraums

Kr(A, d(o)) = span{p(1)7 o ,p(k)} _ span{d(o), o ,d(kfl)},
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b) Die Niherung '*) minimiert das Funktional ¢ (5.2.3)) iber (0 + Ky, es gilt
P(z™) = min{p(z) : = €2 + K}

Daher ist x®) ezakt, wenn z € z© + K, gilt, also spdtestens fiir k = n.

¢) In der A-Norm gilt die Fehlerschranke

12 —zlla = min{lge(A) (@ ~2)lla: ge € Tx, gi(0) = 1}

—~ k
< 2(\/%13 2@ — ]| 4. (5.2.8)

Beweis Die Behauptungen in a) und b) folgen mit einigem Aufwand aus der Verfahrensvorschrift.

¢) Da der Startdefekt das Bild des Startfehlers f(9) := z — (%) ist, d© = b— Az = A(z —2(©) = Af©),

hat der Fehler von z*) wegen a) mit einem Polynom g1 € Iy _; die Darstellung

z—a® =220 4 g 1 (A)d? = (T4 gr1(A)A) (z — 2(O) = gr(A) 1.
T
Der Startfehler wird also mit gi(A) multipliziert, wobei gi(t) = 1 + tqr—1(t) ein Polynom vom Grad
k ist mit dem Wert g;(0) = 1. Nach Teil b) ist gx aber auch ein Polynom, das das Funktional ¢ und
damit auch die A-Norm des Fehlers minimiert. Bei der symmetrischen Matrix A sei A = UAUT die
Jordan-Normalform mit UT = U~! und A = diag(});). Damit ist

Iz = 2® % =(z — )T Az — &) = FOT g(A)Ag(A)f© = fOTUAG(AYUT f©
<maxg(A)2F O UAUTFO = maxg(0) 21 £
J
Wie gesagt, minimiert das CG-Verfahren die Fehlernorm auf der linken Seite dieser Ungleichung. Eine
obere Schranke bekommt man daher, indem man rechts irgendein ”gutes” Polynom g einsetzt. Hier
bieten sich die Tschebyscheff-Polynome aus der Numerik 1 an wegen ihrer Minimaleigenschaft, wobei

man sie aber so verschiebt, dass sie die Nebenbedingungen g (1) = 0 erfiillen und dem Intervall [a, b] =

[min A;, max \;| der Eigenwerte von A klein sind. Tatséchlich erfiillt das Polynom

()= 1 (5205) /1 ()

mit Ty(7) = cos(karccosT), |[7| < 1, diese Bedingungen und wegen b/a = £(A) gilt die Schranke
lgk(A;)| < 1/T%(q) mit dem Wert ¢ := (&(A) +1)/(#(A) —1) > 1 und Ty(q) = cosh(k arcoshq). Fiir den
Normierungsfaktor T (q) gilt die untere Schranke (vgl. Stoer/Bulisch 2, §8.7)

Ty(q) > ;( AA +1>

A(A) —1
Daraus folgt die Konvergenzaussage (5.2.8|). [ |

Bis auf den unwichtigen Vorfaktor 2 dhnelt die Fehlerschranke den Konvergenzaussagen
fiir andere Iterationsverfahren wie etwa beim Gesamt- und Einzelschrittverfahren, wo man einen
Fehlerverlauf mit Vorfaktoren der Form (1 — 1/#)¥ bekommt. Der entscheidende Vorteil beim
CG-Verfahren ist dabei, dass der Konvergenzfaktor nur noch von /% abhingt und fiir grofie
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& > 1 erheblich kleiner ist. Im Referenzbeispiel mit GittergroBe m etwa hat man # ~ m? und

daher
VE-1_ 2 2 2
Vi+1 VE+1 Vi m’

Fiir moderne Anwendungen ist das allerdings noch nicht gut genug. Dazu greift man die Uberle-

2
—_
|

gung am Anfang des Abschnitts auf und betrachtet Umformungen des Gleichungssystems, d.h.

man 10st statt Az = b das dquivalente Problem
M 1tAz = M~ 1.

Die Anforderungen an die Matrix M sind hier aber grofler, sie mufl symmetrisch und positiv
definit sein. Dann existiert die symmetrische Cholesky-Zerlegung M = LLT (Numerik 1) mit
einer regulidren unteren Dreieckmatrix L und das umgeformte System ist formal dquivalent mit
(LLY) Az = (LLT) b <= (L_lA(L_l)T)(LTx) = L.

Die geklammerte Matrix ist wieder symmetrisch und positiv definit und das CG-Verfahren daher
hier einsetzbar. Es gibt sogar eine Umformulierung, die direkt mit M und A arbeitet ohne L,
wobei Gleichungssysteme der Form My = r zu losen sind. Entscheidend fiir die Konvergenz
ist jetzt die neue Kondition #(L~'A(L~N)T) = #(M~'A). Daher nennt man diesen Vorgang
Prikonditionierung. Bei einer guten Prikonditionierung sollte (M ~1A) < &(A) sein fiir eine
bessere Konvergenz, allerdings diirfen die Parallel-Kosten zur Auflésung von Systemen My = r
diesen Vorteil nicht zunichte machen. Géngige Verfahren werden in behandelt.

Die Voraussetzungen fiir die Anwendung des CG-Verfahrens, Symmetrie und Definitheit
der Matrix, sind natiirlich sehr einschrankend. Fiir allgemeine Matrizen gibt es aber eine ganze
Klasse von Krylov-Verfahren, die auf verwandten Prinzipien beruhen. Auch dort ist Prikonditio-
nierung (mit allgemeinem M) ein gingiges Mittel zur Verbesserung der Konvergenz. Allerdings
ist bei Nicht-Symmetrie der Verfahrensaufwand hoher und/oder Konvergenzaussagen schwécher

(vgl. Numerik 2A bzw. Spezialvorlesungen).

5.3 M-Matrizen

Fiir den Einsatz auf Parallelrechnern werden v.a. die auf reguliren Zerlegungen beruhenden
Verfahren modifiziert. Dabei kann man besonders weitgehende Aussagen bei einer speziellen
Klasse von Matrizen machen, zu denen auch die Matrix des Referenzbeispiels (5.1.4) gehort.
Eine wesentliche Eigenschaft dieser Matrixklasse ist elementar nachpriifbar, es ist eine bestimmte
Vorzeichenverteilung der Elemente. Zur Beschreibung gelten Ungleichungen zwischen Matrizen

bzw. Vektoren elementweise. Mit o(A) wird der Spektralradius einer Matrix A bezeichnet.

Definition 5.3.1 FEine regulire n x n-Matriz A heifit monoton, wenn A=Y > 0 ist. Die Matrix
heifit M-Matrix, wenn gilt

A=pul—N, N2>0, o{N)<p.
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Das wichtigste Argument, das man bei monotonen Matrizen anwenden kann, ist die Folgerung
Axr =b> 0= x = A~ 'b > 0. Die Definition iiber die Inverse ist natiirlich schwer nachzupriifen.

Es gibt aber eine hinreichende Charakterisierung iiber die Ausgangsmatrix A.

Satz 5.3.2 Jede M-Matriz ist monoton.

Beweis Wegen g(%N ) = %Q(N ) < 1 konvergiert die Neumannreihe

(o]
> WINT = p(pl = N)™H = pAh

=0 55

Da alle Reihenelemente nichtnegativ sind, gilt dies auch fiir A=!. ]

Bei M-Matrizen sind offensichtlich die Nebendiagonalelemente nicht positiv, hinreichend fiir die
M-Matrix-Eigenschaft ist, z.B., zusétzlich strenge oder schwache Diagonaldominanz. Eine exakte

Charakterisierung enthélt der

Satz 5.3.3 FEine Matriz mit der Vorzeichenverteilung
ai; > 0, al-jSOVj#i, 1,5=1,...,n,
ist genau dann M-Matriz, wenn ein positiver Vektor w > 0 existiert mit Aw > 0.

Beweis a) Sei A monoton (z.B. M-Matrix) und w = A~11 mit 1:= (1,..,1)7. Dann ist Aw = 1 > 0 und
w > 0. Dabei kann keine Komponente von w verschwinden, da mit w; = 0 die i-te Zeile von A~! null wire
und A~! daher nicht regulir. Fiir eine M-Matrix A = I — N sind wegen N > 0 die Nebendiagonalen
nicht positiv und fiir jedes ¢ ist (u — ny)w; = (Aw); + Zj# ngjw; > 0, also a; = p —ng; > 0.

b) Sei Aw > 0 und w > 0. Mit W := diag(w;) werden gewichtete Vektor- und Matrix-Normen definiert
durch
2]l = W ello, 1Bl := W BW s

Diese Normen haben die Eigenschaft, dass fiir nichtnegative B > 0 die Matrixnorm || B||,, gleich der Norm
||Bw||w = || Bl|w des Vektors Bw ist. Sei nun p > max; a;; gewéhlt. Dann ist N = ul — A > 0 und es gilt

Aw = pw — Nw >0 <= pw > Nw=NWI1 < pl>W 'NW 1.
—_—————

>0
Die letzte Ungleichung bedeutet aber, dass p > [|[WINW 1o = [[WINW || > o(N) gilt. ]
Die w-Norm ist auch monoton, denn aus 0 < C' < B folgt ||C||w < || B|w-
Beispiel 5.3.4 Die Matrix zur diskreten Poisson-Gleichung ([5.1.4)) ist eine M-Matrix. Mit den
Doppelindizes aus §5.1| wird der Testvektor w;; := a — (2i —m)? — (2j — m)? betrachtet. Fiir
geniigend grofies a > 0 ist w;; > 0, 0 < 4,5 < m + 1. Fiir w gilt auflerdem

— Wi—1,j — Wi j—1 + 4Wij — Wit1,j — Wi j41
=(2i—2-m)2 4+ (2 —2—-m)? —2(2i —m)® —2(2j —m)* + (2 + 2 —m)? + (2) + 2 — m)?
=442 —m)+4—A(2) —m) + 4+ 42 —m) +4+4(2) —m) = 16
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in inneren Gitterpunkten. In Randnéhe fehlen Nachbarwerte —w;+1 ;41 < 0, dort ist 16 eine

untere, positive Schranke, also gilt Aw > 0.

Im Rahmen der Iterationsverfahren hat die M-Matrix-Figenschaft eine grofle Bedeutung

wegen der folgenden Sétze. Zur Prézisierung werden einige Begriffe definiert.

Definition 5.3.5 Fliir eine requldre Matriz A heifit die Aufspaltung A = M — N eine Zerlegung,
wenn M reguldr ist. Eine Zerlequng heifit aufSerdem

konvergent, wenn ol M7'N) < 1,

requldr, wenn M~1>0,N>0,

schwach requldr, wenn M~' >0, M~'N > 0.

Bei M-Matrizen fiihrt fast jede sinnvolle (z.B. disjunkte) Aufteilung der Matrixelemente auf
die beiden Teile einer regulidren Zerlegung auf eine konvergente Iteration. Auflerdem wird die

Konvergenz nicht schlechter, wenn man mehr Elemente aus A in M beriicksichtigt.

Satz 5.3.6 Es sei A eine M-Matrix.
a) Jede reguliire Zerlegung ist auch konvergent, es gilt o( M—'N) < 1.
b) Gegeben seien zwei requlire Zerlegungen A = My — Ny = My — Ny von A. Dann folgt

N1 < Ny = o(M;'Ny) < o(My ' Ny).

Beweis a) Da die minimale Komponente eines positiven Vektors positiv ist, existiert w > 0 mit Aw =
Mw — Nw > el > 0. Mit M—! > 0 folgt aus MW1 > Nw + €, dass

1-eW M >W I M INWL = 1-6>||[M "N, > o(M~'N)

mit einem & > 0 so, dass dw < eM 1.

b) Fiir jede reguliire Zerlegung A = M — N ist M = A+ N und daher B := M~'!N = (A+ N)"!N =
(I +G)"'G > 0 mit G := A"IN > 0. Die Eigenwerte A von G und 3 von B hingen zusammen
gemif § = A/(1+ A). Nach dem Satz von Perron-Frobenius [R.S.Varga, Matrix iterative analysis| ist der
Spektralradius o(B) ein reeller, nichtnegativer Eigenwert von B, also 0 < o(B) = A/(1+ A) < 1 (nach
Teil a)). Da die Funktion A — A/(1 4+ A) wachsend ist in Ry, wird o(B) durch den gréBten Eigenwert
A = o(G) bestimmt,
o(B) = o(G)/(1 + o(G))-

Dieser ist monoton in G und mit Ny < No = G} = A7IN; < A7INy = Gy = 0(G1) < o(Gy) folgt
die Behauptung. |

Zur Illustration sei an Gesamtschritt- und Einzelschrittverfahren erinnert, bei denen man die
Matrix A = D — L — R mit Diagonale D, sowie linker und rechter Dreieckmatrix darstellt. Das
ESV entspricht der Zerlegung M1 = D — L, Ny = R und das GSV verwendet My = D, Ny =
L+ R. Bei einer M-Matrix A ist natiirlich L, R > 0 und daher taséchlich My = D—L < D = M,
und Ny = L < L+ R = N», hier konvergiert das ESV nicht schlechter als das GSV. Tatséchlich
kann man beim Referenzproblem sogar zeigen, dass o(M; *Ny) = o(M; ' N1)? < 1 ist.
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5.4 Mehrfachzerlegungen der Matrix

Wenn man p > 1 Prozessoren zur Verfiigung hat, kann man anstelle einer einzelnen Iteration zu
einer reguliren Zerlegung mehrere unabhéngige Schritte dieser Form iiberlagern. Dazu werden in
jedem Iterationsschritt mehrere Teile mit verschiedenen Zerlegungen A = M; —N;, j =1,...,p,
ausgefiihrt und die Resultate mit Diagonalmatrizen E; > 0 als konvexe Linearkombination zu

einem Ergebnis zusammengefiigt. Man betrachtet also die Iteration

p P
B =N B M (N W 1 0), Y Ej=1, Mj—-N;=A, j=1,...,p (5.4.1)

j=1 j=1
Die in (5.4.1)) genannten Nebenbedingungen garantieren, dass die Losung z auch Fixpunkt der
Iteration ist. Aus Effizienzgriinden wéhlt man Diagonalmatrizen E; mit nur wenigen positi-
ven Elementen (Maskierungs-, Gewichtungs-Matrizen). Dann berechnet Prozessor P; auch nur

diejenigen Komponenten von M j—l(ij(k) +b), fiir die das Diagonalelement in E; positiv ist.

FEin besonders einfaches Beispiel einer solchen Mehrfachzerlegung ist das Block-Gesamt-

schrittverfahren (Block-Jacobi-Iteration). Man betrachtet wieder ein System mit Block-Matrix,

A - A\ (21 b1
: : =], (5.4.2)

Apr - Ap Lp by

und A;; € R™", x;,b; € R". Analog zum normalen Gesamtschritt-Verfahren (5.2.1) kann man

eine Block-Version formulieren, wenn die Hauptdiagonalblécke regulér sind, in der Form

oD = 4 (bi - ZAijxg.k)), ie{l,..p} (5.4.3)
J#i

In dieser Formulierung wurde beim Index ¢ keine Laufanweisung verwendet um zu betonen, dass
die p Teile des Iterationsschritts voneinander unabhéngig sind und daher parallel durch-
gefithrt werden konnen. Dies wurde schon als Vorteil des Gesamtschrittverfahren gegeniiber dem
Einzelschrittverfahren genannt. In der Darstellung ist hierbei z.B. M; = diag(Ai1, .., App)
als Block-Diagonalmatrix zu wéhlen, die Gewichtsmatrizen F; besitzen jeweils einen Identitéts-
block an der Stelle j, E; = diag(0,..,0,1,,0,..,0). Natiirlich berechnet aber Prozessor P; in
seinem Teilschritt von keine Daten, die mit F; wieder ausgeblendet werden. Zur Unter-
suchung der Konvergenz von wird der Fehler ) := () — 2 zur Losung z betrachtet.
Fiir ihn gilt folgende einfache Beziehung

p p
FED = "EM A (Nag® + b - Nz —b) = BfY, B:=> E;M;'N;. (5.4.4)
j=1 j=1

In jedem Schritt wird der alte Fehler mit der Matrix B multipliziert, also ist f*) = B f(0)_ Fiir

M-Matrizen gibt es zu dem Verfahren eine sehr allgemeine Konvergenzaussage.
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Satz 5.4.1 Die Matriz A sei monoton, alle E; > 0 und alle verwendeten Zerlegungen schwach
requldr, d.h.
det Mj #0, M;' >0, Bj:=M;'N; >0, j=1,.,p.

Dann konvergiert , denn in gilt o(B) < 1 und B > 0.
Beweis Mit dem Vektor w > 0, Aw > €l > 0 folgt fiir jede Zerlegung und B; = Mj_le dass
w—M;'Nyw=M;"Aw > eM; "1 = Bjw= M, 'Nyw <w—eM; "1 < w.

Dies bedeutet wieder W—1B;W1 < 1, also ||Bj|l» < 1 und damit ist 8 := max; || Bj||, < 1. Fiir die
Gesamt-Iterationsmatrix B aus (5.4.4]) folgt daraus

p p
OS|B‘U)ZZEJBJUJSBZEJU):6U1 = HB||w§B<1 |
j=1 j=1
Bemerkung Der Beweis nutzt die auch in Satz formulierte Tatsache, dass bei monotonen
Matrizen jede schwach regulire Zerlegung konvergiert wegen o(B;) = o(M j_le) < 1. Die Kon-
vergenzaussage iibertrigt sich natiirlich auf allgemeine Matrizen, wenn man fiir die Zerlegungen

direkt die Annahme p(|B;|) < 1 macht. Diese mufl dann aber unabhéngig verifiziert werden.

Beispiel 5.4.2 Konvergenzfaktoren fiir Gesamtschritt-, Einzelschritt- und Block-Gesamtschritt-
Verfahren bei der diskreten Poisson-Gleichung der Dimension n = m?. Die Verbesserung
der Konvergenz mit Zeilenblocken bei lexikografischer Nummerierung ist recht diirftig. Daher
wird das Block-Verfahren mit 16 Kacheln (vgl. S.40) durchgefiihrt.

n= 256 1024 4096 16384

GSV o= | 0.9823 0.99547 0.998827 0.999701
ESV o= | 0.9663 0.99098 0.997663 0.999403
BJac o= | 0.9357 0.96566 0.982145 0.990810

Das Ende eines Iterationsschrittes in ([5.4.1]) stellt einen gemeinsamen Synchronisationspunkt
(Barriere) fir alle beteiligten Prozessoren dar. Der j-te Prozessor muff nach Berechnung seines
Teilvektors E; M ]._I(ij(k) + b) die zugehorigen Komponenten einer zentralen Stelle oder all
denjenigen Prozessoren mitteilen, die sie benotigen. Bei allgemeiner Block-Tridiagonalgestalt
von A etwa sind dies nur der linke und rechte Nachbar. Bei einer geeigneten (geometrischen)
Problemaufteilung muff mglw. sogar nur ein Bruchteil der Daten iibermittelt werden, vgl. §[5.1]
Der néchste Schritt kann erst nach Abschlufl des aktuellen Iterationsschritts in allen Prozessoren
beginnen. Daher sollten alle Prozessoren Teilaufgaben mit gleich viel Aufwand zugewiesen be-
kommen, bei regelméfiger Struktur der Matrix (z.B. Bandgestalt) also Teile gleicher BlockgroBe.
Eine solche Aufteilung ist aber nicht immer einfach méglich, Griinde dafiir werden im néchsten

Abschnitt genannt.

5.5 Asynchrone Iteration

In einigen Anwendungsbereichen ist die Struktur der zuletzt behandelten Verfahren zu starr, da

die Synchronisation am Ende eines Iterationsschritts viele Prozessoren warten lassen kann. Dies
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gilt z.B. in folgenden Situationen.

e Unterschiedlich aufwindige Teile: Bei technischen Problemen mit zusammengesetzten Bau-
gruppen kann es im Gesamtalgorithmus am giinstigsten sein, jedem Prozessor einen be-
stimmten geometrischen Teil zuzuordnen (mit speziellen Materialparametern, Teilebe-
schreibung,..). Aber auch bei einfacher Geometrie und einer gleichméfiigen Kachelung
konnen die einzelnen Teile verschiedenen Aufwand verursachen, etwa wenn wegen der Ge-
stalt der Losung an bestimmten Stellen lokal feinere Gitter erforderlich sind. Unterschiede
im Aufwand pro Iterationsteil sind in diesen Fillen wahrscheinlich.

e Unterschiede der verfiigbaren Prozessoren: Ein interessantes Denkmodell ist der Einsatz
von fremden Rechnern in verteilten Systemen (Workstations im Netz, Grid Computing)
fiir rechenintensive Probleme, wenn und solange diese unbenutzt sind. Diese Rechner sind
dann meist unterschiedlich leistungsfihig. Auch kann der Rechner jederzeit wieder von
seinem Besitzer in Anspruch genommen werden und fillt dann moglicherweise fiir die

aktuell zugeteilte Aufgabe (teilweise) aus.

In beiden Féllen wére es giinstig, die schnelleren Prozessoren unabhéngig von den Ergebnissen
der anderen weitere Iterations-Teilschritte ausfithren zu lassen, statt sie untétig zu lassen. Zwei
Modelle sind bei Durchfithrung in einem gemeinsamem Speicher oder in einer Master-Slave-

Anordnung denkbar:

1. Jeder Prozessor fiihrt eine individuelle Zahl von lokalen Iterationen aus, bis alle Prozessoren

bereit sind, eine neue globale Losung zu berechnen.

2. Ein zur Zeit k freiwerdender Prozessor erhiilt einen neuen Teil j der Iteration (5.4.1))
zugewiesen und berechnet dann E;M ]-_I(ij(k) + b). Dieser Teil wird aber erst zu einem

(viel) spéteren Zeitpunkt > k + 1 in die neue Ndherung eingebracht.

Beide Moglichkeiten kann man mathematisch formulieren und dazu unterschiedlich genaue Aus-
sagen herleiten. Im ersten Fall werden folgende affinen Iterations-Abbildungen definiert,
Gj(x) = M; ' (Njz+b), GY:=Gj-..-Gj.
—_—

pu—mal

Die Iterationsvorschrift fiir die erste Version kann dann lauten,
p
D =N " B, G (W), (5.5.1)
j=1

wobei 15, > 0 die Anzahl der lokal in P; und im Schritt & durchgefiihrten Iterationen angibt.
Diese Anzahl kann also nicht nur von der verwendeten Zerlegung, sondern auch vom Zeitpunkt,
etwa der aktuellen Rechnerauslastung, abhéngen. Die Analyse dieser Variante erfordert nur eine

geringfiigige Verallgemeinerung von Satz [5.4.1] und erlaubt sogar eine quantitative Aussage.
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Satz 5.5.1 Die Matriz A sei monoton, die E; seien nicht-negativ, alle Zerlegungen schwach

requldr und es gelte pj, > 1V5,k in (5.5.1)). Dann konvergiert die Iteration . Mit einem
Vektor w > 0, fiir den Aw > 0 ist, sei B := || Bjllw <1, j = 1,..,p. Dann gilt die Fehlerschranke

p .
a0 — 2 < (e 37 ) 1) — 2]
Beweis Fiir die Fehler d*) = 2(®) — 2z erhiilt man wieder mit B; =M j_le die einfache Darstellung

p
k k k k ik
dk+1) — gk 4( )’ B():ZEjB;'k-

j=1

Die Iterationsmatrix ist also nicht mehr unabhéngig vom Zeitpunkt. Aber aus B; > 0 und || Bj|w < §;,

d.h. Bjw < Bjw folgt wie bei Satz

P P
0< By = ZEjB;-ijw < ZB;‘H«EJw < (m%fﬂfﬂ)w
j=

j=1 j=1
Dies fiihrt auf die Fehlerschranke und die Konvergenzaussage. ]

Der Satz gibt auch gleichzeitig einen Hinweis zur Wahl der lokalen Iterationsanzahlen p; = p
unabhéngig von k: Bei Aufteilung der Iteration sollten erstens die Teilprobleme so gew&hlt
werden, dass der Zeitbedarf zur Durchfiihrung der jeweils p; Iterationen fiir alle Teile gleich

grof3 ist, es sollten aber auch alle Faktoren 6; 7 ungefihr den gleichen Wert haben.

Beispiel 5.5.2 Fiir einen Test wird die Poisson-Gleichung aus Beispiel in 16 Blocke auf-
geteilt. Wenn man Zerlegungen mit vollsténdigen Blocken Aj; in M; betrachtet, macht die
Wiederholung eines einzelnen Blockschritts wie in keinen Sinn, da der Zeilenblock ja
schon exakt nach x; aufgelost wurde. Daher wird in jedem der 16 Blocke jetzt eine zufillige
Anzahl p; € {1,...,4} von Schritten des Einzelschrittverfahrens durchgefiihrt, wobei aber fiir
Unbekannte auBerhalb des j-ten Blocks die alten Werte von (%) eingesetzt werden. Im unteren
Teil der Tabelle stehen Kontraktionsraten aus mehrerer solcher Tests, diese sind besser als beim

ESV, da im Mittel mehr als eine Iteration pro Block durchgefiihrt wird.

n= 256 1024 4096 16384
GSV p = 0.9823 0.99547 0.998827 0.999701
ESV o = 0.9663 0.99098 0.997663 0.999403

asynch. p = | 0.9362  0.9802 0.9946 0.9986
0.9360  0.9804 0.9945 0.9986

Im Verfahren ([5.5.1)) stellt die Zusammenfassung aller Teillosungen zur k + 1-ten Iterierten

immer noch eine Art globalen Zeittakt dar. Im zweiten Iterationsmodell kann man das zeitlich

weiter entzerren. Dabei ist es auch nicht mehr notwendig, die gleiche Anzahl von Prozessoren
und Zerlegungen vorzusehen. Es wird kein globaler Takt mehr verwendet, der Iterationszéhler
(Ereigniszéhler) k wird mit jedem eintreffenden Teilergebnis weitergezéhlt. Die Anzahl der Zer-
legungen sei m und (ji)x eine Folge mit ji € {1,..,m}, die angibt, welche Zerlegung das k-te
Ereignis beisteuert. Auflerdem seien r(j, k) Zahlen mit 0 < r(j,k) < k, die beschreiben, wie
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7alt” die dabei verwendete Ndherung x war. Die Iteration lautet damit:

Eiy(k) = Eim(k_’"(i’k)), i=1,..,m,

T o (5.5.2)
1‘(k+1) = (I — E])IE(k) +Eij I(Njy(k) + b)? J = Jk-

Hintergrund dieser Vorschrift ist, dass das Teilergebniss eines Zeitschritts & — k 4+ 1 von ei-
nem freien Prozessor mit der Zerlegung j, berechnet wurde. Dieser Prozessor kannte zu Beginn
seiner Berechnung mit y*) aber unterschiedlich aktuelle Teile der Niherungslosungen z(). Die
Vorschrift kann auch eine vollkommen dezentrale Iteration beschreiben, bei der (analog
zu frither besprochenen Verfahren) in einem Netz dem Prozessor P; eine Zerlegung E; (bzw.
mehrere Zerlegungen) fest zugeordnet wird. Die in P; zum Zeitpunkt £ vorhandenen Kompo-
nenten F;x sind die aktuellsten. Die anderen Prozessoren arbeiten dagegen mit &lteren Versionen
ij(k_r(jvk)) dieser Komponenten, die im Netz kursieren. Da sich unter solch schwachen Vor-
aussetzungen nur schwache Konvergenzaussagen zeigen lassen, werden diese nicht im Detail
behandelt. Konvergenz 143t sich fiir M-Matrizen beweisen, wenn alle Zerlegungen geniigend oft
beriicksichtigt werden und eine absolute obere Schranke fiir die Verzogerungen vorausgesetzt
wird. Dies kann z.B. durch eine Uberwachung geschehen, durch die nicht erledigte Teilaufgaben

an andere Prozessoren delegiert werden.

5.6 Gebietszerlegungs-Verfahren

Der Name Gebietszerlegung (domain decomposition) deutet an, dass man beim Differenzenver-
fahren oder anderen Diskretisierungen primér das Gebiet unterteilt und die Freiheitsgrade
geeignet nummeriert. Dabei stehen also die geometrischen Zusammenhénge bei der Aufteilung
im Vordergrund. Gebietszerlegung kann man sowohl zum Einsatz bei Eliminations- als auch Ite-
rationsverfahren betrachten, im letzteren Fall entspricht ihr Arbeitsprinzip oft den besprochenen
Mehrfachzerlegungen. Bei der Unterteilung verwendet man unterschiedliche Strategien. Wenn
man das Gebiet in Kacheln zerteilt, aber Trennfugen 1é83t, welche als letztes nummeriert werden
(rot), bekommt man eine Matrix in Pfeilform.

Kacheln mit Trennfuge

D1 Bl

Dy By
Dm— 1 Bm—l

c; Cy ... Cuno1 Dp

Diese hat beim Gauf-Algorithmus den Vorteil, dass die Struktur erhalten bleibt. Hier sind m —1
Systeme Dy Ej = By mit diinnbesetzten Blocken Dy (parallel) nach den Ej aufzulésen und ein
(i.d.R. kleineres) mit der i.a. vollbesetzten Matrix Dy, = Dy, — C1E; — ... — Cpy—1Ep—1. Die

Berechnung von D,, ist aber schlecht parallelisierbar.

Iterationsverfahren mit geometrischem Hintergrund werden meist als Schwarzsche Verfahren

bezeichnet, nach H.A. Schwarz (1870) der das Prinzip in der Funktionentheorie einsetzte. Hier
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betrachtet man Kachelungen wie in ohne Trennfugen oder sogar mit Uberlappungen. Die
fugenlose Kachelung erzeugt recht dicht besetzte Diagonalblécke und einige verstreute, aber sehr

diinn besetzte Nebendiagonalen (linkes und mittleres Diagramm).

Kachelung fugenlos Kachelung iiberlappend

;

Die Block-Jacobi-Iteration bearbeitet die Kacheln parallel und es miissen dabei nur sehr
wenige Elemente der aktuellen Niiherung z(*) mit anderen Prozessoren ausgetauscht werden. Vor
dem Hintergund des Ausgangsproblems, der Poisson-Gleichung , kann man das Verfahren
auch so interpretieren, dass man parallel auf jeder Kachel ein eigenes Randwertproblem 16st,
wobei Nachbarwerte aus anderen Kacheln dabei als Randwerte eingesetzt werden. Bei dieser
Interpretation koénnen sich die Kacheln jetzt auch iiberlappen wie im rechten Diagramm oben,
erst Nachbarwerte, die auflerhalb der bearbeiteten Kachel liegen, werden als Randwerte von
Nachbarkacheln iibernommen. Der Grund fiir die Nutzung groBerer Uberlappungen ist die Ei-
wartung einer besseren Konvergenz. In den Uberlappungsbereichen liegen nach einem parallelen
Schritt mehrere Losungswerte vor, von denen man einen Mittelwert bildet.

Als Beispiel wird eine Zerlegung des Quadrats 2 = [0, 1]2 in zwei
Kacheln 1, Qo diskutiert, welche sich in der Mitte iiberlappen,
Q1 NQ # 0, Q= Qp UQy. Dadurch werden die Variablen in 3
Gruppen unterteilt, x; enthélt die rein roten Werte aus 2 \ Qo,
x3 die blauen aus Q \ 7 und zo die aus dem Schnitt 7 N Qo.

Da hier keine Kopplung zwischen x; und x3 existiert, hat das

Gleichungssystem die Block-Tridiagonalform

A1 Bl 0 I bl
02 A2 BQ T2 = b2 . (5.6.1)
0 03 Ag I3 b3

Bei geringer Uberlappung ist der Block Ay kleiner als die anderen. Im parallelen Schwarz-Schritt

werden mit einer aktuellen Niherung z = z(®) die Teilsysteme fiir ganze Kacheln geldst

A Bi\ (wn _ b1 Ay Ba)\ [v2 _ by — Caxy (5.6.2)
Cy Ax) \y by — Boxs )’ Cs Asz) \v3 b3

Der Vollstindigkeit halber kann man noch y3 := 3 und v; := z; definieren. Da im Uber-

lappungsbereich jetzt zwei Naherungen vorliegen, bildet man dort fiir die neue Losung einen
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Mittelwert:
Y1 1 Gitterpunkt 4 in £; \ Q3_;
™D = | Ly + ) | = Bry+ Bav,  (Ej)ii =% L Gitterpunkt i in Q) Ny (5.6.3)
v3 0 sonst

Dann liegt tatsdchlich eine Mehrfachzerlegung ([5.4.1)) vor mit den angegebenen Gewichtsmatri-

zen Ej. In den Blockzerlegungen ist in Ny nur der Block Bs nichttrivial und in N nur Cs.

Zur Diskussion der Konvergenz gilt mit der Losung z im ersten System

A1 Bi) (y1—= _ by — b1 _ 0
Co Ay \y2 — 22 by — Boxg — by + Baz3 —By(x3 — 23)

Dies ist die homogene Variante von (5.6.2)). Fiir die Fehler betrachtet man (5.6.2)) jetzt also mit

b = 0. Wenn die Blocke A; regulér sind, kann man die Gleichungen formal auflgsen:

Ay1 + Biy2 =0 — y1=—A7'Biy, y1 = A7'B1(Ay — Co AT By) "' Boag
Coyr + Asys = —Boxs || (Aa — CoAT'By)ys = —Boxz 1

Die Matrix Ay — C’gAIlBl nennt man auch Schur-Komplement. Analog geht man im zweiten

Teilschritt vor. Man bekommt so fiir die Ubergéinge « — y, © — v, sowie z — z(**t1) die Matrizen

Y1 00 Y v I 00 0 0 Y
wl=100 Yalaz, |[w|=[2 00|z, 2*V=[12 0 iv,|a
Y3 0 0 I V3 Z3 0 0 Z3 0 0
—— S——
=P =P =Q

Offensichtlich besitzen P; und P einen kleinen Rang. Im Detail ist
Y, = Alel(AQ - CQAIlB]_)_lBQ, 3 = Aglcg(AQ - BQA:)TlCE})_lCZ, und Q = F1 Py + EsPs.
Die Matrizen Ys, Zs spielen in der Analyse keine Rolle, es gilt

Satz 5.6.1 Die Hauptdiagonalblicke A; der Systemmatriz in (5.6.1) und die Schurkomplemen-
te Ay — C’gAl_lBl, Ay — BQA5103 seien requldr. Dann sind die Matrizen Py, P, Projektoren,
es gilt sz = Pj, j = 1,2. Das Verfahren (5.6.2), (5.6.3) konvergiert genau dann fir alle Start-
werte, wenn o(Y1Z3) < 1 ist. Hinreichend dafiir ist g1 + g3 < 1 mit ||CoAT' B1AyY| < q1 und
| BoAz C3ASY|| < g3. In diesem Fall gilt fiir den Konvergenzfaktor

q143
oQ) < V T—a)d—a)

Beweis Nach Vertauschung der beiden ersten Variablengruppen bekommt man fiir die Iterationsmatrix
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Diese hat offensichtlich einen Kern in der Dimension des Matrixblocks A;. Wegen der angedeuteten
Block-Dreieckstruktur haben Y3, Z5 keinen Einflufl auf die Eigenwerte. Die anderen Eigenwerte sind die
des grofien Diagonalblcoks, also die Wurzeln der Eigenwerte von Y1Z3. Also ist o(Q) = /o(Y1Z5) =
Vo(Z3Y1). Fiir das auftretende Produkt bekommt man die Darstellung

YiZ3 = AT Bi(Ay — CoAT By) "' Bo A7 C3(Ag — Ba A3 C3) 7 Ca.
Da der Spektralradius beim Matrixprodukt unabhéngig von der Reihenfolge der beiden Faktoren ist, gilt

0(V17s) =o( G2 AT BIAT (I = AT BIAT) ™! B AT A7 (1 - By A7 Gy A7) ™)

=o(Qi = Q)T QU = Q)7Y), Qui= CAT'BIAT!, Qs = ByA7 ' Cody

Dies sind die Matrizen aus der Formulierung des Satzes, vorausgesetzt war ||Q;|| < g; <1, j = 1, 3. Daher
konvergieren die Neumannreihen mit Q; und [|Q;(1—Q;) | = || peg @5 < S0t df ™ = ¢5/(1—gy).
Fiir ¢1 + ¢3 < 1 ist dann q195 < (1 — q1)(1 — ¢3), also o(Q) < 1. [ |
Die Bedeutung der Voraussetzungen wurde noch nicht ganz klar. Dazu werden die im Satz

auftretenden Matrix-" Quotienten” wieder in eine Blockmatrix eingetragen:

-1

0 BiAY 0 0 B 0\ (4
CQAIl 0 BZAgl - CQ 0 BQ A2
0 G341 0 0 C3 0 As

Dieses ist aber i.w. die Iterationsmatrix des Block-Jacobi-Iteration bei (5.6.1]), deren Spektral-

radius durch

VICAT B AT + (B A3 ' Cs Ay | = Var T

abgeschitzt werden kann. Denn man kann die erste und dritte Zeile By A5 T Az, C3A5 -

Az3 der Eigenwertgleichung fiir A # 0 in die zweite einsetzen zu (Qq + Q2)x2 = A\2xs.

Daher lassen sich die Konvergenzraten mit Uberlappung (2

Kacheln) und ohne (3 disjunkte Kacheln) direkt vergleichen. -

Aufgrund der Produktform der Schranke aus Satz ist 1

die Konvergenz dort sicher besser, wenn eine der Groflen g; Dﬂ]

klein ist. Im Detail sieht man in der Graphik der Quotienten UH
]

der Schranken

0.4

q193 1 { 11

\/ T
I—q)(1—q3) Va1 + g3 ]

D¥ -T""T_Tﬂ

der Konvergenzfaktoren im Bereich 0 < ¢ +q < 1 ¢ o =T z —10-1;‘;;]_0 03 !

tatséchlich wesentlich bessere Konvergenz bei Uberlappung.

5.7 Parallele Prikonditionierung

Die besprochenen Iterationsverfahren zur Losung eines LGS Az = b arbeiteten nach grundle-

genden, allgemeinen Prinzipien weitgehend unabhéngig von der Gestalt des Ausgangsproblems.
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Allerdings sind ihre Konvergenzvoraussetzungen i.d.R. sehr einschrinkend und die Konvergenz-
geschwindigkeit bei grofien Problemdimensionen gering. Die moderne Sichtweise ist daher, dass

man die Verfahren sowieso auf dquivalente, prikonditionierte Systeme
M 'Az =M1,  (AM')(Mz)=0b

anwendet und durch eine geeignete Wahl des Prékonditionierers M (z.B. in einer reguliren Zer-
legung) eine geniigend gute Konvergenz erreicht. Man kann dabei noch zwischen Links-Prékon-
ditionierung M~ A und Rechts-Prikonditionierung AM ~! unterscheiden. Bei der Konstruktion
von M muss man jetzt aber meist spezielle Eigenschaften der Aufgabenstellung beriicksichti-
gen, insbesondere natiirlich eine diinne Besetzung. Generell einsetzbare Priakonditionierer gibt
es kaum. Um eine etwas genauere Vorstellung zu vermitteln, werden zunéchst einige géngige
Prakonditionierungen behandelt, die insbesondere auch beim Referenzbeispiel einsetzbar ist.
Danach wird eine Methode zur parallelen Prikonditionierung vorgestellt. Bei der Diskussion ist
zu beachten, dass man oft durchaus einigen Aufwand in die Konstruktion von Prékonditionie-
rern investieren kann, ndmlich wenn die urspriingliche Konvergenz sehr langsam ist, oder wenn
dhnlich aufgebaute Gleichungssysteme mehrfach zu 16sen sind. Letzteres ist bei nichtlinearen

Problemen im Rahmen der Newton-Iteration der Fall. Bekannte Standard-Priakonditionerer:

e Uberraschenderweise kann man die Standardverfahren aus wechselseitig zur Prakon-
ditionierung einsetzen, indem man Iterationszyklen des einen in das andere einbaut, wenn
die Verfahren auf unterschiedlichen Prinzipien beruhen. Ein wichtiger Fall ist die Verwen-
dung von Einzelschritt- oder SOR-~Verfahren zur Priakonditionierung beim CG-Verfahren.
Zur Bewahrung der Symmetrie sind dabei Vorwérts- und Riickwértsschleifen durch die
Matrix zu kombinieren (— SSOR). Bezeichnet man wieder mit A = D — L — LT, die
Aufteilung der symmetrischen Matrix, dann entspricht der Einsatz des SSOR-Verfahrens

mit Parameter w > 0 der Priakonditionierung mit
M, = (D —wL)D YD — wL").

Beim Referenzbeispiel ([5.1.4)) mit Schachbrettnummerierung ist dies sogar ganz gut par-

allelisierbar.

e Ein wichtiger Grund fiir den relativ hohen Rechenaufwand des GauB-Algorithmus bei

diinnbesetzten Matrizen ist das Auffiillen (”fill-in”) bei der Elimination. Denn beim Ba-

(k+1) (k) _ (k+1) (k) (k)

sisschritt a; ; =~y G ensteht an einer leeren Stelle mit a; ;= 0 immer dann

ein neues nichttriviales Element, wenn beide Faktoren aEZH)ag;) = 0 sind. Bei Matrizen
mit grofilen Diagonalelementen (z.B. definit, diagonaldominant) macht man in diesem Fall

wegen der Beziehung

(k) (k)
B g @i, Oy
4 ' (k)

A,

(5.7.1)
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aber folgende Beobachtung: da die Diagonaldominanz bei der Elimination fiir die Rest-
matrizen (ag?))i,jzk nicht verloren geht (Numerik 1, S.4.3.4), iiberwiegt der Nenner und
die neu eingefiihrten nichttrivialen Elemente werden immer kleiner. Dadurch kam man auf
die Idee, Auffiillelemente einfach zu vernachléssigen in einer unvollstindigen LR-Zerlegung
(ILU=i4ncomplete lower-upper). Dabei unterscheidet man anhand der ”Generation” der
Elemente die Verfahren

ILU(0):  es werden nur Elemente aus der urspriinglichen Besetzungsstruktur der Matrix

A berticksichtigt,

ILU(1): ag.cﬂ) in (5.7.1) wird nur berticksichtigt, wenn a;; # 0 oder a;yar; # 0 in A.

ILU(m): beide Faktoren stammen aus ILU(0...m — 1).
Ein wichtiger Vorteil der einfachsten Version ILU(0) ist, dass fiir die Matrix A eine stati-
sche Datenstruktur verwendet werden kann, da keine neuen Elemente hinzukommen. Auch
der Speicherbedarf fiir ILU(1) 148t sich mit etwas Aufwand vorab formal bestimmen. Zur
Untersuchung sei jetzt

A=LR-N=M-N, M=LR

die unvollsténdige Zerlegung mit Fehler IV, zur Priakonditionierung verwendet man das
Produkt der Faktoren. Gleichungssysteme der Form My = LRy = z sind natiirlich einfach

auflosbar. Bei einer einfachen Iteration ist dann

o(M™'N) = o((A+ N)"'N) = o((I + A'N)'AIN) < m

Dieser Wert ist kleiner eins, wenn o(A™1N) < % ist, anzustreben sind aber natiirlich viel
kleinere Werte. Bei Krylov-Verfahren ist im umformulierten System M ~'Axz = M~'b die
Matrix i.w.
_ 1
M7A=(A+N) A= (T+A7'N)"" = (M 'A)= ——
Die Kondition ist der Quotient zwischen grofitem und kleinstem Eigenwert und daher be-
!

schriinkt durch #(M~1A) < (14 p)/(1 — p) mit p = o(A"LN) < 1. Das prikonditionierte
CG-Verfahren konvergiert besser als vorher, wenn diese Kondition kleiner als #(A) selber
ist. Dies 18t sich erzwingen, indem man geniigend viele Element-Generationen verwen-
det. Dabei ist der Ubergang zu einem direkten Verfahren (alle Generationen) flieBend.

Grundvoraussetzung fiir die Funktionsweise ist natiirlich eine Art Diagonaldominanz.

Beide Methoden haben fiir Parallelrechner den Nachteil einer begrenzten Effizienz auch wegen
der Verwendung von Dreieckmatrizen. Interessant ist aber, dass sich durch die Verwendung
diinnbesetzter (Dreieck-) Faktoren eine erhebliche Aufwands-Ersparnis ergibt. Bei der direkten
Verwendung der Inversen M~ = R~'L~!, bei der die Multiplikation gut parallelisierbar wiire,

geht die diinne Besetzung fast immer verloren.
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5.7.1 Approximativ Inverse

Dennoch kann man diese Ideen kombinieren durch Verwendung von Prékonditionierung mit
Approximativ-Inversen, die direkt P = M~! konstruieren, um die Abhingigkeiten bei der
Auflésung von Hilfs-Systemen mit M zu vermeiden. Dazu gibt man eine feste Belegungsstruktur
S CH{(4,5) : 1 <14,j <n} vor und sucht nach einer Matrix P mit dieser Struktur, die moglichst
nahe an A~! liegt (— Name). Da man die Inverse nicht kennt, betrachtet man den Defekt in
den definierenden Bedingungen AP —1I = 0 oder PA—I = 0. Aus pragmatischen Griinden misst
man die Abweichung meist in der Frobeniusnorm, da diese leicht auswertbar ist und auflerdem
das Minimierungsproblem dann in kleinere Teile zerféllt. Nach Einfiihrung der Menge Ggs aller

Matrizen, deren nichttriviale Elemente Indizes in S haben, lautet die Aufgabe also
min{||AP — I||%: P € Gs}, (5.7.2)

oder analog die Minimierung von || PA—I||%. Da in der Frobeniusnorm || AP—I||% = > =1 1 Apj—
ej||% die n Defekte mit den einzelnen Spalten p; = Pe; unabhéngig voneinander sind, zerféllt
das Problem in unabhéngige Teile. Bei der Wahl von S kann man zunéchst einmal eine ex-
plizite Vorgabe anhand problemspezifischer Erkenntnisse vorsehen oder nur die Paare fiir eine
Diagonalmatrix. Entscheidender sind aber adaptive Strategien, wo man kleine Matrixelemente
einer berechneten (Ndherungs-) Losung verwirft (dropping strategy) oder bei einem zu grofien

Residuum ||Ap; — e;]|3 neue Indizes zu S hinzunimmt.

Die Einschrénkung an p; aus der Nebenbedingung P € Gs wird durch die Indexmenge
S() = {i: (i,j) € S} ausgedriickt. Zu einem Vektor x oder einer Matrix A und einer
Indexmenge J C {1,...,n} bezeichnet x; bzw. A; denjenigen Teil, der nur die Komponenten
bzw. Spalten mit Indizes aus J enthélt (vgl. Lineare Optimierung). Damit ist fiir die Spalte
x = pj das Minimum des Problems min, ||Ajz; — €j]|2 zu bestimmen. Dies ist ein Kleinste-

Quadrate-Problem zum iiberbestimmten System

R
Asyrs) = Q <0> rs() = QRzs) = e, (5.7.3)

das man mit einer QR-Zerlegung von Ag;y effizient 16sen kann, wenn die Zahl k := |S(j)| der In-
dizes klein ist. Insbesondere kann man auch verschwindende Zeilen aus Ag;y streichen. In
bezeichnet Q@ = (Q1,Q2) € R™ " den unitiren Faktor und Q1 € R"*¥ seine ersten k Spalten, die
eine orthogonale Matrix Q{ Q1 = I, bilden. Die Kleinste-Quadrate-Losung von ist damit
Ts(j) = R_IQIej bei vollem Rang der Teilmatrix Ag(;). Sehr kleine Elemente dieser Lésung
zgs(;) sollte man wieder entfernen und so S verkleinern. Schwieriger ist aber die Frage, welche
Indizes man sinnvollerweise zu S hinzunimmt, wenn das Residuum r := Agjyzs(j) — €;j zu groB
ist. Dazu kann man fiir 7 # 0 zunéchst einen einzelnen Index ¢ ¢ J := S(j) betrachten und das

Minimum von

le; — Asuiaz o3 = Ir — zeAed|3 = |I7]|3 — 2z0rT Aeg + 27| Aeg|3
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beziiglich x; untersuchen. Dieses wird in z, = rT Aey/|| Aey||2 angenommen, interessanter ist aber

T 2
r Aey
2 = Iirll3 - (HAQHQ) .

Man iiberlegt sich leicht, dass rT Ae; # 0 fiir mindestens ein £ ¢ S(5) gilt und dort also py < [|7]|2

die neue Residuumsnorm

ist. Dann erweitert man S um diejenigen Paare (¢, j), fir die
|T’TAeg| > 5HA€g||2 >0

mit einer geeigneten Schwelle §. Details dazu werden nicht besprochen. Wichtiger ist, dass im
néchsten Schritt wieder das Kleinste-Quadrate-Problem zu 16sen ist mit einer vergrofier-
ten Indexmenge JU.J', J = S(j). Insbesondere, wenn .J' nur wenige zusétzliche Indizes enthélt,
ist es sehr wichtig, die alte QR-Zerlegung wiederzuverwenden. Dazu sei L die Menge aller Zei-

)

lenindizes mit nichttrivialen Elementen von A ;, mit ASL sei dann dieser nichttriviale Abschnitt

von A bezeichnet. Genauso sei L U L’ die entsprechende Menge fiir die erweiterte Matrix Ay .

Dann ist aus (5.7.3]) die QR-Zerlegung von ASL) bekannt und es gilt

R QTAY
gy _ (A7 AR (@ 0 oTAlD)
Jur = AL | T 7 Qo Ay

O 7 /
J 0o Ay

o ; R QA%
N[ 624

wenn man eine QR-Zerlegung des siidostlichen Blocks

QJAE,P) <R’>

7 =U U = (U, Us)
L ) ’

( ALY 0

berechnet. Man beachte, dass bei den Blockdiagonalmatrizen in unterschiedliche Block-
grofen auftreten, die Blocke @ und U iiberlappen sich im Produkt, welches eine unitéire Matrix
ist. Daher ist tatsdchlich eine QR-Zerlegung. Mit einer vorgegebenen Toleranz € > 0 kann
man mit diesem Verfahren eine Approximativ-Inverse P bestimmen mit Spalten p; = Pe; und
Residuen

I7ille <&, 15:=Ap;j—e;, j=1,...,n.

Fiir geniigend kleines € hiufen sich dann die Eigenwerte der prikonditionierten Matrix AP

tatséchlich bei eins und fiithrt bei den besprochenen Iterationsverfahren auf schnelle Konvergenz.

Satz 5.7.1 Es sei q die Mazimalzahl nichttrivialer Elemente in r;, j = 1,...,n, und es gelte
€y/q < 1. Dann hdufen sich die Eigenwerte von AP bei Eins und liegen in einem Kreis mit
Radius €/q. Auferdem gilt
1+¢
R(AP) < Ireva
I—eyq
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Beweis Auch die Frobeniusnorm ist invariant unter unitiren Transformationen. Es sei U(A+R)UT = AP

die Schur-Normalform von AP mit der Eigenwertmatrix A = diag()\;). Dann gilt

Z\/\ —1P= A -1 <A+ R—-I|} = |[AP - IHF—lemllz<n€
j=1 j=1

Daher ist die mittlere Abweichung der Eigenwerte von 1 (Varianz) beschrinkt durch e. Das Residuum
r; hat n.V. nur ¢ nichttriviale Elemente. Daher gilt ||r;|[1 < [|r;]l24/¢ < €,/¢ und damit ||[AP —I||; =
max; |51 < e,/q. Wenn z # 0 ein Eigenvektor von AP ist zum Eigenwert ), dann gilt

A= 1llzly = [(A = Dzlly = [[(AP = Dy < |AP = I|1[lz]s < ev/g |-

Damit folgen auch die Schranken 1 —¢,/q < A <1+ €,/q und so die Schranke fiir die Kondition #. ®

Bemerkungen a) Man beachte, dass fiir die Funktion des Algorithmus aufier der diinnen Beset-
zung keine weiteren Voraussetzungen wie etwa Diagonaldominanz gemacht wurden im Gegensatz

zu den anderen Prakonditionierern.

b) Bei einer symmetrischen Matrix A liefert das Verfahren i.d.R. kein symmetrisches P. Zur

Priikonditionierung sollte man dann den symmetrischen Anteil (P + PT) verwenden.

¢) Man kann auch Links- und Rechts-Prékonditionierung kombinieren, indem man etwa die
Inversen der LR-Zerlegung direkt diinn approximert. Die prékonditionierte Matrix ist dann
(L"Y7LA(R")~!, wobei man mit der Wahl R’ = L den symmetrischen Fall direkt berﬁcksichtigen
kann. Zur Lastverteilung bei der Multiplikation mit Dreieckmatrizen sei dabei an §3.2.2|erinnert.
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6 Parallel-Verfahren fiir gew6hnliche Differentialgleichungen

Bei einem gewdhnlichen Anfangswertproblem (AWP) ist eine Losungskurve t — u(t) € R”

gesucht fiir das Problem

u'(t) =f(t,u(t)), t € lto, tel, (6.0.1)
u(to) =uo, (6.0.2)

mit einer zumindestens stetigen Funktion f : R"*! — R". Die Losung u beginnt also zum ” Zeit-
punkt” tg im Punkt uy € R™ und ihre Tangentenrichtung v’ zeigt zu jedem ¢ € [to, t.] genau in die
Richtung, die durch den Funktionswert f(¢,u(t)) im aktuellen Kurvenpunkt (¢, u(t)) vorgegeben
ist. Numerische Verfahren zur Losung solcher Anfangswertprobleme gehen meist schrittweise vor
in Zeitschritten von Punkten t¢,,,, m € Ny, zu t,,41 = ty, + hm, die durch eine Schrittweite hy, > 0
voneinander getrennt sind. Dabei sind die klassischen Standardverfahren leider kaum paralleli-
sierbar. Grundlegende Begriffe zur Analyse wurden aber bei ihnen entwickelt. Parallelitdt kann

man bei Systemen von AWPen auf 2 Weisen betrachten:

1. Parallelitdt im System: Bei grofien, regelméflig aufgebauten rechten Seiten f kann man
die Funktionsauswertung f(t,, + .., ym + ..) evtl. auf mehrere Prozessoren verteilen. Das
gilt z.B. fiir das zeitabhéingige Referenzbeispiel, die Warmeleitungsgleichung u; = Au + g.

Dieser Ansatz ist aber problemabhéingig und vom Anwender zu implementieren.

2. Parallelitét in der Methode: Das Integrationsverfahren fiir die DGI besitzt eine parallele
Struktur, die keine speziellen Eigenschaften der rechten Seite f voraussetzt. Der Paralleli-
sierungsgrad ist dabei zunéchst iiberschaubar, eine Parallelitéit im System (Punkt 1) kann

aber zusétzlich genutzt werden.

Neues Lehrbuch: Strehmel, Weiner,Podhaisky, Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen, Sprin-
ger, 2012.

6.1 Sequentielle Standardverfahren

Ansatzpunkt der Standardverfahren ist die Umformulierung des Anfangswertproblems in die
Integralgleichung aus dem Satz von Picard-Lindel6f. Allerdings betrachtet man dabei am besten

schon einen der oben genannten Zeitschritte. Dort gilt fiir die Losung u die Gleichung

U(tms1) = w(tm) + hm /01 f(tm + humry u(ty, + hmr)) dr. (6.1.1)

Das Integral stellt dabei einen Mittelwert von Funktionswerten f auf dem Intervall [, tp41]
dar. Er héngt allerdings auch noch von der unbekannten Losungskurve u ab. In einem ersten
Schritt approximiert man dieses Integral durch eine Quadraturformel, d.h. man interpoliert den

Integranden f(tm, + .., u(tm + ..)) durch ein Polynom (vgl. Numerik 1) und berechnet dessen
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Integralwert. Diese Quadratur-Ndherung besteht aus einer Linearkombination von Funktions-
werten, 7" Big(r;) = fol g(r)dr in Stiitzstellen r;. Die einfachste Variante ist in (6.1.1) die
Ersetzung des Integrals durch den Funktionswert f(t,,,u(ty)) am linken Intervallrand (Poly-
nomgrad 0). Dies fithrt auf das einfachste Ndherungsverfahren (fiir Ndherungen v, & u(t,,)),

das explizite Euler-Verfahren:

Ym+1 = Ym + b f(tm, Ym), m >0, yo := up. (6.1.2)

Zur Herleitung besserer Verfahren, die hohere Polynomgrade und mehr Stiitzstellen verwenden,
mufl man in einem zweiten Schritt aber das Problem 16sen, dass im Integranden die unbekannte
Losung u auftaucht. Hierfiir gibt es zwei unterschiedliche Losungsansétze, die auf verschiedene

Verfahrensklassen fiihren.

Mehrschrittverfahren Einschrittverfahren
Ym—1 Ym
Yo f’” Y1 Ym+1
tm tmat t tm tmst t

1. Mehrschrittverfahren: Das Interpolationspolynom verwendet nur Funktionswerte auf dem
Zeitgitter tg, ..., tm,tms1, also insbesondere solche links auflerhalb des Integrationsinter-
valls [tm,tm+1]! Dies hat den Vorteil, dass bis auf den neuen Wert u(t,,+1) alle anderen
in der Quadraturformel tatséchlich schon bekannt sind. Das Verfahren lautet mit der
Abkiirzung fi := f(tx,yx), k > 0, und Gewichten 3; € R einfach

s
Y1 = Ym = lm Y Bjfmi1—j, m > s. (6.1.3)
§=0
Es werden also zusétzlich zu 1, noch weitere s — 1 alte Naherungswerte aus mehreren
Zeitschritten verwendet. Zu beachten ist hierbei, dass fiir By # 0 der neue Losungswert
Ym—+1 auf der rechten und der linken Seite auftritt. In diesem Fall ist ein i.a. nichtlineares
Gleichungssystem der Form y,4+1 — A f (tmt1s Yms1) = - .. fir ym41 zu losen, das Ver-
fahren heifit dann implizit. Fiir Sy = 0 ist das Verfahren ezplizit. Da man auf der rechten
Seite des Verfahrens eine Linearkombination alter (Funktions-) Werte verwendet,
kann man dies auch auf der linken Seite tun. Man bekommt so die allgemeinen linearen
Mehrschrittverfahren (o = 1)

Zajym+1—j = hm Zﬁjfmﬂ—j, m > s. (6.1.4)
0

j=0 j=

2. FEinschrittverfahren: Hier verwendet man tatséchlich nur Werte aus dem Intervall [ty,, tim1],
indem man Zwischenknoten t,,,; = t,, + hmci, ¢; € [0,1], i = 1,..., s einfiihrt. Mit der {ibli-
chen Abkiirzung k; = f(tm + hm¢i, ..) bekommt man als Approximation fiir (6.1.1)) mit
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Koeflizienten b; den Zeitschritt

S
Ym+1 = Ym + hm Z bik;. (6.1.5)
i=1
Allerdings benétigt man mit k; die Losungsableitung an einer Stelle ¢, + hy,c; innerhalb
des neuen Intervalls. Man 16st das Problem dadurch, dass man schrittweise immer bessere

Approximationen aufbaut, indem man mit Koeffizienten a;; die einzelnen Stufen berechnet

S
k; = f(tm 4+ hmCi, Ym + hm Z aijkj>, 1=1,...,s, (6.1.6)
j=1
welche auf den anderen Stufen k; aufbaut. Das Verfahren (6.1.5)), (6.1.6) heit Runge-
Kutta-Verfahren. Wenn A = (a;;) eine streng untere Dreieckmatrix ist, ist das Verfahren
wieder explizit, da man die Stufen der Reihe nach berechnet, die erste Stufe k1 = f(tm, Ym)
stimmt hier immer mit dem Euler-Verfahren (6.1.2)) tiberein.

Die Verfahrensklassen (6.1.3) und (6.1.5) kann man einheitlich beschreiben in der Form

Ym+1 = ym+hmq)hm(tmayma--~)' (617)

Dabei nennt man ®; die Verfahrensfunktion, welche bei Einschrittverfahren nur von y,,, bei
Mehrschrittverfahren aber auch von y,,—1 etc. abhiingt. Man will natiirlich wissen, wie genau
die numerischen Approximationen ¥, im Vergleich zur Lésung u sind. Die Schrittweite(n) h ist
die bestimmende Grofle fiir die Genauigkeit. Daher erwartet man, dass die Ndherung y gegen
u konvergiert fiir feinere Schrittweiten h — 0. Bei Differentialgleichung erfolgt dieser Nachweis

prinzipiell iiber den Grundsatz

Aus Konsistenz und Stabilitdt folgt Konvergenz.

Konsistenz des Verfahrens bedeutet, dass beim Einsetzen der Losung u in die Verfahrensvor-

schrift nur ein kleines Residuum T}, bleibt. Bei glatten Losungen gilt dabei typischerweise
RT3 (1) = w(tme1) — w(tm) — h®p (tm, u(ty), .. ) = O(KPTL). (6.1.8)

Man nennt 7} auch den lokalen Fehler (truncation error), der Exponent p heifit die
(Konsistenz-) Ordnung des Verfahrens. Bei Mehrschrittverfahren ist der Konsistenznach-
weis recht einfach, da in der Losung u gilt f(ty,, u(tm)) = v/ (tm). Daher bekommt man die

Konsistenz-Bedingungen einfach aus der Taylorentwicklung des Residuums
S S
P Th (tm) = Z O‘ju<tm+1—j) = hm Z Bju/(tm-&-l—j)?
j=0 j=0

wobei man fordert, dass die Vorfaktoren der ersten Potenzen h°, ..., h? verschwinden (z.B.

bei konstanter Schrittweite k). Bei Mehrschrittverfahren ergibt dies ein einfaches lineares
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Gleichungssystem fiir die Koeffizienten o, 5. Ein Beispiel ist das 4-Schrittverfahren von
Adams-Bashforth

h
Ym+1 — Ym = ﬂ(55fm = 59fm—1+37fm—2 — 9fm,3),

es besitzt Ordnung 4, denn es ist in jeder Komponente T, = ch4u(5)(7') mit 7 € (tn—3, tm+1)-

Der Konsistenznachweis fiir Runge-Kutta-Verfahren ist schwieriger, denn man mufl den
Losungswert w(ty,+) mit derjenigen Néherung ypm1 = u(tm) + hm Y iy bik; vergleichen,
welche mit dem exakten Anfangswert u(t,,) auch in k; = f(tm+hmci, u(ty)+ .. ) bestimmt
wurde. Die Rechnungen sind aufwindig, da verschiedene Taylorentwicklungen ineinander
eingesetzt werden miissen und darin insbesondere Ausdriicke mit Ableitungen von f auftre-
ten. Damit die Vorfaktoren aller dieser Ausdriicke verschwinden, sind nichtlineare Systeme
fiir die Verfahrensparameter zu 16sen. Das bekannteste Verfahrensbeispiel ist das folgende

4-stufige Verfahren der Ordnung p = 4, das durch sein Butcher-Tableau beschrieben wird

00
1
la 2|20
T = 310 3 0 mit AT}, = O(h°).
1{0 0 1 0
L1 1 1
6 3 3 6

Stabilitdt bedeutet, dass kleine Stérungen der Verfahrensfunktion sich im Verlauf der Rechnun-

gen nur iiberschaubar (Lipschitz-stetig) auswirken. Man benétigt fiir die gestorte Losung

Zm41 = Zm + hm®p,, (tms Zms -+ > Zm—s) + PmGm

dazu im Vergleich zu (6.1.7)) eine Abschétzung der Form
e = yull < K (70 = woll +max g}, t0 < tin <t (6.1.9)

Dieser Nachweis ist bei Adams- und Runge-Kutta-Verfahren fiir Lipschitz-stetige Funktio-
nen f recht einfach, fiir das allgemeine Mehrschrittverfahren aber eine gravierende
FEinschriankung. Man beachte, dass in der Schranke bei g, der Vorfaktor h,, verlo-
ren ging. Dies ist der Grund, warum man in der Konsistenz-Definition eine h-Potenz

abgetrennt wurde.

Konvergenz folgt mit den beiden Begriffen direkt. Denn die Konsistenzdefinition bedeutet
gerade, dass obige Gleichung fir z,, = u(t,,) gilt mit g,, = Th(t,) = O(hP) (ohne
Vorfaktor h!). Und die Stabilitéit zeigt folgende Fehlerschranke fiir den globalen Fehler

() — gl < K max T3 (1) = O(h7).

Fiir stabile Verfahren ist daher insbesondere die Konvergenzordnung (die Ordnung des
globalen Fehlers u — y) mindestens so hoch wie die Konsistenzordnung. Eine hohe Konver-

genzordnung p hat den Vorteil, dass eine Halbierung der Schrittweite h — h/2 den Fehler
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starker verkleinert h? — 27PhP als bei einer niederen Ordnung, wiahrend sich der Rechen-
aufwand bei beiden unabhéngig von der Ordnung nur verdoppelt. In der Praxis wird die
Schrittweite h,, durch Schrittweitensteuerung an den aktuellen Verlauf der Losung ange-
pafit. Dies ist bei Einschrittverfahren problemlos moglich, bei Mehrschrittverfahren aber
mit einigem Aufwand und Vorsichtsmafinahmen verbunden. Zur Anpassung der Schritt-
weite verwendet man Fehlerschétzungen, die man mit den berechneten Daten y,,+1—; bzw.

k; berechnet.

An den Verfahrensvorschriften (6.1.3)) und (6.1.6) erkennt man sofort, dass die expliziten klas-

sischen Verfahren kaum einen Ansatzpunkt fiir Parallelrechnung bieten. Bei den Mehrschritt-
verfahren miissen die y,, der Reihe nach berechnet werden und auch in den Stufengleichungen
von expliziten Runge-Kutta-Verfahren bestehen direkte Abhéingigkeiten. Man hat zwar versucht,
bei RK-Verfahren durch Liicken in der Matrix A etwas Unabhéngigkeit der Stufen und damit
Parallelitdt einzubauen. Man gewinnt dadurch aber wenig, da dann mehr Stufen fiir die glei-
che Ordnung benétigt werden. Alternative Ansiitze bei allen Klassen waren parallelisierbare

Iterationsverfahren zur Losung der auftretenden Gleichungen mit méigem Erfolg.

6.2 Peer-Zweischritt-Methoden

Zur Konstruktion von parallelisierbaren Verfahren sollte man die genannten Verfahrensklassen
verlassen und Verfahren betrachten, die sowohl mehrere Stufen als auch mehrere Zeitschritte
verwenden. Solche Verfahren lassen sich in die iibergreifende Klasse der Allgemeinen Linearen
Verfahren (GLM=General Linear Methods) von Butcher einordnen. In der Literatur wurden
dazu verschiedene Ansétze diskutiert. Sehr einfach aufgebaut ist die Klasse der Peer-Methoden.
Diese benutzen wie Runge-Kutta-Verfahren pro Zeitschritt s Stufen, die Stufenlésungen Y, ; &
Y(tm,i) in Zwischenpunkten t,,; = t,, + hpmeci, ¢ = 1,...,s, werden aber nach einem Schritt
nicht verworfen, sondern beim Zeitschritt im néchsten Intervall verwendet. Umgekehrt gibt es
keinen ausgezeichneten Losungswert y,,+1, alle Stufen Y, ; sind gleich gute Approximationen der
Loésung (— "peer”), allerdings an unterschiedlichen Stellen ¢, ; im Teilintervall, die zu paarweise
verschiedenen Knoten ¢;, i = 1,..., s gehoren. Der Zeitschritt eines parallelen Verfahrens besteht

aus den Gleichungen

S S
Yim,i = hinYif (bmis Yimi) = Zbijifmfl,j + o, Zaijf(tm—l,jyymfl,j)’ iefl,....s} (62.1)
P =1

A
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Die Groflen +;,a;j,b;; und die Knoten ¢; sind Verfahrenskoeffizienten. An dieser Schreibweise
kann man einen wesentlichen Aspekt sofort sehen. Die Anteile auf der linken Seite sind vonein-
ander unabhdngig und entsprechen entkoppelten Gleichungen fiir die neuen Stufenlésungen Y, ;.
Alle Daten auf der rechten Seite sind aus dem vorherigen Zeitschritt schon bekannt. Daher sind
alle s Stufen parallel ausfithrbar. Das Verfahren ist aber ein Zweischrittverfahren, das Daten
aus 2 Zeitintervallen verkniipft, die Graphik skizziert die Zusammenhénge. Den letzten Knoten
wahlt man meist als ¢, = 1 um eine Stufenlésung bei t,,41 = tin,s = tm + hmcs zu bekommen.
Wegen der Zweischrittstruktur werden viele Ergebnisse von dem Schrittweitenverhéltnis
hom
him—1
abhéngen (aber nur von einem o,,, nicht von mehreren wie bei MSVen). In wurde auch die

implizite Version aufgenommen. Fiir v; > 0 sind s voneinander unabhéingige Gleichungssysteme

Om =

zu l6sen, im expliziten Fall (v; = 0) ist Y, ; direkt durch die rechte Seite bestimmt. Implizi-
te Verfahren werden fiir einen schwierigen Typ von DGIn bendétigt (s.u.), hier verursacht die
Auflésung der n x n-Systeme in den Stufen den Hauptaufwand, welche aber auf > s Prozessoren

parallel ablaufen kann.

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung kann man die Stufen und die Ableitungen in flachen
Matrizen Y, = (Y1, .. ,Yms)T und F}, unterbringen und die Koeffizienten in Matrixform
sammeln B := (b;j), A := (a;j), I' := diag(y;). Dann lautet der Verfahrensschritt (6.2.1)) einfach

Yo, — honDonFon = B Yon—1 -+ hon Ay Fon1 f(tma, Yma)T

_ (B A ) Y1 mit F, = : . (6.2.2)
hmFm—l f(tm,& Ym7S)T

Die rechte Seite besteht also aus der parallelen Auswertung aller f-Werte und der anschliefenden
Multiplikation mit der Matrix (B, A;n). Der Index m an den Matrizen deutet an, dass diese
mglw. vom aktuellen Zeitschritt abhdngen. Dies ist bei wechselndem Schrittweitenverhéltnis oy,
erforderlich. Bei expliziten Verfahren mit I',,, = 0 lautet der Zeitschritt kurz Y,,, = B, Y;m_1 +
hmAmmel-

Man kann sogar den Aufwand fiir eine Stufe einsparen durch den FSAL-Trick (First Same
As Last), indem man erzwingt, dass in (6.2.2]) gilt ¥;,,1 = Y;;,—1 5. Dann treten also nur s — 1
Funktionsauswertungen (und Gleichungssysteme bei impliziten Verfahren) pro Zeitschritt auf.
Die FSAL-Bedingung 148t sich direkt erreichen, wenn man den ersten Knoten ¢; = 0 wéhlt,
damit t,—15 = tm—1 + hm—1 = tm + hymcr gilt, und die ersten Zeilen der Koeffizientenmatrizen

folgendermaflen festlegt:
elBn=¢el, e, =0T, elA,=0". (6.2.3)
6.2.1 Ordnung

Die Konsistenz der Peer-Methoden tiberpriift man genauso einfach wie bei Mehrschrittverfahren,

indem man alle Stufenwerte durch die Werte der Losung u ersetzt. Die Auswertung ist leicht,
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da in der Losung gerade f(t,u) = u’ ist. Fiir die einzelnen Stufen bekommt man daher durch
Taylor-Entwicklung um ¢,,—1 mit t,,; = tjm—1 + hm—1 + hmCi = tm—1 + hm—1(1 + ome;) die
Gestalt

hme,i :u(tm,i) - hm’)/z mz meu m— 1] h Zam tm— 1,]

u(E+D)

= Z hE = k:' (14 omes)* — 231 bijck) — Z R 1 (3i(L + omes)* + Z ajch)
=

k=0 j=1

S

= Z [ k' ( (14 0me)* — ok (14 et — Z(bijc;? + kcrmaijcf*l)).
j=1
Alle Ableitungen werden an der Stelle t,,_1 ausgewertet. Da dieser Ausdruck fiir beliebige Losun-
gen u eine bestimmte Ordnung besitzen soll, miissen die einzelnen Vorfaktoren in den Klammern
verschwinden. Die zugehéringen Ordnungsbedingungen werden mit AB(1), AB(2), ... bezeichnet

und sie lauten

AB(k+1): (14 0me)* — omyik(1 4 ome) 1 — Z(szcﬁ? + k:amaijc?*l) =0, (6.2.4)
j=1

i=1,...,s. Die einfachste Bedingung AB(1) zum Polynomgrad null heiit Prikonsistenz,
S
d bij=1 <= Bl=1

Sie bedeutet, dass jeder konstante Vektor ein Eigenvektor von B zum Eigenwert eins ist. Ord-
nungsbedingungen benutzt man, um Verfahren mit einer gewiinschten Ordnung zu konstruieren.
Dazu schreibt man die Bedingungen zunéchst spaltenweise mit Vektoren ¢ = (¢;);_; und der

Rechenregel c* := (¢F) und bekommt fiir eine Serie von Bedingungen (6.2.4)) die Darstellung
AB(1...k+1): 0=(L1+o0pc,....(1+0mc)f) —0,T(0,1,.... k(1 + 0pne)*™)  (6.2.5)
— B(]l,c, e ,ck) — amA(O, 1..., k:ck_l)
Offensichtlich sind dies gut iiberschaubare Beziehungen zwischen den Matrizen A, B, T, insbeson-

dere wenn deren rechte Faktoren quadratische Matrizen sind, etwa bei der Forderung AB(1...s).

Dazu fiihrt man folgende Matrizen ein,

Lo ... ¢t 111
s I J— 1\ 1 2
vi=(d7) = P ) = 6.2.6
b Jig=1 Do : i—1)/ij=1 1 ( )
1 ocs ... &t
Die erste ist die Vandermonde-Matrix V = (1,¢,...,c* ') aus der Polynominterpolation und P
ist die Pascal-Matrix der Binomialkoeffizienten. Zusammen mit S, := diag(1, oy, ..., 05, 1) hat

dann die Vandermonde-Matrix mit verschobenen Knoten die Darstellung

(L, 1+ ome, ..., (14 0pc)*™) = ((1 n Ucz.)j—1>f _=vsp
1,]=
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aufgrund des binomischen Satzes. Da in den Ordnungsbedingungen Funktions- und Ableitungs-
werte miteinander verkniipft werden, treten in (6.2.5)) auch verschobene Versionen dieser Matri-

zen auf und zuséatzliche Vorfaktoren. Dies kann man mit den Matrizen

0

1 0 s .
FQ = . . = (5i’j+1)zj—17 D .= dlag(l, 2, ceoy S),

1 0

beschreiben. Im Produkt V Fj sind die Spalten von V um eins nach rechts verschoben. Wenn man
noch AB(s+1) fordert, kann man die einfache Prékonsistenz AB(1) vorziehen und AB(2...s+1)
zusammenfassen. Dann benétigt man aber noch die Diagonalmatrix C' = diag(c;) der Stiitzstel-

len. So lassen sich die Ordnungsbedingungen als Matrixgleichungen schreiben.

Satz 6.2.1 Wenn die Koeffizienten der Peer-Methode (6.2.1)) die Bedingungen

AB(...s): VSP—0,I'VSPDF) — BV —0,AVDF] =0, bzw.
AB(1...s+1): B1=1, (I+0,C)VSP—-0,I'VSPD — BCV —0,,AVD =0,
erfillen, dann besitzt das Verfahren die Konsistenzordnung s—1 im ersten Fall bzw. s im zweiten.

Fiir geniigend glatte Losungen u gilt fiir den lokalen Fehler dann T}, = (’)(hfn:ll) bzw. T, =
O(hy—1)-

Die rechte Hilfte der 2. Darstellung enthélt die Spalten 2. .. (s + 1) der Ordnungsbedingungen
(6.2.5)), fiir diese Spalten der Vandermonde-Matrizen gilt

(c,c?,...,c%) =V, (]1 + ome, (14 ome)?,..., (1+ Jmc)s) = [+ oC)VSP.

Offensichtlich werden in diesen Bedingungen die Koeffizientenmatrizen meistens von rechts mit
der Vandermonde-Matrix V' multipliziert. Daher ist es naheliegend, entsprechend transformierte

Versionen aller Matrizen zu betrachten, wie etwa bei
B:=V'BV «— B=VBV.

Da die erste Spalte von V' der Einservektor ist, Ve; = 1, vereinfacht sich schon die Préakonsistenz,
denn Bl = BVe; L 1=Ve <— Bel = e1. Fiir den Umgang mit dem Produkt C'V wird
dabei ein weiterer Hilfssatz benétigt, der einen Zusammenhang zwischen Vandermonde- und

Frobenius-Matrizen herstellt.
Satz 6.2.2 Es sei p(t) :== (t—c1) - (t —¢5) = 35 ¢;t! das Stiitzstellen-Polynom. Dann gilt
—%o b0
' 1 - P1
CV=VF mit F:= ] ) =Fy—de,, ¢:= ]

1 —¢s1 Ps—1
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Beweis Die ersten s — 1 Spalten von CV erhélt man durch Linksverschiebung, welche durch die ersten
s — 1 Spalten von F' bewirkt werden. Fiir jede Stiitzstelle ¢; gilt nach Definition ¢} = — Zj;é cf ¢; =
CVe, =c* = -3 clg; = Vo n

Die Matrix F' ist die Frobeniusmatriz (Begleitmatrix) des Polynoms ¢, ihre Eigenwerte sind die
Stiitzstellen, da F = V~ICV gilt. Damit bekommt man fiir die Peer-Methoden die transfor-

mierten Ordnungsbedingungen

AB(1...s): Sy,P—o0n[S,PDF) — B —0,ADF] =0, bzw. (6.2.7)
AB(...s+1): Bei=-e1, (I+0nF)SuP —0,I'SpwPD—BF —0,AD=0. (6.2.8)

Beim spéteren Einsatz spielen spezielle Eigenschaften der auftretenden Matrizen eine Rolle. So
sind P und DFJ obere Dreieckmatrizen, bei Multiplikation mit F' wird aus 5,,P eine Hessen-
bergmatrix (eine nichttriviale Subdiagonale). Durch beide Varianten werden die drei Koeffizi-
entenmatrizen A, B,T" miteinander gekoppelt, wobei die Bedingungen aber noch iiber S,, vom
aktuellen Schrittweitenverhéltnis abhidngen. Eine der Matrizen ist also dann festgelegt, wenn
man die beiden anderen gewéhlt hat. Welche man dabei am Besten als erste festlegt, hingt von

anderen Verfahrensaspekten ab.

6.2.2 Stabilitat

Statt eine allgemeine, aber moglicherweise pessimistische Stabilitédts-Schranke der Form (6.1.9)
nachzuweisen, betrachtet man das Verhalten von Integrationsverfahren auch gerne anhand von
Testgleichungen. Die einfachste ist die skalare lineare v’/ = A\u mit A € C von Dahlquist. Deren

Losungen sind Exponentialfunktionen u(t) = uge™ und sie gehen gegen null fiir ¢t — oo, wenn

ReX < 0 ist. Wendet man die Peer-Methode auf diese Dgl an, sieht man in der Gestalt (6.2.2)
den einfachen Zusammenhang Y, = M,,(2)Y,,—1 mit z := hy,A. Der Zeitschritt reduziert sich

auf eine einfache Multiplikation mit der Stabilitits-Matrix
M (2) := (I = 2T0) Y (B + 24m). (6.2.9)

Fiir explizite Verfahren ist M,,(z) = By, + 2A;,. Vor dem Hintergrund der Démpfungseigen-
schaften der Exponentialfunktion interessiert man sich insbesondere fiir diejenigen Punkte 2z der
komplexen Ebene, fiir die auch alle Ndherungslosungen gegen null gehen M (2)™ — 0 (m — o0)

bei konstanter Schrittweite h,, = h.

Definition 6.2.3 Fiir eine Peer-Methode ist der Stabilitéitsbereich S definiert durch

S:={z€C: o(M(z)) <1}.

Der einfachste Fall der Testgleichung ist A = 0 und 3’ = 0 hat nur konstante, also global
beschréinkte Losungen. Analog mufl man fiir das Verfahren die sogenannte Nullstabilitdt fordern,

welche besagt, dass die Losungen fiir z = 0 gleichméBig beschriankt sind, dies allerdings fiir



6 PARALLEL-VERFAHREN FUR GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 68

allgemeine Gitter mit variierendem o,,. Wegen M,,(0) = B,, bedeutet das die Existenz einer
Konstante K > 0 so, dass

| By Bum—1 -~ Be|| < K V¥m > £ > 0. (6.2.10)

Die Nullstabilitdt ist eine gravierende Einschrdnkung, denn es gibt leider noch keine abge-
schlossene Theorie, welche die Beschréinkheit solcher Produkte bei allgemeinen Matrix- Familien
{By : ¢ € J} sicherstellt. Beschrénktheit 148t sich aber in einfachen Féllen sicherstellen, etwa
wenn B konstant ist und bestimmte Eigenwertbedingungen erfiillt oder alle B,, in einer geeig-
neten Basis durch eine feste Matrix B beschriinkt sind mit der entsprechenden Bedingung. Da
wegen der Prikonsistenz \i(B,,) = 1 gilt, bekommt man also zwei hinreichende Kriterien fiir

Nullstabilitéit
a) Bn=B, [N(B)|<1,j=2,...,s,

? i - : (6.2.11)
b) |Bwm| < B, |[N(B)<1,j=2,...,s.

In diesen beiden Fiéllen sind jeweils die Potenzen B" bzw. Bm gleichméflig beschréinkt. Denn

nach Transformation mit der Vandermondematrix V besitzt B wegen der Préakonsistenz Bel =€

die Gestalt
N 1 b7
B= . (6.2.12)
0 B

Fiir die Potenzen verifiziert man damit leicht induktiv eine grobe obere Schranke

~ 1 TS B _ mo
B™ — (0 Zé:no ) = [|B"|lo <1+ max{l, |]b||1}z 17| 0o (6.2.13)
§=0

Hinreichend fiir die Beschrinktheit (6.2.10) ist somit eine der Anforderungen ||B|lo, < 1 oder
Nilpotenz B*~! = 0. Der Fall (6.2.11h) einer konstanten Koeffizientenmatrix B ist offensichtlich

der einfachere.

Konsistenz mit einer gewissen Ordnung und Stabilitéit sind die theoretischen Grundvoraus-
setzungen an ein konvergentes Verfahren. Fiir ein Verfahren, das in der Praxis eingesetzt werden
soll, gibt es aber je nach Anwendungsbereich noch weitergehende Anforderungen, die sich aller-

dings teilweise ausschliefen. Die wichtigsten sind:

e explizite Verfahren: grofler Stabilitdtsbereich,

e implizite Verfahren: weitergehende Stabilitédtsanforderung fiir Probleme mit schnell verénder-

lichen Losungen
e eingebaute Fehlerschitzung fiir eine automatische Schrittweitensteuerung
e erhohte Konvergenzordnung (> Konsistenzordnung), ” Superkonvergenz”

e stetige Ausgabe: Losungs-Approximation durch eine Funktion y(t), z.B. fiir Graphiken



6 PARALLEL-VERFAHREN FUR GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 69

e Energieerhaltung bei Anwendungen aus der Physik

e Sensitivitdten: Empfindlichkeit der Losung u(t) bei Anderung von AWP-Parametern, etwa

Anfangswerten, etwa zur Steuerung

6.2.3 Explizite Peer-Methoden

Bei expliziten Verfahren sind keine Gleichungssysteme zu 16sen. Daher ist Parallelitét nur tiber
den Verfahrensansatz erreichbar, wenn Nutzer keine Parallelitéit im System verwenden kénnen
(bzw. wollen). Bei expliziten Peer-Methoden ist I' = 0 und man kann sehr einfach die Ordnung
s erreichen. Dazu wihlt man wegen der Nullstabilitit eine feste Matrix B = By, vgl. ,
und 16st die erweiterte Ordnungsbedingung aus Satz nach A auf:

omA = (I + 0pnF)SymP — BF)D™L,

Als Verfahrensparameter sind die Knoten ¢; und die Elemente von B frei wihlbar. Zur Auswahl
geeigneter Verfahren nutzt man daher u.a. folgende Anforderungen:

alle Eigenwerte von B, aufler dem zu B1 = 1, sind null (”optimale Nullstabilitit” )

der Stabilitédtsbereich S ist moglichst grof3

die Norm von B ist moglichst klein (aber > 1)

+ 4+ + +

der erste, nicht verschwindende Koeffizient in der Taylorentwicklung von 7}, (die
”Fehlerkonstante”) ist moglichst klein.

In der transformierten Form erkennt man, dass optimale Nullstabilitdt damit dquivalent
ist, dass der untere Block nilpotent ist, B*~! = 0. Dazu wihlt man B etwa &hnlich zu einer
strikt oberen Dreieckmatrix. Bei FSAL-Methoden bekommt man auch direkt folgende

Darstellung
0 0T
Bm = ]16!— + ¥ > ’
Wl Wy,

wobei optimale Nullstabilitit durch Nilpotenz von W erreicht wird. Bei Verfahren mit der FSAL-
Eigenschaft spart man nicht nur den Aufwand fiir eine Stufe ein, sondern man erhéilt fiir diese
sehr einfach eine stetige Ausgabe. Prinzipiell kann man durch Interpolation der Stufen eine
Approximation der Losung mit Polynomgrad s — 1 an jeder Stelle ¢t € [ty,, t;mt1] berechnen,
welche die gleiche Ordnung wie die Stufen selbst hat, da diese bei Peer-Verfahren alle die selbe
Ordnung besitzen. Der Interpolationsfehler selbst hat die GroBe O(h;,) und ist daher nicht
grofer als bei den Stufen. Im Allgemeinen passen die verschiedenen Polynomstiicke aber nicht

stetig aneinander, erst die FSAL-Eigenschaft stellt das sicher.

Durch eine automatisierte Suche mit den oben genannten Kriterien wurde z.B. die folgen-
de (4+1)-stufige Methode epp5f3 gefunden, deren Knoten ¢ = (0,0.3988,1.6968,2.2289,1)7
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teilweise auflerhalb des Intervalls [0, 1] liegen. Die Koeffizientenmatrix B dazu ist

0 0 0 0 1
0.2417  0.6669 —0.0885 0.0217 0.1582
B = 0.0351 —0.0487 0.0296 —0.0811 1.065
—0.0851 0.0590  0.0590  0.0336 0.9335
0.2010  0.5850 —0.0152 —0.0407 0.2699

Bei numerischen Tests zeigte sich leider, dass zwar die s Funktionsauswertungen im Verfah-
rensschritt Y = BY;—1 + hAF(Y,,—1) gut parallel ablaufen, der Parallelisierungsgrad
bei der Matrixmultiplikation von (B, A) und (Y,hF) aber in der Praxis bei 2 stagniert. Da-
her wird der theoretische Speed-up s nur bei sehr aufwéindigen Problemen erreicht, bei dem
jede Funktionsauswertung von f viel Rechenzeit ben6tigt. Ein solches ist das Vielkérperproblem
(Mini-Galaxis) fiir die Positionen u;(t) € R3 von k = 400 Objekten,

" m;(uj — u;) .
_ ci=1,... k. 6.2.14
W2 ey i (6210

Die Objekte besitzen die Massen m; und auf der rechten Seite sind insgesamt O(k?) Krifte zu

berechnen. Die folgenden Diagramme zeigen die Rechenzeiten verschiedener Verfahren auf einem
PC mit i7-Quadcore fiir eine ganze Serie von Genauigkeitsvorgaben tol = 1073 ...107'2. In der
doppelt logarithmischen Darstellung links entspricht die Steigung der Linien der Verfahrensord-
nung, es wird dabei der tatséichlich erreichte Fehler gezeigt. Die verschiedenen Kurven gehodren
zu unterschiedlichen Verfahren bzw. Anzahlen von Rechnerkernen. Das Verfahren epp5f3 wird
dabei mit 1 und 4 Kernen gerechnet (rot,blau) und mit dem sehr effizienten (6+1)-stufigen
Runge-Kutta-Verfahren DOPRI5 (hellgriin) verglichen. Das nicht-parallele Verfahren DOPRI5
ist auf einem Prozessor etwas effizienter als epp5f3 (bei gleicher Toleranz aber sehr viel unge-

nauer), parallel ist die Peer-Methode aber merklich schneller.

0 70 000 3 5 7
time(sec) gfen)

Das rechte Diagramm zeigt die parallele Beschleunigung bei epp5£f3 auf vier Prozessoren im
Vergleich zu einem (ohne OpenMP). Der Speed-up variiert zwischen 3 und 4 (abhéngig von
PC-Belastung) und liegt einmal sogar knapp iiber 4 beim Quadcore (Hyperthreading?). Bei ei-
nem Rechnerkern wird der mit OpenMP verbundene Zusatzaufwand eingespart und muss in der
Mehrkernversion zunéchst aufgeholt werden. Eine Fortran-90-Implementierung der expliziten

Verfahren steht auf der Seite www.mathematik.uni-marburg.de/ " schmitt/peer zur Verfiigung.
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6.2.4 Implizite Peer-Methoden

Bei impliziten Methoden ist I' # 0 und in jeder Stufe von (6.2.1]) sind getrennte nichtlineare
Gleichungssysteme fiir die Stufenlésung Y,,,; zu l6sen. Dieser, im Vergleich zu expliziten Verfahren

wesentlich hohere, Aufwand lohnt sich bei sogenannten steifen Anfangswertproblemen.

Beispiel 6.2.4 Das Anfangswertproblem

u'(t) = p(l —u(t)), u(0) =0,

besitzt die Losung u(t) = 1—e #*. Fiir u > 1 (z.B. p = 1000) und ¢ > 0 néhert sich diese Losung
sehr schnell dem Grenzwert u(oco) = 1 an und ist daher fiir ¢ > O(1/u) so glatt, dass numerische

Verfahren sie mit groflen Schrittweiten gut approximieren kénnten. Wendet man aber z.B. das
explizite Euler-Verfahren (6.1.2)) hier an, bekommt man bei festem h > 0 die Approximationen

Ym =Ym—1 + hp(1 — ym—1) = hpp + (1 — hpn)ym—1
=hp(1+ (1= hp) + (1= hp)’ym—2 = ...

1— (1 —hp)™

1= (= hy) =1—(1—hwm.

m—1
=hp Y (1= hp) = hp
j=0
Dies ist aber nur dann eine akzeptable Approximation der Losung, wenn |1 — hu| < 1 ist, also
fiir 0 < hu < 2. Die schrinkt die Schrittweiten aber durch h < 2/u dauerhaft sehr stark ein,
obwohl die Losung fiir ¢t > 1/u praktisch konstant ist.

Diese Problematik kann man nur durch den Einsatz von impliziten Verfahren vermeiden.
Wendet man im Beispiel das implizite Eulerverfahren mit y,, = ym—1+ hf (tm, Ym) an, bekommt
man die Ndherungen y,,, = 1 — (1 + hp)™"™, die fiir jedes g > 0 und m — oo gegen u(o0) = 1

streben.

Der mathematische Hintergrund wird klarer, wenn man wieder das Verhalten der beiden
Euler-Verfahren bei der Testgleichung u’ = Au studiert. Bei beiden reduziert sich der Zeitschritt
auf eine einfache Multiplikation y,, = ®(2)ym—1, 2z := hmA, mit der ”Stabilitdtsfunktion” ® des

Verfahrens. Der Schritt und die Funktion lauten beim

expliziten Euler ‘ impliziten Euler /
Ym = (]— + hA)ym—l Ym = ﬁym—l 1
D(z)=1+z2 D(z2) = 1:2 I
Die Stabilitdtsfunktionen ®(z) treten mit A = —p im Bei- % o # 0 ,‘

spiel auf, sie sind Approximationen an die exakte Losungs-
funktion e*. An den Graphen dieser Funktionen (griin: ex- -1

plizit, blau: implizit, rot: e*) erkennt man ebenfalls, dass das

explizite Verfahren unterhalb von z = —2 unbrauchbar ist. -2

Prinzipiell ist ® fiir explizite RK-Verfahren ein Polynom, also nur auf einem beschrénkten Be-

reich kleiner eins. Beim impliziten Euler-Verfahren ist ®(z) = 1/(1 — z) dagegen rational und
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kleiner eins auf der gesamten negativen reellen Achse. Insbesondere gilt hier sogar ¢(—o00) = 0

wie bei der Exponentialfunktion.

Obwohl jetzt der Aufwand fiir jeden Zeitschritt wegen der Losung von Gleichungssystemen
der Dimension n wesentlich grofer ist als bei expliziten Verfahren, lohnt sich der Einsatz implizi-
ter Verfahren, da viel grofiere Zeitschritte gemacht werden kénnen. Parallelitét ist bei impliziten
Peer-Methoden hier auch einfacher auszunutzen, da die Granularitdt von Gleichungssystemen
wesentlich grober ist als die der einfachen Funktionsauswertung f(Y;,—1 ;) bei expliziten. Um bei
den impliziten Peer-Verfahren fiir z — —oo eine optimale Dampfung wie beim impliziten Euler-
Verfahren zu erreichen, wird fiir die Stabilitdtsmatrix M (oco) = 0 gefordert. Dies entspricht der
Wahl A = 0 und die Stabilitdtsmatrix vereinfacht sich zu

My, (2) = (I — 20'y,) By,

Da die Matrix I' durch Diagonalgestalt und die Bedingung v; > 0 zu stark eingeschrankt ist,
kann man jetzt aber die Ordnungsbedingungen (6.2.7) nur nach B auflésen und auch nur fiir
Ordnung s — 1. Dadurch hiangt B = B,;, aber vom Schrittweitenverhéltnis o,, ab und ist nicht

mehr konstant, es gilt
By = SywP — 0, S,,PDF; . (6.2.15)
——

Nullstabilitat 148t sich hier nur mit dem Fall ) garantieren. Hilfreich ist dabei die Beob-
achtung, dass in B,, die abgednderte Pascal-Matrix .S,, P obere Dreieckform hat, allerdings sind
die Hauptdiagionalelemente oi~! grofer als eins fiir o, > 1. Davon wird die Matrix [ mit dem
Zusatzfaktor SmPDFJ abgezogen, welcher streng obere Dreieckform besitzt, durch FJ werden
die Spalten der Dreieckmatrix Sy, PD um eins nach rechts verschoben. Bei der Wahl von T ist
jetzt Satz wieder interessant. Denn man kann die Diagonalwerte von I' selbst durch ein
Polynom interpolieren, v; = g(¢;) = Z;;é gjcf-;l. Das bedeutet aber, dass I' = g(C') das Bild
der Knotenmatrix C unter g ist. Ahnlichkeitstransformationen kann man in diese Darstellung

hineinziehen, es gilt daher
T =g(VICV)=g(F) =) gF.
j=0

Die Frobeniusmatrix F besitzt eine nichttriviale Subdiagonale, ihre j-te Potenzen genau j. Damit
148t sich in obere Dreieckgestalt von B zur Anwendung von Kriterium ) erzwin-
gen. Denn wenn I’ nur eine einzige nichttriviale Subdiagonale auftritt durch Polynomgrad eins
bei g, wird diese durch den Rechtsfaktor SmPDFOT in die Hauptdiagonale verschoben. Durch
Wahl des Koeffizienten g; kann eine Anpassung der Hauptdiagonalen erfolgen. Im FEndeffekt
driickt man also die ~; als eine lineare Funktion der Knoten ¢; aus und bekommt so

Yi=go+gici, i =1,...,5, dh. I'=gol + 1C = T =gol + g1 F.

Matrizen mit nur einer nichttrivialen Subdiagonale besitzen die sog. Hessenberg-Gestalt. Die

Diagonalelemente der oberen Dreieckmatrix B und damit ihre Eigenwerte sind jetzt explizit
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bekannt, b;; = (1— (i —1)g1)o’". Die Bedingung |b;| < 1 fiir 1 < i < s, welche die Nullstabilitit
iiber (6.2.11p) sicherstellt, fiihrt auf folgende Einschrankungen an g;:

5= \ 3 4 5 6 7 8
o< | 2414 1678 1444 1330 1.262 1.218
g1 =|0.5858 0.4039 0.3075 0.2481 0.2078 0.1788

Die Einschrankungen an das Schrittweitenverhéltnis werden fiir wachsende Ordnung also im-
mer gravierender. Bei dieser Konstruktion spielen die Knoten ¢; keine Rolle. Man kann sie
unabhingig festlegen, etwa als gestreckte Tschebyscheffknoten im Intervall [—1, 1]. Dann hat die
Vandermonde-Matrix V eine giinstige Kondition und die Matrix B = VBV ™! eine moderate

Norm.

Die Auflésung der Stufensysteme triagt in der Regel den gréfiten Anteil zum Aufwand bei im-
pliziten Verfahren bei. Daher kann man dabei auch an den Einsatz von Iterationsverfahren (vgl.
§5) denken. Aufgrund der Problemeigenschaften konvergieren dabei Verallgemeinerungen des
CG-Verfahrens (sog. Krylov-Verfahren) besonders gut. Diese haben aus Nutzersicht den weite-
ren Vorteil, dass keine Berechnung der Ableitungsmatrix fy(t,,,...) programmiert werden muss
("matrix-freie Verfahren”). So wurden die Peer-Methoden im folgenden Beispiel auch implemen-
tiert und sie werden daher auch nur mit anderen matrix-freien Methoden verglichen. VODPK
basiert auf Mehrschrittverfahren, ROWMAP auf Einschrittverfahren und RKC benutzt explizite

Runge-Kutta-Verfahren mit sehr vielen Stufen und einem sehr grofien Stabilitétsbereich.

Beispiel 6.2.5 Diese Verfahren mipeer s (s=Stufenzahl=Prozessor-Zahl) wurden eingesetzt bei
der parabolischen Diffusionsgleichung u; = Au+ g(t, z,y) auf dem Gebiet Q = [0,1]? und einem
100 x 100 Gitter. Die Problemdimension war also n = 10%. Die zum Vergleich herangezogenen
Verfahren VODPK, ROWMAP, RKC sind nicht-parallel.

00— T T ——— T

IgIERR)
=9
T

Time
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