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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Die Aufgabe der Numerik ist die ”Losung” von mathematischen Modellen fiir Probleme aus
der realen Welt (Wettervorhersage, Fahrzeugentwicklung, Finanz-Modelle) mit Hilfe von Com-
putern. Allerdings gibt es nur fiir eine geringe Zahl solcher Probleme exakte Modelle, in der
Regel miissen Modelle mit Vereinfachungen arbeiten, um iiberhaupt mathematisch fassbar zu
sein. In der Ubertragung von Modellergebnissen auf die Realitiit ist es daher wichtig, das Aus-
maf} der Modellfehler abzuschitzen. Bei der Verwendung von Computern gilt das sogar auf der
grundlegendsten Ebene, denn die reellen Zahlen der Analysis sind auch nur Modelle, die es in
der Realitdt nicht gibt, selbst die einfachsten arithmetischen Rechnungen mit Zahlen kénnen
ungenau sein aufgrund von Rundungsfehlern. Auch komplexere Aufgaben der Analysis (”infini-
tesimale”) wie Differentiation oder Integration sind auf Computern nicht exakt durchfiihrbar,
sondern miissen durch Ausdriicke mit kleinen endlichen Gréflen approximiert werden. In diesen
Féllen enthalten die Ndherungen Diskretisierungsfehler. Daher ist es eine wesentliche Aufgabe
der Numerik auBer der Berechnung von Niherungslosungen fiir gegebene Problem auch eine
Identifikation von Fehlerquellen und méglichst eine Schétzung der Fehlergrofie anzugeben. Ein

wichtiger Aspekt numerischer Verfahren ist aber natiirlich auch der Rechenaufwand.

2 Interpolation und Quadratur

2.1 Interpolations-Polynome

Beobachtet man sich stetig d&ndernde Groflen (Bewegung, Finanzdaten), so lassen sich immer
nur endlich viele diskrete Werte tatséchlich messen. Zwischenwerte berechnet man mit einfa-
chen Ersatzfunktionen, die die vorhandenen Daten berticksichtigen. Polynome bieten sich als
Ersatzfunktionen an, da sie nur die Operationen Addition und Multiplikation verwenden und
linear von den Koeffizienten abhéngen. Die Einbeziehung der Messdaten geschieht am einfach-
sten durch Interpolation, dabei nimmt die Ersatzfunktion in bestimmten Parameterwerten, den
Stiitzstellen, die Datenwerte exakt an. Spéter werden auch Splinefunktionen behandelt, welche

sich stiickweise aus Polynomen zusammensetzen.

Yy
y
Y1
Yo Yn
Yn—1
Y2
t t t t xr
a Trog I1 T2 - Tn—1 Tnp

Die Aufgabenstellung wird jetzt prézisiert.



2 INTERPOLATION UND QUADRATUR 2

Definition 2.1.1 Gegeben sei ein Gitter {xy, ..., x,} paarweise verschiedener Stiitzstellen,
a<xg,...,2, <b, x; F# xj fiiri#j, (2.1.1)
und ein Datenvektor y := (yo,...,yn)" . Ein Polynom p mit
p(x;) =y, 1=0,1,...,n. (2.1.2)
heifst (Lagrange-) Interpolationspolynom.

Die Interpolations-Bedingungen ([2.1.2)) fithren im Prinzip auf ein lineares Gleichungssystem fiir

die Koeffizienten a; eines Polynoms vom Grad n in der Potenz-Darstellung

n

pn(z) = Zajxj, I, :={pn: a; €R,j=0,...,n}. (2.1.3)
j=0

Das Lagrange-Interpolationspolynom kann aber direkt konstruiert werden:

Satz 2.1.2 Zu einem Gitter und beliebigen Werten y;, i =0,...,n, existiert genau ein
Interpolationspolynom vom Grad n, das die Forderungen erfillt. Es hat die Form

- - r — X
pi=pyi= ) wili, Li(z)=]]—= (2.1.4)
=0

o Ti — T
i

Die Abbildung R"* — 11, y — p, ist linear.

Die Lagrange-Polynome L; bilden nach Konstruktion eine Kardinal-Basis,

1 fir i=k,
0 fir i#k

)

Liell,, Li(xg) =70y = {

in den Stiitzstellen z; verschwindet daher genau ein Summand von p, nicht.

Beweis zu Satz Wegen der Kardinalitét der L; gilt fiir p aus (2.1.4))

n

pean p(xk) :Zysz(xk) = Yk, kZOa"'vn'
=0

Zur Eindeutigkeit: wenn zwei Polynome p,p € II,, beide (2.1.2)) erfiillen, so folgt

(pfﬁ)(xi):()a Z:O,,Tl
Das Differenzpolynom vom Grad n hat also n+ 1 Nullstellen und nach dem Fundamentalsatz der Algebra
sind p und p identisch. [ |

Den Rechenaufwand bei der Interpolation gibt man abhéngig vom Polynomgrad n an. Wenn
die Differenzen x —x; getrennt berechnet werden, sind zur Auswertung von (2.1.4) jeweils n?+2n
Additionen, n(n + 1) Multiplikationen und n(n + 1) Divisionen nétig. Daher ist der
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Rechenaufwand fiir eine Auswertung von (2.1.4): 3n? + O(n) Operationen.

Dabei gibt man iiblicherwiese nur den am schnellsten wachsenden Term 3n? an. Fiir theoretische
Uberlegungen ist die explizite Darstellung mit dem Kardinalsystem L; sehr bequem und
ein Ansatz fiir andere Verfahren etwa bei der numerischen Integration (Quadratur). Fiir die
praktische Beurteilung mufl man den genauen Einsatzbereich prézisieren. Ist nur ein einziger
Datensatz mit y; € R, ¢ = 0,...,n, zu interpolieren, ist die Darstellung (2.1.4)) zu teuer und
wird kaum verwendet. Bei vektorwertigen Daten y; € R4, i = 0,...,n, (z.B. Bahndaten einer
Differentialgleichung) sieht das anders aus, p(x) = Y =, L;(x)y; beschreibt eine Kurve im R,

die teurere Berechnung der L;(x) amortisiert sich iiber die Dimension d insbesondere fiir d > n.

Beispiel 2.1.3 Es wird die Interpolation zum Gitter g = 0, 1 = %, x9 = 1 betrachtet. Die
zugehorigen Lagrangepolynome ([2.1.4)) sind daher

_ (@=283)(x-1) _ 3 _ _ —3,2_5 159
Ly(zx) 0—230-1 = 3z —1)(x—1) =352° -3z +1, f Lo
_ =0z =1) 9 g 9 2 S I
Li(x) 23-02/3=1) 52(1 —x) =5z —27), 05 ~__
o I(.CU - 2/3) . . . 2 i 0z 04 , s 0g 1
Ly(x) (1= 2/3) = z(3x — 2) = 3z° — 2x. o
L1
1 T T
Fiir abstrakte Datenwerte yo,y1,y2 oder vorgegebene y' = T
(1, %, %) bekommt man das Interpolationspolynom (2.1.4) expli- T e o 0 i
0.5- x
zit in der Form 15
1 L2
3 9 v
p(z) = (Gr—1—Dyo + 5zl —2)y1 + 2(3x —2)y2 /
3 3 1 3 5 G_\w_ e o
= (5:17—1)(33—1)4—5:U(1—:L‘)+§33(3:17—2)25:5 —2zx+1. | ™

Newton-Interpolation

Fiir skalare Daten y; € R kann man einen induktiver Ansatz fiir das Interpolationspolynom

verwenden, der die einfache Hinzunahme zusétzlicher Stiitzstellen ermoglicht:

pn(l‘) = pn—l(-r) + (I‘ - x[)) T (‘T - xn—l)an-

Nach Ansatz verschwindet der zweite Summand in den ersten n Punkten xg, ..., x,_1. Wenn also
pn—1 die Interpolationsaufgabe in den ersten n Punkten erfiillt, p,—1(z;) =v;, i =0,...,n—1,
tut dies auch p,. Den Wert a,, kann man dann aus der zusétzlichen Interpolationsbedingung
Pn(xn) = yn berechnen, zweckméifiger ist aber ein weiter unten formulierter Algorithmus. Be-

ginnend mit po(z) = yo = ap bekommt p,, induktiv also die folgende Gestalt
pn(z) = ao+ (z—zo)ar+...+(x —x0) - (x — Tp_1)an (2.1.5)
ot o) (a0 + (2 ) )
Dies ist die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms. Die Klammerung in (2.1.5) deutet

bereits das Berechnungsverfahren zur Auswertung p,(z) an:
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Algorithmus 2.1.4 Horner-Schema zur Auswertung von p,(x) bei bekannten a;.

q = Qn;
firk=n—1,n—-2,...,0: { ¢:=ap + (x —a)q; }
pn(z) = ¢

Rechenaufwand Hornerschema: 3n Operationen

Die Koeffizienten a; in ([2.1.5) berechnet man iiber folgenden Algorithmus, dessen Begriindung
einige Zusatziiberlegungen erfordert.

Definition 2.1.5 (und Algorithmus) Die k-ten dividierten Differenzen oder k-ten Differen-

zenquotienten der Daten y bezgl. der Stiitzstellen x werden bestimmt durch den Algorithmus

firi=0,1,...,n:{ ylzi| == vi; }
firk=1,...,n:{

firi=0,...,n—k:{ (2.1.6)

y[l‘i+1, - 737i+k] - y[»’vz‘, .- -,$i+k—1] . }
Tit+k — Li ’

y[xh sy xi-i-k‘] =

}

Das Verfahren ([2.1.6) erzeugt folgendes Dreieckschema spaltenweise (k = 1,2,...,n).

i | yi = ylxg] k=1 k=2 k=n
0 Yo
T 1 Y|To, L1
g (2.1.7)
9 Y2 ylz1, 2o ylzo, 21, 2]
Tn Yn y[xn—lal'n] y[$n—27xn—17xn] te y[ﬂfo,- . 'axn]

Im Newtonpolynom werden nur die unterstrichenen Differenzen y|x, ..., z;] benéstigt,
s.u., . Daher geniigt zur Durchfithrung ein lineares Feld [0,1,...,n], in dem der Reihe
nach zunéchst die Werte y,,, ..., y1 rickwérts durch die ersten dividierten Differenzen, dann die
ersten dividierten Differenzen y[x1,x2],..., y[xn—1,x,] durch die zweiten iiberschrieben werden,
usw. Am Ende bleiben die in benctigten Werte iibrig. Es ist auch eine zeilenweise Be-
rechnung moglich, wenn man mit dem hochsten Index beginnt. Dabei kann dann bei Hinzunahme

zusétzlicher Interpolationspunkte das Differenzenschema einfach ergénzt werden.
Rechenaufwand fiir (2.1.6): 3(n+ (n—1)+---+ 1) = 3n? + O(n) Operationen.

Die Beziehung der Differenzenquotienten (2.1.6) zu den Koeffizienten a; im Newtonpolynom
(2.1.5) bekommt man aus dem folgenden Neville-Algorithmus und dem Satz

Definition 2.1.6 (und Neville-Algorithmus) Es seien p;; € Il Abschnittspolynome mit

pik(zj) =y;, Jj=1,...,i+k (2.1.8)
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Man erhdlt die Werte dieser p;i, und den des Polynoms pn zu an einer Stelle x durch

firi=0,1,...,n: { pio(x) :=yi;}
firk=1,...,n:{
firi=0,...,n—kH{ (2.1.9)

(x — xi)pig1k—1(x) + (Tigr — T)pip—1() !
Titk — Ti ’

pik(z) ==
pn() = pon(z).

Der Neville-Algorithmus liefert (mit O(n?)-Aufwand) nur einen einzigen Polynomwert und ist
daher nur in Sonderfdllen von praktischem Interesse. Er stellt aber die Verbindung zu den
dividierten Differenzen aus ([2.1.6]) her.

Satz 2.1.7 a) Die in berechneten Polynome und die in definierten sind gleich.

b) Die dividierten Differenzen in stimmen mit den hochsten Koeffizienten der Teilpoly-
nome in tberein:

1 .
yloi. .zl = 5 oy, 0<i<ith<n. (2.1.10)
Dieser Wert ist unabhdingig von der Reihenfolge der Wertepaare (i, ys), .-, (Titk, Yitk)-

¢) Das Lagrange-Interpolationspolynom ist in der Newtonform darstellbar als

pn(2) = ylxo] + (& — zo) yxo, 1] + ... + (& —z0) - - (x — Tp—1) Y[x0, - - - , Tn)- (2.1.11)

Beweis Durch Induktion iiber k, die Aussagen zu (2.1.8) bis (2.1.11)) sind offensichtlich richtig fiir & = 0.

a) Unter der Induktionsvoraussetzung, dass p; x—1(x) und p;+1 k—1(x) ihre jeweiligen Interpolationsbe-
dingungen in (2.1.8) erfiillen, gilt fiir das in (2.1.9)) definierte p;(z) die Aussage

pik(z;) =yj, J=14,...,i+k.

Fiir j = ¢ und j = i + k treten némlich in (2.1.9) nur der zweite bzw. erste Summand im Zihler auf,
fiir die Félle j = ¢+ 1,...,¢ 4+ k — 1 kann man aufgrund der Induktionsvoraussetzung den Faktor y;

ausklammern, die Vorfaktoren summieren zu eins.

b) Nun wird angenommen, (2.1.10) sei richtig fiir k¥ — 1. Dann gilt nach (2.1.5)) und (2.1.8)
pik(x) = pip—1(x) + (& — ;) - (T — Tign—1) - Qi (2.1.12)

Die k-te Ableitung dieser Identitit zeigt pz(f:) = k!a;, und die Behauptung (2.1.10) ist daher dquivalent

zu
ik = YTiy .oy itk (2.1.13)

Um dies zu zeigen, betrachtet man die hdchsten Koeffizienten a;;, im Neville-Algorithmus (2.1.9)). Mit der
Induktionsvoraussetzung erhélt man tatséchlich die Differenzen-Rekursion (2.1.6) fiir die Werte (2.1.13)):

Qit1 k-1 = Gig—1 LV Y[Tiz1, - Tigk) = Y[Tis -, Tigp—1] @L10)
= = = y[mi,...,xi+k].
Titk — T4 Titk — T4
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¢) Ist der Spezialfall von (2.1.12)) und (2.1.13) fiir i =0 und £ =0,...,n. ]
Beispiel 2.1.8 Newton-Polynom durch vier Interpolationspunkte (Werte in der Tabelle):

T | Y

1
0| 4
6

W N = O .

5 1
3 (12 6 3 5
Die eingerahmten Werte sind die Koeffizienten im Interpolationspolynom

(@) = 24 2 +1) - %(x +1)e + %(x +1)a(z - 2).

Bei den besprochenen Verfahren werden keinerlei spezielle Eigenschaften der verwendeten
Daten y; beriicksichtigt. Wenn diese allerdings als Funktionswerte einer glatten Funktion f

interpretiert werden konnen, liasst sich die Abweichung von p,, und f abschétzen.

Satz 2.1.9 Es sei f € C"[a,b] und y; = f(x;), j =0,...,n, mit einem Gitter .

a) Es gilt
1

flziy -y xivk] = ylzi, .. xik] = o f(k)(f), (2.1.14)
mit £ € (mln;i]f xj,maxé-i’;xj), 0<i<i+k<n.

b) Fiir f(z) = cpa® + ... € I ist

c, fir k=n,

f[a;o,...,xn]:{

0 fir k<n.
¢) Fiir den Interpolationsfehler gilt mit dem Knotenpolynom wpi1(x) = (x — z9) ... (x — xy)
und einem & € (a,b) die Darstellung
Frt(E)
f(@) = pn(z) = wptr1 () flzo, .. 20, 2] = wn+1($)m~ (2.1.15)

Beweis Die Interpolationsfehler der Abschnittspolynome werden mit 7, (x) := f(2) — pix(z) bezeichnet.

a) Nach (2.1.10) ist y[z;, - -, Tivx] = pEZ)(x)/k:' Nun verschwindet r;; in den Punkten z = x;,- -+, 241 .

Nach dem iterierten Satz von Rolle existiert £ € (min?:; T, max;i’f xj> mit

0=rP ) = f®B(e) - plP (o).

b) Dies ist ein Spezialfall von a).

¢) Der Interpolationsfehler wird an einer festen Stelle z = Z dargestellt und das erweiterte Interpolations-
polynom pg 41 mit der zusétzlichen Stiitzstelle 241 := T, yni1 := f(Z), betrachtet. Nach Satz[2.1.7] gilt

hierfiir

P0n+1(2) = pon(z) + (2 — 20) -+ (x — zp) flwo, - Tp, Tpg1 = Z].
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Wegen po n+1(Z) = f(Z) folgt in Z fiir den Fehler

Ton(ﬁ_ﬁ) = f(j) —pon(ﬁf‘) = ('f —1'0) (i‘ —ZIJn) f[xof T,y X
Die Definition von wy41 und ([2.1.14)) liefern schliellich (2.1.15)). ]

Wegen der Beziehung (2.1.14)) liegt es nahe, den Grenziibergang von mehreren Knoten in eine

gemeinsame Stelle zu betrachten. Bekanntlich ist

lim  flzi, 2] = f'(z:)  fir f € Cla,b].

Ti41—T4

Analoge Aussagen gelten in (2.1.14]), wenn mehr als zwei Knoten zusammenriicken. Das Inter-
polationsproblem ist allerdings nur dann sinnvoll gestellt, wenn an einer Stelle Funktions- und

Ableitungswerte bis zu einer bestimmten Ordnung liickenlos vorgeschrieben sind. Die Definiti-
on kann daher verallgemeinert werden.

Definition 2.1.10 Gegeben sei ein Gitter {xg,...,z,} beliebiger Stiitzstellen x; € [a,b], zusam-
menfallende Stiitzstellen seien zusammenhdngend nummeriert (x; = x; fir i < j = x, = x;
firi <k < j). Beim Hermite-Interpolationsproblem wird zu einem Datenvektor (yo,...,yn) ein

Polynom p € 11, gesucht mit

PO(2:) = yisj, @i =Tiy1 = ... = xi4j, 0<i<n.

Fiir die Hermite-Interpolationsaufgabe sind also die folgenden Werte vorzugeben,
Fa), fi(@) - f9O(zi),  wenn @ = 241 = -+ = 344 (2.1.16)

Im Einklang mit (2.1.14)) definiert man mit diesen Ableitungen Differenzenquotienten durch

flxs, - i) = %f(k)(l’i)7 0<k<j.

Fiir alle solchen Mehrfachenknoten (2.1.16) werden diese Werte in das Differenzentableau ([2.1.7)
eingetragen. Die noch fehlenden Differenzenquotienten berechnet man dann nach (2.1.6]).

Beispiel 2.1.11 Differenzentableau fiir n = 4, x1 = x9 = x3:

xo | Yo

T |y ylwo, 1]

zilyt oy Ylzoeswn, ]

i lyn Y sui ylzo, v1, 21, 71]

T | ys ylrr,za] ylry,z,x ylen, v, e, 2] ylwo, v, w0, 2, 24

Bemerkung: Man kann das Hornerschema aus Algorithmus[2.1]3 verallgemeinern zur Berechnung

von Ableitungswerten von Polynomen.
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Satz erlaubt eine Gegeniiberstellung von Taylor- und Newton-Entwicklung fiir f € C"*1[a, b].
Mit den analog zu w1 definierten Polynomen wy(z) = (v — o) --- (z — zp—1), vgl. (2.1.15),

erhilt man fiir die Entwicklung nach

n (k) (n+1)
: _ kS (o) na1 S (E)
Taylor:  f(z) = kzo(:r — T9) i + (z — o) CEEE
- Ft D ()
Newton:  f(z) = wi(@) flzo, - 2] + wntr(z) 5
— (n+1)!
&,n € (a,b). Insbesondere geht fiir ; — xg, j = 1,---,n, die Newton-Darstellung {iber in die

Taylor-Darstellung.

Interpolationsfehler und optimale Knoten

Wenn die Plazierung der “Eingangsdaten” (z;,y;) nicht fest vorgegeben ist, kann der Interpola-
tionsfehler ohne Mehraufwand durch geeignete Wahl der Stiitzstellen x; stark reduziert werden.
Dazu setzt man an der Darstellung (2.1.15)) des Interpolationsfehlers an. Wenn eine gleichmdfig

gute Approximation im Intervall [a, b] erzielt werden soll, benutzt man die Supremumnorm

9lloo == sup{lg(z)[ : = € [a,b]}, g € Cla, b]

des Fehlers und versucht, diese moglichst klein zu machen. Fiir eine Funktion f € C""[a, b]
fithrt die Fehlerdarstellung ([2.1.15) mit wy11(x) = (z — ) - - - (x — =y,) auf die Schranke

£ o

e (2.1.17)

If = Palloo < [lwnt1lloo

Bei festem Polynomgrad n ist der Anteil ||f"+D|,, durch die Funktion f fest vorgegeben.
Dagegen kann man aber die Norm ||wp+1/lc0 des Knotenpolynoms durch geeignete Wahl der

Stiitzstellen beeinflussen. Es ist sogar eine optimale Wahl moglich mit Knoten xq, ..., x,, die

lwnt1lleo = min max |z — &ollx — &1+ |z — & (2.1.18)
&j€lab) z€la,b]

erfiillen. In diesem Zusammenhang spielen folgende Polynome eine Rolle

Definition 2.1.12 Die Funktionen
T, (x) := cos(narccosx), |z| <1, n=0,1,., (2.1.19)

heiffen Tschebyscheff-Polynome und die Nullstellen von Th41

2k+1

e k=0,... 2.1.20
2n+2”)’ AR (2.1.20)

Tk = Tk,p = COS (

Tschebyscheff-Punkte oder -Knoten.
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Satz 2.1.13 Die in definierten Funktionen T}, sind Polynome vom Grad n. Sie kénnen

ausgehend von Ty = 1, Ty (x) = x, schrittweise berechnet werden durch die Drei-Term-Rekursion
Thi1(z) = 22T (z) — Ty—1(z), n=1,2,.... (2.1.21)

Die Punkte x), = x1y, aus (2.1.20) sind die Nullstellen des Polynoms T,,1. Die Polynome T,
haben die Form
T,(z)=2""1a"+ ..., T, ell, (2.1.22)

ihre Supremum-Norm auf [—1,1] ist eins, fiir n € Ny gilt

Tollic1 1100 = Tn(z)| = 1. 2.1.23
1Tl =1, xg[lgfful ()] ( )

Beweis Mit ¢t := arccosz folgen die Aussagen fiir Ty, 77 unmittelbar aus (2.1.19)). Die Rekursion in
(2.1.21)) ergibt sich aus dem Additionstheorem

cos(n + 1)t 4+ cos(n — 1)t = 2cost - cosnt.

An (2.1.21)) erkennt man, dass die T;, € II,, die Form ([2.1.22) besitzen und an (2.1.19)), dass die z; aus
(2.1.20) die Nullstellen von 7},41 sind und (2.1.23)) gilt. [ |

Umskalierte Tschebyscheff-Polynome fiihren tatséchlich auf optimale Interpolationsknoten.

Satz 2.1.14 Die optimalen Knoten in sind die Tschebyscheff- Punkte

b b— 2k +1
xk::“; _ 2“ s<2nj:27r>, k=0,....n (2.1.24)
Der Minimalwert der Norm ist
b—a n+1
Jonitlle = s fonia(a)l =2 (*32) (2.1.25)

Bemerkung: Die Knoten ergeben sich aus den in ([2.1.20)) genannten durch affine Transformation

des Intervalls

11 = [a,0]
ath  beac_ .. (2.1.26)
& = 9 =
n=3
Die Punkte &, = cos gZi%TF = Reexp (zgﬁiéw) sind

Realteile der (4n+ 4)-ten komplexen Einheitswurzeln.
Sie liegen am Rand des Intervalls [—1, 1] viel dichter
als im Innern.

Beweis des Satzes: Beim Standardintervall [a,b] = [—1,1] gilt zx = =&k, £k =0,...,n, also

2k +1
2n + 2

Ts1(zr) = cos ((n + 1) arccos zy,) = cos ((n +1) 77) = cos (Z + k) = 0.

2
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Daher ist wy,11, bis auf einen konstanten Vorfaktor, das Tschebyscheff-Polynom. Ein Vergleich des
hochsten Koeffizienten mit ([2.1.22)) liefert genauer

Wngt(z) =" 4. =27"T, 1 ().

Die Funktion cos(n + 1)¢ nimmt ihre Extrema £1 in den Stellen ¢, = an’_Tl an, das Polynom w1 seine

Extrema £2~" daher in ¢; = — cos n]—fl, j=0,...,n+1 (Alternanden). Daher gilt

lwnillo =27

Dies ist tatsichlich der Minimalwert dieser Norm, giibe es nimlich ein Polynom der Form p,, ;1 = 2" 14, ..

mit kleinerer Norm, dann miifite fiir dessen Differenz zu wy,41 in den Stellen ¢; gelten

<0 fir n+1-—j gerade

et (t) — pros(t . L j=0,...,n+1.
+1(t5) — Prta(t;) { >0 fiir n+41—j ungerade /

Das Polynom wy4+1 — pnt1 vom Grad n (!) hitte dann aber mindestens n + 1 Nullstellen. Dies fithrt zu
einem Widerspruch. Durch die Transformation (2.1.26)) wird

die Normierung des hochsten Koeflizienten ergibt damit

b—a
2

o) = (= 250 2, 0.

Daraus folgt die Schranke (2.1.25]). ]

Die nebenstehende Graphik der Tschebyscheff- l

polynome T, ...,T5 zeigt die auch im Beweis

verwendeten Eigenschaften dieser Polynomfami-
lie. Die Polynome von (un-) geradem Grad sind
(un-) gerade Funktionen, die expliziten Formeln
sind Ty = 222 — 1, Ty(v) = 423 — 3z, Ty(z) =
8zt — 822 + 1, T5(z) = 162° — 2023 + 5.

2

Beispiel 2.1.15 Die Funktion f(z) = sin(5z) soll im w02 / \
Intervall [0, 1] durch ein quadratisches Polynom approxi- [~ "
miert werden. Dazu wird die Interpolation in den Stellen 001 .""‘; \
zT = (0,3,1) verglichen mit der in Tschebyscheffknoten / \
&= (12-+3),1, 12+ V3)). Die nebenstehende Grafik 0

zeigt dazu die Interpolationsfehler. Die beiden Tabellen ent-

: —— T
0z 04 g 0E A

halten jeweils das Differenzentableau, das Polynom und den o1 \ /

Fehler, links zu dquidistanten Punkten, rechts zu Tschebys- /

.
cheffknoten. —
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0 |0 0.06698729 | 0.10502933

0.5 0.70710678 1.41421356 0.5 0.70710678 1.39043829

1 1 0.58578643 —0.82842712 0.93301270 | 0.99446912 0.66363490 —0.83924026
p(z) = ©(1.82842712 — 0.82842712x) p(r) = —0.01622158 + 1.86627686x —0.8392402622
Fehler = 0.0235 Fehler = 0.0162

Wegen des niedrigen Polynomgrads ist der Genauigkeitsunterschied in diesem Beispiel nur
gering. Dies éndert sich bei hoheren Polynomgraden. Nach dem Satz von Weierstrafl kann jede
stetige Funktion auf einem kompakten Intervall zwar beliebig genau durch Polynome approxi-
miert werden. Dieses Ergebnis iibertragt sich aber nicht unbesehen auf Interpolationspolynome,
selbst wenn immer mehr Stiitzstellen verwendet werden. Mit der Angabe hat die Feh-
leraussage fiir Tschebyscheffknoten die Form

b—a

[Pn = flloo < 2<T)

n+1 Hf("“)H

TERE (2.1.27)

Der Vorfaktor bei f("+1) ist dabei kleiner als bei allen anderen Stiitzstellen, etwa bei fiquidistan-
ten, ; = a + (b — a)i/n. Bei der Formel ist aber zu beachten, dass sich bei Anhebung
des Polynomgrads n auch die Ordnung der Ableitung f("*1) erhsht. Schon lange bekannt ist
das Beispiel von Runge mit der Funktion

1
@)= s

x € [—1,1],

wo bei dquidistanten Stiitzstellen das Anwachsen der Ableitungen fiir n — oo verhindert, dass
der Fehler klein wird. Die Folge der Interpolationspolynome (p,) (n — oo) divergiert in die-
sem Beispiel sogar in Randn#he bei +1. Bei Tschebyscheffknoten ist wegen der Alternanden-
Eigenschaft (vgl. Beweis) der Fehlerverlauf viel gleichméBiger. Fiir f € C™F1[—1,1],m > 1 lasst

sich hier sogar allgemein Konvergenz nachweisen in der Form [Schaback, 10.4.5]

logn
[P = Flloe = o=

), n — 00.
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2.2 Quadratur

Die Differentiation von Funktionen erfolgt nach festen, wohlbekannten Regeln. Dagegen ist die
Berechnung von Integralen eine Kunst ohne klare Regeln, viele Integrale besitzen sogar keine
explizit angebbare Stammfunktion. Daher ist der Bedarf nach numerischen Approximationen
offensichtlich. Generell kann man zur Approximation einer aufwindigen, oder nicht explizit
durchfiihrbare Operation mit einer Funktion f so vorgehen, dass man f durch ein einfacheres
Modell anndhert und die Operation dann mit diesem Modell ausfiihrt. Bei der Integration bietet

sich dazu die Polynom-Interpolierende mit Darstellung in der Lagrange-Basis an:

2

Lj(x) f(x5) =

b n
([ B)ie) =3 o)

00—

=iy

I
NE

fl@)= palz)

[ 1wz [ mi

Die Nédherungen fiir das Integral ist hier einfach eine Linearkombinationen von Funktionswerten.

.
3l
o

(2.2.1)

<.
Il

Bekanntlich ist Integrierbarkeit eine schwache Einschriankung an Funktionen. Allerdings
héngen Fehleraussagen der Polynominterpolation von Ableitungen der Funktion ab. Daher ist
es vorteilhaft, Integranden mit Singularitdten als Produkt einer glatten Funktion f und einer
festen, schwierigen Gewichtsfunktion g(z) > 0 (z.B. \/x,1/y/z,..) aufzufassen.

Definition 2.2.1 Fualls das Integral fabf(x)g(x)dm existiert, heifit
n b
S aif(e)) = [ falgta)ds ~ Ra(1) (2.29)
j=0 a

Quadraturformel und R, (f) der Quadraturfehler bzw. das Restglied. Die Koeffizienten o heiffen
Gewichte zu den Knoten
a<xyp<x1 <...<xp<b.

Die Formel besitzt die Ordnung m € N, wenn gilt R,(p) =0 Vp € Il,,,—1.

Fiir die speziellen Quadraturformeln (2.2.1]) aus der Integration des Interpolationspolynoms aus
II,, hat man explizit die Gewichte

b
aj = / Lj(x)g(x)dz, j=0,...,n. (2.2.3)

Die Darstellung (2.1.15)) des Interpolationsfehlers, r, = f—p, = wpt1(z) f[zo, - - - , Tn, ] mit dem

Knotenpolynom wy,11(z) = (x — zp) - - - (x — x,,) fiihrt fiir den Quadraturfehler auf die Formel
b n b
Rlf) = [ S@la)de =D aif(ey) = [ ra()gle)ds
a §=0 a
b

= / wnt1(x) flzo, .., Tn, z]g(x)d. (2.2.4)

a
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Fiir glattes f € C"*![a,b] bekommt man durch Betragsabschitzung die Schranke

1 n
L il (2.2.5)

b
R < [ lora@late)ds =

Satz 2.2.2 Fir die Ordnung m einer interpolatorischen Quadraturformel , gilt
m>n-—+1.

Die Betragsschranke lésst sich verschérfen, wenn das Knotenpolynom wy,4+; im Intervall keine

Vorzeichenwechsel besitzt, wenn also
wnt1(x) = (. —x0) - (x — ) > 0Vz € [a,b]  (bzw. <0 V..). (2.2.6)

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es dann Zwischenstellen &1, &5 € (a,b) mit

b
Rn(f) = / wn+1(f£)g($)dl’ : f[x()a cee a$n7£1] = 0On - f(n+1)(£2)¢ (227)
mit der Fehlerkonstanten
1 b
On = (n+1)'/ wn+1(x)g(z)dz.

Newton-Cotes-Formeln

Fiir eine spezifische Quadraturformel sind Gewicht g und Knoten zu wéhlen. Mit trivialem
Gewicht g = 1 und einfachen dquidistanten Knoten x; = xo+jh,j = 0,...,n, die die Randpunkte
enthalten (d.h. xg = a, h = (b — a)/n, "abgeschlossene Formeln”) oder ausschliefien (a <
xg, Tn < b, "offene Formeln”) bekommt man die Newton-Cotes-Formeln. Fiir die einfachsten
Spezialfille kann man dabei mit Zusatziiberlegungen die Fehlerdarstellung einsetzen. In

den folgenden Formeln steht daher £ jeweils fiir eine unbekannte Zwischenstelle in (a, b).

Rechteckregel: n = 0, offene Formel, Ordnung 2:

[ b a —a)?
o W | /‘ﬂxM$=(U—@f< (3] (22.8)

Elementargeometrisch: die Rechteckflsiche ist Breite (b — a) mal Hohe f(%f2), aber auch jedes

Trapez mit 2-Achse und einer Geraden durch (GTerv f (aTer)) als Seitenlinien hat die gleiche Fliche!
Trapezregel: n = 1, abgeschlossene Formel, Ordnung 2:

- (b— a)?

—— b b—a
| @ =50 r@ 1] - S0, @29
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Simpsonregel: n = 2, abgeschlossene Formel, Ordnung 4 (Keplersche Fassregel):

a+b

b —a
[t = St @5+ w) 2210
(- ay
TR

Eine Tabelle der Gewichte a;; und der Fehlerkoeffizienten g, fiir weitere Ordnungen folgt weiter

unten. Zunéchst wird aber nachgepriift, dass bei der Rechteck- und Simpsonregel die Ordnung
tatsdchlich m = n 4 2 ist statt n + 1, wie nach Satz zZu erwarten.

Beweis von (2.2.10)): Fiir a = 0 (0BdA) sind die Lagrangepolynome zu xg =0, x1 = h, xo = 2h:

(x — h)(x —2h) x(x — 2h) z(x — h)
Lo(w) = 0= Ly(e) = T L) = T e,
Daraus berechnen sich die Gewichte
2h 2h
1 1 h h 4
o :/0 Lo(z)dz = 2h2[ % — 32 2+ 2h%x } =g =a a :/0 Li(x)dz = gh.

Die Fehlerdarstellungen (2.2.5)) bzw. (2.2.7) stimmen allerdings noch nicht mit der in (2.2.10|) iiberein.
In einer Zusatziiberlegung wird eine zusdtzliche Interpolationsbedingung p’(xz1) = f'(x1) herangezogen.

Diese Zusatzinformation geht aber iiberhaupt nicht ein, da ihr Gewicht

2h 2h
- / ws(z)dr = / x(x — h)(x — 2h)dx =0 (2.2.11)
0 0

null ist. Denn in der Newton-Darstellung gilt mit po = f(x¢)Lo + f(x1)L1 + f(x2)Le die Darstellung
p3(x) = pa(x) + ws(z) f[zo, 21, 1, 2] und somit

2h 2h 2h
/ ps(x)dx = / pa(z)dr + / ws(x)dx flzo, 1,21, 2] = aof(xo) + a1 f(x1) + agf(xe).
0 0 0
——

=0

Also sind die Integrale iiber ps und p3 gleich, sogar kubische Polynome werden exakt integriert, und es
gilt |) sogar mit dem Polynomgrad n = 3 und auch 1) mit g3 = f%h‘r’, da

wy(z) = z(x — h)*(x — 2h) <0 Vzx € [0,2h]. [
Dieser Beweis iibertrégt sich auf alle Newton-Cotes-Formeln mit geradem n, die Ordnung
ist dort n + 2 statt n + 1. Die folgende Tabelle enthélt die Gewichte, Fehlerkonstanten und

Ordnungen der Newton-Cotes-Formeln. Da die Gewichte i.w. rational sind, erfolgt die Angabe

in der Form «; = (b —a)B;/7,

/a b f(z)dz =

Fehlende Koeflizienten fs, ..., Bs sind symmetrisch zu ergénzen. Die Gewichte fiir n > 8 sind

b—a

m+1
) Fm(e), ¢ € (a,b). (2.2.12)

x] +c<

nicht mehr positiv. Dies erhoht die Anfélligkeit der Formeln fiir Rundungsfehler geringfiigig.
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Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln, z; = a+ jh, j =0,...,n, h = bfT“
n Y| Bo B B2 B3 Ba c m
1 2 1 1 -1/12 2
2 6 1 4 1 -1/90 4
3 8 1 3 3 1 -3/80 4
4 90 7 32 12 32 7 -8/945 6
5 288 19 75 50 50 75 -275/12096 6
6 840 || 41 | 216 27 272 27 -9/1400 8
7| 17280 || 751 | 3577 | 1323 | 2989 | 2989 | -8183/518400 | 8
8 | 28350 || 989 | 5888 | -928 | 10496 | -4540 | -2368/467775 | 10

Fiir die Konvergenz (n — oco) der Quadraturformel (2.2.12)) gilt das gleiche wie bei der Polynom-
Interpolation. Das Anwachsen der héheren Ableitungen f(™), m = 2(15] +1), kann die Kon-
vergenz zerstoren. Andererseits wird der Fehler

fauv=c<b‘”>mﬂfmka

n

sehr schnell klein fiir (b — a) — 0. Dazu kann man die Additivitit des Integrals bei Teilin-
tervallen ausnutzen durch Unterteilung des Gesamtintervalls, man wendet eine Quadraturfor-
mel fester Ordnung iteriert an. Bei der Trapezregel , z.B., ergibt sich mit Teilintervallen
[zi—1,25], xj =a+jh, j=0,...,n, h:= (b—a)/n, die einfach aufgebaute Niherung

[ = 3 [ =3 M + s
a i=1 " %i-1 i=1

= o)+ 2 () + A 2f () + )] = Tl

mit folgender Fehleraussage. 'a b

Satz 2.2.3 Firn € N sei h:= (b—a)/n, x; =a+ih, fi:= f(z;), i=0,...,n. Dann gilt mit

einer Zwischenstelle £ € (a,b)

a) fiir die iterierte Trapezregel bei f € C?[a,b]:

b—a
2

b
Th(f) = %(fo +2f14 .+ 2fn1 + fn) = / f(z)dx 1), (2.2.13)

b) fiir die iterierte Simpsonregel bei f € C*[a,b] und n gerade:
h b b—a 4 (4)
Sn(f) = g(fo +aAfi+2fo+4fs 4 A+ fn) = / f(z)dz + —o=h" f(E). (2.2.14)

Beweis Die Beweise von a) und b) verlaufen analog. Bei b) wird die Formel (2.2.10) iiber die § =: k
Intervalle [x9;_o, 29;] summiert. Beim Restglied erhilt man dabei mit &; € (z9;—2, 22;)

Z ai — Tai—2)’ (&) = 2280 h? Zf(4) &) = — 4f(4)(§) u
z=1
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Bemerkung: Man beachte, dass auch die iterierten Formeln (2.2.13)), (2.2.14]) die Gestalt (2.2.2)
aus Definition besitzen, sogar mit positiven Gewichten, aber nicht in der Form ({2.2.3]).

Durch die Summation iiber die Teilintervalle geht eine der h-Potenzen im Fehler verloren
und man sieht, dass es in sinnvoll war als Ordnung der Formel die Zahl m und nicht
m + 1 anzugeben. Ein grofier praktischer Vorteil der iterierten Trapez- und Simpsonregel (z.B.
gegeniiber der Rechteckregel) ist, dass man bei einer Verdopplung der Intervallzahl die alten

Funktionswerte wiederverwenden kann, sogar in sehr einfacher Form. Z.B. gilt fiir die Trapezregel

Tya(f) = 5Taf) + 25 23" fat U225 - 1), (2.2.15)
j=1

Der wesentliche Rechenaufwand bei beiden iterierten Formeln fallt bei den n + 1 Funktions-

auswertungen fo, ..., f, an. Bei einem Vergleich der Fehler sieht man, dass gilt
1 1

Rn(f) ~ —5 (Trapezregel) bzw. R, (f)~ —; (Simpsonregel)
n n

bei einem geniigend glatten Integranden f. Eine Verdopplung der Zahl n der Funktionsauswer-
tungen verkleinert den Fehler R,,(f) bei der Trapezregel um den Faktor %, bei der Simpsonregel
dagegen um den Faktor % bei vergleichbarem Aufwand. Daher sind bei glatien Integranden

Formeln hoher Ordnung giinstiger.

Beispiel 2.2.4 [} % =1n2 = 0.6931472...

h Trapez Fehler Simpson Fehler

1 0.75 0.056
1/2 | 0.7083..  0.015.. 0.694.. 0.00129..
1/4 | 0.6970..  0.0038.. | 0.69325.. 0.00010..
1/8 | 0.6941..  0.00097.. | 0.69315.. 0.000007..
1/16 | 0.69339.. 0.0002.. | 0.6931476.. 0.0000004..

Diese Beobachtung macht es interessant, mit einer festen Knotenzahl n + 1 eine mdéglichst hohe

Ordnung zu erreichen. Dies erreicht man bei der folgenden Klasse von Quadraturformeln.

Gauf3-Quadratur

Bei geradem Polynomgrad n hatten die Newton-Cotes-Formeln eine erhchte Konvergenzord-

nung, da der erste Fehlerterm im Newton-Polynom verschwindet wegen der Eigenschaft

b
/ wnt1(z)dz =0

des Knotenpolynoms wy,+1 = (x — x¢) - - - (z — x,,). Das Prinzip l&sst sich verallgemeinern, durch
geeignete Wahl der Knoten x; kann man weitere Fehlerterme eliminieren und die Ordnung sogar
verdoppeln. Dann gilt fiir den Quadraturfehler (2.2.2)

Rn(f) =0 Vf € H2n+1. (2.2.16)
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Zur Herleitung sei nun f € Ily,41 und pp(z) = >0 f(2;)Li(z) das Interpolationspolynom dazu
in IT,,. Also gilt hier
f=pn+wni1-q, mit g, €1l,.

Die Forderung ([2.2.16)) entspricht somit der Bedingung

b b b ,
Ry (f) :/ f(z)g(x) d$—/ pn(z)g(x) dz :/ Wnt1(x)gn(z)g(x) doz = 0.

Daher ist (2.2.16]) offensichtlich genau dann erfiillt, wenn

b
/ wnt1(x)q(x)g(z)de =0 Vq e Il,. (2.2.17)

Prinzipiell gilt dazu: Fiir eine auf (a,b) positive Gewichtsfunktion g stellt die Bilinearform

b
(u,v)4 ::/ u(z)v(z) g(x)dx (2.2.18)
ein Innenprodukt in C[a,b] dar. Die Forderung (2.2.17)) entspricht daher der Orthogonalitéit
wWntt Lo, = (wWnt1,9)g =0V qell,. (2.2.19)

Ordnung 2n + 2 erreicht man also in (2.2.16)), wenn wy41 g-orthogonal zu allen Polynomen vom
Grad n ist!

Die Konstruktion einer Familie von Orthogonalpolynomen wy, k& € N, zum Innenprodukt
ldsst sich einfach mit dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren durchfiihren
ausgehend von der Monom-Basis {1, x, 22, ...}. Diese Orthogonalpolynome besitzen gliicklicher-
weise nur einfache, reelle Nullstellen im Intervall (a,b), die als Knoten xy, ..., x, einer Quadra-
turformel verwendbar sind. Der néchste Satz fasst diese Aussagen zusammen, spéter folgt ein

Uberblick iiber einige wichtige Klassen von Orthogonalpolynomen.

Satz 2.2.5 Die Stiitzstellen x;, i = 0,...,n, der Quadraturformel , seien die
Nullstellen des Orthogonalpolynoms vom Grad n+ 1 zur Gewichtsfunktion g € Cla,b] mit g > 0
in (a,b), es gelte also 11 > wny1 Lg . Dann besitzt diese GauB-sche Quadraturformel die
Ordnung 2n+2, es ist R,(f) = 0 Vf € a1 1. Fiir Integranden f € C*"2[a,b] gilt mit € € (a,b)

die Fehleraussage

b n 1 b
Rn(f) = / f(x)g(z)dx — Zaif(l'i) = (2”‘1‘2)'/ w,21+1(:n)g(a:)d:n f@n+2) &). (2.2.20)
a i=0 tJa

Bemerkung: Gegeniiber den Newton-Cotes-Formeln erhélt man also ungefihr die doppelte Kon-
vergenzordnung ohne Mehraufwand. Bei iterierter Anwendung gleicht sich dieser Vorteil aber
teilweise aus, da man mit Gaufiformeln bei Verdopplung der Intervallzahl alte Funktionswerte
nicht wiederverwenden kann. Als Bestandteile anderer numerischer Verfahren, z.B. der soge-

nannten Finite-Element-Methode, kénnen Gauflformeln aber sehr effizient sein.
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Beweis Hier ist nur noch zu zeigen, dass das Restglied die von abweichende Form hat. Analog zum
Beweis bei der Simpsonregel werden formal die zusétzlichen Interpolationsdaten f/(zo), ..., f'(zn)
benutzt. Das Interpolationspolynom ps,+1 € Iap41 zu den Hermite-Bedingungen pon11(2;) = f(x),
Phpyr(xi) = f'(x5), i =0,...,n, hat im Vergleich zum einfachen Polynom p,, € II,, mit p,(x;) = f(z;),
i =0,...,n, in der Newton-Darstellung die Gestalt

Pont1(x) = pu(®) + wngr(z) flro, ... T, 2o] + Wt () (@ — 20) flwo, .., T, To, 21] +
—— —_—
[..=0 [..=0
coitwnpi(@) (@ —x0) (@ — xp—1) flToy o Tn, Toy -y Th)-
[..=0

AufBlerdem gilt nach (2.1.15)) fiir dessen Fehler

(@) = pans1(2) + wi i1 (@) flTos .. o, Tns Ty - - o s Ty @] (2.2.21)

Aufgrund der Orthogonalitdt (2.2.19)) fallen im Integral aber die markierten Zusatzterme weg:

b
/ wnt1(z)(x —x0) - (@ —zp)g(x)dr =0VE <n =

b b n
[ pani@g(e)dn = [ pu(lgla)ds =Y aif ), (2.2.22)

@ @ i=0
Aus (2.2.21)) folgt die Aussage (2.2.20), da die Fehlerformel (2.2.7) wegen w2, ; > 0 jetzt auf po,41
angewendet werden kann. |

Bemerkung: In (2.2.22) zeigt sich, dass die Gewichte §; in der zu p2,41 gehorigen erweiterten
Quadraturformel f; Pont1(x)g(x)de = D71 o f(x;) + Bif'(x;)] alle verschwinden: 3; = 0.

Je nach Art der im Integranden abgespaltenen Singularitét (— Gewichtsfunktion) erhélt man
verschiedene Polynomfamilien (vgl. folgende Tabelle). Analog zu den Tschebyscheff-Polynomen
aus Defin. gelten auch fiir diese jeweils Drei-Term-Rekursionen. Die wichtigste Familie
zur Gewichtsfunktion g = 1 ist die der Legendrepolynome. Zur Vereinfachung wird meist das
Standardintervall [—1, 1], bzw. bei uneigentlichen Integralen [0, 00), zugrundegelegt. Andere In-

tervalle werden durch Variablensubstitution darauf zuriickgefiihrt.

Polynom-Orthogonalfamilien nach Satz [2.2.5

’ Intervall ‘ Gewichtsfunkt. ‘ Bezeichnung Rekursionsformel
[—1,1] g=1 Legendre-Pol. | Pyy = 225aP, — 0P, Bp=1, Pi=x

[—1,1] g(x) =1 — 22 | Tscheby. 2.Art | Upyq = 22U, —Up_1, Up=1, Uy =2z
Toy1r=20T,-Th 1, To=1,T1 ==

1,1 = 1 Tscheby. 1.Art

(=1.1) 9(z) 1—a? Seheby 1 Gewichte konstant, a; =
Lpj1 =202, — 25 Ly

[0, 00) glz)=e€e"" Laguerre-Pol. il ntl n T Tl

L() = 1, L1 =1—=z
(—00,00) g(x) = e~ Hermite-Pol. H,.1 =2xH, —2nH, ,, Hy=1, H =2z

Die angegebenen Polynomfamilien haben eine erhebliche, weitergehende Bedeutung v.a. im Zu-

sammenhang mit Reihenentwicklungen fiir Losungen von Differentialgleichungen. Daher gibt
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es eine umfangreiche Literatur (z.B. Courant-Hilbert), Quadratur-Knoten und -Gewichte sind

tabelliert, die Berechnung ist bei Stoer, §3.5, besprochen.

Eine explizite Darstellung von Orthogonalpolynomen ist oft mit Hilfe von Rodriguez-Formeln

moglich. Die Legendre-Polynome, z.B., haben, bis auf Konstanten, die Gestalt

n! d"
P(x)= —— — (22 =1)" =0,1,... . 2.2.2
(@) (2n)! da:”(x )% =01, ( 3)

Durch partielle Integration kann man mit dieser Formel sofort die Orthogonalitéitsbedingun-
gen ([2.2.17) verifizieren. Aus der Darstellung ([2.2.23) folgt iibrigens direkt die Existenz von n

einfachen reellen Nullstellen in (—1,1) nach dem Satz von Rolle.

Zum Vergleich der verschiedenen Quadraturverfahren dient folgendes
Beispiel 2.2.6 f_ll edr = el —e~! = 2sinh 1 = 2.3504024. Niherungen durch
a) Trapezregel, Ordnung 2, 2 Schritte, 3 Punkte:

b—a
4

[f(=1) +2£(0) + f(1)] = 2 cosh? % _ 9.54308.., Fehler — 0.193..

b) Simpsonregel, Ordnung 4, 3 Punkte:

b—a
6

[f(=1)+4f(0)+ f(1)] = %[4 + 2cosh 1] = 2.36205.., Fehler = 0.012..

¢) GauBlquadratur mit 2 Punkten, Ordnung 4. Bestimmung der Orthogonalpolynome: wy = Py =
1, wi(z) = Pi(z) = 2 L wy, Ansatz wy = 2% +az +b L Iy, d.h.

1 3 2 1 9 1

i 2 B —Z g

Q) 0_/_1[3: +am+b]d$—{3+a2+bx}_l 3+2b =b 3’
1 4 3 2.1 9

B) Oé/lx[a;Q—i—ax—i-b]dm:{Z—i-ag;—&-bg;]_l:?)a = a=0.

Dies ergibt i.w. das Legendrepolynom ws(z) = 22 — % = %Pg(a?). Dieses besitzt die Nullstellen
Ty = —%, T = % = 0.57735.. Aus Symmetriegriinden ist ag = a1 = 1. Die Gaufindherung

hat daher den Wert

f(zo) + f(x1) = 2cosh(z1) = 2.342696.. Fehler = —0.0077..

Adaptive Integration

In der Grundform sind die Verfahren recht unhandlich fiir den praktischen Einsatz. Denn bei
gegebenem Integranden sind das Quadraturverfahren und dessen Parameter (Schrittweite h,
Ordnung) zu wihlen, um den Integralwert mit einer gewiinschten Genauigkeit bzw. Toleranz e
moglichst effizient zu berechnen. Falls man den Integranden analytisch kennt, kann man im Prin-
zip aus der Restglieddarstellung die Ordnung der Formel und die Zahl der Teilintervalle

so bestimmen, dass die Fehlerschranke den Wert e nicht iiberschreitet (vgl. Ubungen).
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Diese Methode ist aufwéndig und oft nicht durchfithrbar. Man umgeht das Problem durch
Verbindung der Quadraturformel mit einer Fehler(ab)schéitzung. Bei der iterierten Trapezregel
etwa gilt fiir eine Zerlegung in Teilintervalle [x;_1,z;] in jedem Teil mit einer Zwischenstelle

(zi—1,x;) die Darstellung:

/ f(x)dx — *( —xi—1)(f(zim1) + fl2g)) = _i(xi — 2 1)2f"(&) = Rlzi_1,x). (2.2.24)

Der Fehler zu einem einzelnen Teilintervall hingt also nur von der aktuellen Schrittweite x; —x;_1

und dem lokalen Wert der zweiten Ableitung zusammen.
y

Fine effiziente Strategie bei der Quadratur hélt die vorgegebene

Toleranz mit moglichst wenigen Funktionsauswertungen ein. Im

Bereich kleiner Ableitungen kann dazu mit groflen Schrittwei- ‘

ten vorgegangen werden, wihrend bei grofien Ableitungswerten

feinere Unterteilungen no6tig sind. Diese erreicht man mit Teil-

Intervallen [x;—1,x;], 1 = 1,...,n, durch proportionale Gleichverteilung des Fehlers
o e
’R[mi_l,xi] < %5 i=1,....n (2.2.25)
—a

Dann gilt ndmlich

n
— Tj—
<Z|R.’L‘Z 1,%'@” SZT;IEZE.

/f dx_le sz l[f(xl 1)+f332
- - (2.2.26)

=1

Zur Anwendung der Strategie (2.2.25) gibt es zwei Anforderungen:
a) (Ab-) Schétzung des lokalen Fehlers R[x;_1, ;).
b) Konstruktion einer Unterteilung, die (2.2.25|) erfiillt.

Zu a): AuBer bei einfachen Integranden, bei denen | f”||;, , ., explizit abgeschétzt werden
kann, begniigt man sich mit einer Schétzung des lokalen Fehlers R[z;_1,x;]. So gilt, z.B.,
mit h; := x; — x;_1 fiir ein §; € (z;-1, ;) die Aussage

PRI | fa) = S257G) = — 2 Rl (2.2.27)

J@ioy) = 2f( 2 4 hi

Dies folgt aus den Eigenschaften dividierter Differenzen oder durch Taylorentwicklung um
%(xi_l + x;). Mit der Approximation (2.2.27)) wird das Kriterium ([2.2.25) ersetzt durch

3e
b—a’

Ti—1+ T
2

!
<

)Jrf(ﬂ?z‘)

‘f(xi—l) - 2f( (2.2.28)

Zu b): Ein Gitter mit Eigenschaft (2.2.28)) konstruiert man adaptiv, etwa in folgender Weise:
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e wahle xg := a, 1 := b; a b
o Falls ([2.2.28)) verletzt ist, halbiere das Intervall, setze io ' 581
x1 = (xo + x1)/2;
——t———t - 1

o Falls ([2.2.28)) gilt, akzeptiere den Integralwert fiir o 1
f;l und fahre wie oben fort mit der Integration im

° b —
Restintervall fxl’ d.h. mit xg := x1, x1 := 0. To T

Algorithmus 2.2.7 Einfache adaptive Quadratur
20 :=a; f0:= f(x0); 21 :=b; f1:= f(xl); w:=0; e:=3¢/(b— a);

wiederhole
xm = 0.5 (z0+ z1); fm := f(zm);
falls abs(f0 — 2% fm + f1) <= e dann { //akzeptieren
w:=w+ 0.5 (1 —x0) % (fO+ f1);
20 :=zl; fO:= f1; z1:=10b; f1:= f(x1)}
sonst//halbieren
{2zl :=2m; f1:=fm}

bis 20 >= b;

In der Praxis sind Funktionsauswertungen zu kostbar, um sie im Falle eines nicht akzeptierten
Teilintegrals zu verwerfen. Wenn man die Teilintervallingen auf feste Bruchteile (b—a)277,j € N,
einschrénkt kann man durch einfache Zusatzbedingungen erreichen, dass alle einmal berechneten
Funktionswerte spater auch verwendet werden. Die Verwaltung der gespeicherten Funktionswer-

te liasst sich elegant in einem Kellerspeicher (Stapel, stack, FILO) realisieren.

Beispiel: halbieren

« halbieren

— & akzeptieren

« halbieren

Schwarz markierte e o akzeptieren

Gitterwerte stehen im Keller e . ctc...

Professionelle Programme steuern lokal auler der Schrittweite auch die Ordnung der Formel.

Demo-Beispiel: Adaptive Integration von f_ll < |22 — 0.25] — %) dx.

Die Bilder zeigen nur die bei der Quadratur verwendeten Trapeze, bilden aber den Funktions-
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verlauf sehr genau nach. Bei Toleranz ¢ = 10~% benotigt die Trapezregel (linke Graphik) fiir das
Beispiel 2837 Funktionswerte, wihrend die Simpsonregel (rechts) mit nur 241 Werten auskommt.
Beide unterschétzen hier aber den exakten Fehler, der bei der Trapezregel 1.2¢ und bei Simpson
Se ist.

Bemerkung: Bei der adaptiven Quadratur wurde die Kenntnis der Fehlerstruktur der Trapez-
regel dazu verwendet eine geeignete Intervallunterteilung zu konstruieren. Die Fehlerstruktur
der iterierten Trapezregel kennt man aber noch genauer. Fiir einen geniigend oft diffbaren In-
tegranden f besitzt T}, (f) eine sog. asymptotische Entwicklung nach h2-Potenzen, d.h., es gibt

Konstanten a; € R mit

b
Th(f) = / f(x)dz + ash® + ash* + ... + ag,h®? + O(h*1), h — 0. (2.2.29)

Durch Linearkombination von Trapezapproximationen zu verschiedenen Schrittweiten h; kann
man Fehlerterme eliminieren und verbesserte Ndherungen erzeugen. Eliminiert man etwa den

Fehlerterm ash? mit den Schrittweiten h und h/2 bekommt man mit

4

Tupa(F) 1= 3Tupa ()~ {T()

eine Integralndherung der Ordnung 4. Diese entspricht {ibrigens genau der Simpsonregel, es
gilt Th /2(f) = Spy2(f). Dieses Verfahren der sogenannten Richardson-Ertrapolation kann man
wiederholen und es fiihrt mit fortgesetzten Schrittweitenhalbierungen h; = h/2" auf die Romberg-
Integration. Man bekommt so eine einfache Methode, um Quadraturndherungen sehr hoher
Ordnung zu konstruieren. Allerdings sind diese im Vergleich zu anderen Formeln ineffizient,

da sie erheblich mehr f-Auswertungen benétigen, auch in verbesserten Varianten.
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2.3 Interpolation mit Spline-Funktionen

Wie bei der Quadratur kann man das Problem mit der Konvergenz von Polynomen wachsen-
den Grads auch bei der Interpolation umgehen durch Unterteilung des Gesamtintervalls. Bei

Interpolation einer Funktion f € C**1]a, 8] durch ein Polynom pj vom Grad k mit Stiitzstellen

&o,-.-,&k € |a, ] hat der Fehler nach (2.1.17)) die Gestalt (z € [«, 5])

15D (8= )1

(k+1)
(k+1)! - (k—i—l)! Hf - ||oo (2.3.1)

[f (@) = pr(2)] < |(z = &) -~ (z = &)

Fiir wachsenden Grad k kann man i.a. keine Konvergenz || f — pr||co — O garantieren, aus (12.3.1))

folgt aber trivialerweise
|f —pk| =0 fir (8—a)—0, k fest.
Dies nutzt man wieder aus durch Unterteilung des Gesamtintervalls [, 5] mit einem Gitter

A: a=xg<z1<...<Typ =270,
0= n=p . (2.3.2)
hi =Tyl — Ty, ’LZO,...,TL—I, H = max?zo hi,

und approximiert die Funktion f in den Teilintervallen [z;, z;1+1] durch Polynome festen Grades.

Definition 2.3.1 Zu einem Gitter A nach und m,k € No, 0 < m < k, bezeichnet S}

den Raum aller Spline- Funktionen s, die
a) lokal, in jedem Teilintervall (x;,;41], Polynome vom Grad k sind:  8|(z, 2,,,] € Ik,

b) global m-mal stetig differenzierbar sind: s e C™a, B].

Der wichtigste Fall ist der der kubischen Splines (k = 3) mit m € {1,2}. Splines werden aufler
zur Approximation von Mefldaten hauptséchlich zur Kurven- und Flachendarstellung in der
Computer-Graphik (CAD) und als Finite-Elemente-Methode (FEM) zur Losung von partiellen

Differentialgleichungen eingesetzt. Zur Interpolation wird definiert:

Definition 2.3.2 Mit einem Gitter A nach und f € Cta, 8] ist die Funktion s € S3

der kubische Interpolationsspline, wenn sie die Interpolationsbedingungen

s(x;) = f(zi), i=0,1,...,n, (2.3.3)
erfillt und die Randbedingung

s'(a) = f(a), '(8) = f'(B). (2.34)

Zur Darstellung von Splines sind zwei Methoden verbreitet. Die Bézier-Darstellung ([2.3.5)) ist
flexibler, wenn sowohl C?- als auch C'- oder C°-Splines benutzt werden. Da diese Darstellung

bei C2-Splines unnétig viele Parameter verwendet, sind fiir S3 aber B-Splines giinstiger. Die
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Bézier-Bernstein-Darstellung von kubischen Polynomen auf dem Standardintervall [0, k], A > 0,

lautet
1N (RN .
s(x) = E Z <j>:vj(h — )k Iy, (2.3.5)
j=0
mit Koeffizienten by, ..., b;. Diese Darstellung besitzt folgende Eigenschaften:
(@) bj=1 = s(x)= hik Z?:o (’;)xj(h — )k = %(x—i— h—2z)k=1
(b) s(0) =by, s(h)=20bg

(¢) §(z)= h—lk[—k(h — )" + k(h — kx)(h — 2)*2by +2(...)] = (2.3.6)
$(0) = b1h7k607 §(h) = b ;/2:-1
(d) s"(0) = *ED vy — 20 +by),  ”(h) = HED (b — 2b4y + by).

Die Eigenschaft (c) fithrt bei £ = 3 auf eine ein-

fache geometrische Interpretation der Koeffizienten

bj. Werden die Paare (£;,b;)7 mit & = jh/3 be- b

trachtet, dann ist die Gerade (£o,b0)7 (£1,01)T die TN s(a)

Tangente an s in x = & = 0 und (&2,b9)T (&3,b3)7T b3

die Tangente an s in x = £3 = h. Durch bg, b3 wer- bo y‘

den also die Werte von s in den Randpunkten be- by

einflut, durch by, by die dortigen Ableitungen. Man % % % F— 2z
bezeichnet die Koeffizienten oft als Kontrollpunkte. xo = &o & & & =1

Der Spline s wird auf dem Gesamtintervall [a, 8] durch lokale Darstellungen (2.3.5) zusam-

mengesetzt. Dazu wird ein Zusatzgitter eingefiihrt,

Yo Y1 Y2

0 1 2 Sikts = @i + £hi,

bo bo b by ba b5 bs j=0,... k-1, (2.3.7)
o & & & & & & i=0,...,n—1,

Die Bézier-Darstellung wird nur fiir dquidistante Gitter behandelt. Dies ist aber bei einer
der wichtigsten Anwendungen, der Parameterdarstellung von Kurven (sq(x), sa(x),...) im R?
bzw. R3 keine starke Einschrinkung. In diesem Fall, hj = h, gibt es fiir die verschiedenen

Stetigkeitsbedingungen einfache geometrische Interpretationen.

e (U ist erfiillt mit b3; = y;

e 1. Ableitung, deren Stetigkeit bedeutet nach (12.3.6c)

3 13
S (2j=) = 5 (bgj = bgj—1) = 7 (bgjn1 — byj) = 5'(wj+)
1
5 (b3j—1 + b3j1) = bsj = yj- (2.3.8)

Da auch fgj = %(fgjfl + §3j+1) gﬂt, ist also der RQ—Punkt (fgj,bgj)—r Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke von (53]‘_1, bgj_l)T und (53]'4_1, bgj+1)T.
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e 2. Ableitung: Nach (2.3.6,d) ist die Bedingung s”(z;—) = s”(z;+) dquivalent mit

1 1
7,2 (b3j—2 = 2b3j—1 + baj) = 55 (baj — 2b3j41 + bj2) (2.3.9)

Hier fallt b3; weg und es ist sinnvoll, spezielle Teilausdriicke als neue Parameter ein-
zufithren. Aus (2.3.9) wird so:

2b3j_1 — b3j_2 = 2b3j+1 — b3j+2 = ay, auflerdem ist
28351 —&3j—2 = 283541 — &322 = &35 = ;.

Daher liegt der Punkt (zj,a;)" im Schnittpunkt der Geraden durch (&,,b,)" mit v =
3j—2,3j—1sowie v = 3j+1, 3j+2. Umgekehrt dritteln die Punkte (€354, b3j40)T, v = 1,2,

die Strecke von (z,a;)" nach (z;11,a;41)7, denn

2b3j41 — b3j12 = a; N bsjr1 =
—b3j1 + 2b3jr2 = aj11

(2aj +aj1)

(2.3.10)
(aj +2a;j11)

Wl o=

b3ji2 =

Diese Beziehungen der Bézier-Koeffizienten beim C?-Spline erlauben folgende geometrische In-
terpretation (Hilfslinien: C* rot, C? blau), die analog auch fiir Kurven (si(z), s2(z))T gilt. Der

Spline ist hier nur links von x; skizziert:

aj+2

] ] °
T T hd

] ] Py

bsj—3

T T hd

1 1 ®-
T T hd
Tj—1 i &3j41 §3j42 T4l Tjt+2

Mit ([2.3.10) kénnen auch die C*'-Bedingungen ({2.3.8) noch umformuliert werden,

1
2b3j = bsj—1 + baj+1 = glaj—1 +4aj + aj41).

Daher erfiillen die Koeffizienten a; des C?-Interpolationssplines das Gleichungssystem
aj_1+4a; +aj1 =6y, j=1,...,n—1, (2.3.11)
das durch die Randbedingungen zu ergéinzen ist:
2a0 + a1 = 3yo + hyl,  an—1 + 2a, = 3y, — hy, (2.3.12)

Denn nach (2.3.10) gilt hs'(a) = 3(b1 — bo) = 2a¢ + a1 — 3yo. Die Bézier-Koeffizienten {b, }
ergeben sich aus den {a;} nach (2.3.10).
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Satz 2.3.3 Gegeben sei ein Gitter A, , mit konstanter Schrittweite h. Dann existiert ein
eindeutiger Interpolationsspline zu Deﬁnition (Abkiirzung y; = f(z;), y; = f'(x;)). Fir den
durch (2.5.11)), (2.3.19) bestimmten Koeffizientenvektor a gilt ||allco < 3||y|loo +h max{|ygl, |y, |}

Beweis Die Matrix des Gleichungssystems (2.3.11)), (2.3.12]) ist eine symmetrische Tridiagonalmatrix
2 1

A= e R(HDx(n+1), (2.3.13)

Wegen der Randbedingung (2.3.12)) ist das erste und letzte Hauptdiagonalelment 2. Die Matrix A in
(2.3.13)) ist regulér, denn die Norm der Losung lésst sich einfach abschitzen. Aus (2.3.11)), (2.3.12)) folgt

dlaj| = 2llalloo < [daj +aj1 +aj| = 6ly[ <6lyle  Vi=1,...,n—1,
2la;| = llalloo = [2a; + ajsa| = By; £ hyj| < 3llylloo + AllYlloc, J € {0, 1}
Man betrachtet nun die Ungleichung, in der die betrags-maximale Komponente |aix| = ||al|s auftritt.

Im Fall 1 < k < n bekommt man so 4[|a|lec — 2]|a|lcc < 6]|y]lce und in Fall & € {0,n} analog ||a]|e <
3|ylloo + AllY||co- Die homogene Gleichung hat also nur die triviale Losung a = 0, A ist daher regulér. m

Die Eigenschaften der Matrix werden in §4 wieder aufgegriffen. Dort zeigt sich auch, dass
der GauB-Algorithmus das Tridiagonalsystem effizient auflésen kann mit dem geringen
Aufwand O(n). Die Auswertung eines Splines s in Bézier-Darstellung erfolgt, z.B., mit der Formel
, nach ) ist sie eine konvexe Linearkombination (Betragssume der Vorfaktoren der

b; ist eins) und daher numerisch stabil.

B-Splines: Die wesentlichen Parameter des Splines s sind die Gréen a;. Die Koeffizienten b;

und Funktionswerte s(z) des Splines berechnet man daraus durch lineare Operationen ([2.3.10)),

(2.3.5). Daher existiert eine Basisdarstellung der Form caj=1

s(x) = Zaij(x), x € |a, f]. (2.3.14)
j=0

Fiir jedes j, 0 < j < n, entspricht hier die Funktion / B;
Bj dem Spline, den man fiir den speziellen Koeffizien- _ ~
tenvektor (am)m = (8jm)m erhilt. Tj—2 Tj-1 Xj Tjtl  Tj42

Dieser Spline hat im Innern des Intervalls die im Bild gezeigte Gestalt (vgl. die geometrische
Interpretation oben). Der Trager von B; fiir 2 < j < n—2,ist [z;_2, xj42], umfasst also 4 = k+1

Teilintervalle. In Randnéhe ergeben sich etwas unterschiedliche Formen.

Diese Basisfunktionen werden B-Splines genannt. Zur Vereinfachung der Definition am Rand
verwendet man ein erweitertes Gitter A mit 2k = 6 zusétzlichen Punkten, bei dquidistanten
Punkten ist also A = {x; = z9 +ih : i = —3,...,n + 3}. In diesem Fall sind die B-Splines

verschobene Kopien eines Standardsplines, Bj(x) = B(x — z;), aus dem sie durch Translation
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hervorgehen. Es gilt die einfache Darstellung mit der gestreckten Variablen £ := z/h

(§€+2°  ge(-2-1]
A 2-g2- 1 ce(-1,0,
B(z)=1{ 3-&+3 €€(0,1], (2.3.15)
s2-9° ge(2,
0 £Z(=2,2]

B-Splines kann man auf Gittern mit beliebigen Schrittweiten definieren. Auch diese allgemeinen
B-Splines bilden eine sogenannte lokale Zerlegung der Fins (vgl. auch (2.3.6,a)) wodurch wichtige

Beweisprinzipien einsetzbar sind. Die Eigenschaften dieser Zerlegung enthilt der folgende, fiir

(2.3.15)) elementar nachpriifbare, Satz.

Satz 2.3.4 Die B-Splines bilden eine lokale Zerlegung der Eins, es gilt:

Bi(x) =0 Va ¢ (zi—2,Tit2),

Bi(x) >0 V€ (x,-2,%i12),
" =t (2.3.16)
Y. Bi(x)= ) Bi(x)=1, wennz € (zj,xj11],0<j <n.
=1 i=j—1

Die Eigenschaften legen umgekehrt den B-Spline B; eindeutig fest, er stimmt daher mit
dem aus iiberein. Fiir einen Spline in B-Spline-Darstellung kann ein stabiles Rekursi-
onsschema angegeben werden, wobei bei jeder Auswertung hochstens 4 Koeffizienten a eingehen
(vgl. Stoer, §2.4.5).

B-Spline- und Bézier-Darstellung bieten praktische Vorteile bei der Handhabung, die dar-

auf beruhen, dass die benutzten Basisfunktionen die erwéhnte lokale Zerlequng der Eins bilden:

Der Funktionswert s(x) an einer beliebigen Stelle z im Intervall

ist eine konvexe Linearkombination von k£ + 1 = 4 Koeffizienten.

Konsequenzen aus der Figenschaft ”Zerlequng der Eins”:

— Bei Auswertung des Splines treten keine zusétzlichen Rundungsfehler auf, da sogar
> |Bi(w)| =1 gilt: [ 325 a;Bj — )25 a;B;| < max; |a; — aj.

— Die Koeflizienten schliefien, als Punkte der Ebene betrachtet, den Funktionsgraphen ein.
Graphik-Algorithmen wie Skalierung, Clipping (Abschneiden bei Fenstern, Verdeckung)
konnen eine Vorentscheidung anhand der Koeffizienten treffen.

— Bei Koordinatentransformationen (Zoom) sind alle Koeffizienten gleich zu behandeln.

—  Anderungen einzelner Koeffizienten haben nur lokale Anderungen des Splines zur Folge
(— interaktiver Entwurf, CAD).
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Beispiel 2.3.5 R2-Graphik aus kubischen Bézier-

Spline-Kurvenstiicken mit Kontrollpunkten

Lokale Spline-Approximationen

Die Losung des linearen Gleichungssystems verursacht einen Rechenaufwand O(n) beim
Interpolationsspline. Mit geringfiigigen Einbuflen kann man auch dieses System noch einsparen,
indem man die Koeffizienten a; einer B-Spline-Darstellung in geeigneter Weise explizit
abhéngig von f vorgibt. Dies fiithrt auf Lokale Spline-Approzimationen der Form

n+1
Q: frrs(x)=Y a;j(f)B(x), (2.3.17)

j=—1
auf dem erweiterten Gitter A, wobei a;(f) explizit mit Hilfe von f gegeben ist. Ein solches
s = Qf interpoliert f i.d.R. nicht mehr exakt, kann aber dennoch eine genaue Approximation
sein. Dabei spielt die Eigenschaft aus Satz (lokale Zerlegung der Eins) eine zentrale Rolle.

Beispiel 2.3.6 Die einfachste Approximation bekommt man mit a;(f) = f(z;). Der Einfachheit

halber wird Schrittweite h = 1 verwendet. Betrachtet man den Spline zur linearen Funktion

f(z) = x auf dem Interval (0, 1], erhélt man mit B;(z) = B(x — ¢) und & = x:

s(r) = aa(N)Bl+1) +ao(f)B(z) +ar(f)Ble —1) +az(f) Bl — 2)
= —B@+1)4+0-B(x)+1-B(x—1)+2-B(z—2)
SN—— S—— SN——
€(1,2] €(—1,0] e(=2,—1]
@319 1 3,2 5 1 3y 2 3
= ——(1-— ——(r—1)"—=(x—1 —(x—24+2
Q-2+ (G- -1+ @—2+2)
_ bt L s 2 2 1a 32 3 1 13
= 6+3 5 +6m+3 ¢ +2x—1 2m+2x 2+2—|—3x
= x.

Lineare Funktionen werden also exakt wiedergegeben. Dies ist wichtig im folgenden Satz

Als Verallgemeinerung des Beispiels betrachtet man lineare Funktionale der Form
¢
ai(f) = il (&), &ij € [xima, Tita]. (2.3.18)
j=1
Dann ist ndmlich die Abbildung @ aus (2.3.17) ein linearer Operator. Fiir (2.3.18]) gilt zunéchst

¢
lai(£)] < Jeiglsup{[ f(@)] + € [wia, Tiyal} =t Aill Fllzs_s,000)- (2.3.19)

=1
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Damit bekommt man eine lokale Abschatzung fiir Q f, denn fiir € (x;, z;41] ist

j+2
j+2 42
RI@I < D las(H)IBi(w) < i las( )] < j0ax Aillf g, oz, (2.3.20)
i=j—1

Nach einem einfachen Prinzip folgt aus dieser lokalen Schranke eine Konvergenzaussage.

Satz 2.3.7 Zu einem erweiterten Gitter A sei ein lokaler Approzimationsoperator Q definiert,

der erfillt. Wenn Q auf [, B] Polynome vom Grad m reproduziert, d.h., (Qp—p)|a,5 =
0 Vp € Il,, ist, dann gilt fir f € C™a —d, 3+ d] die Fehlerschranke

n+1 m m
If = Qfllfag < C(l + ZH:H?{Ai)h D aapra, B < df3.

Beweis Nach Voraussetzung gilt mit beliebigen Polynomen p € II,,, dass
f=Qf=f-p—Qf—p)=f—-p—-Q(f —p)
auf [a, B]. Mit folgt daraus fiir z € (z;,7;41], 0 < j < n, dann
7(@) ~ QF@)| < [F(@) — p@)] + QU ~p)(@)| < (14 bk A1~ plge, e,
Nun kann ein Polynom p so gewihlt werden (z.B. durch Interpolation), dass

Hf 7pH[-'L'j—3,fL'j+4] S Cherle(erl)||[:Ej73,l‘j+4]' u

Die lokale Approximation aus Beispiel 2.3.6 erfiillt die Voraussetzung mit m = 1, der Fehler ist
O(h?). Fiir eine bessere Approximation von f erginzt man f(z;) durch Differenzen:
h? 1
a(f) = fla)) = S flosrapwin) = (= fam) +8f @) = fon). (2320)
Fiir die Funktionswerte dieses lokalen Splines folgt aus (2.3.15)) direkt

stas) = slaia() + ;1) + ajia(£)

1
= [f(zj) - %(fj—Q —Afj—1+6f; —4fjt1 + fiv2)
2
= flay) - §h4f[$j—2,xj—17$j790j+17$j+2]-
Hier werden 4 zusitzliche Funktionswerte auflerhalb des Gitters xg,...,x, verwendet. In der

Formel ist fiir f € C* die dividierte Differenz beschrinkt bei h — 0, die Abweichung dieses
lokalen Splines von der Funktion ist in den Stiitzstellen also nur O(h*). Tats#chlich reproduziert
(2.3.21)) kubische Polynome und mit Satz folgt auch die globale Konvergenzaussage

If = Qf i,z = O(h*)

die optimal ist bei kubischen Splines. Mit einem aufwindigeren Beweis kann man auch fiir den
Interpolationsspline aus Definition Konvergenz ||s — floo = O(h?) zeigen.
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3 Rechnerarithmetik und Kondition

In Computern stehen nur endlich viele Zahldarstellungen zur Approximation reeller Zahlen zur
Verfiigung, die Maschinenzahlen. Bei numerischer Rechnungen und fast jeder Daten-Eingabe
treten daher Fehler auf, die das Ergebnis verfdlschen. Zur quantitativen Beschreibung der damit

verbundenen Risiken dient der Begriff der Kondition eines Problems.

3.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler
Die giingige (Dezimal-) Darstellung reeller Zahlen gibt die Koeffizienten in der Entwicklung
e=271828.. <= e=2-10+7-107'+1-107>+8-10% +...

als Reihe zur Basis 10 an. Auf Computern ist eine Zahldarstellung giinstiger zu einer Basis B,

die eine Zweierpotenz ist, z.B., B = 2, B = 16. Jede reelle Zahl x ist darstellbar in der Form

t=+(zmB" 4+ 21 B™"  + .. 4+ B+xg+az_1B 4., (3.1.1)
mit z; € {0,1,...,B — 1}, wenn 1 < B € N. Diese Darstellung ist nur dann eindeutig, wenn
von zwei moglichen Darstellungen die endliche gewihlt wird (etwa: 1.999... = 2). Bei Gleit-

punktzahlen (”"floating point representation”) kann die Zahldarstellung mit einer endlichen Zahl-
menge M viele Groflenordnungen abdecken. Dabei bekommt man eine Abbildung R — M mit
kleinem relativem Fehler dadurch, dass man den héchsten Exponent m und die ersten ¢ Ziffern
Ty« « -y Tm—r+1 angibt. Der zuléssige Exponentenbereich wird natiirlich auch eingeschriankt. Au-

Berdem standardisiert man so, dass die erste (Nachkomma-) Stelle nicht null ist:

Definition 3.1.1 Die Menge M der normalisierten Gleitpunktzahlen enthdlt das Element x = 0
und die Zahlen

r = £0.66&...& -Bli=+(6 B+ 6B 2+ .+ 4B YHBY, (3.1.2)
mit & € {0,1,...,B—1}, £, #0, d€ Z, |d| <e.

Die Zahl £1&5 ... & heifit Mantisse, fiir die Analyse wird ein unbeschrinkter Exponentenbereich

(e = 00) angenommen.

Beispiel 3.1.2 Binérdarstellung, B = 2. Da wegen der Normalisierung £; = 1 gilt, wird dieser
Wert nicht gespeichert. Der IEEE-Standard speichert eine real-Zahl (double precision) in 64
Bit mit 11 Bit Exponent und 52(+1) Bit Mantisse. Der Exponent wird verschoben, mit der
Binidrdarstellung d 4+ e = dyg..d1dy ist die Darstellung

:|:O.51§2 v & . Bd — :|:d10..d4 d3..d0 52..55 56---513 cee A fg

(Die Speicherung dieser 8 Byte in PCs erfolgt aber in umgekehrter Reihenfolge) Hier ist also
¢ = 53,e = 1023. Die Zahlgenauigkeit betrégt ca. 15 Dezimalstellen, die Gréfle der Zahlen ist
durch 27 2 103%® beschrinkt.
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Zentraler Bestandteil jeder Computerarithmetik ist die Zuordnung von reellen Zahlen zu
Gleitpunktzahlen, also die Abbildung

R — M .
rd : , die Rundung.
x = rd(x)

Giinstiger als die triviale Rundung durch Abschneiden der Darstellung &;...& = Ty, ... Tip—r41
in (3.1.1)) ist die gewohnliche Rundung, die jeweils auf die néchstgelegene Maschinenzahl abbil-

det. Bei Dezimalzahlen etwa wird ab 5 aufwérts gerundet, allgemein wird mit z; # 0 definiert.

(3.1.3)

+0. ... xq BY fall < B/2
Td(:izo.l’ll‘z. R o2 o X R Bd) — { T1L2 Ly alls  Typqq /

| 202120 .20+ B - B falls x> B/2

Bei dieser Rundung gilt fiir den relativen Fehler folgende Aussage.

Satz 3.1.3 Fir xz # 0 gilt mit
rd(x) —x

T

Beweis In (3.1.3) ist |z| > B?~!. In beiden Fillen gilt dort

B
|rd(z) — z| < 5B_Z_1Bd <-BY'BTl <21 0w

M| —

Die GroBe £ heiit Maschinengenauigkeit, bei B = 2 ist £ = 27¢ und im IEEE-Standard gilt
£ = 277 = 10716, Die Verkniipfung von zwei Maschinenzahlen ergibt i.a. nicht wieder eine
solche. Dabei werden neue Rundungsfehler erzeugt. Daher muss man bei der Analyse Maschi-

nenoperationen von reellen Verkniipfungen unterscheiden:

Definition 3.1.4 Fir a,b € M und x € {4+, —,-,/} bezeichne (mit b # 0 im Fall der Division)
axb=gl(ax*b)
das Ergebnis der entsprechenden (gerditeabhingigen) Gleitpunktoperation.

Der IEEE-Standard schreibt vor, dass der Fehler bei diesen Operationen den Rundungsfehler
des korrekten Ergebnisses nicht iibersteigt. Dies kann durch Verwendung eines Hilfsregisters
(“Akkumulator”) mit doppelter Stellenzahl 2¢ garantiert werden. Dort wird die Operation mit
2¢ Stellen ausgefiihrt und dann auf ¢ Stellen gerundet. Daher gilt fiir die Gleitpunktoperationen
« € {+,—,-,/} mit a,b € M (b # 0 bei Division) die Beziehung

aFb= (axb)(1+5), |o]<é&= %BH. (3.1.4)

Die wichtigste Folge der Rundung ist der Verlust der Assoziativitit bei Gleitpunktoperationen.
Aufgabe der Fehleranalyse ist daher auch die Identifikation giinstiger Anordnungen bei mehrfa-

chen Verkniipfungen. Zunéchst werden einige elementare Spezialfiille diskutiert.
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Beispiel 3.1.5 B=10,¢=3, a =0.721, b = 0.457192, ¢ = —0.4561¢2. Die folgenden Varianten

liefern offensichtlich verschiedene Ergebnisse:
(a+b)Fc= (0.464102)F(—0.456102) = 0.800100,

at(btc) = 0.721F(0.1) = 0.82110.

Der negative Effekt in der ersten Variante wird Ausléschung genannt: Besitzen zwei Zahlen
a,b € M gleiche Exponenten und gleiche fithrende Ziffern, ist bei Subtraktion das Ergebnis
exakt! Sind in den Operanden aber alte Fehler vorhanden, werden diese wegen der Betrachtung
relativer Fehler sehr verstéirkt, da dann |a — b| < |a| + |b] ist in (3.1.4). Dies muss bei der

Fehlerfortpflanzung besonders beachtet werden.

Die erste Anwendung betrachtet die Bildung mehrfacher Produkte und Summen, mit * € {4+, -}:
Wpi=ap*ag*...%a,, mn€EN, (3.1.5)

Das numerische Ergebnis w,, werde dabei sequentiell berechnet mit gerundeten Werten aj,

Wy = gl(... gl(gl(ar * az) * az) ...) = gl(wn—1 * an), (3.1.6)

wobel a; = a;(1 4 6;), ;| < & ist. Fiir die weiteren relativen Fehler gelte ebenfalls |¢;| < &.

Produkt: Hier gilt induktiv

W = gl(dvl . dvz) = gl(a1(1 + 51)&2(1 + (52)) = a1a2(1 + (51)(1 + (52)(1 + 62)

mit
(1= <147, <(1+&> L (3.1.7)

Ausdriicke dieser Form treten jetzt ofter auf. Nach dem Mittelwertsatz gilt (1 + z)™ =
1+ maz(l+ &)™ mit |¢| < |z|. Daraus folgt

(1 +2)™ = 1| < m|z|(1 + |z))™ " < m|z|e™ D <1.06m|z| fir (m —1)]z] < 0.05 .

(3.1.8)
Daher gilt fiir die Produktbildung in (3.1.7)) fiir ,, die Aussage
| < 1.06(2n — 1)E,  falls 2(n — 1)€ < 0.05 . (3.1.9)

Summe: Bei der Addition ist die Situation komplizierter, hier ist

wy = gl(ar+az) = (a1(1 4 d1) + az(1 + 02))(1 + €2)
= a1(14+01)(1+ )+ ax(l+0d2)(1+e) =ar(l+o021)+ az(l + o22)
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Wy, = gl(Wn_1 + apn) = (Wn_1 + an(1+6,))(1 + €,)
= (a1(1 +0n-11)+ .+ an—1(1+ Un—l,n—l))(l +en) +an(146,)(1+¢€)
= a1(l4+o0pm)+a(l+on2)+ ...+ an(l+ onn),

woraus sich induktiv (1 +op;) = (1 +;)(1 +¢€) - (1 +€,) ergibt. Aus (3.1.8)) folgt daher

loni] < 1.06(n —i+2)E, wenn (n—i+1)E <0.05. (3.1.10)

Bemerkung: Bei Produktbildung ist die Reihenfolge der Operanden offensichtlich unwichtig.
Bei Summation liefern aber die ersten Summanden den grofiten relativen Fehlerbeitrag. Wenn

moglich, sollte man daher zuerst die betragskleinsten Koeffizienten a; summieren, die Schranke

n
Wy — wn| < 1.06E Y (n—i+2)|ail
i=1
wird dann minimiert. Bei Summation (monoton) konvergenter Reihen heifit das, dass man mit

den letzten, d.h. kleinsten, Koeffizienten beginnt ( Rickwdrts-Summation).

Beispiel 3.1.6 Die Schranke fiir den Summationsfehler liefert ein weiteres Argument fiir Qua-
draturverfahren hoherer Ordnung, vgl. §2.2. Dazu sei Qn(f) = 1" i f(z;) (2.B. T,,(f) oder
Sn(f)) eine Integralnédherung der Ordnung m fir I(f) = f:f(x)d:c mit dem Fehler |Q,(f) —
I.(f)] < ¢fh™ mit h = (b — a)/n. Selbst mit exakten Funktionswerten berechnen Computer

aber nur einen verfilschten Wert Q,(f), der Gesamtfehler hat daher die Form

< k™ +1.06nE( || flloo = cph™ + coERT
=0

Dieser Gesamtfehler wird daher nicht beliebig klein, sondern steigt wieder an fiir h — 0 bzw. n —
hm+1

0o. Das Minimum in der Schranke wird erreicht in A" = Ecq/(mecy) mit einem Minimalwert

CERTT < ¢ph™ + cgh™ '€ Vh > 0.

Bei einer Maschinengenauigkeit von £ ~ 1071 ist also bei der Trapezregel (m = 2) kein Fehler
unter ~ 10715*2/3 = 10719 und bei der Simpsonregel (m = 4) nicht unter ~ 107154/ = 10~12

zu erwarten, die hohere Ordnung ermdglicht dabei also einen kleineren Gesamtfehler.

3.2 Konditionszahlen fiir Algorithmen

In der Abschétzung (3.1.10) erkennt man, wie sich einzelne Summanden (Eingabegrofien) auf
den Fehler auswirken. Allerdings betrifft diese Schranke den absoluten Fehler im Ergebnis, fiir
die Gleitpunktdarstellung ist dagegen der relative Fehler entscheidend. Fiir allgemeine Rechen-

vorschriften werden im folgenden Kenngrofien (Konditionszahlen) hergeleitet, welche die relative
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Empfindlichkeit eines Ergebnisses gegeniiber Stérungen der Eingangsgréfien beschreiben. Wegen
der geringen Grofie der Maschinengenauigkeit £ vernachléssigt man jetzt Produkte von Maschi-
nenfehlern O(£2?) und schreibt £ + O(E?) = &£, dhnlich zu , wo diese Anteile durch die
Konstante 1.06 aufgefangen wurden: £ + O(£?) < 1.06€.

Einen numerischen Algorithmus kann man als eine Folge von Operationen bzw. Abbildungen
F = ¢No...0pl@ ogll modellieren, die auf einem Vektor von Eingabedaten z = (x1,...,2,)T €
R™ operieren. Betrachtet man nur einen Ausgabewert, gilt also F': R™ — R. Als ersten Schritt
sollte man sich die Empfindlichkeit der Gesamtabbildung F' bei Auswertung an einem (etwa
durch Rundungsfehler) leicht verdnderten Punkt & € R™ ansehen. Wegen der Aussage von

Satz wird dabei von einem kleinen relativen Fehler ausgegangen in der Form
ti=1+e)z, 6 <1, i=1,...,n. (3.2.1)

Fiir z; # 0 ist diese Darstellung dquivalent mit €; = (Z; — z;)/2;. Auch im Ergebnis betrachtet
man relative Fehler ep = (F(Z) — F(x))/F (). Vernachldssigt man Produkte von Fehlertermen,
148t sich die Empfindlichkeit des Ergebnisses F' gegeniiber Stérungen einzelner Eingabedaten x;

durch folgende Zahlen charakterisieren, e(Y) € R” sind dabei die Einheitsvektoren.
Definition 3.2.1 Fir die Funktion F' : R™ — R werden die Konditionszahlen k; € Ry an der
Stelle x € R™ mit F(x) # 0 definiert durch

ki := limsu F(z + hzie”) — F(z)
T e hF (z)

Beispiel 3.2.2 Fiir die arithmetischen Grundoperationen gelten folgende Zusammenhénge:

Ji=1,...,n. (3.2.2)

F(z1,22) = 2122, €F = €1 + €3, K1 = kg = 1,
F(x1,29) == 1 /22, epi61—62, K1 = Ky = 1,

._ - _ |zl _ =2
Flai,x2) =21+ a2, €p = x1+x2 €1+ a:1+x2 €2 R = g 2 7 oitan]

Nach (3.2.2)) liest man die Konditionszahlen an den Vorfaktoren der ¢; ab.

Fiir andere, glatte Funktionen F' kann man die Konditionszahlen iiber Ableitungen bestim-
men. Die zu einem Algorithmus gehorige Abbildung F' ist in einem Bereich D € R™ normalerweise

aber nur dann glatt, wenn die auftretenden Fallunterscheidungen fiir alle x € D gleich ausfallen.

Satz 3.2.3 Die Funktion F : R” — R sei stetig differenzierbar in einer Umgebung der Stelle
x € R" mit F(z) # 0. Dann haben die in (3.2.2) definierten Konditionszahlen die Werte

’L .
‘ , t=1,...,n.
6.%1

Fiir den relativen Fehler ep = (F(Z) — ( ))/F(x) bei Auswertung in einem gestorten Argument

z, mit |e;| < h, i=1,...,n, gilt dann

ler] < kile] +o(h), h— 0. (3.2.3)
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Anmerkung: Die Ungleichung (3.2.3)) ist scharf, mit Gleichheitbei bei geeigneter Vorzeichenver-

teilung der ¢;.

Beweis Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von F' gilt mit &; — x; = x;¢; die Darstellung
B "~ OF
F(z)-F(x) = ; 8—3;1(95)%Z € +o(h).

Daraus folgt wegen o(h)/h — 0(h — 0) durch die spezielle Wahl €; = hé;j, j = 1,...,n, zunéchst die
Darstellung der Konditionszahl x; und anschlieend aus der Dreieckungleichung die Formel (3.2.3). ®

Das obige Beispiel zeigt, dass Gleitpunktdarstellung die Punktoperationen begiinstigt. Bei Sub-
traktion ungefihr gleich grofler Zahlen tritt aber der schon erwihnte Fall der Ausloschung, auf,

da fur |z; 4+ 22| < max{|z1],|z2|}, die Konditionszahlen sehr grof§ werden.

Die in (3.2.2) definierten Konditionszahlen beschreiben die Stérungsempfindlichkeit von F'
komponentenweise. Zur Vereinfachung kann man durch Verwendung von Normen eine einheit-
liche Konditionszahl definieren. Dies ist insbesondere bei linearen Abbildungen F angebracht

und wird im n#chsten Abschnitt iiber Lineare Gleichungssysteme eingefiihrt.

Bei der fehlerbehafteten Ausfiithrung von Operationen in einem Algorithmus reicht die Be-
trachtung der Gesamtabbildung F' natiirlich nicht aus, auch die Einzelschritte miissen tiberpriift
werden. Nicht nur die Assoziativitdt von Summe und Produkt geht durch Rundungsfehler verlo-
ren, auch andere Gesetze gelten im allgemeinen nicht mehr (exakt). Daher kénnen verschiedene,
analytisch fquivalente Ausdriicke, wie z.B. die der binomischen Formel a? — b = (a + b)(a — b),

sehr unterschiedliche numerische Ergebnisse liefern. Als wichtiges Beispiel werde die Funktion

Fx)=vV1+a22—2z (3.2.4)

betrachtet. Fiir z > 0 ist 0 < F(z) < 1. Da |F'(z)| = | s — 1l < 1ist fiir 2 > 0, fiihrt eine

Storung im Argument x bei exakter Rechnung nur zu einer geringen absoluten Verfilschung im
Funktionswert F'. Auch fiir die Konditionszahl ergibt sich nach Satz die harmlose Schranke

CRBF@

[F(z)]  V1+a2 ™
Werden die Teilschritte in aber nur mit endlicher Genauigkeit ausgefiihrt, sieht das
Ergebnis schlechter aus. Selbst wenn nur bei der Addition in ein relativer Fehler e,
le| < &, entsteht, gilt

ﬁ(l‘):\/1—T—{L‘2—:L‘:\/(1—1—1‘2)(1—1—6)—IL‘:F({E)—F%\/I—FSL'Q—FO(GQ).

Fiir grole x — oo ist also ein grofler absoluter Fehler = %xe zu erwarten, der relative Fehler

ist wegen |F| < 1 noch grofler. In der Formel (3.2.4) tritt ndmlich bei der Differenzbildung der
beiden grofien Ausdriicke V1 + 22 = x und z eine Ausldschung fithrender Stellen auf. Diese 148t

sich vermeiden durch Umformung in die &dquivalente Form

1+ 22— 22 1
Flx)=vV1+22—z= = , x>0. 3.2.5
(=) Vitzi+z x4+ V1+ 22 ( )

Ry
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Fiir z < 0 ist dagegen (3.2.4)) die giinstigere Form, eine Implementierung von F' fiir € R sollte
daher beide Formen mit Fallunterscheidung verwenden.

Beispiel 3.2.4 Formel ({3.2.4]) wird mit 4-ziffriger Dezimalrechnung in = = 9.999 ausgewertet, bei
exakter Rechnung ist (9.999) = 0.04988 ... Dagegen ist -z = 99.98, 1799.98 = 101.0, v/101 =
10.05 und daher F(z) = 0.05100. Dies entspricht einem relativen Fehler von 0.022 2 44 - €. Die

letzte, dquivalente Form in (3.2.5) ergibt dagegen den korrekten 4-stelligen Wert 0.04988. Fiir
2 > 100 schlieBlich liefert 4-stellige Rechnung in (3.2.4) immer den Wert F(z) = 0.

Das Vorgehen beim Ausdruck (3.2.4) wird nun verallgemeinert. Bei einer zusammengesetzten
Abbildung F = ¢ o ... 0 ¢l o ¢[!! muss man nun Fehler bei jeder einzelnen Auswertung

beriicksichtigen. Zunéchst wird nur der Fall N = 2 mit
F=vo¢ und ¢: R" -R™ ¢: R" =R

betrachtet, also die Vorschrift z := ¥ (y), y := ¢(x) fir z = F(z) mit glatten Funktionen ¢, .
Indizes bei den Funktionen bezeichnen die Komponenten, ¢ = (¢4, ..., (bm)T. Das Ergebnis kann
dann induktiv auf eine beliebige Zahl N von Teilschritten erweitert werden. Statt der exakten

Berechnung werden bei Gleitpunktrechnung Werte
E=19(7), §=0()
geliefert. Fiir die Maschinen-Implementierung <f~> wird wie frither die Fehleraussage
i(z) = 1+ eMNgy(x), i=1,....m = o(x) = (I + E1)¢(x)

angenommen flir alle x. bei der Abbildung ¢ : R” — R™ entspricht die Verfilschung also
der Multiplikation mit einer Diagonalmat'rix I + Ey = diag(1 + egl), R e%)). Bei ¢ gelte
U(y) = (14 e@)y(y). Alle Einzelfehler egj ) seien so klein, dass ihre Produkte vernachldssigbar
sind (z.B. |e§])] < ¢£). Man erhilt so mit €@ (7) = €@y (y) = €z die Bezichungen

Foz o= 9) - v) = 9@ — @) + U@ — v
= Pk () (- y),
g-y = OF) = o)+ ¢(7) - ¢() = Bry + ¢'(2)(% — ).
Die Ableitung in der letzten Gleichung ist die Funktionalmatrix ¢'(x) € R™*™. Auch fiir den
Startfehler hat man mit (3.2.1)) die Darstellung & —x = Epx mit einer entsprechenden Diagonal-

matrix Ey. Setzt man die Fehlerdarstellungen ineinander ein, tritt u.a. das Produkt ¢/ (y)¢'(z)
auf, das nach der Kettenregel wegen y = ¢(x) gerade die Ableitung

F'(z) = grad(¢ 0 ¢)(z) = ¢/ (¢(2))¢' (x)
darstellt. Fiir den Gesamtfehler bekommt man so die Darstellung

Z— 2= F'(z)Egz + ' (y) By + P2 (3.2.6)
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Diese 148t sich so interpretieren, dass der in einem Zwischenschritt des Algorithmus auftretende
Fehler mit der Ableitung der Restabbildung multipliziert wird. Fiir den Startfehler Fy ist dieses
die Gesamtabbildung F' = i o ¢, fiir den Fehler F; aber nur noch die letzte Abbildung . Fiir
den relativen Fehler bekommt man mit z = ¢ (y) = F(z) somit die Formel

s _ F/ !/
Pee P, YW

P S T

Diese Aussage kann als Verallgemeinerung von (3.2.3]) geschrieben werden, wenn man die Kon-
ditionszahlen aus Satz auf die Variablen y;, z; bezieht:

€, = E1y+e(2).

| e )
Yo lgy) oy Y P () 0z T
Aus (3.2.6) folgt dann insgesamt
e €3 ray |61+ D myelel )+ 1. (3.2.7)
j=1 i=1

Auch hier tritt bei einer geeigneten Vorzeichenverteilung Gleichheit auf. Merkregel:

Der im k-ten Schritt eines Algorithmus auftretende Rundungsfehler wirkt sich pro-

portional zur Konditionszahl der Restabbildung auf den relativen Endfehler aus

In einem guten numerischen Algorithmus darf also keine einzige Restabbildung eine grofie Kon-

ditionszahl besitzen.

Beispiel 3.2.5 Die in (3.2.4]) betrachtete Funktion F'(z) ist die positive Losung der quadrati-
schen Gleichung F? 4+ 2zF — 1 = 0, in der bei ungiinstiger Auswertung also erhebliche Fehler

auftreten konnen. Die Funktion F' 148t sich vereinfachend aus den beiden Abbildungen
1+ 22 Y1
éf)(x):( ):( ),¢(y):\/y1—y2
x Y2

zusammensetzen. Die Konditionszahl k, fiir den Eingangsfehler wurde schon bestimmt, sie ist

harmlos, |k;| < 1. Die Ableitung von 1 ist grady(y) = (ﬁ, —1). Fiir die xy, ergibt sich daher
mit y = ¢(x):
1] Vita?  V14a? 2]
Kyy = = = (V1+a242), Ky = = |z|(V1+ 22+ z).
T2y 2F(x) 2 ()

Im beiden Ausdriicken wurde der Kehrwert 1/F mit Hilfe von (3.2.5) ersetzt und zeigt das starke
Anwachsen k,, — 00,  — +00. Fiir negative x gilt dagegen F(z) > v/1 + x? > x, dort sind alle
Konditionszahlen durch eins beschrinkt und die urspriingliche Formel (3.2.4)) gut konditioniert.

Eine entsprechende, aufwindigere Analyse zeigt das umgekehrte Bild fiir die Darstellung
(3.2.4)): diese hat fiir z > 0 eine gute, fiir x < 0 dagegen eine schlechte Kondition. Bei einer
Implementierung dieser speziellen Funktion F' muss daher durch Fallunterscheidung die jeweils

giinstigere Form ausgewahlt werden.
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4 Lineare Gleichungssysteme

Viele Néherungsverfahren der Numerik bei Differentialgleichungen Integralgleichungen, etc.,
fithren auf Lineare Gleichungssysteme (LGSe). In einigen Anwendungen kénnen Modelle direkt

als LGSe formuliert werden, die aber oft erst fiir groe Modelldimensionen realistisch sind.

4.1 Beispiele

<
=

Beispiel 4.1.1 Input-Output-Analyse: Zur Analyse der

Wechselwirkungen in einer Volkswirtschaft und der Auswir-

kungen geéinderter Nachfrage nimmt man eine Unterteilung

in Produktionsbereiche P;, j =1,...,n, vor. Mit y; wird die

/s
ﬁﬁi

i

Endnachfrage der Verbraucher nach Produkten aus P; be-

zeichnet, zusammengefafit zu y € R”. Bei der Bestimmung

der dazu erforderlichen Produktionsmengen z; (in P;) muf
beriicksichtigt werden, dass zur Herstellung eines Produktes
in P, Teile aus anderen Bereichen bendtigt werden (Auto: Maschinen, Stahl, Kunststoff, Elek-

troteile). Diese Beziehungen fat man in einer Bedarfsmatrix B = (b;;) zusammen:

{ Bedarf an Produkten aus P, zur Produktion einer (4.1.1)
i . ..

Einheit (Geldwert) in Pj, b;; > 0.
Die bendtigte Gesamtproduktion z = (x;) € R™ ergibt sich also aus der Bilanzgleichung

= Yy + Bx
~—~ =~
End-Nachfrage interne Nachfrage
= t—Bx=y & (I-Bz=y. (4.1.2)

Somit beschreibt die Matrix (I — B)~! die Auswirkungen einer sich #ndernden Endnachfrage y.
Die Volkswirtschaft arbeitet aber nur sinnvoll, wenn alle Elemente von (I — B)~! nichtnegativ
sind (Kriterien?).

Bemerkung: Auch andere Probleme fithren auf Bilanzgleichungen wie in Beispiel 1. In der Com-
putergrafik, z.B., ergibt sich die absolute Helligkeit und Farbe eines Flichenelements aus der

direkt und indirekt empfangenen Lichtmenge (Radiosity-Verfahren).

Beispiel 4.1.2 FElektrisches Netzwerk: Netzwerke ohne kapazitive, induktive oder aktive Bau-
teile fithren auf LGSe. Zur Berechnung werden die angelegten Einzelspannungen U mit den
Teilwiderstdnden Ry und den Teilstromen [ durch die Kirchhoff’schen Regeln verkniipft:

a) Knotenregel: Unter Beachtung der Richtung aller auf einen Knoten zu- bzw. abflieenden

Zlk:O
k

Strome I, gilt fiir jeden Knoten
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b) Maschenregel: Fiir jeden geschlossenen Teilstromkreis gilt (unter Beriicksichtigung der Rich-

ZIkRk = Z Us
k k

Rl R2

tungen)

— ] . 3
L 1
l]l Re Bl
R3 U
De—{ .8
p I
L D e
Ry Is Rs
— |
| I
C
Fiir das abgebildete Netzwerk ergibt sich so das folgende LGS:
A: —Il +.[2 +IG = 0
Knoten B 2+ ° 0 (4.1.3)
C: —I4 +I5 _Iﬁ = 0
D I —1I3 +1y = 0
ACB : IQRQ —I5R5 —IGRG U
Maschen ADB: LBy +LRy +I30s = U (4.1.4)
ADC: IlRl *I4R4 +16R6 0
BDC —IgRg —I4R4 —I5R5 0

Die Gleichungen sind offensichtlich linear abhdngig, iiberfliissige sind zu eliminieren. Die Summe
der Gleichungen in (4.1.3) verschwindet, auch in (4.1.4) ist eine iiberfliissig. Damit bleiben sechs
Gleichungen fiir sechs Unbekannte. In Matrixform schreibt sich (4.1.3}}4.1.4)) also kompakt als

A -1 1 0 0 0 1 I 0

B 0 -1 1 0 -1 0 Iy 0

C 0o 0 0 -1 1 -1 I _ 0 (4.15)
ACB 0 Ry O 0 —-Rs —Rsg 1y U
ADB Ry Ry Rz O 0 0 I5 U
ADC R 0 0 —-Rsy O Re I 0

Bemerkung: Ahnliche Strukturen tauchen auch bei anderen Problemen auf, etwa Transport-
problemen in Graphen. Die Matrix des Teilsystems (4.1.3) ist die sog. Inzidenzmatriz des zum
Netzwerk gehorigen Graphen.

Die Numerik befafit sich mit der effizienten und numerisch stabilen Auflésung solcher Systeme,
die bei heute iiblichen Anwendungen insbesondere sehr grofle Dimensionen n aufweisen. Ein
Ansatzpunkt ist dabei die Identifikation von Klassen von Matrizen, deren spezielle Struktur

effizientere Verfahren erméglicht (z.B., Definitheit, diinne Besetzung, s.u.).
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4.2 Matrizen und Normen

Vektoren im R™ bzw. C" (Sammelbegriff K™) werden als Spaltenvektoren betrachtet

T

Ln

Fiir quantitative Aussagen verwendet man Normen, etwa die Holder-Normen
- 1/p
lollp = (D lasl?) ) peR p21. (4.2.1)
j=1

Die wichtigsten Vertreter sind

n
lz|1 = Z:l|x]| Summennorm
j:
n
|zl = > |z|2  Euklidnorm (4.2.2)
j=1
|z = m%f(|$j|, Maximumnorm
]:
Mit diesen Normen || - ||, ist K" ein Banachraum. Da alle Normen im K" &quivalent sind,

existieren Konstanten mit
”pr < Cpq||33”q Vo e K", p,qg>1.

Diese Konstanten cp, hingen im Allgemeinen aber von der Dimension n ab. Lineare Abbildungen

von K" — K™ werden (in der Einheits-Basis) durch Matrizen

A= LT mxn
= | aij e K
i=1,j=1

beschrieben. Jedes Paar von Vektornormen in K", K" (mit gleichem Index p) induziert eine

zugehorige Matrixnorm, die mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird

Az
Al = sup L2 — g Ay, (123)
x#0 ||IL‘||p ||| p=1

In (4.2.3) wird das Supremum als Maximum angenommen (Grund?). Die durch (4.2.2)) induzier-

ten Normen lassen sich explizit angeben:

m
AL = Iﬁhlemij] Spaltensummennorm,
=1 5
|Alle = Q(A"‘A)l/2 Spektralnorm. (4.2.4)
n
Ao = I?Tafczlmm Zeilensummennorm,
=1 =

Dabei ist der Spektralradius o(A*A) = max; \;(A*A) der maximale Eigenwert von A*A, wobei

A* := AT ist. Fiir induzierte Matrixnormen iibertrigt sich die Dreieckungleichung von der
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Vektornorm: ||A + Bl|, < [|A]lp + ||B|lp- Induzierte Matrix-Normen sind wertrdiglich mit der

urspriinglichen Vektornorm durch die Produktformel
|Az|| < ||A]l ||z]] Vz € K", Ae K™ ™. (4.2.5)

Statt || Al|2 betrachtet man oft eine einfachere obere Schranke, die
mnon 5\ 1/2
Al F := (Z Z ;] ) Frobeniusnorm. (4.2.6)
i=1 j=1

Auch diese ist vertriiglich mit der Euklidnorm, denn aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
[Az[l2 < [[Allp[l]2-

Allerdings ist sie nicht die induzierte Norm, da z.B. ||| = v/n > ||I]|2 = 1 gilt, wobei I = (;5)

die Einheitsmatrix bezeichnet. Fiir induzierte Nomen und fiir || - | gilt die Produktformel
[AB| < [[A]l | BI]- (4.2.7)

In dieser Vorlesung werden nur Normen benutzt, die (4.2.7)) erfiillen. Wenn es also unterschiedli-
che Normen gibt, stellt sich die Frage nach einer besten (minimalen) Matrix-Norm. Fiir quadra-
tische Matrizen gibt es leider nur eine gréfite untere Schranke (Infimum), die allerdings selbst

keine Norm ist. Diese Grofe ist fiir A € K"*™ der schon erwidhnte Spektralradius
0(A) == max{|\;(A)] : X\;j(A) EW zu A}. (4.2.8)

Wegen der fehlenden Definitheit, etwa bei Q(g (1)) =0, ist p(A) aber sicherlich keine Norm. Der
Zusammenhang mit Normen wird im néchsten Satz behandelt. Da die Aussagen von Eigenschaf-
ten der Matrix abhéngt, werden einige der auch spéter verwendeten Begriffe und ihr Bezug zur

Jordan-Normalform hier zusammengestellt:

Eigenschaft Definition Jordan-Normalform A = XAX !

A diagonalisierbar 3 Eigenvektor-Basis A diagonal

A normal A*A = AA* A komplex diag., X unitér: X* = X!
A hermitesch A*=A A reell diagonal, X unitér

A herm.positiv definit | A* = A, z*Ax > 0Vx # 0 | Eigenwerte positiv reell

Satz 4.2.1 a) Fir jede Matriznorm || - || gilt o(A) < [|A]|.

b) Fir jede Matriz A und jedes € > 0 ezistiert eine (spezielle) Norm mit
o(A) < [[Allmr < o(A) +e. (4.2.9)

¢) Fir diagonalisierbare Matrizen A kann in e = 0 gewdhlt werden, fir hermitesche,

reell-symmetrische und normale Matrizen gilt insbesondere ||A|l2 = o(A).
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Beweis a) z sei Eigenvektor von A, = |\|||z]| = || z|| = || Az| < ||A]l]|=|

b) Die Jordan-Normalform von A sei

A1 6
)\2 (52
A=X"1AX = ,
An
mit §; € {0,1},¢ = 1,...,n — 1. Eine weitere Ahnlichkeitstransformation mit der Diagonalmatrix P =

diag(1,e,...,e" 1) fithrt A iiber in
A =P 'AP = (XP) 'A(XP).
Da A die gleiche Hauptdiagonale wie A, in der Nebendiagonale aber Elemente €d; hat, gilt

< o(A) +¢=0(A) +¢, wenn ein §; # 0,

Alloo = max{|\;| + ¢|d;
1Al = (gl + <131 {:Q(A)’ vl 5, 0.

Fiir die durch die Vektornorm ||z||as := || M ~'x||s induzierte Matrixnorm
|Bllas :=|M'BM|o, M :=XP,

gilt also b). Bei diagonalisierbaren Matrizen ist J; = 0. Dies zeigt die erste Behauptung in c).

Die in ¢) genannten Spezialfélle mit der Norm || - ||2 folgen aus der Orthogonalitidt der Eigenvektoren bei
normalen Matrizen, denn unitéire Matrizen X~ = X* sind isometrisch, || Xyl|l2 = |ly||2 Vy. Fiir diese ist
[ XAX |2 = [[A]2- =

Der Satz erleichtert folgende wichtige Regularitéitsaussage fiir Matrizen der Form A =1 — B.

Satz 4.2.2 (Neumannreihe) Gegeben sei die Matriz B € R™*™ und es gelte
o(B) < 1. (4.2.10)

a) Dann ist das Gleichungssystem (I — B)x = b eindeutig losbar,
b) Dann gilt (I-B)'=> B,
j=0

¢) Dann gibt es eine Matriznorm so, dass |B| < 1 ist. In dieser Norm gilt die Schranke

1
(I - B)Y| < BT (4.2.11)
Bemerkung: Dieser Satz ist die Basis vieler Stérungsaussagen, gilt natiirlich in jeder
Norm, fiir die ||B]| < 1 ist.
Beweis a) Da I — B regulér ist genau dann, wenn die Gleichung = Bx nur die triviale Lésung z = 0
hat, d.h. A = 1 kein EW von B ist, folgt die Existenz von (I — B)~! aus .
b) Mit den Teilsummen Y ;" B* gilt die Identitéit

Smi=(I~-B)Y B*=I-B+B-B*+...—-B""' =1- B
k=0
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Nach Voraussetzung und Satz existiert eine Norm mit ||B|| < 1. In dieser Norm gilt [|.S,, — I|| =
| B™*Y|| < ||B||™*t — 0 fiir m — oo und somit S, — I, also

Sm—I—=B)Y B =1, m— o0
k=0

Durch Betrachtung von (I — B)~1S,, folgt die Behauptung b). Aus der Reihe b) ergibt sich mit Dreieck-
und Produkt-Ungleichung die Schranke

I(T=B)~" = IIZB’“|<ZIIBkI<Z\\BII’“ ”B”

4.3 Der Gauf3-Algorithmus

Zur Losung von linearen Gleichungssystemen
n
> ajwi=bi i=1,....n & Az=D, (4.3.1)
j=1
A € K" gibt es verschiedene direkte, aber auch iterative Verfahren. Bei den direkten Ver-
fahren formt man das gegebene System in einer endlichen Anzahl von Schritten in eine leicht
auflésbare Form um, &ndert also insbesondere die Matrix A. In der Vorlesung werden zwei di-
rekte Verfahren behandelt, die mit verschiedenen Umformungen arbeiten. Im Vordergrund steht
dabei die Interpretation als Faoktorisierung der Matrix A. Bei iterativen Verfahren konstruiert
man dagegen eine Folge von N&dherungen, die gegen die Losung konvergiert. Dabei wird die

Matrix nicht verdndert, was in vielen Fillen (”diinnbesetzte” Matrizen) vorteilhaft sein kann.

Der Gau-Algorithmus ist das Standardverfahren zur direkten Auflésung und nutzt aus, dass
sich die Losung x von (4.3.1)) nicht &ndert, wenn Gleichungen linear kombiniert werden. Ziel ist

die Konstruktion eines Systems in Dreieckform,

1121 +712Z2 +... +TripTn, = 1
T99Xy +... +TropTy, = /2
& Rx=V, (4.3.2)
_ /
TonTn = b

das man beginnend mit z,, direkt auflésen kann, falls alle r; # 0Vi sind. Die Matrix A sei im
folgenden reguldr. Man erzeugt ein Dreiecksystem (4.3.2)) (im urspriinglichen Speicherplatz der

Matrix A) in n — 1 Durchgéngen. Im ersten wird

1. fiir a;; = 0 eine Zeile mit a;; # 0 gesucht und diese dann mit der ersten vertauscht
(Pivot-Schritt, i-te Zeile = Pivot-Zeile);

2. jeweils dasjenige Vielfache der ersten Zeile zu den restlichen Zeilen ¢ = 2,...,n addiert,
das dort den Koeffizienten bei x1 zu Null macht ( Eliminationsschritt). Bei Behandlung der
i-ten Zeile ist dabei —a;1/a11 der Vorfaktor der 1. Zeile.
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Danach stehen in der ersten Spalte der Matrix Nullen unter a1; # 0 und das Verfahren kann mit

den nichsten Spalten wiederholt werden. Nach k& — 1 Durchgéngen hat das LGS also die Form

11 T T1,k—1 Tk te Tin
APy =p®  mit AR = Holied rkoj)k Tk(zi)” : (4.3.3)
A 7 Oy
0(4i5) : :
NI

(k)

die Schritte 1 und 2 sind dann nur auf die Restmatrix unten mit dem Pivotelement ay; anzu-

wenden, der Teil dariiber bleibt unverandert. Die verwendeten Eliminationskoeffizienten

(k)

a
Oy, = ik
ik a(k,)
kk

haben eine besondere Bedeutung, die spéter erldutert wird. Man speichert sie bei Durchfithrung
des Algorithmus an die freiwerdenden Plitze der a(kjL ) =0 (¢ > k). Nach n — 1 Durchgéngen
mit Matrizen A = A, A®) . A®=1) ergibt sich ein Dreiecksystem (D mit R = A,
¥ = b, das sich einfach aufldsen laBt. Bei der folgenden Formulierung werden die oberen

Versionsnummern weggelassen, das Zeichen ”:=" bedeutet eine Zuweisung.

Algorithmus 4.3.1 Gauf-Algorithmus (kij-Variante) ohne Pivotisierung, durchfithrbar im
Speicherplatz der Originalmatrix A (d.h. l;; — aij, j < 7),

firk:=1,...,n—1: { Elimination
furi:=k+1,...,n: {
lig, i= aig/agr;  bi := bi — Ligb;
firj:=k+1,...,n:{
aij := aij — Liragg; } 1}
T 1= bp/ann;

firi:=n—1,n— 1 { Auflssung

X = (bi - Zj=i+1 az‘jxj)/az‘i;}

(4.3.4)

Beim Rechenaufwand werden alle arithmetischen Operationen gezéhlt (kurz FLOP), aber wieder
nur der am schnellsten wachsenden Anteil beriicksichtigt. Der Algorithmus enthélt drei gestaf-
felte Schleifen (k,i,7), der Hauptaufwand entsteht daher in der 5. Zeile (innerste Schleife):

Z Z Z 2FL0P—2Z( —k)? = §n3—|—0(n2) FLOP.

k=1 i=k+1 j=k+1 k=1

Dieser Hauptanteil dient aber nur zur Umformung der Matrix A und kann bei einer erneuten

Losung des gleichen LGS Ay = c¢ mit einer anderen rechten Seite ¢ eingespart werden. Im
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Eliminationsteil des Algorithmus miissen dann nur die die rechte Seite b betreffenden Schritte
(unterstrichene Anweisung in der 3. Zeile) und die Auflésung wiederholt werden. Dazu wurden
die Groflen ¢;, gespeichert. Der Aufwand ist dann

n—1

Z 2(n — k) = n(n — 1) Operationen fiir b,

k=1

Die abschliefende Auflosung des Dreiecksystems Rz = b(™ benétigt ebenfalls

n—1
1+ Z (1 +2(n —i)) = n?® Operationen.
i=1

Rechenaufwand Der Gauf-Algorithmus bendtigt i.w. %ng arithmetische Operationen. Die noch-

malige Auflésung mit neuer rechter Seite b erfordert nur 2n? Operationen.

LR-Zerlegung

Die reine Umformung beim System A®*)z = (%) in einem Eliminationsschritt ohne Pivotisierung,

firi=k+1,...,n:{
b+ ) g g0,

i T
firj:=k+1,...,n:{

o = o) e

entspricht der Multiplikation dieses Systems mit einer speziellen Matrix L; !,
ARy =p® 5 ARy — [T AR) g = [ TpR) = (kL)

die sich nur durch eine Rang-1-Matrix von der Einheitsmatrix unterscheidet,

1 0
1 - 0
Lit= =T —(Wek) " pk) .— . 4.3.5
k _£k+1,k 1 ¢ £k+1,k ( )
—Lnk 1 Cnk

Dabei ist e(¥) der k-te Einheitsvektor und wegen e®Tok) = @ gilt (I—E(k)e(k)T)(I+E(k)e(k)T) =1,
also L =1+ ¢®)e®T Somit wird die obere Dreieckmatrix R = A®™) erzeugt durch Multiplika-

tion mit L-Matrizen:
- - ~1 —1
R=AMW =1 A= -1 ... [7'A4 =

A= L1L2 cee Ln,1 R =: LR. (436)
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Da die Menge der unteren bzw. oberen Dreieckmatrizen abgeschlossen ist unter Matrixmultipli-

kation, ist L eine untere und R eine obere Dreieckmatrix:

1 0 ... O * % ..k
* 1 0 =x* *

A=LR= . . . . . (4.3.7)
* % 1 0 *

Die Faktoren L (ohne Hauptdiagonale) und R kénnen bei (4.3.4) wieder in A gespeichert werden.

Satz 4.3.2 Der Gauflalgorithmus (ohne Pivotisierung) erzeugt eine LR-Zerlegung (4.5.
der Matriz A. Der Rechenaufwand dafiir ist %ng Operationen. Anschlieflend reduziert sich jede
Losung eines LGS Ax = b auf

b=Az=L(Rz) < Lb"™ =b, Rz=0b", (4.3.8)

—~—
b(n)

also auf die Auflosung von zwei LGSen mit Dreieckmatrizen mit insgesamt 2n® Operationen.

Bemerkung: Der Gauf-Algorithmus besteht aus 3 geschachtelten Schleifen mit der Ba-
sisoperation a;j := a;; — a;rax; und den Laufindizes ¢, j, k. Verbliiffenderweise kann fiir jede Per-
mutation dieser Schleifen eine korrekte Variante des Verfahrens angegeben werden. Praktische
Bedeutung hat diese Erkenntnis, da die Effizienz dieser Varianten stark sprach- und maschinen-

abhéngig sein kann (Matrizen zeilen-/spaltenweise gespeichert? Parallel-Verarbeitung?).

Zum Beispiel 148t sich die LR-Zerlegung direkt erzeugen ohne die Zwischenmatrizen A%
Die Identitdt A = L - R wird dabei als Gleichungssystem fiir L und R aufgefaft:

Jj—1
min{3,j} a;; = kz Cigrii+lijrij, 1> 7,
=1

a5 = Z ligry < (4.3.9)
k=1

a;j = 121 &'kaj—l-Tij, 1 < 7.
k=1

Diese Gleichungen kann man direkt nach den ¢;; (obere Gleichungen) bzw. r;; (untere Gleichun-
gen) auflosen. Auch hier sind noch unterschiedliche Reihenfolgen méglich und fithren auf die ijk-
und jik-Variante des GauB-Algorithmus. Ein Vorteil dieser Varianten ist eine hohere erreichbare

Genauigkeit, wenn die Summen in (4.3.9) mit erhohter Genauigkeit berechnet werden.

Pivotisierung

Im allgemeinen mufl man beim GauB-Algorithmus mit Zeilenvertauschungen ( Pivotisierung) zu
kleine Hauptdiagonalelemente verhindern. Mogliche Pivotstrategien sind unter Effizienzgesichts-
punkten zu analysieren. Andererseits kann man den Zusatzaufwand fiir Vertauschungen einspa-
ren bei Klassen von Matrizen, wo Pivotisierung unnotig ist. Interessant ist hier, dass bestimmte

Strukturen bzw. FEigenschaften der Matrix A beim Gaufi-Algorithmus unveréndert bleiben.
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Definition 4.3.3 Es set A eine n X n-Matriz.

a) A heifit streng diagonaldominant, wenn gilt

n
jail > > lail, i=1,...,n. (4.3.10)
j=1
j#i
b) A heifit (2m + 1)-Bandmatrix, wenn a;; = 0 fir |i — j| > m. Spezialfall m = 1: Tridiagonal-

matrix.

Bei definiten und streng diagonaldominanten Matrizen sind die Hauptdiagonalelemente offen-
sichtlich von Null verschieden. Band-Struktur bleibt erhalten und erlaubt eine Reduktion des
Aufwands beim GauB-Algorithmus (ohne Pivotisierung).

Satz 4.3.4 a) Die Pivotelemente ag),i = 1,...,k — 1, im Gauf-Algorithmus seten
von null verschieden. Wenn die Ausgangsmatriz A eine der Eigenschaften hermitesch, positiv
(negativ) definit, streng diagonaldominant oder 2m + 1-Bandmatriz hatte, dann gilt dies auch

fiir die Restmatriz (ag:)) in (4.3.9).
i,j>k

b) Bei definiten oder streng diagonaldominanten Matrizen bendtigt der Gaufs-Algorithmus keine

Pivotisierung.

Beweis a) Fiir die Strukturerhaltung ist nur der erste Eliminationsschritt mit a;; # 0 zu untersuchen.
Er erzeugt folgende Umformung. Aus
-

a z .
A=AW = ( ;1 B(1)> mit s' = (as1,...,an1), 2T = (a12y...,a1p),

entsteht eine entsprechende Teilmatrix B®) von A(®) durch eine Rang-1-Anderung:
1 n 1
B® .= (aik — —a“alk) =BW - — T
a1 i, k=2 ai1

Daraus konnen die Aussagen abgeleitet werden. Ist A etwa hermitesch, dann gilt a;; € R, s = Z und
BW = BM" Daher ist auch B® hermitesch. Etwas schwieriger ist die Definitheit. Bei positiv definiter
Matrix A gilt z* Az > 0 fiir alle z € K*,z # 0. Fiir 27 = e = (1,0,...,0) folgt a;; > 0, im ersten
Schritt war also keine Zeilenvertauschung notwendig. Nun sei mit y € K™~ !,y # 0, speziell
—1 % * —1 %
. —5*y . ail S —s™y 0 0
= M = Az = a1 = = .
( y > < s B(”) ( y > (B“)y—ail%*y> <B(2)y)

Also ist 0 < #*A¢ = y*BMy — a—il|s*y|2 = y*B®y nach Voraussetzung, d.h., B wieder positiv definit.

Bei den anderen Eigenschaften geht man &hnlich vor.
b) folgt aus Teil a), da jedes Diagonalelement der Restmatrix positiven Betrag hat nach Definition. H

Bemerkung: Bei praktischen Problemen kénnen LGSe mit n > 10% Unbekannten auftreten. Die
Matrizen haben dabei aber nur wenige Elemente a;; # 0 (Anteil < 10%, ”diinnbesetzt”). Bei an-
deren Besetzungen der Matrix, aufler der Bandstruktur, wird die urspriingliche diinne Struktur

bei der Elimination in der Regel aufgefiillt ("fill-in”). Der Grad des Auffiillens hingt aber von
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der Nummerierung der Gleichungen/Variablen ab und kann so beeinflusst werden. Bei geeigneter
Implementierung bestimmt v.a. die Zahl der nichttrivialen Elemente der LR-Zerlegung den Re-

chenaufwand (z.B. Bandstruktur: O(m?n)). Ohne die Ausnutzung solcher Struktureigenschaften

wéren sehr grofie Systeme auch auf modernen Supercomputern nicht 16sbar.

Beispiel 4.3.5 Poisson-Gleichung auf dem Einheitsquadrat mit einem

m x m-Gitter, n = m?. Die Unbekannten z; entsprechen Werten auf den

Kreuzungspunkten im skizzierten Gitter, die mit ihren vier Nachbarn

verkniipft sind. Daher besteht das LGS i.w. aus Gleichungen der Form

dx; — Ti—1 — Tiy1 — Ti—m — Titm = b;, wobei Werte, die auflerhalb des

Gitters liegen (etwa mit Indizes auerhalb {1,...,m?}) bekannt sind.

In der angegebenen Nummerierung hat die Matrix Bandstruktur mit Bandbreite 2m + 1, aller-
dings sind hochstens 5 Elemente pro Zeile nichttrivial. Beim Gauf-Algorithmus wird das Band
vollstiandig aufgefiillt, aus 5m? urspriinglichen Elementen entstehen ca. 2m? in der LR-Zerlegung.

Mit anderen Nummerierungen, die allerdings eine dynamische Speicherung der Matrixelemente

erfordern, entsteht wesentlich weniger ”fill-in”.

Anzahl Matrixelemente bei LR-Zerlegung

m,n = 7,49 15,225 31,961 63,3969 127, 16129 255, 65025
Matrix A: 217 1065 4681 19593 ~ 80000  ~ 324000
Band-LR: 649 6553 58681 496249 ~ 4-10% ~ 33.106
LR, diinn: 527 4375 29319 172327  ~ 930000 ~ 4.7-106

Die aktuelle Top-500-Liste der Supercomputer (Quelle: www.top500.0rg, 11/2016, u.a. HRZ
Mannheim) weist folgende gemessenen Leistungen aus (TFLOPS=10'? Operationen pro Sekun-
de). Diese Leistungen sind nur durch Parallelisierung erreichbar, der schnellste Rechner Sunway
TaihuLight leistet real 93014 TeraFLOPS (< 10'7) mit 10 Millionen Prozessoren. Der Rechner
Juqueen in Jiilich leistet 5000 TFLOPS. Die in der Tabelle genannte Dimension n gibt die Gréfe

eines vollbesetzten LGS an, das in 1 sec Rechenzeit gelost werden kénnte. Bei einer Rechenzeit

von einer Stunde vergréfert sich die Dimensionen (nur) um den Faktor +v/3600 = 15.

Platz | Name/Typ Ort Proz. | TFLOPS n
1 | Sunway TaihuLight Wuxi/China 107 93014 | 518656
3 | Titan/Cray Oak-Ridge/USA | 560640 17590 | 297704
19 | Hazel Hen/Cray Jiilich/De 458752 5008 | 195847

Zeilenvertauschungen sind beim Gauf-Algorithmus theoretisch nur fiir a

gen mufl man aber auch kleine Pivotelemente vermeiden, damit keine unnétigen Fehler auftreten.

Dies zeigt das folgende Beispiel.

(k) _
kk =

0 erforderlich,

also wenn das Pivotelement exakt verschwindet. Bei der Rechnung mit endlichen Zahldarstellun-
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Beispiel 4.3.6 Alle (Zwischen-)Ergebnisse werden in der Gleitkomma-Darstellung auf zwei

Stellen gerundet. Erste Elimination, aus

001z, + 2z0 = 1} , {0.01$1 + 2 = 1
wird

T, +  x9 = 0-z7 — 2002 = -97

denn ly; = a1 /a;; = 1/0.01 = 1.0 - 10? (Gleitpunktdarstellung) =

o) = ay—lyap=1-100-2=-199 Rundung: al) =210  (4.3.11)
B = by —lyby =3 —100 = —97 (ist exakt).

Damit erhélt man z3 = gl(—97/(—200)) = 0.49, 27 = gl((1 —2-0.49)/0.01) = 2.0. Die exakte
Losung ist jedoch (2.512..,0.487..). Vertauscht man die beiden Gleichungen im Ausgangssystem,

so ergibt die Elimination dagegen

xr1 +x2 =3 r1 +xo =3 Ty =25
— —
0.01x; +2x9 =1 29 =097 Ty =0.49
Ursache fiir die Fehler in der ersten Variante ist der grofle Groflenunterschied bei den Subtrak-
tionen (4.3.11)) und fiir &1, verursacht durch Division mit dem kleinen Pivotelement 0.01.

Vermeidbare Ungenauigkeiten begrenzt man durch Pivot-Strategien, die kleine Nenner ay
beim Basisschritt a;; := aij — ligarj, lix = aix/arr verhindern. Dabei wird im Schritt & zur

Vertauschung mit Zeile k& die Pivotzeile p € {k,...,n} nach folgender Regel gewéihlt:

1. Spaltenpivotisierung, absolutes Maximum: ]ag,?| = Igli}i]g( \agl,z)|. ( = |lix] < 1).
| n_ o)

2. Spaltenpivotisierung, relatives Maximum: "5 = max —, 5.
> =k lag; | i=k 25—y lag;|

3. Vollstandige Pivotisierung, zusétzlich sind Spaltenvertauschungen (Umnumerierung der
. (k) _ 1 (k)
Variablen) vorzunechmen |apg | = max |az;” |-
/[/7]:
Da pro Eliminationsschritt bei Strategie 1) nur die k-te Spalte und die k-te und p-te Zeile bear-
beitet werden, ist deren Aufwand mit O(n?) geringer als der zur Elimination. Die aufwindigen
Strategien 2) und 3) werden nur in Ausnahmefillen benutzt. Strategie 2) unterdriickt den Ein-
flul der Multiplikation von Zeilen mit einer Konstanten (Skalierung). Ein dhnlicher Effekt ist
auch bei der Teilpivotisierung 1) erzielbar durch vorherige Aquilibrierung der Matrix A, bei der

zu Beginn alle Zeilen auf Summennorm 1 skaliert werden.

Bei Pivotisierung wird natiirlich keine direkte LR-Zerlegung von A berechnet. Zeilenvertau-
schungen lassen sich aber als Multiplikation mit Permutationsmatrizen P = (0; (;)), PTP=1,
schreiben mit dem Kroneckersymbol §. Gespeichert wird natiirlich nicht die Matrix P sondern
die Permutation () in einem Indexfeld. Damit lassen sich wieder verschiedene LGSe mit der
Matrix A 16sen. Abschlieflend gilt also:
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Der Gaufs-Algorithmus mit absoluter Spaltenpivotisierung erzeugt eine Zerlegung
A= PLR= (PLP")(PR). (4.3.12)

der Aufwand dafiir ist 3n® + O(n?) Operationen.

Inverse Matrix A~':

Fiir die praktische Rechnung lohnt es sich nicht, die Inverse A~ fiir die Darstellung z = A~
explizit zu berechnen, auch nicht bei mehreren LGSen Az@) = p(), j = 1,2,.... Denn der
Rechenaufwand fiir das Produkt & = A~'b ist der gleiche, wie der zur Losung der beiden
Dreiecksysteme bei LRz = b, jeweils 2n? (vgl. Berechnung nach (4.3.4)), die Berechnung von
A~! amortisiert sich daher nie. Wenn A~! doch explizit berechnet werden soll, ergeben sich bei

vorhandener LR-Zerlegung die Spalten von
Al =C = (c(l), .. .,c(”)) aus LRcY) =) j=1,... n. (4.3.13)

Unter Ausnutzung der speziellen Gestalt der Einheitsvektoren e() benétigt man zur Berechnung

%n?’ Operationen zusitzlich zur LR-Zerlegung, also 2n® Operationen insgesamt.

4.4 Kondition, Rundungsfehleranalyse

Bei realistischen Groflenordnungen erfordern LGSe sehr viele (inexakte!) Rechenoperationen.
Daher muf} die erreichbare Genauigkeit untersucht werden. Nicht nur die Rundungsfehler im
GauB-Algorithmus, sondern schon die Rundung der Eingangsdaten A und b kann sich bei fast-
singuldren LGSen katastrophal auf die Losung auswirken. Diese Fehleranfilligkeit eines LGS
148t sich bei geeigneter Formulierung durch eine einzige Grofle, die Konditionszahl der Matrix,
charakterisieren. Im Unterschied zu §3] betrachtet man dabei Fehler nicht komponentenweise,
sondern ganzheitlich mit Normen. Eingabefehlern beriicksichtigt man dadurch, dass man statt

des urspriinglichen Problems Ax = b mit regulérer Matrix A das Problem
(A+ ANz =b+0V, T=a+2 (4.4.1)

mit gestorter Matrix A = A + A’ und gestdrter rechter Seite b = b+ b exakt 16st. Durch eine
geeignete Betrachtungsweise wird die Rundungsfehleranalyse des Gauf-Algorithmus {ibrigens

auf diesen Fall zuriickgefiihrt.

Zur Abschitzung der Stérung 2’ = & — 2 von x wird die Gleichung mit A~ multipliziert:

T+ A "AYz+2") = AYb+V)=a+ A7
—= ([I+A1AY = AW -A14x (4.4.2)

Nach Satz (Neumannreihe) ist dieses LGS l6sbar, wenn in einer Norm gilt

AT A < AT A =g < 1. (4.4.3)
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Dann folgt die Schranke
'] < |A~1Y'[| + gl
—_— 1 _ q .

Besonders aussagekriftig sind Abschitzungen, die skalierungsinvariant sind und sich bei Multi-

(4.4.4)

plikation des LGS mit Konstanten nicht &ndern. Daher betrachtet man wie bei der Analyse von
Gleitpunktrechnung (§3.1)) relative Fehler. Mit ||b]| = || Az|| < ||A]|||z|| folgt so aus (4.4.4):

[ 1 1 1Vl
< A (AL +q).
[z = 1—q (ﬁ,—/ 1] )

Bezieht man sich auch bei A’ = A — A auf den relativen Fehler, etwa in

1Al
1Al

g = [ATHHIA = AT ]A] -
N——
dann taucht in der Abschéitzung aufier den Fehlern nur eine einzige Konstante auf:

Definition 4.4.1 Zu einer gegebenen Matriznorm || - || heifit
R(A) = || Af A7

die Konditionszahl der Matriz A. Bei Verwendung spezieller Normen dibernimmt man den Indez,

2.B., kp(A) = Al A p, p = 1.

Diese Konditionszahl beschreibt die Empfindlichkeit des LGS gegeniiber Storungen. Sie ist ska-
lierungsinvariant, es ist k(tA) = k(A) vVt € R\{0}. Fiir vertrégliche Matrixnormen gilt x(A) > 1,
denn 1 < ||I]| = [|[AA™Y]] < ||A]|[]A7Y||. Die gerade durchgefiihrte Diskussion hat folgende Feh-

lerabschétzung bewiesen:

Satz 4.4.2 Im gestorten System werden die folgenden relativen Fehler betrachtet:

|12 — 2| _ [l'] _ o=l _ ] _lA-Al 1A

= , € = , €p 1= = .
] ] bl 6]l IA] Al

T =

Unter der Voraussetzung
K(A)-€ea <1, (4.4.5)

ist das gestorte LGS ewndeutig l0sbar und der relative Fehler in der Lisung ist beschrdinkt
durch )
K
< —0 . 4.4.6

=1 k(A)ea (EA + Eb) ( )
Fiir k(A)esa < 1 gilt i.w. ein linearer Zusamenhang ¢, < k(A) (€4 + &) + O(¢?). Fiir groBe
k(A) > 1 ist das Problem aber schlecht konditioniert. Dann konnen schon kleine Stérungen der
Daten zu erheblichen Anderungen der Losung fithren. Wegen dieser zentralen Bedeutung sollte
bei der praktischen Losung eines LGS immer auch die Kondition der Matrix (ab-)geschéitzt

werden, um die Genauigkeit der tatsdchlich berechneten Losung beurteilen zu kénnen.
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Schranken fiir x(A)

Da die Zeilensummennorm || - ||« einer Matrix einfacher zu bestimmen ist als, z.B., || - ||2, werden

in der Praxis gerne Abschitzungen von ||A™!||s verwendet.

a) Fiir streng diagonaldominante Matrizen (4.3.10) ist A = D(I — D~'B) mit D = diag(a;;)
und |[D7!B|s < 1. Aus Satz folgt daher

1D~ o

o(A) < || Aot Noe
ool A) < Al o

b) Wenn die LR-Zerlegung A = LR fir die Auflésung berechnet ist, kann mit der folgen-
den Methode mit geringem Zusatzaufwand O(n?) auch eine Schranke fiir [[A™!|s <
| L7 |oo|[R™Y|oo bestimmt werden. Grundlage sind die folgenden Eigenschaften nichtne-
gativer Matrizen, die hier nur fiir R formuliert werden. Ungleichungen und Betrige bei

Matrizen sind dabei komponentenweise zu verstehen.
1. Fiir B = (bi;) mit bj; > 0Vi, j (kurz: B > 0) gilt
IBlloo = B0, 1 =(1,1,...,1)T.

2. Fiir C71 > 0ist [|C7 oo = [|C7 1|00 = [|2]lc0, WObei 2z das LGS Cz = 1 16st. Damit

kann die Norm [|C~!||o berechnet werden, ohne C~! explizit zu kennen!

3. Die Norm || - ||oo ist monoton, d.h. aus
1B < |C] (d-h. |bij| < | Vi, j), folgt || Blloc < [|C]]oc-

4. Zerlegt man R = D(I — B) in die Diagonale D = diag(r;) und den Rest, dann
ist B strikt obere Dreieckmatrix mit p(B) = 0 = B" = 0. Aus dem Satz
(Neumannreihe) folgt durch komponentenweise Abschétzung

n—1 n—1

R =11 -B) "D = | Y. BID < Y |BYIDI " = (DIt~ (B)

J=0 Jj=0

Die Eigenschaften 1. - 4. fithren auf || R« < ||(|D| — |DB|)" 1|0, d.h., auf

Satz 4.4.3 R € K"*" sei eine regulire obere Dreieckmatriz. Der (positive) Vektor z € R™
sei definiert durch das LGS
n
|7"Z'Z'|Zi— Z |Tij|zj = 1, i:n,n—l,...,l. (447)
j=it1
Dann gilt
IR oo < ll2lloc-



4 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 93

Beispiel 4.4.4

2 3 -5 1 00 2 3 =5
A= 4 8 -3 | = 2 10 0 2 7 =L-R.
-6 1 4 -3 5 1 0 0 —46
Zur Abschiitzung von ||[R™!||s ist zu 16sen
2 -3 -5 z1 1 z1 1.418
0 2 -7 Z29 = 1 — z29 = 0.576
0 0 46 23 1 23 0.0217

Dies fithrt auf die Schranke |R71 s < ||2]Joo = 1.418. Fiir ||[L™!||o ergibt sich analog

1 0 O U1 1 U1 1
-2 1 0 u | =11])=|uw]|]=13
-3 -5 1 us 1 us 19

Hier erhilt man die Schranke ||[L7!]|o < ||ullooc = 19, zusammen mit der ersten fiihrt sie auf

die Abschitzung ||A™! | < 26.95 (zum Vergleich: |A7!|ls = 0.451). Mit || Al = 15 folgt die
Schranke koo (A) < 404.25 fiir die Konditionszahl.

Spalten-Pivotisierung (hier: Vertauschung der Zeilen 1 und 3) verbessert auch die berechneten

Schranken, es ist

0 0 1 -6 1 4 1 0 O -6 1 4
01 0|A=(4 8 =3]=(-2 1 0 L 1) =1LR
1 5 46
100 2 3 -5 -1 5 1/ \o o -%
Als Abschiitzung erhilt man jetzt | R s < 0.376, ||L 7o < 2.616 und daher die viel schiirfere
0 0 1
Schranke |47l < 0.984, da |A7 oo = [(PA) Yoo mit P=[0 1 0| =P
1 0 0

Riickwirts-Analyse der Fehler

Der letzte Abschnitt hat gezeigt, dass fiir sehr schlecht konditionierte Probleme auch der beste
numerische Algorithmus keine genaue Lésung berechnen kann. Der grundlegende Fehler wurde in
diesem Fall schon vom Problemsteller bei der Formulierung gemacht. Um die Verantwortlichkei-
ten zu trennen, entwickelt man in der Numerik Algorithmen so, dass deren Ergebnisse die exakte
Losung eines nur wenig gestorten Originalproblems sind. In Bezug auf den Gauf-Algorithmus

(u.a.) bedeutet diese Sichtweise, dass man die berechnete Losung & als Losung von
A+ M)z =b, |4 <cE|Al, (4.4.3)

vgl. (4.4.1), ansehen kann mit einer moderaten Konstanten ¢ (hédngt nur leicht von n ab). Diese
Sichtweise nennt man Rickwdirts-Analyse. Bei einem gutartigen Algorithmus, der (4.4.8)) erfiillt,
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werden groflie Fehler in der Losung Z dann durch die ungiinstige Problemstellung mit einer

groBen Konditionszahl x(A) verursacht.

Die Riickwirtsanalyse der LR-Zerlegung kann mit Satz und den Techniken aus §3]
gefithrt werden und liefert folgende Abschéitzung, in der die tatséichlich berechneten Faktoren

L,R eingehen.
LR=A+ A, |A|<E&-3(n—-1)(A|+|L||R|) + O(&E?). (4.4.9)

In der Schranke ist als problematischster Anteil das Betragsprodukt \ZH§| zu erkennen, dessen
Elemente moglicherweise viel grofier als die von |A| (= |LR| < |L||R]|) sein koénnen. Dies ist
insbesondere dann der Fall, wenn kleine Pivotelemente auftreten und dann |/;;| = |a§]]z) / a](;?| > 1
ist, vgl. . Der Satz ist auch bei Pivotisierung anwendbar, da der Gauf-Algorithmus bei
Spaltenpivotisierung nach die LR-Zerlegung eines zeilenpermutierten Systems (P A)x =
PTb berechnet. Bei dieser Pivotisierungsstrategie gilt |i;;;] < 1 fiir den berechneten L-Faktor in

A = PLR. Auch bei den Elementen von R kann man dann von kleineren Betriigen ausgehen.

Die Hauptaufgabe der Pivotisierung ist es also, das Anwachsen der Elemente in den L- und
R-Faktoren zu begrenzen, damit das Ausgangsproblem Az = b gemifl der Schranke (4.4.9)
moglichst wenig gestort wird. Bei einer moderaten Kondition «(A) ist dann nach Satz der

Fehler der berechneten Losung T tatséchlich klein.

4.5 Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Auch mit exakten Losungsverfahren wird bei numerischer Durchfithrung nur eine fehlerbehafte-
te Losung berechnet. Daher kann man auch von vorneherein Verfahren betrachten, welche mit
Hilfe konvergenter Folgen nur Approximationen der Losung bestimmen. Fiir lineare Gleichungs-
systeme der Form (I — B)x = r mit “kleiner” Matrix B, d.h., mit Spektralradius p(B) < 1,
kennt man eine explizite Darstellung der Losung z iiber die Neumannreihe (Satz ,

[e.e] oo
z=(I-B)'r=> Blr=r+B>» B (4.5.1)
§=0 §=0
Die Partialsummen dieser Reihe sind daher konvergente Ndherungen fiir z und kénnen schritt-
weise iiber folgende Rekursion bzw. Iteration (9 := 0,
z* = Bx® 4 Kk =0,1,..., (4.5.2)

berechnet werden mit den Niherungen () = r, 232 = r + Br, 2@ = r + Br 4+ B%r,.... Die
Konvergenzaussage 148t sich erheblich verallgemeinern. Die Iteration (4.5.2) dient ndmlich zur
Bestimmung eines Fizpunkts der affin-linearen Abbildung x +— g(x) := Bz + r mit

z=g(z), g:R" — R". (4.5.3)

Allgemein gilt fiir kontrahierende Abbildungen, die eine Lipschitz-Bedingung (4.5.5)) erfiillen, der
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Satz 4.5.1 (Banachscher Fixpunksatz) Gegeben sei ein Banachraum H und eine Abbildung
g: H — H. Wenn auf einer abgeschlossenen Teilmenge Q0 C H mit ¢ € R0 < ¢ < 1, die

Aussagen
g(2) CQ (“g bildet Q auf sich ab”) (4.5.4)
lg(x) —g(y)l| < qllxz—vyl| Vz,y €Q, (“gist kontrahierend”) (4.5.5)

gelten, dann besitzt g genau einen Fizpunkt z = g(z) € Q. Dieser kann mit einem beliebigen

Startwert (9 € Q durch die Tteration

21 = g(z (k)) k=0,1,..., (4.5.6)

berechnet werden, es ist limy_,oo ¥ = 2. Quantitativ gelten die Fehlerabschiitzungen

|z® — 2] < %Hx(k) — V| (“a-posteriori”) (4.5.7)
—4q

¢

1—

< |z — 2O (“a-priori”). (4.5.8)
q

Bemerkung: Die beiden Fehlerschranken besitzen unterschiedliche Anwendungen,
4.5.7):  Verwendung als Abbruchkriterium in der Iteration, d.h., wenn z®) berechnet ist,

4.5.8]):  Abschétzung der zum Erreichen einer bestimmten Genauigkeit erforderlichen Anzahl

von Iterationen, d.h., des Aufwands.
Beweis Wegen (4.5.5)) gilt induktiv

[+ — 2@ = g@®) — g(a® V)| < glla® —2zFD) <
95(0)”-

IN

" |z

Aus der Dreieckungleichung folgt daraus fiir beliebiges m > 0 die Schranke

3

2+ — 20|

IA

H (k+7+1) k+] Z Hl,(k) _ ‘,L,(lcfl)H
=1

Il
=)

J J

¢

< T z® — zk=D) < ||x(1) 2O 50, k—>oo.  (45.9)
—q

Daher ist (z(®)) Cauchyfolge, wegen der Vollstindigkeit von Q also auch konvergent, der Grenzwert

& = limy_, o0 %) existiert somit. Aus der Stetigkeit von ¢ folgt nun

= lim z® = lim z**Y = lim g(=®) = g( lim z®) = g(&),
k~>oo k— oo k— oo k—oo

somit ist & ein Fixpunkt von g. Dieser ist auch eindeutig, denn wegen ¢ < 1 gilt

12 = 2l = llg(2) —g9(2)|| < qlld — 2| = &=z

Nach l) folgen aus ) — 2z = lim,, o0 (:v(k) - x(ker)) die Schranken wie

Jo) =21 € S e = o V) = e Y.
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Dieser Satz ist die Grundlage fiir viele Konvergenzaussagen bei Iterationsverfahren, auch bei
nichtlinearen Problemen (vgl. . Die Lipschitzbedingung bei der affin-linearen Funktion
g(x) = Bx + r lautet ||g(z) — g(y)|| = ||B(z — y)|| < ||B|l|lz — y||. Die Kontraktivitét, ||B|| < 1,
1aBt sich wegen Satz durch die Forderung p(B) < 1 an den Spektralradius ersetzen.

Die Matrix A des LGSs liegt in der Regel natiirlich nicht in der Form A = I — B vor. Aber
durch Abspaltung eines reguldren Haupt-Teils M bei A= M — N, ist

Ar=Mx —Nzx=b < M 'Ar=2—-M 'Na=M"'b=r < x=Bx+r
=B

Unter der Voraussetzung p(B) = p(M~'N) < 1 konvergiert die Iteration (4.5.2)). Fiir den

praktischen Einsatz mufl man natiirlich M ~'y einfach berechnen kénnen. Einfache Fille sind

Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Beispiel 4.5.2 Betrachtet werde das folgende 2 x 2-Gleichungsystem mit Losung (2,1)T.

r1 + 00lxze = 201 < =z = 2.01 —-0.01x
—0.02x7 + drg = 396 <<= 4dzs = 396 +40.02z;
——

“Stoérung”

“Sukzessives Einsetzen”, beginnend mit (%) = (8) liefert der Reihe nach die Vektoren

2(0) ‘ 21 ‘ z2) ‘ 23
0 | 2.01 | 2.0001 | 1.9999995
0 | 0.99 | 1.00005 | 1.0000005
Dabei wurde die Diagonale der Matrix (701.02 0‘?) als regulédrer Hauptteil M benutzt. Als bessere
(?!) Variante kann man zur Berechnung von :cgkﬂ) statt xgk) den dann schon bekannten Wert
(k+1)

verwenden. Tatséchlich basieren beide Verfahren auf der Zerlegung der Matrix A = L +

D + R in Diagonale D = diag(ai1,a22,-..,ans) (ai; # 0) und linkes und rechtes Dreieck,

0 -~ 0 0 *
dh, L= "~ |, R=1|: " x|]. (4.5.10)
x * 0 0 - 0

Gesamtschrittverfahren, Jacobi-Iteration: Zerlegung M := D, N := —L — R, die Iterationsma-
trix ist Bg = —D~!(L + R). Der Iterationsschritt lautet fiir k = 0,1,2, ... :

Dzt = m4L+RnW —

-1
(k+1) 1 : L) .
x; = CTz‘z‘bi_E @ij; E ae; ), t=1,...,n.
j=1 Jj=t+1

(4.5.11)
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Einzelschrittverfahren, Gauf-Seidel-Iteration: Zerlegung M := D 4+ L, N := —R, die Iterati-
onsmatrix ist Bg = —(D + L)~ R und der Iterationsschritt fiir k = 0,1,2, ... :

(D+L)a*+) = b— Ra®), =
i—1 n
j=1 Jj=it+l

(4.5.12)

Die Iterationsschritte (4.5.11) und (4.5.12) besitzen den gleichen Rechenaufwand, in (4.5.12))
werden in der Zeile ¢ allerdings fiir j < ¢ die jeweils aktuellsten Ndherungen x§-k+1) eingesetzt.
Der Rechenaufwand betrigt bei beiden Verfahren maximal 2n? Operationen. Fiir Matrizen aber,

bei denen nur wenige Elemente von Null verschieden sind, gilt genauer

Rechenaufwand pro Schritt (4.5.11]), (4.5.12)) = 2-(Anzahl der nichttrivialen Matrixelemente)

Diese Tatsache ist ein entscheidender Vorteil von Iterationsverfahren, da auch eine unregelméflige

diinne Besetzung von A direkt ausgenutzt werden kann, anders als bei Eliminationsverfahren.

Hinreichend fiir die Konvergenz beider Iterationen ist die Diagonaldominanz von A.

Satz 4.5.3 Die Matriz A sei streng diagonaldominant, (4.3.10). Dann konvergieren Gesamt-

und Finzelschrittverfahren. Genauer gilt
1Bgllee = (D + L) Rllw < ID"H(L + B)lloe = | Bello < 1. (45.13)
Somit gelten die Abschditzungen in der Mazimumnorm mit ¢ = ||Bg/||leo bzw. ¢ = || BE||0o-

Beweis Durch Ubergang zu den Matrizen D~'A, D~'L, D~'R kann oBdA D = I angenommen werden,

die betrachtete Matrixnorm ist ||. ||eo-
a) Die strenge Diagonaldominanz ist dquivalent mit || Bg|| = ||L + R|| = max; 3, |ai;| < 1.

b) Es werden analog zu Satz m Betragsabschiatzungen benutzt und die starkere Aussage
ICl <lIBal, C:=(I—|L)7 "R (4.5.14)

bewiesen. Damit ist dann die Behauptung (4.5.13)) durch | Bg| < ||C|| < ||Bg|| bewiesen, da im Satz
gezeigt wurde (man beachte o(L) = o(|L|) = 0)

0<|Bg|=|I+L)"'R <(I—-|L)) ' R|=C.
Zum Nachweis von (4.5.14): Aus C > 0 folgt ||C|| = ||2]|c =: ¢, Wobei fiir z := C1, 1= (1,...,1)T gilt
(I—|L)"NR1=2 <= z=|L|z+|R|L

Fiir die Losung dieses Gleichungssystems folgt

q = ||Z||ooZm?X{Z|aij\Zj+Z\aij|}
i<t >t
< max{g_lai| + ) lail} = laL + Rl (4.5.15)

j<i j>i
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Nach Division durch ¢ (der Fall ¢ = 0 ist trivial) wird daraus die Ungleichung
1 1
1< miax{z laijl + =Y lai|} = IL+ =R,
j<i 155 q
die wegen Teil a) aber nur fiir ¢ < 1 erfiillt sein kann. Denn wegen der Monotonie der Zeilensummennorm

gilt [[Cl =q¢ <|l¢L+ R| < [|[L + R[ = [|Bg| <1, also gilt (4.5.15) = (4.5.14) = (4.5.13). ]

Nach diesem Satz konvergiert das Einzelschrittverfahren beziiglich der Zeilensummennorm nicht
schlechter als das Gesamtschrittverfahren. Fiir bestimmte Matrixstrukturen kann sogar mit der
entscheidenden Grofie, dem Spektralradius eine bessere Konvergenz des ESVs gezeigt werden.
Andererseits kann aber nur Iterationsschritt des GSV parallel ausgefiihrt werden.

Hinreichende Kriterien fiir Konvergenz von Gesamt- und Einzelschritt-Verfahren sind die

Diagonaldominanz von A oder AT, sowie die positive Definitheit bei hermiteschen Matrizen.

Relaxationsverfahren

Die gerade beschriebenen Verfahren koénnen oft durch Einfithrung eines Beschleunigungspara-
meters ohne héheren Rechenaufwand verbessert werden. Ohne Einschriankung wird schon von
einer Matrix der Form A = I — B ausgegangen. Mit 0 < w € R wird das Iterationsverfahrens
folgendermaflen modifiziert:

2 ) = (1 —w)a® + w(Bz® + ) = 2® 4 u(r — Az®), (4.5.16)
k =0,1,.... Die Iterationsmatrix ist hier demnach
Bw):=(1—-w)l+wB=1-wA, (4.5.17)

mit B(1) = B. Beim Ansatz (4.5.16)),(4.5.17)) will man natiirlich w so bestimmen, dass der Kon-
vergenzfaktor p(B(w)) moglichst klein wird. Dabei gilt p(B(0)) = 1.

Die Eigenwerte von B(w) sind 1 — wA; mit den Ei-
genwerten )\; von A. B = B(1) hat die Eigenwer- 1 11— w|
te u; = 1 — A;. Eine Optimierung des Parameters
w ist einfach, wenn alle Eigenwerte reell sind, etwa
An < ... < A1. Dann existiert fiir A,, > 0 ein w > 0

mit p(B(w)) = max; |1 —w);| < 1. Zur Minimierung ' >

&

sind nur die flachste und steilste Gerade zu betrachten,
p(B(w)) = max{|l — wAi|, |1 —wAp|}. (4.5.18)

Der optimale Parameter @ ergibt sich im Schnittpunkt dieser beiden (geknickten) Geraden:

1_)\1+)\n
o2

—(l-wh)=1-wh, =
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Satz 4.5.4 Die Figenwerte \; von A seien reell und positiv, 0 < A\, < ... < Ay < A1. Dann ist
der optimale Relaxationsparameter & bei gegeben durch

2 , N M =AM
t o(B@) = - 1.
DY W p(B@) Mt M w1

o=

Bemerkung: 1) Die Konvergenz des einfachen Verfahrens (w = 1) war nicht vorausgesetzt, ins-

besondere ist p; < —1, A\; > 2, zugelassen.

2) Falls der Mittelpunkt des Spektrums von A kleiner Eins ist, 3(A1 + A,,) < 1, gilt @ > 1. Man

spricht dann von Uberrelazation.

3) Der Konvergenzfaktor p(B(w)) hiangt nur vom Verhéltnis A;/\, < k(A) der extremalen Ei-

genwerte ab, das in der Groflenordnung der Kondition von A liegt.

4) Die exakte Kenntnis der Eigenwerte von A ist nicht erforderlich, eine (gute) EinschlieBung
[An, A1] C [a, b] reicht dazu aus. Die Approximation von Eigenwerten (sogar im Rahmen von
(4.5.16))) wird in der Vorlesung Numerik IIA behandelt.

Das Verfahren 148t sich sehr einfach analysieren, da die Iterationsmatrix B(w) linear
von w abhingt. Es hat aber, etwa in Verbindung mit dem Einzelschrittverfahren mit B =
—(D+L)~'R den Nachteil, dass fiir den Vektor 2(%) und (D4 L)~ ' Rz(*) getrennte Speicherpliitze
erforderlich sind. Geschickter ist es, die Relaxation direkt in jeder Komponente durchzufiihren.
Fiir das LGS Ax = b hat ein einzelner solcher Schritt die einfache Gestalt

Algorithmus 4.5.5 SOR-Verfahren (successive overrelazation)

firi:=1,...,n: {
s := by
(4.5.19)
fir j:=1,...,n: {s := 5 —a;;xj;}
T 1= T +ws/a;}
Mit Iterationsindizes k = 0,1, ..., versehen lautet ein Verfahrensschritt somit
aiix§k+1) = aiiﬂvgk) + w<bi — Z az‘jﬂUékH) - Z az‘j$§‘k))a t=1,...,n.
J<i Jjzi
In der Matrix-Schreibweise
(D + wL)a®+) .= ((1 —w)D - wR):r(k) + wb (4.5.20)

wird allerdings erkennbar, dass die Iterationsmatrix
Bs(w) := (D + wL)™! ((1 —w)D — wR)

nichtlinear vom Parameter w abhingt. Eine Analyse des Verfahrens ist fiir diese Vorlesung zu

aufwendig. Als Beispiel einer Konvergenzaussage sei zitiert
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Satz 4.5.6 Fiir symmetrische und positiv definite Matrizen A gilt

lw—1] < p(Bs(w)) <1 VO<w<2.

Meist wird eine Beschleunigung nur fiir w > 1 erreicht, d.h. bei Uberrelazation. Eine sehr genaue

Analyse ist bei bestimmten, praktisch wichtigen Matrixstrukturen moglich.

Demo-Beispiel (vgl. Beisp. [£.3]5): Poisson-Gleichung auf dem Ein-

heitsquadrat mit einem m x m-Gitter, n = m?. Das LGS besteht i.w.

aus Gleichungen der Form 4x; — ;1 — %41 — Ti—m — Ti+m = b;, wobei

fiir Randpunkte feste Werte eingesetzt werden.

Die Spektralradien sind explizit berechenbar, fiir m = 10 ist p(Bg) = 0.959, p(Bg) = p(Bg)? =
0.9206, p(Bgs(w)) = 0.560 = p(Bg)7. Also hat eine SOR-Iteration mit optimalem Parameter in
diesem Fall den gleichen Effekt wie ca. 7 Einzelschritt- oder 14 Gesamtschritt-Iterationen (fast)

ohne Mehraufwand.

Allerdings wird die Konvergenz langsamer bei groieren Problemen, denn allgemein gilt fiir grofie
n = m? in diesem Beispiel o(Bg) = 1 — 72/m?. Daher sind ca. —1/logy, o(Bg) = 0.23m? =
0.23n Iterationsschritte des ESV, sowie bei optimalem Parameter o(Bg) = 1 — 27/m, d.h.,
—1/logp 0(Bs) = 0.37m = 0.37y/n SOR-Schritte erforderlich. Da die Iterationsverfahren ca.
10n Operationen pro Schritt benétigen, fithrt die Annahme, dass der Anfangsfehler um 1078
verkleinert werden soll, auf folgende Aufwandsschitzungen. Zum Vergleich ist der Aufwand

beim GauB-Algorithmus fiir Bandmatrizen (2m?n) angegeben.

Verfahren ESV SOR Band-Gau$
Aufwand ca. 20n? 30n+/n 2n?

Fiir grofle n ist das SOR-Verfahren hier also der Band-Variante des Gauf3-Algorithmus iiberlegen.

4.6 Ausgleichsprobleme

Nicht immer stimmt die Zahl m der Bedingungen in einem Problem mit der der Freiheitsgrade n
iiberein. Will man etwa den Verlauf einer abhéngigen Grofie y = f(t) durch Linearkombination
spezieller Funktionen ¢; beschreiben, f(t) = 2?21 zjp;(t), ist es bei praktischer Messung wegen
der unvermeidlichen Mef- oder Modell-Fehler sinnvoll, die Freiheitsgrade z; durch mehr als n

Messungen zu bestimmen:
n

Zqﬁj(ti)xj =y, t=1,...,m, <~ Ax =0, (4.6.1)
j=1

mit v = (z;) € K", A = (ai;) € K™, aij; = ¢j(t;), b = (bi) = (ys) € K™. Da ein solches System

(4.6.1) fiir m > n in der Regel iiberbestimmt ist, begniigt man sich damit, das Residuum bzw.
den Defekt r := Ax — b zu minimeren, min, ||Az — b||. Mit der Euklidnorm wird die Methode
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besonders einfach, sie heifit Methode der kleinsten Quadrate nach GauB (least-squares-method):

2

m n
A% — bl|2 = min || Az — b2 = mi j oz — b, 46.2
| Az — b3 %&H$ I3 %&Z;Z;%% ; (4.6.2)

Um in allen Fallen eine eindeutig definierte Losung zu erhalten, ergénzt man diese Bedingung

im Fall von mehreren Losungen & durch eine weitere.

Definition 4.6.1 Ein Vektor & € K™ heifst Kleinste-Quadrate-Losung des Systems Ax = b,
A e K™ p e K™, wenn er erfiillt. Unter diesen Minimalvektoren wird mit x diejenige

mit kleinster Norm bezeichnet,
|zt |2 = min{ ||2]2: &€ K" erfillt (4.6.9)}. (4.6.3)

Fiir allgemeine Matrizen A € K™*" benotigt man folgende Begriffe.

N(A) = {ze€K": Az =0} Nullraum bzw. Kern von A, (4.6.4)
R(A) = AK" ={y € K™: Jz € K" mit Az =y} Bildraum von A. o
Aus der Linearen Algebra kennt man den Zusammenhang
R(A)t = N(A%) (4.6.5)

fiir das orthogonale Komplement von R(A). Mit diesen Begriffen konnen die Losungen & bzw.

T genauer charakterisiert werden.

Satz 4.6.2 Essei P : K™ — R(A) der Orthogonal-Projektor auf R(A), er hat die Figenschaften
P? = P, P* = P. Dann gilt:

a) Es gibt Minimallosungen z, die Bedingung ist aquivalent mit

At = Pb, sowie mit (4.6.6)
A*Az = A'b, bzw., A*(AZ —Db)=0. (4.6.7)

b) Die allgemeine Ldsung von hat die Form & + N(A). Die Losung x+ mit kleinster
Norm ist eindeutig, es gilt x+ € N(A)*.

Bemerkung: Das System (4.6.7) nennt man ” Normalengleichung”. Bei iiberbestimmten Systemen
mit N(A) = {0} kann die Lésung # = 21 daraus mit Standardverfahren berechnet werden. Auf

die gravierenden Nachteile dabei wird im nichsten Abschnitt eingegangen.

Beweis a) Aquivalenz mit (4.6.6): Wegen Az = PAzVz gilt

|Az b3 = [ Az —Pb— (I - P
— ||Az — Pb|2 — 2Re(b* (I - P*)P(Az — b)) (1 - P2
—_———

=0
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Da der letzte Summand nicht von x abhéngt, bekommt man das Minimum fiir ||Az — Pb||2 = 0. Dieses
Minimum wird angenommen, da das System (4.6.6)) wegen Pb € R(A) losbar ist. Dieses System ist auch

aquivalent mit (4.6.7), denn

4.6.6) <= Defekt r:= Az —b=(P—-1)b € R(A)*
4.6.7) <= Defekt r:= Az —b € N(A)

} dquivalent wegen (|4.6.5)).

b) Die Losungsmenge des Systems (|4.6.6)) ist der affine Unterraum & + N(A). In diesem existiert genau

ein Element kleinster Norm, 2+ € N(A)*, die Projektion des Nullpunkts auf diesen Unterraum. ]

Die Losung wird also eindeutig bei Einschrinkung der zu A gehorigen linearen Abbildung
auf N(A)*. Dies ist wohlbekannt, die eingeschriinkte Abbildung

ist sogar bijektiv und daher invertierbar. Daher ist die Zuordnung b — x™ eine lineare Abbildung
AT K" 5K, b ATb:=A"'Pb=2a",

die man Verallgemeinerte Inverse oder Pseudo-Inverse nennt.

Skizze:

Pb

Diese Pseudoinverse A™ existiert fiir jede Matrix A und stimmt bei reguldrem A mit A~ iiberein.
Der Begriff erlaubt bei theoretischen Uberlegungen eine kompakte Schreibweise fiir die Kleinste-
Quadrate-Losung T = A™b, fiir numerische Zwecke wird sie aber nicht berechnet, genausowenig
wie die iibliche Inverse A~!, vgl. die Schlubemerkung zu

Die QR-Zerlegung

Fiir Rang(A4) = n kann man das Ausgleichsproblems im Prinzip durch Auflésung der
Normalengleichung , A*Ax = A*b, 16sen. Dies fiihrt aber zu unnétig grofien Fehlern. Im
letzten Abschnitt wurde gerade gezeigt, dass die Konditionszahl der System-Matrix die Genau-
igkeit bestimmt. Die in der Normalengleichung auftretende Matrix ist aber B = A* A und ihre
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Konditionszahl ko im reguléren Fall m = n gerade
ka(B) = r2(A*A) = o(A*A)o(A™H(A") ™) = ra(A)%

Beim Ubergang zur Normalengleichung wird die Konditionszahl des Ausgangssystems Az = b
quadriert und fiir £(A) > 1 also extrem vergrofert. Als Alternative sucht man Umformungen mit
geringer Anderung der Kondition. Bei Betrachtung von ko dienen dazu unitéire Umformungen,
da diese isometrisch sind und insbesondere die Norm in sogar unverindert lassen.

Als Alternative zur LR-Zerlegung betrachtet man daher die Zerlegung der Matrix in eine

unitdre Matrix () und eine obere Dreieckmatrix R, die sogenannte QR-Zerlegung,

i1 Triz2 o Tin
A= QR7 Q S Kme) Q*Q - I7 R= T22 e Top c Kmxn. (468)

Mit dieser Zerlegung kann das Ausgleichsproblem direkt gelést werden (s.u.). Auch quadratische
Systeme Az = b konnen mit dieser Zerlegung geldst werden, es gilt © = R~1Q*b. Diese Methode
ist oft sogar numerisch stabiler als die iibliche LR-Zerlegung, A = LR , da ro(R) =
ra(QR) = ra(A) gilt. Dagegen kann rg(R) > ra(LR) = ka(A) sein. Die Berechnung der QR-
Zerlegung ist allerdings doppelt so teuer wie die der LR-Zerlegung.

Eine QR-Zerlegung 148t sich auch mit dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-
Schmidt (bei den Spalten von A) berechnen. Die dabei verwendeten Subtraktionen kénnen aber
zu groflen Rundungsfehlern fithren, wenn Spaltenvektoren von A beinahe linear abhingig sind
(Ausloschung). Giinstiger ist die Umformung auf Dreieckgestalt mit elementaren Spiegelungen

(Householder-Transformationen).

Satz 4.6.3 Mit einem Vektor uw € K™, |lul|la = 1, ist die Matrix
H:=1-2uu". (4.6.9)
hermitesch (H* = H ), unitir (H*H = I) und involutorisch (H* =1T).

Beweis H* = [ — 2uu* = H = H*H = H?, H?> = I — 4uu* + 4(u*u)uu* = I. [ |

Geometrische Bedeutung:

y=Hzr=2x—2(u*z)u z

Spiegelung an u=.

Diese Spiegelungen ersetzen die Zeilenoperation mit Matrizen Lj, (4.3.5)), im Gauf-Algorithmus.
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Im ersten Schritt ist also der Spiegelvektor u so zu bestimmen, dass ein vorgegebener Vektor z

(die erste Spalte von A) auf die e)-Achse gespiegelt wird:

Hx =z —2(u"z)u = BeV)  (=y). (4.6.10)

Die Eigenschaften von H fithren dabei auf folgende Nebenbedingungen:

H unitér = B8] = |lz||2
: 18] L\ | e (= B=olals,
H hermitesch = R 3> a*Hzx = pBx*e' = 2

wobei z1 = o|z1|, |o| = 1 das Vorzeichen ist. Mit (4.6.10) und ||u||2 = 1 folgt die Darstellung

z — e
o= Bel]

Um bei der Differenzbildung 1 — 8 in der ersten Komponente von u eine Ausléschung zu

vermeiden, wihlt man das Vorzeichen von 8 so, dass eine Addition der Betrige stattfindet:
21— 8 = olar| F ollalla = o (21| + [|]]2),
also 8 = —o||z||2. Damit wird
lz = BeM 5 = (|z1] + lzll2)® + [wa* + ... + [@m]* = 2]l (|21] + [[])-

Der Satz fasst diese Konstruktion zusammen.

Satz 4.6.4 Der Vektor 0 # x € K™ mit 1 = o|x1|, |o| = 1, wird durch die Matriz

vU*

H:I— 9
/2 (2] + [[]]2)

v =+ ol|z|2e™,
auf —o||z||2e™) abgebildet.

Die Elimination in den folgenden Spalten kann analog fortgefiihrt werden, da Produkte von Spie-
gelungen unitér sind. Dabei darf aber die erste Spalte nicht wieder veréndert werden. Ausgehend
von A = AW betrachtet man analog zu (4.3.3)) die Struktur

11 T1,k—1 T1k T1in
(k)
(k) _ Th—1k—1 | Tk—1k Te—1n | (R *
0 : :
Bl

mit R*®) e Kk=Dx(k=1) = Bk) ¢ g(m—k+1)x(n—k+1) Mit der Wahl

H®)

(L] oo
"o Tg®

)~

u(k)T:(O,...,O,*,...,*).

—— ——
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fiir die nichste Transformation bleiben beim Produkt H®) A®) —. AK*+1) die ersten k — 1 Zeilen
unverandert. Daher wird Satz auf den Teilvektor

(k) *
Ok o
gk =0, (4.6.12)
(k)
Ak 0

angewendet. In ¢ := min{m — 1,n} Schritten bekommt man so die Zerlegung

AED = gD . p=gO ... FOFW A — A=HVH® ... gFOR=. QR.
Q

in eine unitdre Matrix @ und die Dreieckmatrix R.

Algorithmus 4.6.5 QR-Zerlegung einer Matrix A € K™*" in das Produkt einer unitéiren

Matrix @ € K™*™ und einer oberen Dreieckmatrix R € K™*™ in £ = min{m — 1,n} Schritten:

fir k:=1,...,0: {
k k
&= 0 ol 2, ek > 0 dy 1= ¢} + |af})|ex;

T
k) = (O, ...,0,0rcE + al(jc), al(ﬁl,k:v . ,affb,)f) , WO Uk\a;(jh = a,(clz);
Anwendung der Transformation H®) := [ — dikv(k)v(k)* in der Form (4.6.13)
A1) AR _ (k) ( EINOMNG! >;
dg
————
2(k)*

}

Die Zerlegung A = QR liegt dann vor in der Form

Q=HY...FO R=AD (4.6.14)
11 oo T1n
T11 . T1m e T1n :
wobei R = : : , R= :
0 Tnn
0 Toim - Tmn 0
wenn m<mn, f=m—1, m>n, {=n.

Praktische Durchfiihrung, Rechenaufwand

Bei den Umformungen werden keine teuren Produkte von Matrizen berechnet, der Ubergang
A+ — k) A(R) wird effizienter entsprechend der Klammerung im letzten Schritt von
durchgefiihrt. Auch @ wird nicht explizit berechnet. Bei der Auflésung mehrerer Gleichungssy-
steme mit der Matrix A kann das Produkt Q*y mit gleichem Aufwand in der Form H® ... HMy
ausgewertet werden. Dazu it man die Komponenten der Vektoren v(¥) im freien Platz unter
und einschlieflich der Hauptdiagonale von R stehen. Nur die Elemente 7 werden zur Vereinfa-

chung in einem Zusatzfeld gespeichert. So erfordert die Durchfithrung folgenden Rechenaufwand:
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Der Aufwand fiir ¢, dj, ist geringfiigig und wird vernachlassigt. In (4.6.13)) werden berechnet:

* 1 * e
(K)* . = (k (k) _
z(F) .—dv()A ) =(0...0%...%) o [ B®

k ~— | ~~ }m—k—i-l
F=lom=k b\ 0 | ekt

=(0...00x...%).
NS~ N——
k—1 n—k

Da das Ergebnis in der k-ten Spalte ('e’) nach Konstruktion bekannt ist, sind fiir die
Produktbildung 2(m — k -+ 1)(n — k) Operationen erforderlich. Der Vektor v(*) besitzt hochstens
m —k+ 1 und z®*) nicht mehr als n — k nichttriviale Elemente. Daher benétigt die Bildung von
AFD) — AK) _ (k) ()" ebenfalls 2(m — k + 1)(n — k) Operationen (Spalte k ist bekannt). Im
Fall n < m erhélt man so den Gesamtaufwand

2

4
—n3 4+ 2(m —n)n

4Zm k+1)(n—k —42 —n+i+1)i:3

k=1

+ ...

Ein analoges Ergebnis gilt fiir n > m und fiihrt auf die Aussage

Rechenaufwand fiir die QR-Zerlegung einer m x n-Matrix:

4
3 min{m?3,n3} 4+ 2/m — n|min{m? n?} + ... Operationen.
Bemerkung: Im reguléren Fall mit m = n ist die QR-Zerlegung also ungefahr doppelt so teuer
wie eine LR-Zerlegung (mit oder ohne Pivotisierung). Dafiir wird die Konditionszahl ko von A
bei der QR-Zerlegung nicht vergrofiert: ka(R) = k2(A).

Mit der QR-Zerlegung 148t sich das Kleinste-Quadrate-Problem (4.6.2) bei Matrizen von
vollem Rang, Rang(A) = min{m,n}, direkt 16sen. Denn fiir m > n, Rang(A) = n, gilt

R
A=QR, mitR= ( 00> , Ry € K™*™ regulér. (4.6.15)
Die Norm der transformierten rechte Seite Q*b = z = (%) , 2 = (21,...,zn)T wird jetzt
Z
aufgespalten:
[Az — b3 = |Q(Rx — Qb)||3 = ||Ra — 2|3 = || Rox — 2[|5 + [1Z]]5. (4.6.16)

Da die zweite Norm unabhéngig von x ist, wird das Minimum in (4.6.16)) im Minimum der ersten

Norm angenommen, die Minimalstelle £ = 2T ist Losung des reguliren Dreiecksystems
Rox™ = 3.
Die Pseudoinverse zur linearen Abbildung b +— & = ™ hat daher die Darstellung

1 0---
AT = Ry'EpnQ*,  Epm = : = (I, 0) € R™™, (4.6.17)
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Die Matrix E,,, wahlt dabei die ersten n Komponenten eines m-Vektors aus. Die Darstellung

(4.6.17) ist dquivalent zu AT = (A*A)~!1A*, numerisch aber besser konditioniert (vgl. die Dis-
kussion am Anfang des Abschnitts)! Der Projektor P : K™ — R(A) ist iibrigens

I, 0
P=AAT =QE} RoRy'EnmQ* = Q ( 0 0) Q. (4.6.18)
Insbesondere bilden die ersten n Spalten QET =~ von @ eine Orthonormalbasis von R(A) =
N(A*)*, und die letzten m — n Spalten eine von R(A)* = N(A*).

Aus dieser Beobachtung folgt auch sofort, dass die Losung z7 € N(A)t = R(A*) ei-
nes unterbestimmten Gleichungssystems, m < n, Rang(A) = m, mit der QR-Zerlegung von
A* = QR berechnet werden kann. Hier gilt AT = QET (R§)~™1 : K™ — K" Der allgemeine
Fall Rang(A) < min{m,n} l&8t sich aus den beiden Basisféllen zusammensetzen. Eine weite-
res Losungsverfahren mit Hilfe einer aufwendigeren Singuldrwert-Zerlegung, die allerdings auch

zuséitzliche Optionen bietet, wird in der Numerik ITA bei den Eigenwertproblemen behandelt.

Beispiel 4.6.6 Bildrekonstruktion mit erhohter Auflosung
Bei Vergroflerung eines einzelnen Digital-Bildes konnen
natiirlich keine zusétzlichen Details erkennbar gemacht wer-
den. Anders sieht es aus, wenn von einem Objekt (Schrift-
zug) mehrere Bilder niedriger Auflésung vorhanden sind, et-
wa aus einer Videoaufnahme.

Zur Vereinfachung wird folgende, kiinstliche Situation be-
trachtet. Von einem Rasterbild (grau) werden Aufnahmen
mit einem Drittel der Auflosung gemacht, wobei in jedem
groben Pixel (fett) eine Mittelwertbildung der Helligkei-
ten der feinen Pixel stattfindet. Bei einer langsamen Bewe-
gung der Kamera oder des Objekts liefert jedes feine Pixel
(gefiillt) bei verschiedenen Aufnahmen evtl. in unterschied-
lichen Positionen der Grobpixel einen Beitrag. Daraus 148t
sich ein Lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Hel-
ligkeitswerte x;; des feinen Bildes aufstellen.

Wegen der Problemgrofie (im Beispiel n = 229441 = 479 x
479 Feinpixel) wurde nicht die QR-Zerlegung, sondern ein
Iterationsverfahren eingesetzt. Das Bild zeigt eine der Klein-
kopien (159 x 159), nach Rekonstruktion sind die beiden
Schriftziige lesbar.
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

Viele praktische Probleme fithren auf nichtlineare Gleichungen. Dies ist, z.B., auch bei den Pro-
blemen aus der Fall, wenn man komplexere Wechselwirkungen betrachtet. Die unbekannten

Groflen x € R™ sind dann implizit definiert durch Bedingungen in einer der beiden Formen

flx)=0, f:R"— R, (5.0.1)
r=g(z), g¢g:R"—R" (5.0.2)

als Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems. Ausfiihrlich geschrieben bedeutet das

filzy,...;zn) =0 x1= gi(x1,...,2p)

folz1,...;zn) =0 Tn = gn(x1,...,2n)

Dabei wird im folgenden mindestens einmalige stetige Differenzierbarkeit der Funktionen f bzw.
g angenommen. Die Gleichungen (5.0.1)) und (5.0.2]) sind Standardformen solcher Probleme,

(5.0.1)) heiBt Nullstellen-, (5.0.2) Fixpunktproblem.
Fiir das Fixpunktproblem ((5.0.2]) kennt man im Banachschen Fixpunktsatz (Satz [4.5.1) ein

hinreichendes Existenzkriterium und ein Losungsverfahren (die Iteration). Das Nullstellenpro-
blem (5.0.1]) wird meist durch Umformungen auf eine Gestalt ((5.0.2]) gebracht, fiir die der Fix-

punktsatz anwendbar ist. Zunichst wird der einfachste Spezialfall n = 1 betrachtet.

5.1 Nullstellen einer skalaren Funktion

Fiir reelle Funktionen g kénnen die Aussagen des Fixpunktsatzes durch Monotoniebetrachtungen

verfeinert werden. Es sei g € C'[a, b].

e Die Existenz eines Fixpunkts (oder einer Nullstelle) &8t sich schon aus dem Zwischen-
wertsatz folgern:
a<g(a), glb) <b = 3Tz=g(z)€[a,b]

e Zur Uberpriifung der Kontraktion im Banachschen Fixpunktsatz kann der Mittelwertsatz

herangezogen werden, zur Lipschitzbedingung gilt
l9(x) = g(y)| = 19'(E)llz — yl.

Die Forderung |¢'| % 1 kann man zur Vereinfachung nur im Fixpunkt z selbst stellen. Denn
wenn |¢'(z)| < 1 gilt, folgt aus der Stetigkeit von ¢’ die Existenz einer ganzen Umgebung
von z, in der |¢'(£)] < ¢ < 1 ist. Dort ist dann die Konvergenz gesichert. Zusétzlich
wirkt sich das Vorzeichen von ¢'(z) auf die Konvergenz so aus, dass bei wachsendem
g die Konvergenz monoton ist, bei fallendem ¢ alternierend. Die Umgebung von z, in

der tatséchlich Konvergenz gegen z eintritt, der sogenannte Finzugsbereich von z, kann
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wesentlich groBer sein als der Bereich {£ : |¢/(§)| < 1} aus dem Fixpunktsatz. Im folgenden
linken Beispiel hat die Funktion g den weiteren Fixpunkt 0 mit ¢’(0) > 1 (“abstoBender
Fixpunkt”). Offensichtlich gilt aber Konvergenz gegen z fiir alle Startwerte xo € (0, z].

‘0 < ¢'(z) < 1: monotone Konvergenz‘ ‘—1 < ¢'(#) < 0: alternierende Konvergenz‘
A A
\
\
\\
~ g
~] g
0 T Ty 2 zo T3 2 )

e Im Fall ¢/(z) = 0 tritt ein weiterer Effekt auf:

Beispiel 5.1.1 f(z) =2’ —a=0(a>0) < z=9% < 2z=zx+

Es sei g(z) :== (2 + %) = der Fixpunkt ist z = y/a = g(z). Die
Iteration x11 := g(zx) heilit Heron- Verfahren. Die nebenstehende
Tabelle zeigt die Iterierten fiir a = 2. Offensichtlich verdoppelt sich
die Anzahl der richtigen Ziffern bei jedem Schritt. Dieser Effekt

ist mit dem Banachschen Fixpunktsatz alleine nicht erkléarbar.

N N =l E TSN
—
o

1.414213562
Eine Analyse ergibt im speziellen Beispiel die Identitét

2
T+ a 1 5 1 9
— = — — 2 = — —
o2 a o (x), — 2zpv/a+ a) 52 (xp — 2)%,

T4l — 2 =

bzw. allgemein mit der Eigenschaft ¢/(z) = 2(1 — a/2?) = 0 und dem Satz von Taylor

v — 2 = 9(w) — 9(2) = g'(2) (0k — 2) + 3" (E) (s — 2% (5.1.1)
—~—
=0

Aus beiden Formeln folgt, dass der Fehler bei jedem Iterationsschritt ungefahr quadriert

wird mit der Konsequenz
1
ok =2 107" = ok — 2 < gl 107
Dies entspricht ungefahr einer Verdopplung der Zahl der giiltigen Ziffern pro Schritt.

Zur Beschreibung solcher Effekte fithrt man die Konvergenzordnung von Iterationsfolgen bzw.

Iterationsverfahren ein.
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Definition 5.1.2 Eine Folge (xy)r>0 mit limy_,oo x = 2, heifft konvergent von der Ordnung
p>1, wenn kg € N, g € Ry (wobei ¢ < 1 bei Ordnung p =1 sei) existieren mit

|zKpt1 — 2| < qlzk — 2P VEk > ko. (5.1.2)

Mit der Ordnung eines Verfahrens meint man das maximal mogliche p. In den Féllen p = 1,2, 3
spricht man speziell von linearer, quadratischer bzw. kubischer Konvergenz. Wichtig fiir die
Konstruktion von Iterationsverfahren ist, dass sich die Ordnung an der Taylor-Entwicklung der
Iterationsfunktion g im Fixpunkt z ablesen a8t (wie in (5.1.1)).

Satz 5.1.3 Es sei z = g(z) € U ein Fixpunkt von g € CP(U), p > 1, U offen. Es gelte

g(z)=...=g" z)=0, ¢gP(z)#0.

Dann konvergiert die Iterationsfolge (xr), vx+1 := g(xk), k = 0,1, ..., fir Startwerte xo gentigend

nahe an z mit der Ordnung p gegen den Punkt z.

Beweis Wenn 0 < |z¢ — 2| < & mit geniigend kleinem ¢ gilt, ist

(P=1) (4 (p)
P =2 = glan) = 9(2) = ¢ (Dow =) oot o = o

wobei rechts alle Summanden auler dem letzten verschwinden (g (€) # 0 wegen der Stetigkeit). Daher
gilt (5.1.2). Die Konvergenz folgt unter der prizisierten Voraussetzung qeP~! < 1 aus

|Zes1 — 2| < glag — 2P < (qeP D]z — 2. m

Bei der Konstruktion von Iterationsverfahren zur Nullstellenbestimmung benutzt man ein gene-
relles Prinzip: Die Funktion f wird durch ein einfaches Modell approximiert (z.B. ein Polynom),

dessen Nullstelle einfach berechnet werden kann. Dazu gibt es verschiedene Ansétze.
Newton-Verfahren

Approximation der Funktion f bei der Nullstelle z durch Abschnit-
te des Taylorpolynoms:

F2) = 0L f@) + £/ — o)+ @) — )+

— Newton-Verfahren

— Newton-Raphson-Verfahren

Das lineare Modell fithrt auf das Newtonverfahren

s = glan), gn(a) = a = 1 (5.0
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das quadratische Modell auf das Newton-Raphson-Verfahren

B 2(x) |
F'(@) + signf'(2) /P (@)? — 27 (@) " (@)

Nur das Newtonverfahren wird im folgenden genauer analysiert. Offensichtlich gilt

= z—z—f(z) zZ) =
e=on(e)=z-55 = (=0

Try1 = gr(Tk), gr(T) == (5.1.4)

Daher ist jeder Fixpunkt von gy auch Nullstelle von f. Zur Anwendung von Satz sind fiir
f(z) # 0 die Ableitungen von gy zu berechnen:

9?\/( )=1- f/(l‘)2];(f()€)f”($) f(z) ff,”((J;)Q -0 inz=z,

1(oN2 gl v * (5.1.5)
() = LE O L @) A
N f(z)? — f(2) ’

Hieraus folgt, dass (fiir f'(z) # 0) das Newtonverfahren quadratisch konvergiert und in einem
Wendepunkt von f (mit f”(z) = 0) sogar kubisch. Das Newton-Raphson-Verfahren (5.1.4))

konvergiert i.a. kubisch.

Bemerkung: 1) Verfahren hoherer Ordnung konvergieren i.a. nur lokal, d.h., fiir geniigend kleine
Startfehler |zo — z|. Eine konkrete Aussage iiber den zuléssigen Startfehler folgt im n#chsten
Abschnitt fiir den R™. Der Einzugsbereich des Newtonverfahrens kann in ungiinstigen Féllen sehr

klein sein. Dann ist es sehr schwer, einen geeigneten Startwert zg zu finden.

2) Auch bei mehrfachen Nullstellen, d.h., fiir f/(z) = 0, ist das Newtonverfahren noch einsetzbar.
Bei f(z) = (z — 2)"r(x), r(z) # 0, gilt in der Nidhe von z nidmlich
(z — 2)"™r(z) (z — 2)r(z)

gn(z) == - m(z — 2 (@) + (@ — 2 (@) @)+ @ — (@)

1 N 1
Tpr1 — 2z = gn(z) — 2 = (x, — z)(l ey z)r’(xk)/r(:ck)> ~(1- E)(xk —2).

Daher konvergiert das Newtonverfahren noch linear mit dem Kontraktionsfaktor 1 — % < 1.

Mehrstufige Verfahren

Die oben behandelten Verfahren verbessern jeweils eine aktuelle Naherung zp. Im Reellen ist
es aber auch sinnvoll, weitere Gréflen mitzufithren, etwa um EinschlieBungen der Nullstelle z
zu verwalten. Das folgende Bisektionsverfahren nutzt nur den Vorzeichenwechsel, um ausgehend

von einer StarteinschlieBung xg < yo mit f(xo)f(yo) < 0 das Intervall jeweils zu halbieren,

(5.1.6)

Tkt Yk ) e ye] fur f(mg) f(ur) <0,
mg ‘= [Tt Ykl

2 [z, mi] fir  f(zg) f(my) <O0.

Dieses einfache Verfahren konvergiert immerhin linear mit dem Faktor ¢ = 1/2 ohne Differen-
zierbarkeitsvoraussetzung an f, nur f € C? ist vorauszusetzen. Es kann dazu dienen, verliBliche

Startwerte fiir das Newtonverfahren bereitzustellen.
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Das Verfahren 148t sich verbessern, wenn der ” Testpunkt” my mit einem Modell der
Funktion f bestimmt wird. Zur Approximation von f €
C' ist auBer dem Taylorpolynom auch eine interpolieren-
de Gerade einsetzbar. Durch zwei Funktions-Wertepaaren

(0, fo), (z1, f1) legt man die Sekante und bestimmt daraus

eine verbesserte Néherung:

0= s(x) = flr1] + (z — x1) fz1, 0]
mit flz1,x0] = (f1 — fo)/(x1 — xg). Dies fiithrt auf den neuen Wert

1 —20 _ xofi —x1fo
Ji—Jfo fi—fo
Die erste Form zeigt die Ahnlichkeit mit dem Newtonverfahren, da (1 —20)/(f1— fo) = 1/ f'(x1)

gilt. Es kommt aber ohne die Berechnung (und Implementierung) der Ableitung f aus!

T9 =21 — f1

(5.1.7)

Verwendet man die Formel mit den Werten xj,y; zur Bestimmung eines besseren
Testpunkts my im Verfahren , ergibt sich oft keine Beschleunigung, da einer der Rand-
punkte xp, yx selten verdndert wird (Regula falsi). Beim Sekantenverfahren verwendet man die
Formel als Vorschrift 1 := G(zp, xx—1), k > 1, eines 2-stufigen Iterationsverfahrens.
Dieses weist eine Konvergenzordnung ps = (1 ++/5)/2 = 1.618 > 1 auf. Da es nur eine f-
Auswertung pro Schritt verwendet, ist es im R! sogar effizienter als das Newtonverfahren (2

Auswertungen f, f'). Eine Verallgemeinerung auf Systeme ist aber schwierig.

5.2 Newtonverfahren im R"

Bei der Losung nichtlinearer Gleichungssysteme (5.0.1]) mit n > 1 gibt es kaum eine Alternative

zum Newtonverfahren. Nach Definition der Ableitung in einer Stelle z € R",

o Shz) ... S8z Vi f
f@) = 52(@) = ) : ) : = : awmf=| 1|, (5.2.1)
oz ... () 4 o

gilt mit der Matrix A := f'(Z) die Aussage
flz)=f(Z)+Alx —2)+o(|lxr — Z||), x — Z. (5.2.2)

Falls der Abstand ||z — Z|| zu einer Nullstelle z klein genug und A regulér ist, kann zur Appro-

ximation von z das lineare Modell benutzt werden:

I

F)=0=f@)+ Az =) +... = 25— A1f(z).

Dies fithrt auf das folgende Newtonverfahren im R", mit der Iteration

@) (z*D — By = —f(2®)), k=0,1,..., (5.2.3)
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die mit einem Startvektor z(?) € R™ durchgefiihrt wird. Pro Schritt (5.2.3) ist dabei ein lineares

Gleichungssystem zu l6sen, mit dessen Losung man die aktuelle Ndherung korrigiert,

Aps® = —f(z) mit Matrix A = f/(z®),

g*D) = p(k) o (k) (5.2.4)

Die Inverse A,:l wird dazu aber nicht berechnet (vgl. &) Der Einzugsbereich der Iteration
(5.2.3) sieht meist sehr kompliziert aus. Man kann aber eine Kugel um z konstruieren, in der

Konvergenz z(¥) — z eintritt fiir jeden Startwert. Zuvor sei an den Mittelwertsatz im R™ erinnert:

Satz 5.2.1 Es sei D C R" offen, f € C?(D) und Dy C D konvex und abgeschlossen. Dann
gelten fir x,y € Dy die Aussagen

fz) = fly) = /01 f’(y+t(:v—y)) dt - (z —y), (5.2.5)
If(@) = fIl < Lillz—yl, Li:=max{||f(z)]: 2 € Do}, (5.2.6)
(f’(w) - f’(y))v = /01 f"ly+tx—y))dt v,z —y] YveR", (5.2.7)
1f (@) = fWIl < Leollz—yll, Lo:=max{[|f"(z)|: z € Do} (5.2.8)

In (5.2.7)) ist f” eine bilineare Abbildung, f”(z) : R® x R" — R". Die Komponenten f;’ sind
n

symmetrische Matrizen und f”(z)[v,y] = (vai”(a:)y) -
i

Beweis Fiir die skalaren Funktionen ¢;(t) := fi(y + t(z — y)), t € [0,1], gilt nach der Kettenregel

d;i (t) = gradf; (y +t(x — y)) (z—y) =

1 1
pi(1) — gi(0) = /Oso;@)dt:/o gradfi(y + t(z — y)) dt - (z — ),

d.h., (5.2.5) nach (5.2.1). Die Schranke ([5.2.6) ergibt sich daraus sofort, denn

1
1) = 1 <1 [ 7+t =)l e =yl < a1 -+ ¢z = ) 2 = .
Der Beweis von ([5.2.7),(5.2.8]) geht analog. [ |

Das Newtonverfahren konvergiert lokal quadratisch:

Satz 5.2.2 Es sei D C R" offen, f € C*(D) und z € D mit f(z) = 0. Die Ableitung f'(z) in

der Losung sei requldr und es gelte

- 1
7@ < (5.2.9)
1
sup [|[f"(z)]| < L. (5.2.10)
zeD
Die Kugel K5 :={x € R": ||l — z|| <} sei in D enthalten,
2)\1

Ks CD ir 0 < —.
0= fir 3Lo
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Dann konvergiert das Newtonverfahren fiir jeden Startvektor (90 € Kj gegen z. Die

Konvergenz ist quadratisch,

1 Lo
=5+ — 2| < §WH~’U — 2| (5.2.11)

Beweis 0.B.d.A. wird der erste Schritt mit (%) =: 2 betrachtet. Es gilt nach (5.2.3) und (5.2.5)

le® — 2l = flz =z~ @) (@) - FG)]
= (1@ / f(z+t<x—z>)dt)<x—z>||

IN

e [ 1@ =Gt = Dl e -2 (5212

=:q2

Mit der Abkiirzung y = z+t(z — 2), d.h., z —y = (1 —t)(z — 2), 148t sich nach (5.2.8)) in K die Differenz
der Ableitungen abschitzen durch

1
1
G2 = / £ () = f(z+ t(x — 2))|dt < Lg/ (1 =t)dt ||z — =|| = iLgHsc—zH. (5.2.13)
0
Als nichstes wird die Regularitit der Ableitung f'(z) gezeigt. Mit der Regularitit von f'(z) folgt
()7 (@) =1+ f'(2)7(f'(z) — f'(2)). Nach Voraussetzung (5 ist der zweite Summand klein,

L 5
G (@) ~ P < P21 < fl <o

Nach dem Satz von Neumann, Satz existiert daher f/(x)~! und nach (4.2.11) ist

! < 1 .
1 —Lgé/)\l — M — Lod

Diese Schranke und ([5.2.13) fithren mit (5.2.12)) auf die letzte Behauptung (5.2.11]),

1
[2® =21 € quaelle = 21 < 573

= /@< 1)~

LQH.’E Z”2

Damit ist die quadratische Konvergenz gesichert, wenn noch [|z(V) — z|| < 1|z — 2|, q1q2 < ¢ < 1, gilt.
Dies gilt tatschlich fiir § < 2X1/(3L2):

1 Lyd 1 A
1 _ 2 _ M el =l — u
o) — 21 < 53 W= 2l < 3y ggle — 2l = e — 2l
=:q<1

Durchfiihrung des Newtonverfahrens

1. Im R"™ sind pro Schritt des Newtonverfahrens n? + n Komponenten von f und f’ zu
berechnen und eine LR~ oder QR-Zerlegung durchzufiihren (Aufwand O(n3) Oper.). Wenn
2(0) geniigend nahe bei z liegt, kann evtl. die alte Ableitungsmatrix (und ihre Zerlegung!)

iibernommen werden. Dies fithrt zum wvereinfachten Newtonverfahren

F ) @® D) — 20y = —r®)), k=o0,1,.... (5.2.14)
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Hier éindert sich beim Gleichungssystemen jetzt nur die rechte Seite — f(2*)) und der Auf-
wand reduziert sich auf n Funktionskomponenten und O(n?) Operationen pro Schritt nach
einmaliger Berechnung der LR-Zerlegung (vegl. . Die vereinfachte Iteration
konvergiert aber nur noch linear mit |1 — f/(z(®)~1f/(2)|| =: ¢ als asymptotischem Kon-
vergenzfaktor. Wenn ¢ geniigend klein ist und keine extreme Endgenauigkeit gefordert
wird, kann dies schneller zum Erfolg fithren, da das volle Newtonverfahren n-mal so teuer

ist pro Schritt.

2. Satz m garantiert nur lokale Konvergenz in einer (kleinen?) Kugel um die Nullstelle.
Die globale Konvergenz der Iteration kann verbessert werden, indem man den Fortschritt

anhand der Norm ||f(z)||2 iiberpriift. Dabei versucht man, die Funktion (“Zielfunktion”)

o(x) == || f(x)|3 zu minimieren.

Der Vektor s*) := — f/(z*)) =1 f(x(*)) des Newton-
schritts wird dazu nur als Suchrichtung verwendet,
und der néchste Punkt (1) so auf dem Strahl

20D = ) LN, s 0 < N\ <1,

bestimmt, dass (z*t1) < o(2(*) ist. Man fiihrt
somit eine Liniensuche durch. Da fiir die Rich-
tungsableitung von ¢ gilt

d
= o(z® (%) = _ (k)
)\go(x + Ast™) o 20(z\") <0,

existiert ein solcher Punkt fiir geniigend kleines A.

In der Praxis halbiert man dazu die Strecke z(*) ... z(F) 4 5(¥) solange, bis ¢ einen kleineren
Wert annimmt. Diese Wahl fiihrt auf A\ € {1, %, i, ...}. Da dann Ay <1 gilt, spricht man
vom geddmpften Newtonverfahren. Nahe bei der Nullstelle wihlt diese Methode automa-

tisch wieder A\ = 1, sodass die quadratische Konvergenz nicht zerstért wird.

Demo-Beispiel Im Quadrat [—1,1] x [~1,1] € R? besitzt die Polynom-Funktion

2 + 922 + 221 — 3
f(l‘):< ' 22 >

4% — 22 — 19 — 1
4 Nullstellen bei (—0.72,0.66), (0.62,0.39), (0.43,—0.46) und (—0.44, —0.64). Bei der ungedimpf-
ten Newton-Iteration mit dem Startwert (0,0.4) fithrt der erste Schritt weit auerhalb des Qua-

drats mit einer starken Vergroflerung des Wertes ¢. Bei einer schwierigeren Funktion kénnte dies

fatal fiir die Konvergenz sein. Hier haben die Iterierten (12-stellige Rechnung) folgende Werte
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Schritt:

zf" 2 | p=®)
0.000000000  0.400000000 | 2.2E400
3.900000000 -0.466666667 | 6.4E4+01
1.974863569 -0.097182979 | 1.5E-+01
1.024133838 -0.509788636 | 4.2E+00
0.603428523 -0.429913469 | 7.4E-01
0.457214218 -0.460213498 | 9.0E-02
0.433986060 -0.464807423 | 2.3E-03
0.433367993 -0.464932100 | 1.6E-06
0.433367555 -0.464932188 | 0.0E+00

0 J O Ot s W NN RO

Ab Schritt 4 konvergiert die Iteration offensichtlich quadratisch gegen eine Lésung in der unteren
Halbebene. Bei einer Liniensuche im ersten Schritt wird dagegen die nidhergelegene Nullstelle
bei (0.62,0.39) gefunden.
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