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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Die Numerik befafit sich mit der ”Lésung” analytisch-mathematischer Modelle auf Compu-
tern (Wettervorhersage, Fahrzeugentwicklung, Finanz-Modelle). Reale Probleme lassen sich nur
ausnahmsweise exakt durch (endliche!) numerische Modelle darstellen. Die meisten Probleme
konnen dagegen nur durch endliche Modelle approximiert werden, wobei die Qualitidt der Aus-
sagen in der Regel mit der Zahl der Freiheitsgrade (Parameter) des Modells wéchst. Realistische
Computer-Modelle arbeiten daher meist mit grolen Datenmengen. Ein Modellierungs-Prozef3
besteht aus mehreren Stufen, in denen jeweils bestimmte Fehler in Kauf genommen werden. Die
Numerik entwickelt Verfahren zur Realisierung bzw. Lésung mathematischer Modelle mit der
Aufgabe, (nur) in dieser letzten Modellierungs-Stufe auf dem Computer beherrschbare Fehler zu

garantieren.

Modellierungs-Schema: Fehlerquellen Zustandigkeit

Reales Ausgangsproblem

(Natur-, Wirtsch.-)
| Modell-Fehler '
Wissenschaften

Mathematisches Modell

l <—< Analytische Fehler ) Analysis

Vereinfachte Modelle

l «—CApproximations—Fe.) Numerik

Numerische Verfahren

l <—< Rundungs-Fehler ) Numerik

Computer-Rechnung

Fehlerquellen, Fehlerbehandlung

Die Genauigkeit von mathematischen Modellen realer Probleme mufl von den zustéindigen Wis-
senschaften durch empirische Verfahren iiberpriift werden. Um "ideale” Modelle mathematisch
zuginglich zu machen, sind oft noch weitere analytische Vereinfachungen mit Fehleruntersuchun-
gen erforderlich. Zur numerischen Losung solcher Modelle sind in doppelter Hinsicht Approxi-
mationen durchzufithren, zunéchst durch numerische Verfahren, die i.d.R. nicht exakt sind, dann
bei der Rechnung auf Computern, da dort reelle Zahlen nicht exakt darstellbar sind. Die hier
auftretenden Fehler lassen sich zwar immer theoretisch abschétzen, die praktische Umsetzung
von Abschéitzungen ist aber meist nur schwer moglich. Die Beherrschung von Fehlern hat also

eine entscheidende Bedeutung in der Numerik, man nutzt dazu verschiedene Zugénge:

e Theoretische Analyse der Fehlerquellen und ihrer Auswirkungen, damit Konstruktion und
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Verwendung von Fehlerschdtzungen in den Verfahren, die dann auch mit Fehlersteuerung

kombiniert werden koénnen. Ein Versagen der Verfahren ist aber (hoffentlich nur in Aus-

nahmefillen) moglich!

e In Teilbereichen (nicht-/ lineare Algebra) sind exakte Fehlereinschlieffungen auf Compu-
tern durchfithrbar durch sichere Arithmetiken (Sprache PASCAL-SC): dies liefert exakte

Aussagen, ist aber sehr aufwindig und hat nur einen begrenzten Einsatzbereich.

Informationsquellen

Fiir die Losung praktischer Probleme durch numerische Verfahren sollte man aufler den iiblichen

Literatur-Quellen auch vorhandene Software heranziehen. Ein Uberblick:

Form

Art

Namen/Quellen

Literatur klas-

Lehrbiicher und Zeitschriften

Bibliotheken der Univ.,

stsch: elektronische Zeitschr.
Literatur- Literatur-Datenbanken mit Kurzreferaten zu ma- | Zentralblatt fir Mathe-
Besprechungen: | thematischen Veroffentlichungen im ”Zentralblatt | matik im WWW iiber

fiir Mathematik” und ”Mathematical Reviews”.

Uni-Netz

Software kom-

merziell:

Software-Bibliotheken (Unterprogramme), fertige
Algorithmen fiir numerische Standardprobleme,
Programmier-Oberflichen mit eingebauten nume-

rischen Algorithmen

NAG auf Grofirechner

MATLAB/Octave

Freie Software

im Internet:

Bibliotheken/Spezial-Software fiir viele Standard-
Probleme (BLAS, LINPACK, LAPACK)

elib (elib.zib-berlin.de),
Netlib (www.netlib.org)

WWW-Lexika | Mitmach-Lexika brauchbar fiir Schnell-Informa- | Wikipedia @
tion, Qualitéit aber unsicher!!
Suchmaschinen | Durchsucht nur Web-Oberfléiche, (zu) viele Treffer, | Google, etc.

Qualitat unklar

Bei konkreten Anwendungsproblemen sind auch fiir solche Standard-Programme fundierte Numerik-

Kenntnisse erforderlich, um Auswahl und Einsatz sinnvoll durchfiihren zu konnen.
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2 Interpolation von Funktionen

2.1 Interpolations-Polynome

Bei der Beobachtung von sich stetig éndernden Groflen (Bewegung, Finanzdaten) kénnen immer
nur endlich viele diskrete Werte gemessen werden. Zur Berechnung von Zwischenwerten verwen-
det man einfache Ersatzfunktionen, die die vorhandenen Daten beriicksichtigen. Polynome bieten
sich fiir numerische Rechnungen als Ersatzfunktionen an, da sie nur die Operationen Addition
und Multiplikation verwenden. Die Einbeziehung der Messdaten geschieht am einfachsten durch
Interpolation, wobei die Ersatzfunktion in bestimmten Parameterwerten (”Stiitzstellen”) die Da-
tenwerte annimmt. Spiter werden auch Splinefunktionen behandelt, welche sich stiickweise aus

Polynomen zusammensetzen.

Yy
A
Y1
Yo Yn
/ynfl
Y2
, , —— T
a rog I1 T2 - Tn—1 Tn p
Die Aufgabenstellung wird jetzt prézisiert.
Definition 2.1.1 Gegeben sei ein Gitter {xo, ..., x,} paarweise verschiedener Stiitzstellen,
a<xg,...,xn <b, x;F#x; firi#j, (2.1.1)
und ein Datenvektor y := (yo,...,yn)" . Ein Polynom p mit
p(x;) =y, 1=0,1,...,n. (2.1.2)

heif$t (Lagrange-) Interpolationspolynom.

Die Interpolations-Bedingungen ([2.1.2)) fithren im Prinzip auf ein lineares Gleichungssystem fiir

die Koeffizienten a; eines Polynoms vom Grad n in der Potenz-Darstellung

n

pn(z) = Zaj:cj, I, :={pn: a; €R,j=0,...,n}. (2.1.3)
j=0

Das Lagrange-Interpolationspolynom kann aber direkt konstruiert werden:

Satz 2.1.2 Zu einem Gitter und beliebigen Werten y;, i =0,...,n, existiert genau ein
Interpolationspolynom vom Grad n, das die Forderungen erfillt. Es hat die Form

n n
r — T
Pi=Dpy = E yiLli, Li(z) := H - (2.1.4)
i=0

j=0 Ti— Ty
J#i

Die Abbildung R" — I1,,, y — p, ist linear.
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Die Polynome L; bilden nach Konstruktion eine Kardinal-Basis,

1 fir i=k,
0 fir i#k

)

L; € 11, Ll(xk) =0 = {

in den Stiitzstellen x; verschwindet daher genau ein Summand von p, nicht.

Beweis zu Satz Wegen der Kardinalitét der L; gilt fir p aus (2.1.4)
Z)e mnH Zyl l _yk’ k:O""7n'

Zur Eindeutigkeit: wenn zwei Polynome p, p € II,, beide (2.1.2) erfiillen, so folgt

Das Differenzpolynom vom Grad n hat also n+ 1 Nullstellen und nach dem Fundamentalsatz der Algebra

sind p und p identisch. [ |

Den Rechenaufwand bei der Interpolation gibt man abhéngig vom Polynomgrad n an. Wenn
die Differenzen x —x; getrennt berechnet werden, sind zur Auswertung von (2.1.4) jeweils n?+2n
Additionen, n(n + 1) Multiplikationen und n(n + 1) Divisionen nétig. Daher ist der

Rechenaufwand fiir eine Auswertung von ([2.1.4): 3n? + O(n) Operationen.

Dabei gibt man iiblicherwiese nur den am schnellsten wachsenden Term 3n? an. Fiir theoretische
Uberlegungen ist die explizite Darstellung (2 mit dem Kardinalsystem L; sehr bequem und
ein Ansatz fir andere Verfahren etwa bei der numerischen Integration (Quadratur). Fiir die
praktische Beurteilung mufl man den genauen Einsatzbereich prizisieren. Ist nur ein einziger
Datensatz mit y; € R, ¢ = 0,...,n, zu interpolieren, ist die Darstellung zu teuer und
wird kaum verwendet. Bei vektorwertigen Daten y; € R%, i = 0,...,n, (z.B. Bahndaten einer
Differentialgleichung) sieht das anders aus, p(z) = Y, Li(7)y; beschreibt eine Kurve im R,
die teurere Berechnung der L;(z) amortisiert sich iiber die Dimension d insbesondere fiir d > n.

Beispiel 2.1.3 Es wird die Interpolation zum Gitter zog = 0, 1 = %, ro = 1 betrachtet. Die

zugehorigen Lagrangepolynome (|2 sind daher

z—2/3)(x—1
Lole) = (( - 2?3320 - 1)) =(Gr-DE-1) =52 -Je+1, | = Lo
%
_ =0 =1) 9 9y a2 -
Ll(x) = (2/3 O)(2/3 — 1) = 21'(1 l') = 2(1' x )a - ~_
-2 / 3) 9 02 04 05 08 1
Lo(x) = @7 =x(3x —2 = 3x° — 2. -0 *
(x) et (3z - 2) )
1 —
Fiir abstrakte Datenwerte o,y1,y2 oder vorgegebene y' = Yogsd
(1, :1,), ;) bekommt man das Interpolationspolynom (2.1.4) expli- S I IR T
-0,5- x
zit in der Form 154
3 9 s 1 L2
p(z) = (595 — Dz —1)yo + 537(1 —z)y1 + 23z — 2)y2 °
3 3 1 3 , RO aE N
= (551:—1)(x—1)+§x(1—x)+§x(3:r—2):§x —2x+1. v
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Newton-Interpolation

Fiir einfache (skalare) Daten ist ein induktiver Ansatz fiir das Interpolationspolynom giinstiger
als die Lagrange-Darstellung. Der Ansatz erlaubt im praktischen Einsatz die einfache Hinzunah-

me zusitzlicher Stiitzstellen:
pn(x) = pn—1<$) + (;L' - xO) T (.%' - xn—l)an-

Nach Ansatz verschwindet der zweite Summand in den ersten n Punkten xg, ..., x,_1. Wenn also
pn—1 die Interpolationsaufgabe in den ersten n Punkten erfiillt, p,—1(z;) =v;, i =0,...,n—1,
tut dies auch p,. Den Wert a,, kann man dann aus der zusétzlichen Interpolationsbedingung
Pn(xn) = yn berechnen, zweckméifiger ist aber ein weiter unten formulierter Algorithmus. Be-

ginnend mit po(z) = yo = ap bekommt p,, induktiv also die folgende Gestalt
pn(x) = ap+ (x—xzp)ar + ...+ (x —x0) -+ (x — xp_1)an (2.1.5)
= ao+ (x — o) < - (an_g + (x — xn—2) <an_1 + (x — xn_l)an>) . )

Dies ist die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms. Die Klammerung in (2.1.5) deutet

bereits das Berechnungsverfahren zur Auswertung p, (x) an:

Algorithmus 2.1.4 Horner-Schema zur Auswertung von p,(x) bei bekannten a;.

q = Qn;
firk=n—1,n—-2,...,0: { ¢:=ap + (x —x)q; }
pn(r) = q.

Rechenaufwand Hornerschema: 3n Operationen

Die Koeffizienten a; in (2.1.5) berechnet man iiber folgenden Algorithmus, dessen Begriindung

einige Zusatziiberlegungen erfordert.

Definition 2.1.5 (und Algorithmus) Die k-ten dividierten Differenzen oder k-ten Differen-

zenquotienten der Daten y bezgl. der Stiitzstellen x werden bestimmt durch den Algorithmus

firi=0,1,...,n: { ylz;] == vi; }
firk=1,...,n:{
firi=0,...,n—k:{ (2.1.6)

y[miw"axi-i-k] = y[ i+1, ) ’L$Z]:]_k iygtilv s itk 1];}

Das Verfahren (12.1.6) erzeugt folgendes Dreieckschema spaltenweise (k = 1,2,...,n).
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x; | yi = yla] k=1 k=2 k=n

o Yo

1 Y1 y[wo, 71]

- (2.1.7)

9 Y2 ylz1, 22] ylzo, x1, 2]

T Yn y[xn—laxn] y[fzn—Zaxn—lvxn] T y[$0,~ - .,Jin]
Im Newtonpolynom (2.1.5) werden nur die unterstrichenen Differenzen y|x, ..., z;] bendtigt,
s.u., (2.1.11)). Daher geniigt zur Durchfithrung ein lineares Feld [0,1,...,n], in dem der Reihe
nach zunéchst die Werte y,,, ...,y rickwirts durch die ersten dividierten Differenzen, dann die
ersten dividierten Differenzen y[x1, z2),. .., y[xn_1, 2] durch die zweiten iiberschrieben werden,

usw. Am Ende bleiben die in (2.1.11)) benétigten Werte iibrig. Es ist auch eine zeilenweise Be-
rechnung moglich, wenn man mit dem hdchsten Index beginnt. Dabei kann dann bei Hinzunahme
zusétzlicher Interpolationspunkte das Differenzenschema einfach ergéinzt werden.
Rechenaufwand fiir (2.1.6): 3(n+ (n— 1)+ -+ 1) = 3n? + O(n) Operationen.

Der Zusammenhang der Differenzenquotienten (2.1.6|) mit den im Newtonpolynom (2.1.5)) benotig-

ten Koeffizienten a; ergibt sich am einfachsten aus dem folgenden Neville-Algorithmus und dem
anschlieBenden Satz 2.1.71

Definition 2.1.6 (und Neville-Algorithmus) Fs seien p;, € Il Abschnittspolynome mit
pl-k(scj) = Yj, J=1...,i+ k. (2.1.8)

Man erhdlt die Werte dieser p;i und den des Polynoms pn zu an einer Stelle x durch

firi=0,1,...,n: { pio(x) :=vi;}
firk=1,...,n:{

firi=0,...,n—kH{ (2.1.9)

(fB — l‘i)pi+1,k—1($) + ($i+k - !E)pi,k—l(x) .
LTitk — Li i

pik(z) ==

Pn(z) = pon(z).

Der Neville-Algorithmus liefert (mit O(n?)-Aufwand) nur einen einzigen Polynomwert und ist

daher nur in Sonderfédllen von praktischem Interesse. Er stellt aber die Verbindung zu den
dividierten Differenzen aus (2.1.6) her.

Satz 2.1.7 a) Die in berechneten Polynome und die in definierten sind gleich.

b) Die dividierten Differenzen in stimmen mit den hochsten Koeffizienten der Teilpoly-
nome in iberein:

1 .
y[wi,...,xprk]:gpg’,:), 0<i<it+k<n. (2.1.10)
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Dieser Wert ist unabhdngig von der Reihenfolge der Wertepaare (i, ys), .-, (Titk, Yitk)-

¢) Das Lagrange-Interpolationspolynom ist in der Newtonform darstellbar als

pn(z) = ylxo] + (& — zo) ylxo, 1] + ... + (& — o) - - (¥ — Tp—1) Y[x0, - - - , Tn)- (2.1.11)

Beweis Durch Induktion iiber k, die Aussagen zu ([2.1.8)) bis (2.1.11]) sind offensichtlich richtig fiir k£ = 0.

a) Unter der Induktionsvoraussetzung, dass p; x—1(z) und p;41 x—1(x) ihre jeweiligen Interpolationsbe-
dingungen in ([2.1.8) erfiillen, gilt fiir das in ([2.1.9)) definierte p;;(z) die Aussage

pik(Ti) =vyj, J=1,...,i+k.

Fir j = ¢ und j = i + k treten ndmlich in (2.1.9) nur der zweite bzw. erste Summand im Zéhler auf,
fiir die Félle j = 4+ 1,...,7 + k — 1 kann man aufgrund der Induktionsvoraussetzung den Faktor y;

ausklammern, die Vorfaktoren summieren zu eins.

b) Nun wird angenommen, (2.1.10) sei richtig fiir ¥ — 1. Dann gilt nach (2.1.5) und (2.1.8)
pik(x) = pik—1(z) + (& — ) - (T — Tigh—1) - Qi (2.1.12)

Die k-te Ableitung dieser Identitit zeigt pz(f:) = k!a;, und die Behauptung (2.1.10) ist daher dquivalent

zu

ik = YlTiy .oy itk (2.1.13)

Um dies zu zeigen, betrachtet man die hochsten Koeffizienten a; im Neville-Algorithmus (2.1.9). Mit der
Induktionsvoraussetzung erhélt man tatséchlich die Differenzen-Rekursion (2.1.6) fiir die Werte (2.1.13):

i = Ait1,k—1 — G k—1 (I!») Y[Tit1, .o, Tik] — Y[Tiy o, Tigr—1] E19 YlTa, . - Tisk].
Litk — Li Titk — T4
¢) Ist der Spezialfall von (2.1.12)) und (2.1.13) fiir i =0 und £ =0,...,n. ]
Beispiel 2.1.8 Newton-Polynom durch vier Interpolationspunkte (Werte in der Tabelle):
0[-1
100 |4
1
20216 1 |—3
5 1
31 3 [12 6 3 5

Die eingerahmten Werte sind die Koeffizienten im Interpolationspolynom
1 1
p3(z) =2+2(x+1) - g(x + 1z + §($ + Dz(x —2).

Bei den besprochenen Verfahren werden keinerlei spezielle Eigenschaften der verwendeten
Daten y; beriicksichtigt. Wenn diese allerdings als Funktionswerte einer glatten Funktion f

interpretiert werden konnen, 1i3t sich die Abweichung von p, und f abschétzen.

Satz 2.1.9 Es sei f € C"[a,b] und y; = f(x;), j =0,...,n, mit einem Gitter .
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a) Es gilt
1
mit £ € (mm;‘j xj,maxji’ij), 0<i<i+k<n.

b) Fiir f(x) = cpa® + ... € II, ist

c, fir k=n,

f[a:o,...,a:n]:{

0 fir k<n.
¢) Fiir den Interpolationsfehler gilt mit dem Knotenpolynom wpi1(x) = (x — x0) ... (x — xy)
und einem & € (a,b) die Darstellung
f(@) = pn(r) = wngr(z) flz0,. s TNy 2] = Wn-i—l(x)m' (2.1.15)

Beweis Die Interpolationsfehler werden mit r;(z) := f(z) — pix(x) bezeichnet.

a) Nach (2.1.10) ist y[z;, -, Titx] = pgl,:)(x)/k" Nun verschwindet r;; in den Punkten x = x;,- -+, 21 .

Nach dem iterierten Satz von Rolle existiert & € (min?;? T, max;?;’f mj) mit

0=r(&) = 19 P (©)-
b) Dies ist ein Spezialfall von a).

¢) Der Interpolationsfehler wird an einer festen Stelle © = & dargestellt und das erweiterte Interpolations-
polynom pg ,,+1 mit der zusétzlichen Stiitzstelle z,41 := Z, yp+1 := f(Z), betrachtet. Nach Satz m gilt
hierfiir

Po.n+1(2) = pon (@) + (x — x0) -+ (& — @) fwo, -, T, Tn1 = T

Wegen po n+1(Z) = f(Z) folgt in Z fiir den Fehler

rOn(i‘) = f(‘f) _pOH(j) = (‘f - Z‘O) e (j: - xn) f[x07 Tty .I‘n,.f].
Die Definition von w41 und (2.1.14)) liefern schliellich (2.1.15)). [ |

Wegen der Beziehung (2.1.14)) liegt es nahe, den Grenziibergang von mehreren Knoten in eine
gemeinsame Stelle zu betrachten. Bekanntlich ist

i flag, 2] = f'(2;)  fiie f € Ca,b].

Ti41—T4

Analoge Aussagen gelten in (2.1.14]), wenn mehr als zwei Knoten zusammenriicken. Das Inter-
polationsproblem ist allerdings nur dann sinnvoll gestellt, wenn an einer Stelle Funktions- und

Ableitungswerte bis zu einer bestimmten Ordnung liickenlos vorgeschrieben sind. Die Definiti-
on kann daher verallgemeinert werden.

Definition 2.1.10 Gegeben sei ein Gitter {xo, ..., xn} beliebiger Stiitzstellen z; € [a,b], zusam-
menfallende Stitzstellen seien zusammenhingend numeriert (x; = x; fir i < j = xp = z; fir
i < k < j). Beim Hermite-Interpolationsproblem wird zu einem Datenvektor (yo,...,yn) €in

Polynom p € 11, gesucht mit

P (@) = yigj, @i =aip1 = ... = 2344, 0<3 <
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Fiir die Hermite-Interpolationsaufgabe sind also die folgenden Werte vorzugeben,
F@a), (@), f@s),  wenn @ = w1 =+ = @44, (2.1.16)
Im Einklang mit (2.1.14)) definiert man mit diesen Ableitungen Differenzenquotienten durch
1 .
flzis- - @igk] = gf(k)(xi), 0<k<y.

Fiir alle solchen Mehrfachenknoten (2.1.16) werden diese Werte in das Differenzentableau ([2.1.7)
eingetragen. Die noch fehlenden Differenzenquotienten berechnet man dann nach ([2.1.6)).

Beispiel 2.1.11 Differenzentableau fiir n = 4, x1 = x9 = x3:

Zo | Yo

1| y1 ylwo, 1]

1|y 1" ylzo, 1, 21]

T | ) Yy U1 ylzo, x1, T1, 1]

rq | ys Yo, za] ylw,xn,x] ylen w,wn,xa] ylro, w1, w1, 21, 24

Bemerkung: Man kann das Hornerschema aus Algorithmus[2.1]3 verallgemeinern zur Berechnung

von Ableitungswerten von Polynomen.

Satz erlaubt eine Gegeniiberstellung von Taylor- und Newton-Entwicklung fiir f € C"*1[a, b].
Mit den analog zu w1 definierten Polynomen wy(z) = (v — o) -~ (¢ — zp—1), vgl. (2.1.15)),

erhilt man fiir die Entwicklung nach

n (k) (n+1)
. _ k f (I‘o) n+1f (5)
Taylor. f(CU) = kz:o(x — $[)) T + ((/U - .’130) m,
- Ft ()
Newton:  f(z) = wk(®) flzo, -+, xk] + wny1(z) ,
— (n+1)!
&,n € (a,b). Insbesondere geht fiir ; — xg, j = 1,---,n, die Newton-Darstellung {iber in die

Taylor-Darstellung.

Interpolationsfehler, optimale Knoten

Wenn die Plazierung der “Eingangsdaten” (x;,y;) nicht fest vorgegeben ist, kann der Interpola-
tionsfehler ohne Mehraufwand durch geeignete Wahl der Stiitzstellen x; stark reduziert werden.
Dazu setzt man an der Darstellung (2.1.15)) des Interpolationsfehlers an. Wenn eine gleichmdj$ig

gute Approximation im Intervall [a, b] erzielt werden soll, benutzt man die Supremumnorm

19lloc := suplg(z)| : = € [a, 0]}, g € Cla, ]

des Fehlers und versucht, diese moglichst klein zu machen. Fiir eine “glatte” Funktion f €
C"™*1a, b] erhilt man hier aus der Fehlerdarstellung (2.1.15) mit wy,11(z) = (z — o) - -+ (x — )

die Schranke
£ ||

TES (2.1.17)

1 = Pnlloo < llwns1llo
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Bei festem Polynomgrad n ist der Anteil ||f("|o durch die Funktion f vorgegeben. Dage-
gen kann aber die Norm ||wy+1]|co des Knotenpolynoms durch geeignete Wahl der Stiitzstellen

beeinflut werden. Es ist sogar eine optimale Wahl moglich mit Knoten xg, . .., z,, die

wnsilleo = min max |z — &lle — &z — &l (2.1.18)
&j€lab] z€la,b]

erfiillen. In diesem Zusammenhang spielen folgende Polynome eine Rolle

Definition 2.1.12 Die Funktionen
T, (x) := cos(narccosx), |z| <1, n=0,1,., (2.1.19)

heiffen Tschebyscheff-Polynome und die Nullstellen von T), 41

2k +1

ST k=0,... 2.1.20
2n+2”)’ AR (2.1.20)

Tk = Tk,p = COS (

Tschebyscheff-Punkte oder -Knoten.

Satz 2.1.13 Die in definierten Funktionen T}, sind Polynome vom Grad n. Sie kénnen

mit Ty = 1, Ti(z) = x, rekursiv berechnet werden durch die Drei-Term-Rekursion
Toyi(x) = 22T (x) — Th1(x), n=1,2,.... (2.1.21)

Die Punkte xj, = xy,,, aus sind die Nullstellen des Polynoms Ty1. Die Polynome T,
haben die Form
T (z)=2""12"+..., T, e, (2.1.22)

ihre Supremum-Norm auf [—1,1] ist eins, fir n € Ny gilt

Toalli1 1100 = To(z)| = 1. 2.1.23
Tl = max [To(x) (2.1.23)

Beweis Mit t := arccosz folgen die Aussagen fiir Ty, 77 unmittelbar aus (2.1.19). Die Rekursion in
(2.1.21]) ergibt sich aus dem Additionstheorem

cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2 cost - cosnt.

An (2.1.21) erkennt man, dass die T;, € II,, die Form (2.1.22]) besitzen und an (2.1.19)), dass die x; aus
(2.1.20) die Nullstellen von 7},41 sind und (2.1.23)) gilt. [ |

Geeignet skalierte Tschebyscheff-Polynome fiithren tatséchlich auf optimale Interpolationsknoten.

Satz 2.1.14 Die optimalen Knoten in sind die Tschebyscheff-Punkte

a+b b—a <2k+1
— S
2 9 m+2"

Der Minimalwert der Norm ist

op = ) k=0,....n. (2.1.24)

4

)

b —a n+1
fonitlle = mas fonsa(a)l =2 (*50) (2.1.25)
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Bemerkung: Die Knoten ergeben sich aus den in ([2.1.20)) genannten durch affine Transformation

des Intervalls

~1,1 b
{[g] : gﬂ oy (2.1.26)

n=3

Die Punkte &, = cos gfl;gw = Reexp (z%w) sind
Realteile der (4n+ 4)-ten komplexen Einheitswurzeln.
Sie liegen am Rand des Intervalls [—1, 1] viel dichter

als im Innern.
Beweis des Satzes: Beim Standardintervall [a,b] = [—1,1] gilt z = =&k, £k =0,...,n, also

2% +1
mt2

Ts1(zk) = cos ((n + 1) arccos zy,) = cos ((n +1) ) = cos (Z + k) = 0.

2
Daher ist wy, 11, bis auf eine Konstante, das Tschebyscheff-Polynom. Ein Vergleich des hochsten Koeffizi-

enten mit (2.1.22)) liefert genauer

Wnpt(z) = 2" 4. =27"T, 1 ().
Die Funktion cos(n + 1)¢ nimmt ihre Extrema £1 in den Stellen ¢; = "]% an, das Polynom w,, 11 seine
Extrema £27" daher in t; = cos 75—:17 j=0,...,n+1 (Alternanden). Daher gilt

lwntlle =27

Dies ist tatsichlich der Minimalwert dieser Norm, géibe es namlich ein Polynom der Form p,, 1, = 21+, ..

mit kleinerer Norm, dann miiite fiir dessen Differenz zu wy, 41 in den Stellen ¢; gelten

<0 fir n+1—j gerade ;
Wi (t5) = P (£ yJ=0,...,n+1
+1( g) p +1(J> { >0 fiir n_|_1_jungerade J

Das Polynom wy+1 — pnt1 vom Grad n (!) hitte dann aber mindestens n + 1 Nullstellen. Dies fithrt zu
einem Widerspruch. Durch die Transformation (2.1.26)) wird

Thi1(8) = Thia (ﬂ%) = 2”(%>n+1$n+1 +...,

b
die Normierung des hochsten Koeffizienten ergibt damit
b—a\ntl__.
wari(@) = (= 257) 27T (©):
Daraus folgt die Schranke (2.1.25)). [ ]

Die nebenstehende Graphik der Tscheby-
scheffpolynome Ti,...,Ts zeigt die auch
im Beweis verwendeten Eigenschaften die-

ser Polynomfamilie. Die Polynome von

(un-) geradem Grad sind (un-) gerade
Funktionen, die expliziten Formeln sind S
Ty = 222 — 1, Ty(z) = 42® — 3z, Ty(z) =
8zt — 8% + 1, T5(z) = 1625 — 2023 + 5.
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Beispiel 2.1.15 Die Funktion f(z) = sin(5x) soll im Intervall [0, 1] durch ein quadratisches Po-
lynom approximiert werden. Dazu wird die Interpolation in den Stellen 2T = (0, %, 1) verglichen
mit der in Tschebyscheffknoten & = (1(2 — v/3), 3, 2(2 + v/3)). Die beiden folgenden Tabellen
zeigen oben die Ergebnisse zu dquidistanten Punkten, unten die zu Tschebyscheffknoten und in

der Grafik die Interpolationsfehler.

0 |0 /7\._

0.5 | 0.70710678 1.41421356 [ ~\

1|1 0.58578643 —0.82842712 \

p(z) = 2(1.82842712 — 0.82842712z) /

Fehler = 0.0235 't G w \w % ]
0.06698729 | 0.10502933 A\ /
0.5 0.70710678  1.39043829
0.93301270 | 0.99446912 0.66363490 —0.83924026 N~

p(x) = —0.01622158 + 1.86627686x —0.839240261:2
Fehler = 0.0162

Wegen des niedrigen Polynomgrads ist der Genauigkeitsunterschied in diesem Beispiel nur
gering. Dies &ndert sich bei hoheren Polynomgraden. Nach dem Satz von Weierstrafl kann jede
stetige Funktion auf einem kompakten Intervall beliebig genau durch Polynome approximiert
werden. Dieses Ergebnis 1463t sich aber nicht unbesehen auf Interpolationspolynome iibertra-
gen, selbst wenn immer mehr Stiitzstellen verwendet werden. Mit der Angabe hat die
Fehleraussage fiir Tschebyscheffknoten die Form

(2.1.27)

b~ a)““ LF 1)

Hpn_fHooS 2( 1 m

Der Vorfaktor bei ("1 ist dabei kleiner als bei allen anderen Stiitzstellen, etwa bei dquidistan-
ten, x; = a + (b — a)i/n. Bei der Formel ist aber zu beachten, dass sich bei Anhebung
des Polynomgrads n auch die Ordnung der Ableitung f("*+1) erhoht. Schon lange bekannt ist
das Beispiel von Runge

x € [-1,1],

@)= s

wo bei dquidistanten Stiitzstellen das Anwachsen der Ableitungen fiir n — oo verhindert, dass
der Fehler klein wird. Die Folge der Interpolationspolynome (p,) (n — oo) divergiert in die-
sem Beispiel sogar in Randn#he bei +1. Bei Tschebyscheffknoten ist wegen der Alternanden-
Eigenschaft (vgl. Beweis) der Fehlerverlauf viel gleichméBiger. Fiir f € C™[—1,1],m > 1 LBt

sich hier sogar allgemein Konvergenz nachweisen in der Form [Schaback, 10.4.5]

logn
[P = Flloe = o=

), n — 00.
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2.2 Spline-Funktionen

Der Fehler bei Interpolation einer Funktion f € C*+1[a, 3] durch ein Polynom p; vom Grad k
mit Stiitzstellen o, ..., &, € o, B] hat nach (2.1.17) die Gestalt (x € [a, (])

1F ¥ Ve _ (B=a)*
Gror S o

[f (@) = pr(@)] < |(z = &) -~ (z = &) oo (2.2.1)

Im letzten Paragraph wurde ein Beispiel genannt, bei dem fiir £ — oo i.a. keine Konvergenz
lf — pklloc — O garantiert werden kann. Dagegen folgt aus (2.2.1)) trivialerweise

If —pr] =0 fir (B—a)—0, k fest.
Dies nutzt man aus durch Unterteilung des Gesamtintervalls [a, 8] mit einem Gitter

A: a=z<x<...<xpn =270,
0" n=p . (2.2.2)
hi =Tyl — Ty, ’LZO,...,TL—I, H = max?zo hz’,

und approximiert die Funktion f in den Teilintervallen [z;, z;1+1] durch Polynome festen Grades.

Definition 2.2.1 Zu einem Gitter A nach und m,k € Ng, 0 < m < k, wird der Raum

S¢ aller Spline- Funktionen s bezeichnet, die

a) lokal, in jedem Teilintervall (x;, z;i11], Polynome vom Grad k sind:  $|(y, »,,,] € g,

b) global m-mal stetig differenzierbar sind: s € C™a, B].

Der wichtigste Fall ist der der kubischen Splines (k = 3) mit m € {1,2}. Splines werden aufler
zur Approximation von Mefldaten hauptséchlich zur Kurven- und Flachendarstellung in der
Computer-Graphik (CAD) und als Finite-Elemente-Methode (FEM) zur Losung von partiellen

Differentialgleichungen eingesetzt. Zur Interpolation wird definiert:

Definition 2.2.2 Mit einem Gitter A nach und f € Cta, ] ist die Funktion s € S3

der kubische Interpolationsspline, wenn sie die Interpolationsbedingungen
s(zi) = f(zi), i=0,1,...,n, (2.2.3)
erfillt und eine der Randbedingungen

a) S//(a) — S//(ﬁ) — 07

(2.2.4)
b) s'(a) = f(a), s'(B) = f(B)

Zur Darstellung von Splines sind zwei Methoden verbreitet. Die Bézier-Darstellung (2.2.5)) ist
flexibler, wenn sowohl C?2- als auch C'- oder C°-Splines verwendet werden sollen. Allerdings

benutzt diese Darstellung bei C?-Splines unnétig viele Parameter. Dies wird bei Verwendung
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einer Basis von Sg aus sogenannten B-Splines vermieden. Die Bézier-Bernstein-Darstellung von

kubischen Polynomen auf dem Standardintervall [0, k], h > 0, lautet

k
1 E\ .
s(x) = E Z <j>:):7(h — )k Iy, (2.2.5)
j=0
mit Koeffizienten by, . .., b;. Diese Darstellung besitzt folgende Eigenschaften:

(@) bi=1= s@)=7&>r (/-2 =k@+h—aF=1
(b) s(0) =Dy, s(h)=by

(¢) &'(2) = ghel—k(h — 2" b + k(h — k)(h — 2)* =201 +a(...)] = (2.2.6)
S/(O) — blh?]{bo’ S/(h) — %

(d) s"(0) = HED (g — 20 +by),  s"(h) = HED (b — 2b4y + by).

Die Eigenschaft (c) fithrt bei £ = 3 auf eine ein-

fache geometrische Interpretation der Koeflizienten

bj. Werden die Paare (£;,b;)7 mit & = jh/3 be- h

trachtet, dann ist die Gerade (£o,b0)" (£1,b1)7 die /’\\ s(z)

Tangente an s in z = & = 0 und (&2,b2)7 (£3,03)7 bs

die Tangente an s in x = {3 = h. Durch by, b3 wer- bo y‘

den also die Werte von s in den Randpunkten be- b2

einflult, durch by, bo die dortigen Ableitungen. Man % % % —z
bezeichnet die Koeffizienten oft als Kontrollpunkte. xo = &o & & & =1

Der Spline s wird auf dem Gesamtintervall o, 3] durch lokale Darstellungen (2.2.5)) zusam-

mengesetzt. Dazu wird ein Zusatzgitter eingefiihrt,

Yo Y1 Y2

0 o 2 Sikrg = Ti+ $ha,

bo br bp by ba b5 be j=0,.. k-1, (2.2.7)
o & & & &4 & & 1=0,...,n—1,

Die Bézier-Darstellung wird nur fiir dquidistante Gitter behandelt. Dies ist aber bei einer
der wichtigsten Anwendungen, der Parameterdarstellung von Kurven (s1(z), s2(z),...) im R?
bzw. R3 keine starke Einschriankung. In diesem Fall, hj = h, gibt es fiir die verschiedenen

Stetigkeitsbedingungen einfache geometrische Interpretationen.

o (0 ist erfiillt mit bs; = y;

e 1. Ableitung, deren Stetigkeit bedeutet nach (12.2.6}c)

3 13
§'(2j=) = 5 (b3j = bgj—1) = 7 (bgjn1 = byj) = 8'(aj+)
1
5(1)3]'_1 + b3j+1) = bgj =y;- (2.2.8)
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Da auch &35 = %(53]'_1 + &3541) gilt, ist also der R2-Punkt (§3j,b3j)T Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke von (£3;-1,bs3j-1)T und (€341, b3+1) "

|

e 2. Ableitung: Nach (2.2.6/d) ist die Bedingung s”(z;—) = s”(z;+) &quivalent mit

1 1

7,2 (b3j—2 = 2b3j—1 + bsj) = 55 (bsj — 2b3j1 + b3j2) (2.2.9)
Hier fallt b3; weg und es ist sinnvoll, spezielle Teilausdriicke als neue Parameter ein-

zufithren. Aus (2.2.9) wird so:

2b3j71 - b3j72 = 2()3j+1 — b3j+2 = aj, aulerdem ist

28351 — &3j—2 = 28341 — &3j42 = &35 = ;.
Daher liegt der Punkt (zj,a;)" im Schnittpunkt der Geraden durch (&,,b,)" mit v =
3j—2,3j—1sowie v = 3j+1, 3j+2. Umgekehrt dritteln die Punkte (&35, b3j+,,)T, v=1,2,
die Strecke von (z,a;)" nach (z;11,a;41)7, denn

2b3j+1 — bsj+2 = a; N bajt1 =
—b3j1 + 203542 = a1,

(2¢; + aj11)

(2.2.10)
(aj +2a;11)

Wl W=

b3j+2 =

Diese Beziehungen der Bézier-Koeffizienten beim C2-Spline erlauben folgende geometrische In-
terpretation (Hilfslinien: C'* rot, C2 blau), die analog auch fiir Kurven (s1(z), so(x))" gilt. Der

Spline ist hier nur links von z; skizziert:

aj+2

b33 1 1
L 2 T T L 2

] ] Py

T T hd

1 1 °
T T hd
i1 i &3j+1 §3542 Tij+1 Tjt2

Mit (2.2.10) kénnen auch die C*'-Bedingungen ({2.2.8) noch umformuliert werden,

1
2()3]' = b3j_1 + b3j+1 = g(a]’_l + 46Lj + aj+1).
Dabher erfiillen die Koeffizienten a; des C?-Interpolationssplines das Gleichungssystem

aj_1+4aj+aj1 =06y, j=1,...,n—1, (2.2.11)

das je nach Randbedingung (2.2.4)) zu ergénzen ist durch

ap = 1o, an = Yn, bei s”(a) = s”(b) = 0, bzw.

(2.2.12)

2a0 + a1 = 3yo + hy), an—1 + 2a, = 3y, — hy,, | bei §'(a) = yg, s'(b) = y,,.

Denn nach (2.2.6/d) gilt $h%s” () = bg—2b1+bs = yo—ap und nach ([2.2.10) hs'(a) = 3(b1—by) =
2ap + a1 — 3yo. Die Bézier-Koeffizienten {b,} ergeben sich aus den {a;} nach ([2.2.10].
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Satz 2.2.3 Gegeben sei ein Gitter A, , mit konstanter Schrittweite h. Dann existiert
ein eindeutiger Interpolationsspline zu Definition (Abkiirzung yi = f(xi), vy, = f'(x:)).
Fiir den durch (2.2.11)), (2.2.12) bestimmten Koeffizientenvektor a gilt ||a|lcc < 3||y|lco bzw.
lalloe < 3l1Ylloc + hmax{|ygl, [y}

Beweis Die Matrix des Gleichungssystems (2.2.11)), (2.2.12)) ist eine symmetrische Tridiagonalmatrix

v 1

A= . (2.2.13)

Bei der Randbedingung (2.2.4}a) sind aog, a,, bekannt und die Dimension daher n — 1 mit v = 4. Das
System zu (2.2.4]b) hat dagegen Dimension n + 1 mit v = 2. In beiden Fillen ist die Matrix A in (2.2.13))
reguldr und die Norm der Losung kann folgendermaflen abgeschéitzt werden. Denn es gilt

dlaj| = 2llallo < |4aj +aj—1 +aj1| = 6ly;| <6llylloo Vi =1,...,n— 1.

Bei Randbedingung a) ist auch |agl, |an| < ||y]|co und da die maximale Komponente von a in einer dieser
Ungleichungen auftritt, folgt ||aljec < max{1, $}|ly|lcc = 3||y/|oo. Demnach hat die homogene Gleichung

nur die triviale Losung @ = 0 und A ist daher regulir. Bei Randbedingung b) hat man in den zusitzlichen

Randgleichungen i € {0,n} analog
2las| = [3yi &+ hy; — aix1] < 3[[ylloc + Ay oo + llalloo-

Diese Ungleichung deckt den Fall ||la|loc = |a;],7 € {0,n} ab und zeigt die Behauptung. [

Die Eigenschaften der Matrix (2.2.13)) werden in § |4] wieder aufgegriffen. Dort zeigt sich auch,
dass das Tridiagonalsystem mit dem Gauf3-Algorithmus einfach gelost werden kann mit
einem geringen Aufwand O(n). Die Auswertung eines Splines s in Bézier-Darstellung erfolgt,
z.B., mit der Formel , nach ) ist sie eine konvexe Linearkombination (Betragssume

der Vorfaktoren der b; ist eins) und daher numerisch stabil.

B-Splines: Die wesentlichen Parameter des Splines s sind die Grélen a;. Die Koeffizienten b;
und Funktionswerte s(z) des Splines berechnet man daraus durch lineare Operationen ([2.2.10)),

(2.2.5)). Daher existiert eine Basisdarstellung der Form ca =1
n
s(z) =) a;Bj(z), x¢€[a,pl. (2.2.14)
§=0
. . . . . . . / \Bj

Fiir jedes j, 0 < j < n, entspricht hier die Funktion / N
Bj dem Spline, den man fiir den speziellen Koeffizien- / % % %¥j
tenvektor (am)m = (0jm)m erhalt. Tj—2  Tj-1 T Tj+1  Tj+2

Dieser Spline hat im Innern des Intervalls die im Bild gezeigte Gestalt (vgl. die geometrische
Interpretation oben). Der Tréiger von Bj fiir 2 < j < n—2, ist [z;_2, xj42], umfaBlt also 4 = k+1

Teilintervalle. In Randnéhe ergeben sich etwas unterschiedliche Formen.
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Diese Basisfunktionen werden B-Splines genannt. Zur Vereinfachung der Definition am Rand
erweitert man das Gitter um 2k = 6 Punkte, bei dquidistanten Punkten ist also z; = xg + ih,
i =-3,...,n+ 3. In diesem Fall sind die B-Splines verschobene Kopien eines Standardsplines,
Bj(z) = B(x — x;), aus dem sie durch Translation hervorgehen. Es gilt die einfache Darstellung

mit der gestreckten Variablen ¢ := z/h

((L¢+2)3  ce(-2,—1]

) 2 213 e (-1,0],

Bz)={ 2-¢e+1e8 ¢€e(0,1], (2.2.15)
l2-¢?®  ¢e2],
0 £ (—2,2]

B-Splines kénnen auch auf beliebigen Gittern definiert werden. Auch diese allgemeinen B-Splines
bilden eine sogenannte lokale Zerlegung der FEins (vgl. auch a)) mit Hilfe derer wichtige
Beweisprinzipien einsetzbar sind. Die Eigenschaften dieser Zerlegung enthilt der folgende, fiir
(2.2.15) elementar nachpriifbare, Satz.

Satz 2.2.4 Die B-Splines bilden eine lokale Zerlegung der Eins, es gilt:

Bi(x) =0 Vo ¢ (zi-2,Tit2),
' Bi(z) >0 Vz e (zi_2,Tit2), (2.2.16)
n+1 Jj+2
Y. Bi(z)= ) Bi(x)=1, wennz € (xj,zj11],0<j <n.
=1 i=j—1

Die Eigenschaften legen umgekehrt den B-Spline B; eindeutig fest, er stimmt daher mit
dem aus iiberein. Fiir einen Spline in B-Spline-Darstellung kann ein stabiles Rekursi-
onsschema angegeben werden, wobei bei jeder Auswertung hochstens 4 Koeffizienten a eingehen
(vgl. Stoer, §2.4.5).

Beispiel 2.2.5 Zur Darstellung von Interpolationssplines zu Definition kann man die
Standard-B-Splines aus (2.2.15) einfach modifizieren. Man betrachtet den ergéinzten Ansatz

s(z) = Z;ﬁil a;Bj(z) und hat bei natiirlichen Randbedingungen am linken Rand die Bedingung

! 1
0= S/I(xo—i—) = a_lBﬁl(x(ﬂ-) + aoBg(mo—F) + a1Bi/(xo+) = ﬁ(a_l — 2a0 + al).

Damit eliminiert man a_1 = 2ag — a1 und erhélt

s(x) = ao( B(x — x0) + 2B(x —2_1)) + ay( Bz — 1) — Bz —2_1) ) + aaB(x — 22) + . . ..

-~

=:By(x) =B (z)
So bekommt man die minimale Darstellung (2.2.14)) mit den o
Basisfunktionen Bg, Bl, welche die natiirliche Randbedin- p

gung E;’ (x0+) = 0 schon erfiillen (Bilder rechts).
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B-Spline- und Bézier-Darstellung bieten praktische Vorteile bei der Handhabung, die dar-

auf beruhen, dass die benutzten Basisfunktionen die erwahnte lokale Zerlegung der Eins bilden:

Der Funktionswert s(x) an einer beliebigen Stelle z im Intervall

ist eine konvexe Linearkombination von k£ + 1 = 4 Koeffizienten.

Konsequenzen aus der Eigenschaft ”Zerlequng der Eins”:

— Bei Auswertung des Splines treten keine zusitzlichen Rundungsfehler auf, da sogar
2| Bi@)| = 1 gilt: [ 325 a;B; = 325 a; Byl < max; |a; — a;l.

— Die Koeffizienten schlieflen, als Punkte der Ebene betrachtet, den Funktionsgraphen ein.
Graphik-Algorithmen wie Skalierung, Clipping (Abschneiden bei Fenstern, Verdeckung)
konnen eine Vorentscheidung anhand der Koeffizienten treffen.

— Bei Koordinatentransformationen (Zoom) sind alle Koeffizienten gleich zu behandeln.

— Anderungen einzelner Koeffizienten haben nur lokale Anderungen des Splines zur Folge
(— interaktiver Entwurf, CAD).

Beispiel 2.2.6 R%-Graphik aus kubischen Bézier-Splines mit Kontrollpunkten:

Konvergenz bei Splinefunktionen

Bisher wurde nur die praktische Handhabung von Splinefunktionen behandelt. Fiir den Fehler
zwischen dem kubischen Interpolations-Spline aus Def. und der interpolierten Funktion
f kann man nach der Voriiberlegung das Verhalten O(h*), h — 0, erwarten. Dies gilt aber
nur bei Randbedingung Def. b). Bei den Interpolationssplines konvergieren sogar noch
die Ableitungen gegen die der Funktion. Der Nachweis erfordert folgenden Hilfssatz, der das

Maximum einer an zwei Stellen ”eingespannten” Funktion durch ihre Kriimmung abschéitzt.

Satz 2.2.7 Verschwindet eine Funktion g € C?[«, ] in den Randpunkten, g(o) = g(8) = 0, gilt
(8 — )

g 19" llocs lg'lloo < (8 = a)llg" oo

19]lee <
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Beweis Taylorentwicklung um x € («, 3) ergibt

(Ol - ‘r)zgn(gl)v 51 S (aa 5)7
(B —2)*g"(&2), & € (o, B).

0=g(a)= g(z)+(a—2)
0=9g(8)= g(x)+(B—2)g(x)+

Q\
—~
8
~
_|_
(SIS NI

Multiplikation der Gleichungen mit (8 — ) bzw. (z — ) und Addition eliminiert ¢’(z) und man erhélt

1
0= -z+z—a)g@)+5(8-2)@—a)(z—a)"(&)+ (8- )g"(&)].
Daraus folgt dann die erste Ungleichung,

(B—z)(x—a)
2(8 — )

Die zweite Ungleichung folgt aus dem Satz von Rolle, da ein z € [a, (] existiert mit ¢'(zg) = 0. Der

(B - O‘)2 "
THQ lloo-

lg(z)] <

(lr —al + 18 = z[)[lg" <

Mittelwertsatz zeigt dann

l9'(@)] = |9 (o) + (x — 0)g" ()] = & = zo|lg" ()] < (B A)[g"lloc- ™

Gute Konvergenzaussagen zum Interpolationsspline gibt es nur bei Randbedingung b), sie wer-
dem im folgenden Satz fiir dquidistantes Gitter A formuliert. Ein &hnliches Ergebnis gilt aber
auch fiir beliebige Gitter. Da die Fehlerschranke fiir die Funktionswerte vereinfacht die Form

s — |l = O(h*) (h — 0) hat, sagt man, der Spline konvergiere mit Ordnung 4.

Satz 2.2.8 Gegeben sei f € Ca, 5] und ein Gitter A mit konstanter Weite h. Dann gelten fiir
den Interpolationsspline s € S3, der die Bedingungen b) erfiillt,

5<xj) = f(%j), J=0,...,n, S/(aj()) = fl($0)7 S/(‘TTL) = f/(xn),
und seine Ableitungen mit (von h und f unabhdngigen) Konstanten c; > 0 die Fehlerschranken
s = fPloe < eih* 1 fPle, 0<i<3.

Beweis Die Funktionswerte werden mit f; := f(z;) abgekiirzt. Nach (2.2.9) ist 1 := ¢s”(z;) = 75 (bs; —
2b3j+1+b3j42) = 7z (fj—a;). Der Beweis beruht auf der Tatsache, dass diese Momente 1; gute Niherungen
der zweiten Ableitung fi; := &f”(x;) der Funktion f sind. Daher wird zusitzlich zu s eine weitere

Splinefunktion § € SY eingefithrt mit den Koeffizienten

. I 1 :
aj = f; — h’pj, i = Ef//(xj)’ j=0,...,n. (2.2.17)

V23

Diese erfiillt die Bedingungen §(z;) = f(x;), §"'(z;) = f"’(z;), j=0,...,n, hat also stetige Funktions-
werte und 2. Ableitungen. Daher gilt (2.2.10) auch fiir die Koeffizienten von §, also

- 1 . R - 1. .
bsjr = 5(28; +aj11),  bajyz = (85 + 28541).
Im Vergleich mit den Koeffizienten von s folgt

[b3j 40 = b3jin] < la—dllo, v=1,2. (2.2.18)
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In der Bézierdarstellung (2 in (xj,2j41],

s(z) — 8(z) = hi Z x =) (@41 — ks Y (bsjv — b3J+V)
v=1

ergibt sich daher fiir die Ableitungen der Differenz s — § die Schranke

i NG 3 dz v —v 7
O =0a] < 53 WK 2 — ;)" (@41 —2)* ]| max by — bag |
G .
S hf a‘XIb?)j-'rl/ b3j+V|7

mit éy = % ¢1 = 3, ¢o = 18, é3 = 36. Mit dieser Aussage und (2.2.18) wurde also bisher gezeigt
|5 — 5|0 < E&h7|a — dl|oo. (2.2.19)

Die Koeflizienten a; des Interpolationssplines stammen aus dem Gleichungssystem Aa = r, (2.2.11)),
(2.2.12). Fiir die Differenz a — a gilt daher A(a — a) = r — Aa. Da A nach Satz reguldr ist, ist also

zu zeigen, dass der Defekt r — Aa sehr klein ist. Fiir 1 < j < n ist
rj—(Aa); = 6f;— (fim1 +4f + fien) + 02 (-1 + 40 + fij41)
= —fim1 +2f; = fi + D2 (f—1 + 4i + fij4) (2.2.20)

Bei Taylorentwicklung um z; entfallen bei f;_1+ f;11 und fij—1+ /141 Anteile mit ungeraden h-Potenzen

und man erhalt fiir die auftretenden Ausdriicke

1 1 1 1
fimi=2fi+fimn = fi+ §h2f§" + ﬂh4f(4) (&) —-2fi+fi+ §h2f3/', + ﬂh4f{4) (&)
= R @) + g V@) + @), (2221)
pron s s = g (F 4 RO +Af) + )+ SR (ED)

= P+ (PO ) + TV (E),

mit geeigneten Zwischenstellen &;. Die Defekte (2.2.20) sind daher beschréinkt durch 1n|| f ) ||os. In den
Randgleichungen gelten analoge Ergebnisse und mit Satz folgt [la — dllee = [|[A7H(r — Ad)||oo <
chH| f D oo. Mit (2.2.19) fiihrt das auf

) ) 1 .
s = 80lloe < &A™ Do (2.2.22)

Zum Abschlufl des Beweises ist nun nur noch zu zeigen, dass eine solche Abschéitzung auch fiir
al!

die Differenz 5§ — f gilt. Nach Konstruktion verschwinden § — f und §” — f” in allen Gitterpunkten

xj, j =0,...,n. Daher besitzt in jedem Teilintervall (z;,z,+1] die Funktion

‘ 5 f ‘ g —f ‘ g — ‘ g — g ‘
‘ 2 Nullstellen ‘ 1 Nullstelle ‘ 2 Nullstellen ‘ 1 Nullstelle ‘

Aus Satz folgen wegen s = 0 rekursiv die Schranken
&7 = £ < g0 Dloer 87 = S <RI Do =
5= F1 < gh 1 Dlloos 18 = £ < §R2F Do
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Der Gesamtfehler bestimmt sich nun aus der Dreieckungleichung bei s — f() = s(0) —5() 1 500 _ () m

Zusammenfassend kann also mit Hilfe des kubischen Interpolationssplines die Approximation
einer Funktion f € C* mit einem Fehler O(h?) erfolgen. Der Rechenaufwand wichst linear mit n
und wird durch die Losung des linearen Gleichungssystems verursacht. Mit geringfiigigen
Einbuflen kann auch dieses System noch eingespart werden. Im Beweis des Konvergenzsatzes
wurde ausgenutzt, dass ein Spline mit den explizit gegebenen Koeflizienten auch nur
einen Fehler O(h*) besitzt. Da die Koeffizienten a; auch die einer B-Spline-Darstellung

sind, nutzt man dies aus bei der Konstruktion Lokaler Spline-Approximationen

n+1

s(x) == Z a;(f)Bj(x), (2.2.23)

j=—1

auf einem erweiterten Gitter, wobei a;(f) explizit mit Hilfe von f gegeben ist. Bei der Analyse
spielt die Eigenschaft aus Satz (lokale Zerlegung der Eins) eine zentrale Rolle. Als Beispiel
dafiir wird die einfache Approximation mit a;(f) = f(x;) betrachtet.

Satz 2.2.9 Die Funktion f sei Lipschitz-stetig auf R mit der Lipschitz-Konstanten L. Mit den
Eigenschaften der Basis-Funktionen B; gilt fir den Spline

n+1
s(z) = Y flx;)B)(x)
j=—1
im Intervall [, 5] = [xo, xn] die Konvergenzaussage
Is = flloo < 2RL.
Beweis Fiir = € (zj,xj41] ist 1 = Zz;{l B;(x) und daher
Jj+2
s@) = f@I =1 3, (F@) ~f@)Bi(@) < mex |f(@) - f)| <2kl =
i=j—1 =

Fiir eine bessere Approximation von f kann man aber bei den Werten (2.2.17)) die zweite
Ableitung geméf (2.2.21)) durch Differenzen ersetzen und bekommt dann
h? 1
a;(f) = fl@j) = 5 flej-1 25, 250] = 6( = f(@j—1) +8f(xy) — f(ijrl))- (2.2.24)

Dieser Spline interpoliert zwar die Werte f(x;) nicht mehr (exakt), der Aufwand zur Berechnung
ist jetzt aber konstant, unabhingig von n. Aus (2.2.15)) folgt aulerdem fiir die Funktionswerte

dieses lokalen Splines
stag) = glaia () + ;1) + ajia(£)
= flz;) - %(fj—Q —Afj—1+6f; —4fjt1 + fiv2)

2
= flz;) - §h4f[$j—27xj—laxj7xj+1>xj+2]'
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Da fiir f € C* die dividierte Differenz f[..] beschréinkt ist fiir A — 0, ist die Abweichung dieses
lokalen Splines von den Funktionswerten ebenfalls nur O(h%). Es werden dabei 4 zusitzliche

Funktionswerte auflerhalb des Gitters xg, ..., x, verwendet.
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3 Rechnerarithmetik und Kondition

Das grundsétzliche Problem bei numerischer Rechnungen ist, dass in einem Computer nur end-
lich viele Zahldarstellungen (Maschinenzahlen) zur Approximation reeller Zahlen zur Verfiigung
stehen. Bei (fast) jeder Daten-Eingabe und -Verkniipfung treten daher Fehler auf, die das End-
ergebnis verfilschen. Zur quantitativen Beschreibung der damit verbundenen Risiken wurde der

Begriff der Kondition eines Problems entwickelt.

3.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler

Die géngige (Dezimal-) Darstellung reeller Zahlen, z.B. e=2.71828.., entspricht der Angabe der

Koeffizienten in der Reihen-Entwicklung
e=2-1004+7-10714+1-1072+8-107 +...

zur Basis 10. Auf Computern ist eine Zahldarstellung giinstiger zu einer Basis B, die eine
Zweierpotenz ist, z.B., B =2, B = 16. Jede reelle Zahl x ist darstellbar in der Form

z=+(zyB"+ T 1B 4+ ... 4z B+ag+z_ 1B H+..), (3.1.1)

mit z; € {0,1,...,B — 1}, wenn 1 < B € N. Diese Darstellung ist nur dann eindeutig, wenn
von zwei moglichen Darstellungen die endliche gew#hlt wird (man beachte: 1.999... = 2). Um
bei der Zahldarstellung mit einer endlichen Zahlmenge M mdoglichst viele Groéfienordnungen
abdecken zu konnen, wird die Gleitpunktdarstellung verwendet (”floating point representation”).
Dann 148t sich ndmlich eine Abbildung R — M mit kleinem relativem Fehler konstruieren
dadurch, dass man den hochste Exponent m und die ersten ¢ Ziffern xy,, ...,z _¢yr1 angibt.
Der zuldssige Exponentenbereich mufl dabei natiirlich auch beschrinkt werden. Auflerdem ist

die Standardisierung tiblich, dass die erste (Nachkomma-) Stelle nicht null ist:

Definition 3.1.1 Die Menge M der normalisierten Gleitpunktzahlen enthdlt das Element x = 0
und die Zahlen

r = £06&...& Bli=+(6B '+ 6B+ + BB, (3.1.2)
mz’tﬁj S {0,1,...,3—1}, §#£0, deZ, ’d| <e.

Die Zahl £1&5 . .. & heifit Mantisse, fiir unsere Analysen wird ein unbeschrénkter Exponentenbe-

reich (e = 00) angenommen.

Beispiel 3.1.2 Bin#rdarstellung, B = 2. Da wegen der Normalisierung & # 0 gilt, braucht
der Wert & = 1 nicht gespeichert zu werden. Im IEEE-Standard wird eine real-Zahl (double
precision) in 64 Bit gespeichert mit 11 Bit Exponent und 52(+41) Bit Mantisse. Der Exponent
wird verschoben, mit der Bindrdarstellung d 4+ e = dyg..d1dp ist die Darstellung

+0.61&...&p - B +dyg..dy |d3..do&2..65 &...l13 |- &
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(Die Speicherung dieser 8 Byte in PCs erfolgt aber in umgekehrter Reihenfolge) Hier gilt also
¢ = 53,e = 1023. Die Zahlgenauigkeit betrigt ca. 15 Dezimalstellen, die Grofle der Zahlen ist
durch 2¢ 22 103%®% beschrinkt.

Zentraler Bestandteil jeder Computerarithmetik ist die Zuordnung von reellen Zahlen zu
Gleitpunktzahlen, also die Abbildung

R M
rd : ~ , die Rundunyg.
x — rd(x)

Eine triviale Variante dieser Rundung ist das Abschneiden der Darstellung (3.1.1): & ...& =
T - Tm—gr1. Glinstiger ist aber die gew6hnliche Rundung, bei der die Funktion rd jeweils
auf die néchstgelegene Maschinenzahl abbildet. Bei Dezimalzahlen etwa wird ab 5 aufwérts

gerundet, allgemein wird mit z1 # 0 definiert.

+0.7129 ... 20 - BY falls zp41 < B/2

o . (3.1.3)
+(0.z122...2¢+ B7%) - B* falls x4y > B/2

’l“d(:l:O.aTlilig PP by v R Bd) = {
Bei dieser Rundung gilt fiir den relativen Fehler folgende Aussage.

Satz 3.1.3 Fiir x # 0 gilt mit
rd(x) —x

T

< %Bl"’ =€ < rdz)=z(1+¢), |{<E.

Die GroBe & heiBt Maschinengenauigkeit, bei B = 2 ist £ = 27
Beweis In (3.1.3) ist || > B4~!. In beiden Fillen gilt dort

B 1
|rd(z) — x| < EB_Z_le < §B1_£Bd_1 <|z|-E. |

Im IEEE-Standard von oben ist £ = 27% = 10716, Da das Ergebnis der Verkniipfung
von zwei Maschinenzahlen i.a. nicht wieder eine solche ist, werden bei jeder Verkniipfung neue
Rundungsfehler erzeugt. Daher mufl man bei der Analyse Maschinenoperationen von reellen

Verkniipfungen unterscheiden:

Definition 3.1.4 Fir a,b € M und x € {+,—,-,/} bezeichne (mit b # 0 im Fall der Division)
axb=gl(axb)
das Ergebnis der entsprechenden (gerdteabhingigen) Gleitpunktoperation.

Der IEEE-Standard fiir Rechner schreibt vor, dass der Fehler bei diesen Operationen den Run-
dungsfehler des korrekten Ergebnisses nicht iibersteigt. Dies kann durch Verwendung eines Hilfs-
registers (“Akkumulator”) mit doppelter Stellenzahl 2¢ garantiert werden. Dort wird die Ope-
ration mit 2¢ Stellen ausgefithrt und dann auf ¢ Stellen gerundet. Daher gilt fiir die Gleitpunk-
toperationen * € {+,—,-, /} mit a,b € M (b # 0 bei Division) die Bezichung

aFb= (axb)(1+5), |o]<é&= %BH. (3.1.4)



3 RECHNERARITHMETIK UND KONDITION 25

Die wichtigste Konsequenz der Rundung ist der Verlust der Assoziativitit bei Gleitpunktopera-
tionen. Eine wichtige Aufgabe der Fehleranalyse ist daher die Identifikation giinstiger Anord-
nungen bei mehrfachen Verkniipfungen. Vor der Entwicklung einer allgemeinen Begriffsbildung

werden einige elementare Spezialfille diskutiert.

Beispiel 3.1.5 B=10, ¢ =3, a =0.721, b =0.457102, ¢ = —0.456192. Die beiden Varianten

(aFb)Fc= (0.464102)+(—0.456102) = 0.800100,
a+(b+c) = 0.7217(0.1) = 0.82110.

liefern offensichtlich verschiedene Ergebnisse.

Der in der ersten Version im Beispiel beobachtete Effekt wird Ausldschung genannt: Besitzen
zwel Zahlen a,b € M gleiche Exponenten und gleiche fithrende Ziffern, so ist bei Subtraktion
das Ergebnis exakt! Sind in den Operanden aber alte Fehler vorhanden, werden diese wegen der
Betrachtung relativer Fehler sehr verstirkt, da dann |a — b| < |a| + |b] ist in (3.1.4). Dies muf}

bei der Fehlerfortpflanzung besonders beachtet werden.

Als Anwendung wird zunéchst die Bildung mehrfacher Produkte und Summen betrachtet,
Wpi=a1 %A %...%a,, nEN, (3.1.5)

mit x € {+,-}. Das numerische Ergebnis w,, werde dabei sequentiell berechnet mit gerundeten
Werten aj,
Wy = gl(. .. gl(gl(ar * az) * a3) ...) = gl(wy—1 * an), (3.1.6)

wobei a; = a;(1 4 6;), ;| < & ist. Fiir die weiteren relativen Fehler gelte ebenfalls |¢;| < &.

Produkt: Hier gilt induktiv

wy = gl(a1-a2) = gl(ai(1+ d1)az2(l+d2)) = araz(1 4+ 61)(1 + d2)(1 + €2)

= a1a2-~~an(1+(51)~--(1+5n)(1+eg)---(1+en) an<1—|-’yn)
mit
(1-E1 <144, <(1+&> L (3.1.7)
Ausdriicke dieser Form treten jetzt ofter auf. Nach dem Mittelwertsatz gilt (1 4+ z)™ =
1+ ma(l+ &)™ ! mit [¢] < |z|. Daraus folgt

(14 2)™ — 1] < m|z|(1+ |z))™ " < m|z|e™ DIl < 1.06m|z| fir (m —1)|z] < 0.05 .
(3.1.8)
Daher gilt fiir die Produktbildung in (3.1.7)) fiir 7,, die Aussage

| < 1.06(2n — 1)E,  falls 2(n — 1)€ < 0.05 . (3.1.9)
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Summe: Bei der Addition ist die Situation komplizierter, hier ist

wy = gl(ar +a2) = (a1(1 +61) + az(1 + 62))(1 + €2)
= a1(1+61)(1+ e2) + az(1+d2)(1 + €2) = a1 (1 + 021) + az(1 + 022)

= (@ 0n1) + oot ana (1 + Onmt1) ) (L ) + a1+ 0,) (1 + €0)
= a1(l1+op)+ax(l+0m2)+...+an(l+ o),

woraus sich (1 4+ op;) = (1 +0;)(1 +€)--- (1 +€,) ergibt. Aus (3.1.8)) folgt daher

loni] < 1.06(n —i+42)E, wenn (n—i+1)€ <0.05. (3.1.10)

Bemerkung: Bei der Produktbildung ist in der Fehlerschranke keine Bevorzugung einer bestimm-
ten Anordnung der Operanden erkennbar. Bei der Summe dagegen liefern die ersten Summanden
den grofiten relativen Fehlerbeitrag. Daher ist zu erwarten, dass der absolute Fehler in w,, kleiner

wird, wenn zuerst die betragskleinsten Koeffizienten a; summiert werden, da dann die Schranke

n
Wy — wn| < 1.06E Y (n—i+2)|ail
i=1
minimal wird. Daher sollte man, z.B., bei der Summation (monoton) konvergenter Reihen mit
den letzten, d.h. kleinsten, Koeffizienten beginnen (Rickwdrts-Summation). Ohne Vorkenntnis
der Groflenverhéltnisse bekommt man giinstigere Fehler durch Zweier-Summation, wobei rekur-

siv jeweils Paare von Koeffizienten addiert werden (Ubung).

3.2 Konditionszahlen fiir Algorithmen

In der Abschétzung 1a8t sich erkennen, wie sich einzelne Summanden (Eingabegrofien)
auf den Fehler auswirken. Allerdings betrifft diese Schranke den absoluten Fehler im Ergeb-
nis, wahrend fiir die Gleitpunktdarstellung der relative Fehler von Interesse ist. Im folgenden
werden fiir allgemeine Rechenvorschriften analoge Kenngrofien (Konditionszahlen) hergeleitet,
welche die relative Empfindlichkeit eines Ergebnisses gegeniiber Storungen der Eingangsgrofien
beschreiben. Wegen der geringen Grofie der Maschinengenauigkeit £ vernachléssigt man dabei
Produkte von Maschinenfehlern O(£2) und schreibt £ + O(E?) = &, dhnlich zu , wo diese
Anteile durch die Konstante 1.06 aufgefangen wurden: £ + O(£?) < 1.06€.

FEinen numerischen Algorithmus kann man als eine Folge von Operationen bzw. Abbildungen
F = ¢pNo...0pl@ogltl modellieren, die auf einem Vektor von Eingabedaten z = (z1,...,2,)T €
R™ operieren. Betrachtet man nur einen Ausgabewert, gilt also F': R™ — R. Als ersten Schritt

sollte man sich die Empfindlichkeit der Gesamtabbildung F' bei Auswertung an einem (etwa
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durch Rundungsfehler) leicht verinderten Punkt & € R™ ansehen. Wegen der Aussage von

Satz wird dabei von einem kleinen relativen Fehler ausgegangen in der Form
ti=(14+e)z, || <1, i=1,...,n. (3.2.1)

Fiir z; # 0 ist diese Darstellung dquivalent mit €; = (Z; — x;)/x;. Analog betrachtet man auch
im Ergebnis den relativen Fehler ep = (F(Z) — F(x))/F(z). Vernachléssigt man Produkte von
Fehlertermen, kann die Empfindlichkeit des Ergebnisses F' gegeniiber Storungen einzelner Ein-
gabedaten z; durch folgende Zahlen charakterisiert werden. Die Vektoren e(?) € R™ bezeichnen

dabei die Einheitsvektoren.

Definition 3.2.1 Fir die Funktion F' : R™ — R werden die Konditionszahlen x; € Ry an der
Stelle x € R™ mit F(x) # 0 definiert durch

ki := limsu F(z + hzie) — F(z)
CT e hF (z)

Li=1,...,n. (3.2.2)

Beispiel 3.2.2 Fiir die arithmetischen Grundoperationen gelten folgende Zusammenhénge:

F(z1,22) = 2122, €EF = €1 + €3, K1 = kg = 1,
F(x1,29) :=x1/22, €p =€ — €3, K1 = kKo =1,

- - _ T 2 _ |1 — |z2]
F(ai,x2) =21+ a2, €p = mte LT mte; 2 FL T ganp 52 7 Tgag)

Nach (3.2.2)) liest man die Konditionszahlen an den Vorfaktoren der ¢; ab.

Fiir allgemeine, glatte Funktionen F konnen die Konditionszahlen {iber Ableitungen be-
stimmt werden. Die zu einem Algorithmus gehorige Abbildung F' ist in einem Bereich D € R"
normalerweise aber nur dann glatt, wenn die auftretenden Fallunterscheidungen fiir alle x € D

gleich ausfallen.

Satz 3.2.3 Die Funktion F' : R®™ — R sei stetig differenzierbar in einer Umgebung der Stelle
x € R™ mit F(z) # 0. Dann haben die in definierten Konditionszahlen die Werte

,1=1,...,n.

‘ T

Bxl
Fiir den relativen Fehler ep = (F () — F(x))/F(x) bei Auswertung in einem gestérten Argument
Z, (3.2.1) mit |e;| < h,i=1,...,n, gilt dann

lerl < kilei] +o(h), h— 0. (3.2.3)
=1

Anmerkung: Die Ungleichung (3.2.3)) ist scharf, da bei geeigneter Vorzeichenverteilung der ¢;
Gleichheit gilt.

Beweis Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von F' gilt mit Z; — x; = z;¢; die Darstellung

Z

x)x; €; + o(h).
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Daraus folgt wegen o(h)/h — 0(h — 0) durch die spezielle Wahl €¢; = hé;j, j = 1,...,n, zunéchst die
Darstellung der Konditionszahl x; und anschlieffend aus der Dreieckungleichung die Formel (3.2.3). m

Im obigen Beispiel zeigt sich, dass die Gleitpunktdarstellung die Punktoperationen begiinstigt.
Bei Addition/Subtraktion kénnen dagegen im schon erwihnten Fall der Ausldschung, ndmlich
fiir |21 + 22| < max{|x1|, |z2|}, d.h., bei Subtraktion gleich grofier Zahlen, sehr grofie Konditi-

onszahlen auftreten.

Die in (3.2.2) definierten Konditionszahlen beschreiben die Stérungsempfindlichkeit von F'
komponentenweise. Zur Vereinfachung kann man durch Verwendung von Normen eine einheit-
liche Konditionszahl definieren. Dies ist insbesondere bei linearen Abbildungen F' angebracht

und wird im néchsten Abschnitt iiber Lineare Gleichungssysteme eingefiihrt.

Bei der fehlerbehafteten Ausfithrung von Operationen in einem Algorithmus reicht die Be-
trachtung der Gesamtabbildung F' natiirlich nicht aus, auch die Einzelschritte miissen tiberpriift
werden. Nicht nur die Assoziativitéit von Summe und Produkt geht durch Rundungsfehler verlo-
ren, auch andere Gesetze gelten im allgemeinen nicht mehr (exakt). Daher kénnen verschiedene,
analytisch fquivalente Ausdriicke, wie z.B. die der binomischen Formel a? — b = (a + b)(a — b),

sehr unterschiedliche numerische Ergebnisse liefern. Als wichtiges Beispiel werde die Funktion

F(z)=V1+2%2—x (3.2.4)

betrachtet. Fiir x > 0 ist 0 < F(z) < 1. Da |F'(z)| = \\/ﬁ — 1] < 1ist fiir x > 0, fiihrt eine
Storung im Argument x bei exakter Rechnung nur zu einer geringen absoluten Verfilschung im
Funktionswert F'. Auch fiir die Konditionszahl ergibt sich nach Satz die harmlose Schranke

eP@ el

[F(z)]  V1+a2 ™
Werden allerdings die Teilschritte in (3.2.4)) nur mit endlicher Genauigkeit ausgefiihrt, sieht das
Ergebnis schlechter aus. Selbst wenn nur bei der Addition in (3.2.4)) ein relativer Fehler e, |e| < &,

erzeugt wird, gilt

ﬁ(a}):\/14~—x2—x:\/(1+x2)(1—|—6)—a::F(x)+§\/1+$2+(9(62).

Fiir grole x — oo ist also ein grofler absoluter Fehler = %xe zu erwarten, der relative Fehler
ist wegen |F| < 1 noch grofler. In der Formel (3.2.4) tritt ndmlich bei der Differenzbildung der
beiden grofien Ausdriicke V1 + 22 = x und z eine Ausldschung fiithrender Stellen auf. Diese 148t

sich vermeiden durch Umformung in die &dquivalente Form

1+ 22— 22 1
Flz)=vV1+22—z= = , x>0. 3.2.5
(=) Vi+z?+zx x4+ V1422 ( )

Fiir x < 0 ist dagegen (3.2.4)) die giinstigere Form, eine Implementierung von F' fiir = € R sollte

Kz

daher beide Formen mit einer Fallunterscheidung verwenden.

Beispiel 3.2.4 Formel (3.2.4) wird mit 4-ziffriger Dezimalrechnung in z = 9.999 ausgewertet, bei
exakter Rechnung ist /(9.999) = 0.04988. .. Dagegen ist -z = 99.98, 1799.98 = 101.0, v/101 =
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10.05 und daher F(z) = 0.05100. Dies entspricht einem relativen Fehler von 0.022 2 44 - €. Die
letzte, dquivalente Form in (3.2.5) ergibt dagegen den korrekten 4-stelligen Wert 0.04988. Fiir
2 > 100 schlieBlich liefert 4-stellige Rechnung in (3.2.4) immer den Wert F(z) = 0.

Das Vorgehen beim Ausdruck soll nun verallgemeinert werden. Bei einer allgemeinen
Struktur der Abbildung F = ¢ o - 0 ¢[2 0 ¢l miissen nun Fehler bei jeder einzelnen Aus-
wertung berticksichtigt werden. Um die Darstellung in vetretbarem Rahmen zu halten, wird nur
der Fall N = 2 mit

F=vo¢ und ¢: R" -R™ ¢: R" =R
betrachtet, also die Vorschrift z := ¥ (y), y := ¢(x) fir z = F(z) mit glatten Funktionen ¢, .
Indizes bei den Funktionen bezeichnen die Komponenten, ¢ = (¢1, ..., ¢,,)". Das Ergebnis kann

dann induktiv auf eine beliebige Zahl von Teilschritten erweitert werden. Statt der exakten

Berechnung werden bei Gleitpunktrechnung Werte

Z=9(y), y=9()
geliefert. Fiir die Maschinen-Implementierung ¢ wird wie frither die Fehleraussage
di(z) = (1+eM)i(a), i=1,....m < d(z) = (I + E1)é(x)

angenommen fiir alle x. Die Verfilschung entspricht also bei der Abbildung ¢ : R" — R™
der Multiplikation mit einer Diagonalmatrix I + E; = diag(1 + egl), RO eﬁ,ll)). Bei 1) gelte
U(y) = (14 e@)y(y). Alle Einzelfehler ez(j ) Seien so klein, dass ihre Produkte vernachléssigbar
sind ( z.B. \eéj)| < ¢&). Man erhiilt so mit €@ (7) = ePep(y) = €z die Bezichungen

Eoz o= P —v(y) = 9@ — @) + @) — v
= €Dz 49 (y) (5 - y),
G-y = 0 = o(7) + ¢(7) — d(x) = Bry + ¢/ (2)(7 — ).
Die Ableitung in der letzten Gleichung ist die Funktionalmatrix ¢'(z) € R™*™. Auch fiir den
Startfehler hat man mit die Darstellung ¥ —x = Fpx mit einer entsprechenden Diagonal-

matrix Ey. Setzt man die Fehlerdarstellungen ineinander ein, tritt u.a. das Produkt ¢'(y)¢’(x)

auf, das nach der Kettenregel wegen y = ¢(x) gerade die Ableitung
F'(2) = grad(y 0 6)(z) = ¥ (6(2))(x)
darstellt. Daher ergibt sich fiir den Gesamtfehler die Aussage
Z—z=F'(2)Eyx + ' (y)Eiy + 2. (3.2.6)

Diese 148t sich so interpretieren, dass der in einem Zwischenschritt des Algorithmus auftretende
Fehler mit der Ableitung der Restabbildung multipliziert wird. Fiir den Startfehler Fy ist dieses
die Gesamtabbildung F' = 1 o ¢, flir den Fehler £ aber nur noch die Abbildung . Fiir den

relativen Fehler bekommt man mit z = ¢(y) = F(z) die Formel

R A O

(2)
P T BT Rl

€y, =
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Diese Aussage kann als Verallgemeinerung von (3.2.3)) geschrieben werden, wenn man die Kon-
ditionszahlen aus Satz auf die Variablen y;, z; bezieht:

T } yi Oy
Y 1 (y) Oy

Aus (3.2.6) folgt dann insgesamt

. = 0 - 1
1< ko |61+ kg lelD] + )], (3.2.7)
j=1 i=1

- oF
T F(x) Oxy

() ()]

Auch hier tritt bei einer geeigneten Vorzeichenverteilung Gleichheit auf. Merkregel:

Der im k-ten Schritt eines Algorithmus auftretende Rundungsfehler wirkt sich pro-

portional zur Konditionszahl der Restabbildung auf den relativen Endfehler aus

Daher darf also in einem guten numerischen Algorithmus keine einzige Restabbildung eine grofie

Konditionszahl besitzen.

Beispiel 3.2.5 Die in (3.2.4) betrachtete Funktion F'(z) ist die positive Losung der quadrati-
schen Gleichung F? 4+ 22F — 1 = 0, in der bei ungiinstiger Auswertung also erhebliche Fehler

auftreten konnen. Die Funktion F' 143t sich vereinfachend aus den beiden Abbildungen

o) = (1”’2) (") v = Vi

x Y2

zusammensetzen. Die Konditionszahl «, fiir den Eingangsfehler wurde schon bestimmt, sie ist

harmlos, |k;| < 1. Die Ableitung von 1 ist grady(y) = (ﬁ, —1). Fiir die xy, ergibt sich daher
mit y = ¢(x):
1 Vita? V1442 2]
Koy = = = 1+ 22+2), Ky = = |z|(v/1+ 22+ 2).
"R 2FE) 2 TR )

Im beiden Ausdriicken wurde der Kehrwert 1/F mit Hilfe von ({3.2.5)) ersetzt und zeigt das starke
Anwachsen k,, — 00,  — 400. Fiir negative z gilt dagegen F(z) > v/1+ x2? > z, dort sind alle
Konditionszahlen durch eins beschrinkt und die urspriingliche Formel (3.2.4) gut konditioniert.

FEine entsprechende, aufwindigere Analyse zeigt das umgekehrte Bild fiir die Darstellung
(3.2.4): diese hat fiir z > 0 eine gute, fiir x < 0 dagegen eine schlechte Kondition. Bei einer
Implementierung dieser speziellen Funktion F' muss daher durch Fallunterscheidung die jeweils

glinstigere Form ausgewahlt werden.
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4 Lineare Gleichungssysteme

Viele Néherungsverfahren der Numerik bei Differentialgleichungen Integralgleichungen, etc.,
fithren auf Lineare Gleichungssysteme (LGSe). In einigen Anwendungen kénnen Modelle direkt

als LGSe formuliert werden, die aber oft erst fiir groe Modelldimensionen realistisch sind.

4.1 Beispiele

<
=

Beispiel 4.1.1 Input-Output-Analyse: Zur Analyse der

Wechselwirkungen in einer Volkswirtschaft und der Auswir-

kungen geéinderter Nachfrage nimmt man eine Unterteilung

in Produktionsbereiche P;, j =1,...,n, vor. Mit y; wird die

/s
ﬁﬁi

i

Endnachfrage der Verbraucher nach Produkten aus P; be-

zeichnet, zusammengefafit zu y € R”. Bei der Bestimmung

der dazu erforderlichen Produktionsmengen z; (in P;) muf
beriicksichtigt werden, dass zur Herstellung eines Produktes
in P, Teile aus anderen Bereichen bendtigt werden (Auto: Maschinen, Stahl, Kunststoff, Elek-

troteile). Diese Beziehungen fat man in einer Bedarfsmatrix B = (b;;) zusammen:

{ Bedarf an Produkten aus P, zur Produktion einer (4.1.1)
ij . ..

Einheit (Geldwert) in Pj, b;; > 0.
Die bendtigte Gesamtproduktion z = (x;) € R™ ergibt sich also aus der Bilanzgleichung

= Yy + Bx
~—~ =~
End-Nachfrage interne Nachfrage
= t—Bx=y & (I-Bz=y. (4.1.2)

Somit beschreibt die Matrix (I — B)~! die Auswirkungen einer sich #ndernden Endnachfrage y.
Die Volkswirtschaft arbeitet aber nur sinnvoll, wenn alle Elemente von (I — B)~! nichtnegattiv
sind (Kriterien?).

Bemerkung: Auch andere Probleme fithren auf Bilanzgleichungen wie in Beispiel 1. In der Com-
putergrafik, z.B., ergibt sich die absolute Helligkeit und Farbe eines Flichenelements aus der

direkt und indirekt empfangenen Lichtmenge (Radiosity-Verfahren).

Beispiel 4.1.2 FElektrisches Netzwerk: Netzwerke ohne kapazitive, induktive oder aktive Bau-
teile fithren auf LGSe. Zur Berechnung werden die angelegten Einzelspannungen U mit den
Teilwiderstdnden Ry und den Teilstromen [ durch die Kirchhoff’schen Regeln verkniipft:

a) Knotenregel: Unter Beachtung der Richtung aller auf einen Knoten zu- bzw. abflieenden

Zlk:O
k

Strome I, gilt fiir jeden Knoten
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b) Maschenregel: Fiir jeden geschlossenen Teilstromkreis gilt (unter Beriicksichtigung der Rich-

ZIkRk = Z Us
k k

Rl R2

tungen)

— ] . 3
L 1
l]l Re Bl
R3 U
De—{ .8
p I
L D e
Ry Is Rs
— |
| I
C
Fiir das abgebildete Netzwerk ergibt sich so das folgende LGS:
A: —Il +.[2 +IG = 0
Knoten B 2+ ° 0 (4.1.3)
C: —I4 +I5 _Iﬁ = 0
D I —1I3 +1y = 0
ACB : IQRQ —I5R5 —IGRG U
Maschen ADB: LBy +LRy +I30s = U (4.1.4)
ADC: IlRl *I4R4 +16R6 0
BDC —IgRg —I4R4 —I5R5 0

Die Gleichungen sind offensichtlich linear abhdngig, iiberfliissige sind zu eliminieren. Die Summe
der Gleichungen in (4.1.3) verschwindet, auch in (4.1.4) ist eine iiberfliissig. Damit bleiben sechs
Gleichungen fiir sechs Unbekannte. In Matrixform schreibt sich (4.1.3}}4.1.4)) also kompakt als

A -1 1 0 0 0 1 I 0

B 0 -1 1 0 -1 0 I 0

c 0o 0 0 -1 1 -1 I _ 0 (4.15)
ACB 0 Ry O 0 —Rs —Rsg Iy U
ADB Ri Ry Rz O 0 0 I5 U
ADC R 0 0 —-Ry O Re Is 0

Bemerkung: Ahnliche Strukturen tauchen auch bei anderen Problemen auf, etwa Transport-
problemen in Graphen. Die Matrix des Teilsystems (4.1.3) ist die sog. Inzidenzmatriz des zum
Netzwerk gehorigen Graphen.

Die Numerik befafit sich mit der effizienten und numerisch stabilen Auflésung solcher Systeme,
die bei heute iiblichen Anwendungen insbesondere sehr grofle Dimensionen n aufweisen. Ein
Ansatzpunkt ist dabei die Identifikation von Klassen von Matrizen, deren spezielle Struktur

effizientere Verfahren erméglicht (z.B., Definitheit, diinne Besetzung, s.u.).
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4.2 Matrizen und Normen

Vektoren im R™ bzw. C" (Sammelbegriff K™) werden als Spaltenvektoren betrachtet

I

Tn

Fiir quantitative Aussagen werden Normen verwendet. Mit p € R, p > 1, sind die Holder-Normen

definiert durch
i 1/p
lally == (D lzs") (4.2.1)
j=1

Die wichtigsten Vertreter sind

n
lz|l1 = ‘21 |51 Summennorm
j:
n
|zl = > |z|2  Euklidnorm (4.2.2)
j=1
|z = m%f(|$j|, Maximumnorm
]:
Mit diesen Normen || - ||, ist K" ein Banachraum. Da alle Normen im K" &quivalent sind,

existieren Konstanten mit
[zllp < epgllzlly Vo€ K", p,g>1.

Diese Konstanten c,, héingen im allgemeinen aber von der Dimension n ab. Lineare Abbildungen

von K" — K™ werden (in der Einheits-Basis) durch Matrizen
m,n
A= (aij) c Kmxn
i=1,j=1

beschrieben. Jedes Paar von Vektornormen in K™, K" (mit gleichem Index p) induziert eine

zugehorige Matrixnorm, die mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird

A
| A|lp == sup 1Az, _ sup | Az|p. (4.2.3)
220 Zllp  jzfp=1

In (4.2.3) wird das Supremum als Maximum angenommen (Grund?). Die durch (4.2.2)) induzier-

ten Normen lassen sich explizit angeben:

m
AL = Iﬁifgzlyaij] Spaltensummennorm,
=1 =
|All2 = o(A*A)/2  Spektralnorm. (4.2.4)
n
Ao = T?afczlmiﬂ Zeilensummennorm,
=1 /=

Dabei ist der Spektralradius o(A*A) = max; \;(A*A) der maximale Eigenwert von A*A, wobei

A* := AT ist. Fiir induzierte Matrixnormen iibertrigt sich die Dreieckungleichung von der
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Vektornorm: ||A+B||, < ||Al|,+|/B||p- Eine Matrixnorm heifit vertrdaglich mit einer Vektornorm,

wenn
|Az|| < ||A]l ||z|] Vx e K", Ae K™ " (4.2.5)
Induzierte Normen sind vertréglich. Als obere Schranke fiir || Al|2 betrachtet man oft eine einfa-
chere, die
|A||F = (Z Z ;] ) Frobeniusnorm. (4.2.6)
i=1 j=1

Sie ist vertrédglich mit der Euklidnorm, denn aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
[Az]l2 < [|A[|Fllz]l2.

Allerdings ist sie nicht die induzierte Norm, da z.B. ||I||r = /n > ||I]|2 = 1 gilt, wobei I = (4;;)

die Einheitsmatrix bezeichnet. Fiir induzierte Nomen und fiir || - || gilt die Produktformel
IAB|| < [l A]l | B]] (4.2.7)

In dieser Vorlesung werden nur Normen benutzt, die (4.2.7)) erfiillen. Wenn es also unterschiedli-
che Normen gibt, stellt sich die Frage nach einer besten (minimalen) Matrix-Norm. Fiir quadra-
tische Matrizen gibt es leider nur eine grofite untere Schranke (Infimum), die allerdings selbst

keine Norm ist. Diese Grofie ist fiir A € K™"*" der schon erwahnte Spektralradius
0(A) :=max{|\;(4)] : X\;j(A) EW zu A}. (4.2.8)

Wegen der fehlenden Definitheit, etwa bei 9(8 (1)) =0, ist o(A) aber sicherlich keine Norm. Der
Zusammenhang mit Normen wird im néchsten Satz behandelt. Da die Aussagen von Eigenschaf-
ten der Matrix abhéngt, werden einige der auch spéter verwendeten Begriffe und ihr Bezug zur

Jordan-Normalform hier zusammengestellt:

FEigenschaft Definition Jordan-Normalform A = XAX !

A diagonalisierbar 3 Eigenvektor-Basis A diagonal

A normal A*A = AA* A komplex diagonal, X unitiar: X* =
x-1

A hermitesch A*=A A reell diagonal, X unitér

A herm.positiv definit | A* = A, 2*Ax > OVx # 0 | Eigenwerte positiv reell

Satz 4.2.1 a) Flir jede Matriznorm || - || gilt o(A) < [|A]|.

b) Fiir jede Matrix A und jedes € > 0 existiert eine (spezielle) Norm mit
o(A) < || Allm < o(A) +e. (4.2.9)

¢) Fiir diagonalisierbare Matrizen A kann in e = 0 gewdhlt werden, fiir hermitesche,

reell-symmetrische und normale Matrizen gilt insbesondere | All2 = o(A).



4 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 35

Beweis a) z sei Eigenvektor von A, = |\|||z]| = || z|| = || Az| < ||A]l]|=|

b) Die Jordan-Normalform von A sei

A1 6
)\2 (52
A=X"1AX = ,
An
mit §; € {0,1},¢ = 1,...,n — 1. Eine weitere Ahnlichkeitstransformation mit der Diagonalmatrix P =

diag(1,e,...,e" 1) fithrt A iiber in
A =P 'AP = (XP) 'A(XP).
Da A die gleiche Hauptdiagonale wie A, in der Nebendiagonale aber Elemente €d; hat, gilt

< o(A) +¢=0(A) +¢, wenn ein §; # 0,

Alloo = max{|\;| + ¢|d;
1Al = (gl + <131 {:Q(A)’ vl 5, 0.

Fiir die durch die Vektornorm ||z||as := || M ~'x||s induzierte Matrixnorm
|Bllas :=|M'BM|o, M :=XP,

gilt also b). Bei diagonalisierbaren Matrizen ist J; = 0. Dies zeigt die erste Behauptung in c).

Die in ¢) genannten Spezialfélle mit der Norm || - ||2 folgen aus der Orthogonalitidt der Eigenvektoren bei
normalen Matrizen, denn unitéire Matrizen X~ = X* sind isometrisch, || Xyl|l2 = |ly||2 Vy. Fiir diese ist
[ XAX |2 = [[A]2- =

Der Satz erleichtert folgende wichtige Regularitéitsaussage fiir Matrizen der Form A =1 — B.

Satz 4.2.2 (Neumannreihe) Gegeben sei die Matriz B € R™*™ und es gelte
o(B) < 1. (4.2.10)

a) Dann ist das Gleichungssystem (I — B)x = b eindeutig losbar,
b) Dann gilt (I-B)'=> B,
j=0

¢) Dann gibt es eine Matriznorm so, dass |B| < 1 ist. In dieser Norm gilt die Schranke

1
(I - B)Y| < BT (4.2.11)
Bemerkung: Dieser Satz ist die Basis vieler Stérungsaussagen, gilt natiirlich in jeder
Norm, fiir die ||B]| < 1 ist.
Beweis a) Da I — B regulér ist genau dann, wenn die Gleichung = Bx nur die triviale Lésung z = 0
hat, d.h. A = 1 kein EW von B ist, folgt die Existenz von (I — B)~! aus .
b) Mit den Teilsummen Y ;" B* gilt die Identitéit

Smi=(I~-B)Y B*=I-B+B-B*+...—-B""' =1- B
k=0
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Nach Voraussetzung und Satz existiert eine Norm mit ||B|| < 1. In dieser Norm gilt [|.S,, — I|| =
| B™*Y|| < ||B||™*t — 0 fiir m — oo und somit S, — I, also

Sm—I—=B)Y B =1, m— o0
k=0

Durch Betrachtung von (I — B)~1S,, folgt die Behauptung b). Aus der Reihe b) ergibt sich mit Dreieck-
und Produkt-Ungleichung die Schranke

I(T=B)~" = IIZB’“|<ZIIBkI<Z\\BII’“ ”B”

4.3 Der Gauf3-Algorithmus

Zur Losung von linearen Gleichungssystemen

Zaij%‘:bz’,izlw.,n & Az =0, (4.3.1)

A € K"*" gibt es sowohl direkte als auch iterative Verfahren. Bei den direkten Verfahren formt
man das gegebene System in einer endlichen Anzahl von Schritten in eine leicht auflésbare Form
um, dndert also insbesondere die Matrix A. In der Vorlesung werden zwei direkte Verfahren
behandelt, die mit verschiedenen Umformungen arbeiten. Im Vordergrund steht dabei die Inter-
pretation als Faktorisierung der Matrix A. Bei iterativen Verfahren konstruiert man dagegen eine
Folge von Ndherungen, die gegen die Losung konvergiert. Dabei wird die Matrix nicht verdndert,

was in vielen Fillen (”diinnbesetzte” Matrizen) vorteilhaft sein kann.

Der Gauf-Algorithmus ist das Standardverfahren zur direkten Auflésung und nutzt die Tat-
sache, dass sich die Losung x von (4.3.1) nicht dndert, wenn Gleichungen linear kombiniert

werden. Ziel ist die Konstruktion eines Systems in Dreieckform,

1121 +7Tr12Z2 +... +TripT, = bll
T99Ly +... +Tropk = ¥

e 2 & Rx=1V, (4.3.2)
TonZn = bl

das man beginnend mit xz,, direkt auflésen kann, falls alle r; # 0 sind. Die Matrix A sei im
folgenden reguldr. Man erzeugt ein Dreiecksystem (4.3.2)) (im urspriinglichen Speicherplatz der

Matrix A) in n — 1 Durchgéngen. Im ersten wird

1. fiir a1 = 0 eine Zeile mit a;; # 0 gesucht und diese dann mit der ersten vertauscht
(Pivot-Schritt, i-te Zeile = Pivot-Zeile);

2. jeweils dasjenige Vielfache der ersten Zeile zu den restlichen Zeilen ¢ = 2,...,n addiert,
das dort den Koeffizienten bei x1 zu Null macht ( Eliminationsschritt). Bei Behandlung der
i-ten Zeile ist dabei —a;1/a11 der Vorfaktor der 1. Zeile.
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Danach stehen in der ersten Spalte der Matrix Nullen unter a1; # 0 und das Verfahren kann mit

den nichsten Spalten wiederholt werden. Nach k& — 1 Durchgéngen hat das LGS also die Form

11 T T1,k—1 Tk te Tin
APy =p®  mit AR = Holied rkoj)k Tk(zi)” : (4.3.3)
A 7 Oy
0(4i5) : :
NI

(k)

die Schritte 1 und 2 sind dann nur auf die Restmatrix unten mit dem Pivotelement ay; anzu-

wenden, der Teil dariiber bleibt unverandert. Die verwendeten Eliminationskoeffizienten

(k)

a
Oy, = ik
ik a(k,)
kk

haben eine besondere Bedeutung, die spéter erldutert wird. Man speichert sie bei Durchfithrung
des Algorithmus an die freiwerdenden Plitze der a(kjL ) =0 (¢ > k). Nach n — 1 Durchgéngen
mit Matrizen A = A, A®) . A®=1) ergibt sich ein Dreiecksystem (D mit R = A,
¥ = b, das sich einfach aufldsen laBt. Bei der folgenden Formulierung werden die oberen

Versionsnummern weggelassen, das Zeichen ”:=" bedeutet eine Zuweisung.

Algorithmus 4.3.1 Gauf-Algorithmus (kij-Variante) ohne Pivotisierung, durchfithrbar im
Speicherplatz der Originalmatrix A (d.h. l;; — aij, j < 7),

firk:=1,...,n—1: { Elimination
furi:=k+1,...,n: {
lig, i= aig/agr;  bi := bi — Ligb;
firj:=k+1,...,n:{
aij := aij — Liragg; } 1}
T 1= bp/ann;

firi:=n—1,n— 1 { Auflssung

X = (bi - Zj=i+1 az‘jxj)/az‘i;}

(4.3.4)

Beim Rechenaufwand werden alle arithmetischen Operationen gezéhlt (kurz FLOP), aber wieder
nur der am schnellsten wachsenden Anteil beriicksichtigt. Der Algorithmus enthélt drei gestaf-
felte Schleifen (k,i,7), der Hauptaufwand entsteht daher in der 5. Zeile (innerste Schleife):

Z Z Z 2FL0P—2Z( —k)? = §n3—|—0(n2) FLOP.

k=1 i=k+1 j=k+1 k=1

Dieser Hauptanteil dient aber nur zur Umformung der Matrix A und kann bei einer erneuten

Losung des gleichen LGS Ay = c¢ mit einer anderen rechten Seite ¢ eingespart werden. Im
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Eliminationsteil des Algorithmus miissen dann nur die die rechte Seite b betreffenden Schritte
(unterstrichene Anweisung in der 3. Zeile) und die Auflésung wiederholt werden. Dazu wurden
die Groflen ¢;, gespeichert. Der Aufwand ist dann

n—1

Z 2(n — k) = n(n — 1) Operationen fiir b,

k=1

Die abschliefende Auflosung des Dreiecksystems Rz = b(™ benétigt ebenfalls

n—1
1+ Z (1 +2(n —i)) = n?® Operationen.
i=1

Rechenaufwand Der Gauf-Algorithmus bendtigt i.w. %ng arithmetische Operationen. Die noch-

malige Auflésung mit neuer rechter Seite b erfordert nur 2n? Operationen.

LR-Zerlegung

Die reine Umformung beim System A®*)z = (%) in einem Eliminationsschritt ohne Pivotisierung,

firi=k+1,...,n:{
b+ ) g g0,

i T
firj:=k+1,...,n:{

o = o) e

entspricht der Multiplikation dieses Systems mit einer speziellen Matrix:
ARy =p® AR Dy — [T AR) g — o TpR) = (kL)

wobei sich L,;l nur durch eine Rang-1-Matrix von der Einheitsmatrix unterscheidet,

1 0
1 T 0
L Y R L 435
k 1 1 ¢ Cr1k (4.3.5)
—Lng 1 bk

Wegen e® Tk = (e®®) = k-ter Einheitsvektor) gilt (I — é(k)e(k)T)(I + E(k)e(k)T) = I, also
Lp=1+ E(k)e(k)-r. Somit wird die obere Dreieckmatrix R = A™ erzeugt durch Multiplikation

mit L-Matrizen:
R=A™W =1 A= -1 ... ['4A =

A=LiLy---L, 1 R=:LR. (4.3.6)
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Da die Menge der unteren bzw. oberen Dreieckmatrizen abgeschlossen ist unter Matrixmultipli-

kation, ist L eine untere und R eine obere Dreieckmatrix:

1 0 ... O * k... %
* 1 0 = *

A=LR= : . . . . (4.3.7)
* % 1 0 *

Die Faktoren L (ohne Hauptdiagonale) und R kénnen bei (4.3.4) wieder in A gespeichert werden.

Satz 4.3.2 Der Gaufalgorithmus (ohne Pivotisierung) erzeugt eine LR-Zerlegung
der Matriz A. Der Rechenaufwand dafiir ist %n3 Operationen. Anschlieflend reduziert sich jede
Losung eines LGS Ax = b auf
b=Az=L(Rz) <« Lb"™ =b Rx=0b", (4.3.8)
)
b(n

also auf die Auflosung von zwei LGSen mit Dreieckmatrizen mit insgesamt 2n® Operationen.

Bemerkung: Der Gauf3-Algorithmus besteht aus 3 geschachtelten Schleifen mit der Ba-
sisoperation a;j := a;; — a;rax; und den Laufindizes ¢, j, k. Verbliiffenderweise kann fiir jede Per-
mutation dieser Schleifen eine korrekte Variante des Verfahrens angegeben werden. Praktische
Bedeutung hat diese Erkenntnis, da die Effizienz dieser Varianten stark sprach- und maschinen-

abhéngig sein kann (Matrizen zeilen-/spaltenweise gespeichert? Parallel-Verarbeitung?).

Zum Beispiel kann die LR-Zerlegung direkt erzeugt werden ohne die Zwischenmatrizen A
Die Identitiat A = L - R wird dabei als Gleichungssystem fiir L und R aufgefafit:

j—1
min{i,j} Q5 = > CigrijHlijrij, 1> ],
aij = Z likriy = =1 (4.3.9)
k=1 aij = X lirritri, 1<
k=1

Diese Gleichungen kann man direkt nach den ¢;; (obere Gleichungen) bzw. r;; (untere Gleichun-
gen) auflosen. Auch hier sind noch unterschiedliche Reihenfolgen méglich und fithren auf die ijk-
und jik-Variante des Gauf3-Algorithmus. Ein Vorteil dieser Varianten ist eine hohere erreichbare
Genauigkeit, wenn die Summen in mit erhohter Genauigkeit berechnet werden.

Pivotisierung

Im allgemeinen mufl beim GauB-Algorithmus mit Zeilenvertauschungen (Pivotisierung) verhin-
dert werden, dass zu kleine Hauptdiagonalelemente auftreten. Mogliche Pivotstrategien sind
unter Effizienzgesichtspunkten zu analysieren. Andererseits kann man den Zusatzaufwand fiir
Vertauschungen einsparen bei Klassen von Matrizen, wo Pivotisierung unnétig ist. Interessant
ist hier, dass bestimmte Strukturen bzw. Eigenschaften der Matrix A beim Gauf-Algorithmus

unverindert bleiben.
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