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Aufgabe 5: Ideal einer Varietät (4 Punkte)
Es sei K ein Körper der Charakteristik 0 und r ≤ n natürliche Zahlen. Weiterhin seien
L1, . . . , Lr Polynome vom Grad 1 in K[X1, . . . , Xn]. Zeigen Sie, dass gilt

I(V (L1, . . . , Lr)) = (L1, . . . , Lr).

Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Spezialfall Li = Xi für i = 1, . . . , r. Im nächsten
Schritt können Sie zunächst annehmen, dass die Polynome L1, . . . , Lr linear unabhängig
über K sind.

Aufgabe 6: Komponentenzerlegung von Varietäten (4 Punkte)
Wir betrachten die Ideale J = (X2 + Y 2 − Z2, Z − 1) und J ′ = (X2 + Y 2 − Z2, X) in
R[X, Y, Z]. Skizzieren Sie die Varietäten V (J), V (J ′) als Durchschnitt von Hyperflächen
in R3 und bestimmen Sie ihre Zerlegung in irreduzible Komponenten.

Aufgabe 7: Radikalideal (4 Punkte)
Sei J ⊂ K[X1, . . . , Xn] ein Ideal. Zeigen Sie folgende Eigenschaften des Radikalideals:
(a)
√
J ist ein Ideal. (Hinweis: Binomische Formel)

(b)
√√

J =
√
J .

(c) Ist J ein Primideal, so gilt
√
J = J .

Aufgabe 8: Radikalideal (4 Punkte)
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Wir betrachten das Ideal
J = (X3 + Y 3 − 1, X − 1) ⊂ K[X, Y, Z] und das Polynom f = X2 + Y 2 − 1.
(a) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge von J .

(b) Liegt f im Radikal von J? Wenn ja: Geben Sie eine Potenz von f an, die in J liegt.


