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Aufgabe 14: Homomorphismen der Worthalbgruppe (4 Punkte)
Wir betrachten hier N = {1,2,3,...} als Halbgruppe mit der Multiplikationsabbildung.
Es bezeichne N* = [ J*° /N" die Worthalbgruppe iiber N.

(a) Es sei f : N* — N die Abbildung, die einem Wort (ay,...,a,) die Zahl [];_, a;
zuordnet. (Dem leeren Wort wird somit 1 € N zugeordnet.) Begriinden Sie: f ist ein
Halbgruppenhomomorphismus (d.h. fiir a,b € N* gilt f(axb) = f(a)- f(b)) und jede
Zahl a € N hat unendlich viele Urbilder unter f.

(b) Zeigen Sie, dass es keinen injektiven Halbgruppenhomomorphismus N* — N gibt.

(c¢) Finden Sie einen Halbgruppenhomomorphismus ¢ : N* — N, unter dem jede Zahl
a € N nur endlich viele Urbilder hat.

Aufgabe 15: Erzeugende Mengen (4 Punkte)
Sei (G, -) eine Gruppe und M = () eine Teilmenge von G. Die Menge

(M) := ﬂ{U |U C G Unterguppe mit M C U}

heifit das Frzeugnis von M.
(a) Zeigen Sie, dass (M) die kleinste Untergruppe von G ist, welche M enthilt.

(b) Zeigen Sie, dass gilt
(My={a,- ... -a,|a; € M oder a;' € M, r € N} .

(c) Geben Sie (ohne Beweis) Teilmengen M; und M, von G; := (S,,0) bzw. Gy =
(Gl,(R),-) an, die diese Gruppen erzeugen, d.h. (M;) = G; soll gelten.

Aufgabe 16: Vereinigung von Untergruppen (4 Punkte)
Sei (G, +) eine Gruppe und U, V' Untergruppen von G. Zeigen Sie: Die Vereinigung U UV
ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn U C V oder V C U gilt.

Aufgabe 17: Direktes Produkt von Untergruppen (4 Punkte)
Sei (G, -) eine Gruppe und U, V Untergruppen von G, so dass UNV ={e} und U-V =G
gelten. Dabei ist U -V := {u-v|u € U,v € V}. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden
Aussagen:

(i) Die Abbildung

UxV — G
(u,v) — wu-v

ist ein Isomorphismus.
(ii) Firallewu e Uund v € V gilt u-v =v - u.



