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Aufgabe 41: Abspalten von Linearfaktoren (8 Punkte)
Wir betrachten die folgende Aussage:

Sei R ein kommutativer Ring und f ein Polynom aus R[X]. Ist a € R eine
Nullstelle von f, so existiert eine Zerlequng f = (X —a)-g mit einem Polynom
g € R[X].
Geben Sie fiir diese Aussage einen elementaren Beweis, der ohne Polynomdivision aus-
kommt, indem Sie folgendermaflen vorgehen:
(a) Behandeln Sie zundchst den Fall a = 0.
(b) Fiihren Sie den allgemeinen Fall auf den obigen zuriick, indem Sie das Polynom
h(X) = f(X + a) betrachten.
Hinweis fiir Lehramtsstudierende: Im Fall R = R eignet sich diese elementare Argumen-
tation auch fiir den Unterricht in der Oberstufe.

Aufgabe 42: Maximale Ideale und Primideale (4 Punkte)
Man bezeichnet fiir eine Teilmenge S eines Rings R das kleinste Ideal in R, das S enthélt,
mit (.59).

(a) Wir betrachten die Ideale (X), (2X), ({2, X }) und (X?) in den Polynomringen Z[X]|
und Q[X]. Welche der Ideale sind in welchem der Ringe maximal, bzw. Primideale?
Begriinden Sie ihre Aussagen.

(b) Wir betrachten den Abbildungsring R = Abb(R,R) und fiir eine beliebige Teilmenge
V C R das Ideal

IVy:={feR| f(x)=0firallezeV}.

Fiir welche Teilmengen V' ist (V') ein Primideal? Geben Sie moglichst viele maximale
Ideale an, in denen I(V') enthalten ist.

Aufgabe 43: Ringe (5 Punkte)
Es sei

Ry =R[X]/(X*—-1), Ry:=R[X]/(X*+1), Rz:=R[X]/(X?.

(a) Zeigen Sie: Ry = R x R.
(Hinweis: Chinesischer Restsatz.)

(b) Zeigen Sie: Ry = C.

(¢) In welchen der Ringe Ry, Rs, R3 gibt es nilpotente Elemente, d.h. a # 0 mit " = 0
fiir ein n € N7



(d) Welche der Ringe sind Integritétsringe?
(e) Zeigen Sie, dass die Ringe paarweise nicht isomorph sind.

Aufgabe 44: Ferienaufgabe (4 Bonuspunkte)
Als eine Bande von 17 Piraten ihre Beute bestehend aus n Talern gleichméfig unter sich
aufteilen wollte, blieben 3 Taler iibrig, und die Piraten beschlossen, diese ihrem chine-
sischen Koch Wun Tu als Dank fiir die gute Verpflegung zukommen zu lassen. Doch 6
Piraten starben bei einem Gefecht, und als die {ibrigen die Beute unter sich aufteilen
wollten, blieben 4 Taler iibrig, und wieder beschlossen sie, diese ihrem Koch zu geben.
Schliefflich ging ihr Schiff unter, und nur 6 Piraten, der Koch und die Beute wurden geret-
tet. Als nun die iiberlebenden 6 Piraten die Beute unter sich aufteilen wollten, blieben fiir
den Koch 5 Taler iibrig. Nun aber hatte der Koch genug von seinen ach so giitigen Herren.
Er zauberte ihnen eine wohlschmeckende Pilzsuppe, die keiner der Piraten iiberlebte. So
konnte er alle n Taler fiir sich behalten. Welches sind die zwei kleinstmoglichen Werte fiir
n?

Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr!



