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Aufgabe 12: Supremum/Infimum (4 Punkte)
Wir definieren zu einer Teilmenge M von R die Menge —A :={—a|a € A}.
Zeigen Sie:

(a) inf(—A) = —sup(A)

(b) sup(—A) = —inf(A).

Aufgabe 13: Abzihlbarkeit (4 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass die Menge

My := {(an)nen | (@n)nen Folge reeller Zahlen}

nicht abzéhlbar ist.
Anleitung: Nehmen Sie an, dass eine Bijektion

N — M2
k
k- (CL,EL ))nEN
existiert und betrachten Sie die Folge (b, )nen, die definiert is_’p durch b,, .= a,(ln) + 1.
Konstruieren Sie einen Widerspruch dhnlich zum Beweis der Uberabzéhlbarkeit von
R.
(b) Zeigen Sie, dass N* := N x ... x N fiir k¥ € N abziihbar ist.
k mal
Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst, dass fiir abzihlbare Mengen A und B das kar-
tesische Produkt A x B abzdhlbar ist und schliefen Sie dann per Induktion.

» Aufgabe 14: Divergenz der Folge ¢" (4 Punkte)
Sei ¢ eine reelle Zahl mit |¢| > 1. Beweisen Sie, dass die Folge (¢"),en divergiert.

Aufgabe 15: Grenzwerte von Teilfolgen (4 Punkte)
(a) Es sei (¢p)nen eine Folge reeller Zahlen. Wir definieren zwei Teilfolgen (a,,)nen und
(bn)nen durch

Ay = Cop, und bn = Copn—1 fir n € N .

Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) Die Folge (¢, )nen konvergiert gegen ¢ € R.
(ii) Die beiden Folgen (ay,)neny und (by,)nen konvergieren gegen ¢ € R.
(b) Geben Sie Beispiel an, das zeigt, dass die obige Aquivalenz fiir Teilfolgen (a!)nen
und (b))peny mit a), := ¢3, und b, := ¢z, 1 nicht gilt.



