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Aufgabe 37: Unstetige Grenzfunktion (4 Punkte)
F�ur jedes n 2 N werde eine Funktion gn : R! R de�niert durch

gn(x) :=
nx

1 + jnxj
:

(a) Begr�unden Sie, warum jede der Funktionen gn auf ganz R stetig ist.

Hinweis: Beweisen Sie zuerst die Stetigkeit der Betragsfunktion.
(b) Beweisen Sie, dass f�ur jedes x 2 R der Grenzwert lim

n!1

gn(x) existiert.

(c) In welchen Punkten ist die durch g(x) := lim
n!1

gn(x) de�nierte Grenzfunktion

g : R! R stetig?

xAufgabe 38: Stetige Funktionen (4 Punkte)
(a) Es seien f; g : R! R stetige Funktionen mit der Eigenschaft, dass f(x) = g(x) f�ur

alle x 2 Q gilt. Zeigen Sie, dass dann f(x) = g(x) f�ur alle x 2 R gilt.
(b) Es sei f : R! R eine stetige Funktion mit

f(x+ y) = f(x) + f(y) f�ur alle x; y 2 R:

Zeigen Sie, dass dann f(x) = ax f�ur alle x 2 R gilt, wobei a := f(1).

Hinweis: Zeigen Sie die Behauptung zun�achst f�ur alle x 2 N, dann f�ur alle x 2 Z
und f�ur alle x 2 Q.

Aufgabe 39: Ein Fixpunktsatz (4 Punkte)
Es sei f : [0; 1] ! R eine stetige Funktion mit f([0; 1]) � [0; 1]. Zeigen Sie, dass f einen
Fixpunkt hat, d.h. dass es einen Punkt x0 2 [0; 1] mit f(x0) = x0 gibt.

Hinweis: Betrachten Sie g(x) := f(x)� x.

Aufgabe 40: Schneeockenkurve (4 Punkte)
Die

"
Schneeockenkurve\ entsteht in dem folgenden induktiven Konstruktionsverfahren:

Wir beginnen mit einem gleichseitigen Dreieck S1 der Seitenl�ange 1. Jetzt dritteln wir
jede Seite und errichten �uber dem Mittelst�uck jeder Seite ein gleichseitiges Dreieck der
Seitenl�ange 1

3
. Wenn wir noch die Basis jedes der kleinen Dreiecke entfernen, erhalten wir

den sechszackigen Stern S2 (siehe Abbildung). In S2 dritteln wir wieder alle geradlinigen
Begrenzungs�achen, konstruieren (zw�olf) kleinere Dreiecke und erhalten den achtzehnza-
ckigen Stern S3. So fortfahrend konstruieren wir Figuren S4; S5; : : : ; Sn; : : :.



(a) Berechnen Sie den Fl�acheninhalt Fn der von der Figur Sn eingeschlossenen Fl�ache.
(Hier d�urfen Sie nat�urlich die elementargeometrische Formel f�ur den Fl�acheninhalt
eines Dreiecks benutzen und die Inhalte zusammengesetzter Fl�achen durch Addition
berechnen.) Zeigen Sie, da� der Grenzwert limn!1 Fn existiert und berechnen Sie
ihn.

(b) Es sei Un der Umfang der Figur Sn, d.h. die L�ange ihrer Begrenzungskurve. (Zum
Beispiel ist U1 = 3.) Zeigen Sie, da�

lim
n!1

Un =1

gilt. (Ist das nicht merkw�urdig?)


