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Aufgabe 45: Schnittmultiplizitit beim Schnitt mit Geraden (8 Punkte)

(a) Es sei C = V(F) eine Kurve in P2, so dass der Punkt (0 : 0 : 1) nicht auf C liegt.
(Diese Bedingung verlangt unsere Definition der Schnittmultiplizitét; eigentlich ist
sie iiberfliissig.) Weiter sei L die Gerade V(X3). Zeigen Sie: Die Schnittmultipli-
zitdt I(C, L,p) in einem beliebigen Schnittpunkt p = (pg : p1 : p2) stimmt mit der
Nullstellenordnung des Polynoms F(Xy, X;,0) im Punkt (pg : p;) iiberein.

(b) Formulieren und beweisen Sie eine analoge Aussage fiir beliebige Geraden V (ag X, +
CL1X 1+ QQXQ).
Hinweis: Nutzen Sie fiir den Beweis, dass die Schnittmultiplizitéit eine projektive
Invariante ist.

Aufgabe 46: Schnitt ebener Kurven (3 Punkte)
Diese Aufgabe zeigt an einem — willkiirlichen, aber typischen — Beispiel, wie man mit dem
Satz von Bézout und der Schnittungleichung aus Informationen iiber das Schnittverhalten
Aussagen iiber die Komponentenzerlegung von Kurven gewinnen kann.

Von einem Kegelschnitt ¢ C P? und einer Kubik (Kurve vom Grad 3) D C P? sei
bekannt, dass C' glatt ist und D genau eine Singularitdt p hat. Weiter sei bekannt, dass
sich C' und D in p und in mindestens fiinf weiteren Punkten schneiden. Zeigen Sie, dass

D reduzibel ist mit zwei irreduziblen Komponenten: C' und eine Gerade, die Tangente an
C ist.

Aufgabe 47: Polaren (3 Punkte)
Wir betrachten die Neilsche Parabel C' = V(XoX37 — X;) C P2 Bestimmen Sie alle
Tangenten an C, die durch den Punkt p = (1:1:0) gehen.

Aufgabe 48: Biischel (3 Punkte)
Sei K ein Kérper mit charK # 2 und sei C' = V(F') ein Kegelschnitt in P%. Dann kénnen
wir das Polynom F' in der Form

F(Xo, X1, X) = (X0 X1 X, )A| X

mit einer symmetrischen Matrix A € M3(K) schreiben.
(a) Zeigen Sie, dass C' genau dann glatt ist, wenn A invertierbar ist.
(b) Seien Cy,Cy C P% zwei verschiedene Kegelschnitte, wobei C; glatt ist. Wieviele
singuldre Elemente kann das von C; und C; erzeugte Biischel haben?



