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Aufgabe 24: Scherungen
Gegeben sei die holomorphe Funktion

f : C2 ! C

(z; w) 7! z2 � w � cos(z + w):

Finden Sie eine Scherung � : C2 �! C2, so dass f � � w-allgemein der Ordnung 3 ist.

xAufgabe 25: Satz �uber implizite Funktionen
Sei f 2 On+1 mit f(0) = 0 und @f

@zn+1
(0) 6= 0. Zeigen Sie, dass ein g 2 On existiert, so dass f�ur alle z in

einer Umgebung von 0 gilt:

f(z1; : : : ; zn+1) = 0 () zn+1 = g(z1; : : : ; zn) :

Tipp: �Uberlegen Sie sich, dass f unter den gemachten Annahmen zn+1-allgemein der Ordnung 1 ist.

xAufgabe 26: Zerlegung in irreduzible Faktoren
(a) De�nieren Sie eine nicht-triviale Ordnungsfunktion auf On, das hei�t eine Abbildung

ord0 : On �! N0 mit der Eigenschaft ord0(f � g) = ord0(f) + ord0(g) und ord0(f) > 0 f�ur f 62 O�

n.

(b) Zeigen Sie, dass sich jedes Element in On als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben
l�asst. (Nat�urlich sollen Sie dazu nicht benutzen, dass On faktoriell ist.)

(c) Zerlegen Sie f(z; w) = z2 � w2(w + 1) in O2 in irreduzible Faktoren.
Tipp: Denken Sie an die Formel (a+ b)(a� b) = a2 � b2.

xAufgabe 27: Analytische Mengen
(a) Es sei U � Cn eine o�ene Menge und T � O(U) eine (eventuell unendliche) Menge von holomorphen

Funktionen auf U . Wir bezeichnen mit N(T ) die Nullstellenmenge von T ,

N(T ) =def f z 2 U f(z) = 0 f�ur alle f 2 T g :

Zeigen Sie, dass zu jedem Punkt p 2 U eine Umgebung V � U sowie endlich viele Funktionen
f1; : : : ; fr 2 O(V ) existieren, so dass gilt

N(T ) \ V = N(f f1; : : : ; fr g) :

(
"
N(T ) wird lokal durch endlich viele Gleichungen beschrieben.\)

Tipp: �Uberlegen Sie sich zuerst, dass das von T erzeugte Ideal

I =

(
mX
i=1

gihi m � 0; gi 2 O(U); hi 2 T

)

dieselbe Nullstellenmenge wie T hat und nutzen Sie dann, dass OCn;p f�ur jeden Punkt p noethersch
ist.

(b) Zeigen Sie im Kontrast zur lokalen Situation, dass der Ring O(C) nicht noethersch ist.
Hinweis: Sie d�urfen folgende Aussage aus der Algebra verwenden: Ein Ring R ist genau dann
noethersch, wenn f�ur jede aufsteigende Kette von Idealen in R

a0 � a1 � a2 � : : :

ein k0 existiert, so dass am = an falls m;n � k0:


