Ubungen zur Algebra I, SS 2002
Abgabe am Dienstag, den 07.05.2002 vor der Vorlesung

Aufgabe 10. (Zentrum)
Es sei G eine Gruppe. Die Menge

Z(G):={a€eGlza=arVzeG}

heiit Zentrum von G. Zeigen Sie, dass Z(G) ein Normalteiler in G ist und dass G/Z(G)
isomorph zu der Gruppe der inneren Autmorphismen von G ist.

Aufgabe 11. (Isomorphiesitze)
Sei GG eine Gruppe, X # () eine Menge und Y eine Teilmenge von X .
a) Zeigen Sie, dass die Menge Abb(X, G) aller Abbildungen von X nach G zusammen
mit der punktweisen Verkniipfung f - ¢ := (z — f(x) - g(x)) eine Gruppe ist.
b) Wir setzen Iy x := { f € Abb(X,G) | f(y) = 1¢ Vy € Y } . Zeigen Sie, dass Iy|x ein
Normalteiler in Abb(X, @) ist und dass Abb(X, G) /Iy x isomorph zu Abb(Y, G) ist.
c¢) Sei Z eine Teilmenge von Y. Zeigen Sie, dass gilt

(Abb(X, Q) /Iy x) /(I i )%Abb(Z,G)
zlx/dv|x

Aufgabe 12. (Direkte Produkte, Normalisator)
Es sei G eine Gruppe.

a) Seien U und V' Untergruppen von G, so dass UNV = {1g } und U -V = G gilt.
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) Die Abbildung

UxV — G
(u,v) — u-v

ist ein Isomorphismus.
(ii) Die Untergruppen U und V sind Normalteiler.
(Hinweis: Vergleichen Sie mit Aufgabe 5.)
b) Sei U eine Untergruppe von G. Die Menge

Nor(U):={a€Gla'-U-acU}
nennen wir den Normalisator von U in G. Zeigen Sie, dass Nor(U) die grofite Unter-

gruppe von G ist, in der U Normalteiler ist.
c) Sei p # 2 eine Primzahl, und es gelte |G| = 2p. Weiterhin gebe es a,b € G mit
ord(a) = p und ord(b) = 2, so dass (b) Normalteiler in G ist.
Zeigen Sie:
(i) Nor((a)) =G,
(ii) G = {a) x () ,
(iii) G ist abelsch .



