Ubungen zur Analysis I, WS 2000/01
Abgabe am 12.01.2001 vor der Vorlesung

Aufgabe 38. (Ein Fizpunktsatz)
Es sei f :[0,1] — R eine stetige Funktion mit f([0,1]) C [0, 1]. Zeigen Sie, dass f einen
Fixpunkt hat, d.h. dass es einen Punkt zy € [0, 1] mit f(zo) = o gibt.

(Hinweis: Betrachten Sie g(z) := f(z) — z.)

Aufgabe 39. (Differenzierbarkeit)
Zu vorgegebener natiirlicher Zahl n betrachten wir die Funktion f : R — R mit

0 ,fallsz <0
f(x)_{x” ,falls z >0 .

Zeigen Sie, dass diese Funktion (n — 1)-mal differenzierbar ist, aber nicht n-mal, und
berechnen Sie die Ableitungen f*) fiir 1 < k < n.

Aufgabe 40. (Arithmetisches und geometrisches Mittel)
Beweisen Sie die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel

a+...+ay,
n

Yay-...-an <

fiir alle positiven reellen Zahlen a,, ..., a,. Zeigen Sie, dass Gleichheit nur dann eintreten
kann, wenn a; = ... = a,, ist.

(Anleitung: Fiihren Sie eine Induktion nach n durch und untersuchen Sie im Induktions-

schritt zu gegebenen a4, ..., a, die Funktion
f: R - R
(a1—|—...+an+x)"+1
T 1 —Qa1°..." 0T
n

mit den Mitteln der Differentialrechnung auf Minima.)

Aufgabe 41. (Nulistellen von Polynomen)
Zeigen Sie mit dem Satz von Rolle, dass eine Polynomfunktion

p: R —- R

-1
T = et + a1+ +ag

vom Grad n > 0 mit reellen Koeffizienten ay, ..., a, hochstens n Nullstellen hat.

(Hinweis: Fiihren Sie eine Induktion nach n durch.)

Bitte wenden!



Aufgabe 42. (Dehnungsbeschrinkte Funktionen)
Es sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und sei ¢ € R. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) |f'(x)| < c fiir alle z € (a,b).
(ii) |f(z) = f(y)| < c- |z —y| fiir alle z,y € (a,b).

Aufgabe 43. (Ezponentialfolge und Ezponentialfunktion)
Zeigen Sie, dass fiir jedes a € R gilt

a n
lim <1+—) =expa .
n

n—o0

(Hinweis: Berechnen Sie zuerst liII(l) exp (11n (1 + az)), z.B. indem Sie den Grenzwert des
T—
>0

Exponenten 1ln (1 + az) mit der Regel von de 'Hospital bestimmen. )

Aufgabe 44. (miindlich) (Umkehrfunktionen)

a) Zeigen Sie durch Induktion nach k& > 1, dass jede Potenzfunktion

fk§R+ — Rt
z +— zf

streng monoton wachsend und surjektiv ist. Folgern Sie daraus, dass die k-te Wur-
zelfunktion g/ : R* — R* differenzierbar ist, und geben Sie ihre Ableitung an.

b) Essei X :=1[0,1)U {2} und f : X — [0, 1] definiert durch

oz L fallsx #2
f(x)_{l yfalls z =2 .

Zeigen Sie, dass f bijektiv und stetig ist und dass die Umkehrfunktion f~! existiert
aber nicht stetig ist.
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