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Abgabe am Freitag, den 11.05.2001 vor der Vorlesung

Aufgabe 20. (Normendquivalenz in R")
Beweisen Sie, dass zwei beliebige Normen || - || und || - ||" auf R™ &quivalent sind.
Anleitung:

a) Wir setzten S := {z € R" | ||z||" = 1}. Begriinden Sie, dass die Funktion

f+ § - R
z = |zl

Minimum und Maximum auf S annimmt.

b) Nutzen Sie dann, dass fiir alle z # 0 aus R" der Punkt 1|, -z in S liegt, um die

[l]

Aquivalenz von || - || und || - ||' zu zeigen.

Aufgabe 21. Es sei der normierter Vektorraum (C([0, 1]),||||c) der stetigen Funktionen
von [0, 1] nach R zusammen mit der Supremumsnorm gegeben. Man zeige:

a) Es existiert eine Folge (fy)nen von Funktionen aus C([0,1]). Mit ||fs|lcc = 1 und
|| fo — fmlloo = 1 fiir alle n # m.

b) Die Menge {f € C([0,1]) | || f|leo < 1} ist abgeschlossen und beschréinkt, aber nicht
kompakt.

(Hinweis: Nutzen Sie den Satz von Bolzano-Weierstraf.)

Aufgabe 22. Seien X, Y metrische Rdume und sei X kompakt. Weiterhinsei f: X — Y
stetig und bijektiv. Zeigen Sie, dass die Umkehrabbildung f=! : Y — X stetig ist.

(Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass es geniigt zu zeigen, dass fiir alle abgeschlossenen Men-
gen A C X das Urbild unter f~* wieder abgeschlossen ist. Nutzen Sie dann die bekannten
Sétze iiber kompakte Mengen.)

Aufgabe 23. (miindlich) (Gegenbeispiele)
Seien X, Y metrische Rdume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Aus der Vorlesung
ist bekannt, dass

i) das Urbild f='(U) jeder offenen Menge U C Y offen in X ist,
ii) das Bild f(K) jeder kompakten Menge K C X kompakt in Y ist.

Finden Sie Beispiele fiir metrische Rdume X, Y, stetige Abbildungen f und offene, bzw.
kompakte Mengen U C X, bzw. K C Y, so dass

a) f(U) C Y nicht offen,
b) f~(K) C X nicht kompakt ist.



