Satz. Alle Normen auf R" sind dquivalent.

Beweis. Es seien ||-|| und ||-|| zwei Normen auf R". Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen,
dass ||-||" die Maximums-Norm ist.

(1) Zunéchst zeigen wir, dass es eine Konstante A € R gibt mit
x| < A-[]x]|" fur alle x € R". (%)

Dazu sei x= ¥ ; ;& die Entwicklung von x nach den kanonischen Einheitsvektoren e,. Es gilt
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(2) Es sei nun S:= {xe R"| ||x||"=1} die Einheitskugel (bezliglich der Maximums-Norm).
Wir behaupten, dass die Abbildung

X[ =

Mit A:= 31, ||g]| ist daher (x) erfillt.

f:S — R
X — x|

stetig ist (beztiglich der Maximums-Norm). Dies folgt aus der folgenden Abschétzung fur x,y €
R":

(%) = f(y)l [IXIF =1yl
X =yl
A-lx=yll",

wobei wir im letzten Schritt die Ungleichung (x) aus (1) verwendet haben.
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(3) Bezuglich der Maximumsnorm ist die Einheitskugel Skompakt und die Abbildung f ist —
ebenfalls beziiglich der Maximumsnorm — nach (2) stetig. Daher nimmt f auf Sein Minimum
an, d.h. es gibt eine Konstante B € R mit

Ix|| > B firallexe S

X =B [Ix]" - (x)

Fir jeden Punkt x € R" folgt daraus
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X
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und daher

Aus (x) und (xx) folgt die Aquivalenz der beiden Normen. O



