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Beweis der Holder-Ungleichung

Wir benétigen zunéchst einen Hilfssatz.

Satz (Young!-Ungleichung)
Sind A, B > 0 und p,q > 1 mit % + % =1, so gilt:

AYrpl/a ¢ A + B
p q

Beweis
Wir benutzen die Konvexitit der Exponentialfunktion, d. h. dass fiir alle z,y € R und A € [0, 1] gilt:

exp ((1 =Nz + Ay) < (1 — ) exp(z) + Aexp(y) (%)

Seien ohne Einschrinkung A, B > 0. Wihle z := In A, y := In B und \ := %. Wegen ¢ > 1 ist A € [0,1]. AuBerdem gilt

1-X=214+1_1_—1 Wirerhalten:
p g g7 p
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AYPBY 1 — exp (ln(Al/p)) exp (ln(Bl/q)) = exp < InA+ - 1 B) < —exp(lnAd)+ - exp(InB) = — + — O
p q p q p q

Damit kénnen wir die Holder-Ungleichung beweisen.
Satz (Ho6lder?-Ungleichung)
Sind z = (z1,...,%n), ¥y = (Y1,--.,Yn) € R" und p,q > 1 mit %—&— % =1, so gilt:

n
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Beweis
Seien ohne Einschrankung [|z[|,, [ly[|, > 0. Sei j € {1,...,n} fest. Wéhle A :=
gilt nach der Young-Ungleichung:
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Aufsummieren iiber j = 1,...,n ergibt:
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Bemerkung

Speziell im Fall p = ¢ = 2 (hier gilt % + % = 1) erhiilt man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Ist ndmlich (-,-) das Standard-
skalarprodukt im R", so gilt:
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