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1 Logik und Mengenlehre

1.1 Grundlagen der Logik und der Mengenlehre
1.1.1 Aussage

A entweder wahr (W)oder falsch (F)

Beispiele

A = Sie sind leise (W)

A = Seid leise! (Keine Aussage)

A = Marburg ist schén (W)

A = Marburg ist jung (F)

1.1.2 Junktoren (Verkniipfungen)

A, B Aussagen=s (AA B),(AV B),A=-A

Wabhrheitstafel
A |B |A A B A |B |A VvV B A |ﬁA
w W W w W W W |F
w |[F |F w \F W F W
F W |F F W W
F |F |F F |F |F

1.1.3 Junktoren-Kalkiil

SeienA, B, C Aussagen
Dann gilt:

(i) Kommutativitat AN B< BAA,AVB & BV A
(iNAssoziativitdt: (AAB)AC & AN(BAC),
(AVB)VC & AV (BVC(O)
(ifldempotenz: ANA&s A AVA
(ivDistributivitat: (AAB)VC < (AVC)A(BVC)
(AVB)AC & (ANC)V(BAQ)
(v)de Morgan: A=A
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Beweis durch Wahrheitstafeln

A B |[C |[AAB |(AAB)VC |[AvC |BvC (AvVvC)A(BVC)
w w w W 144 144 144 W
w w |F W 4 4 4 W
w |F W |F 4 4 4 W
w |[F |[F |F a W a a
F W W |F 144 144 144 W
F W |F |F F F W F
F |F W |F W 144 144 W
F |[F |[F |F a a a a

1.1.4 Quantoren-Logik

All-QuantorVz, fur alle x
Existenz-Quantofiz, es existiert mindestens ein x

(i) Sei A(z) Aussageform= AussageYzA(z) wahr
< A(z) wahr fir alleA(z)

(iSei A(x) Aussageform= Aussagedz A(x) wahr
< A(z) wahr fir mind. ein ¥ (z)

1.1.5 Satz de Morgan fur Aussageformen

(i) VzA(z) = ~(VzA(z)) = JxA(x)

(iN3zA(z) = ~(FzA(z)) = VzA(x)

Beweis

Fir alle z A(x) ist wahr < Fir alle x gilt A(x) ist falsch
& es gibt mind. ein x, so das$(z) nicht gilt

& es gibt mindestens ein x, so das&r) wabhr ist

< Az A(z) wahr ist.

Also istVz A(z) wahr& 3z(A)x wahr. g.e.d.

Beispiel

x = Hochhauser, Studenten, Autos, Sonnentage, Einwohner
A(') =Marburg hat vield )

Dann gilt:Vz A(x) falsch (z = Sonnentage, Hochhauser)
VxA(z) wahr (x = Studenten)
Beispiel

A = Vz3IyVz A(z,y, z) < fir alle z gibt es einy, so dass fiir alle, A(z,y, 2) gilt.

Negationd = VzIyVz A(z,y,z) = FyVyIz A(z,y, 2)
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1.2 Mengen und Teilmengen
1.2.1 Mengen, naiv hach Cantor:

Eine MengelM ist eine Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Objekten (Ele-
menten) zu einem Ganzen.
Formal

Elementbezeichnung, = € M zweistelling

Mengenklammernf : }

1.2.2 Mengen <- -> Aussagen

M Menge=- Aussageformi(z) : z € M
x € M wahr oder falsch

Falls wahr, dann: € M

Falls falsch, dann ¢ M

A(x) Aussageform= MengeM = {x : A(x) wahr}
Alsoz € M & A(z) wahr
M,N MengenM = N &Vz (z € M <z € N)

Beispiel 1

M = { Marburg, Mathematik, Matri}

x € M & x = Marburg oderr = Mathematik oder: = Matrix
r = Giesser¥ M

Beispiel 2
Pi=r=3.14...
M = Menge aller Ziffern(0, 1, ..., 9), welche int unendlich oft vorkommen. Unbe-
kannt ob0 € M
Beispiel 3

Hochhdiuser

Autos
Variablex = Einwohner
Studenten
Sonnentage

A(z) = Marburg hat vieler (Aussageform)

zugehorige Menge:
M ={z : A(z) wahr}
= { Autos, Einwohner, Studenten
x € M & x = Autos, Einwohner, Studenten
x ¢ M & x = Hochhéuser, Sonnentage

Beispiel 4
x = Tage im Jahr 2000
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A(z) = Am Tagez scheint in Marburg die Sonne.
M = {z: A(z) wahr} = {4.Mai, 3. Juni, 4. Juli, 10. Oktobgr
M hat 4 Elemente.

1.2.3 Teilmengenbeziehungen

AussageM, B, C _
Aussaged = B := BV A (unsymmetrisch)
enspricht:A impliziert B / wenn A4, dannB

Wabhrheitstafel
A |B [A=>B
w W W
w |F |F
F W W
F F W

1.2.4 Tautologien (immer wahr)
reflexiv: A = B
transitiv: A= BAB = C,dannA = C

anti-symmetrisch:A = BA B = A,dannd < B

1.2.5 Teilmenge
SeienM, N Mengen
MCN:&VexeM=>xeN
Venn-Diagramm
M¢N&MCN

@ N MCN (. M N & Ve(re M=z €N)

& dx(x € M =z €N)

1.2.6 Durchschnitt

M, M> Mengen
MlﬁMQZ{ZL'EMl/\QZEMQ}
T EM NMy, & x € M ANx € M,
Venn-Diagramm

) =

My N M,



1.2 Mengen und Teilmengen

1.2.7 \ereinigung
M1UM2:{I'€M1\/I'EM2}

Venn-Diagramm

My U M

1.2.8 Negation: Komplement M

M={z:xe M}
reMe&xgM

Venn-Diagramm

1.2.9 Relatives KomplementV/M

N/M={zx:z e NNz ¢ M}
=NNM

Venn-Diagramm

N\ M

1.2.10 Regeln fur Teilmengen

M; N My = Ms N M, ebensaJ kommutativ
(Ml N M2) NMs;=MnN (M2 N Mg) ebensaJ assoziativ
MNM=M=MUM idempotent

(Ml n M2) UMz = (Ml U Mg) n (M2 U M3) distributiv
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Beweis: Distributivitat
(M N M) U M3 = (M, U Ms) N (MU Ms)

1. Schritt:(M1 n MQ) U M; C (M1 U M3) n (M2 U M3)
z.zVx € (M1 n MQ) UMz =z € (M1 U M3) n (M2 U M3)
Seiz e (MiNMy)UM;=x e (M NM)Vazxe M

IFzeMiNnMy=ze€ M ANz € M,
=sxec M UMsANz € MyU Ms;
=z € (M UM;s)Nz e (MsU Ms)
IF z € M;
T € Ms UM ANz € M3 U M,
=z € (M UM;)Nz e (MU Ms)
Dax € M beliebig, gilt(M; N Ms) C Ms(M; U Ms) N (My U Ms).
2. Schritt:(My N M) D M3(M; U M3) N (Ma U M3)

z.zNzx € (M1 U M3) n (MQ U M3) =€ (M1 n MQ) U M3
Seizx € (M1UM3)H(M2UM3) =T Ec (M1UM3)/\I' € (MQUM3)

IF $€M3:>$€(M10M2)UM3
IF CU¢M3$CU€M1/\ZIZEMQ,daSUE(M1UM3)0(M2UM3)

Alsozx € MiNM,=x€ (MlﬁMQ)UM:;.
In beiden Fallen gil: € (M N M) U M.
Daz € (M; U M3) N (Ms U Ms) beliebig war,
(M1 N Mg) U Ms; C (M1 U M3) N (M2 U M3)

1.2.11 Kontraposition

Aussagen:
A = B genaudann, wenB = A
aus A folgt B& aus nicht B folgt nicht A

Mengen:
M, C My & My C M,

Venn-Diagramm

@ M, o g@j Mo

Beweis in zwei Schritﬁan .
=2z2.z2.M; C My = My C M,




1.3 Mengen der natuerlichen Zahlen

SeialsoM, C My, z.z.. M, C M,

Z2.2..x ZTLMQ =T Ec Ml. Seizx € Hg

zz.x € M,

Annahmexz € M| = « € M, = zinM, = « ¢ M,
Also Annahmer ¢ M, falsch= z € M,

Daz € Mabeliebig = My C M;

"<" analog zu ="

1.3 Mengen der natuerlichen Zahlen

N ={1,2,3,4,...} unendlich viele Elemente

1.3.1 Teilmengen (endliche)
Ziffern: {0,1,2,3,...,9} € N, {0,1} e N

1.3.2 Teilmengen (unendliche)

gerade Zahlen: € N« 3m € Nn =2m

1.3.3 Prinzip der vollstandigen Induktion

SeiSCNmit 0€S Induktionsanfang
n€S=n+1€eS Induktionsschritt

Dann giltS = N

1.3.4 Beweis durch Induktion

Sei A(n) Aussage, die von € N abhéngt.

Es gelte: (i) A(0) = wahr
(ilwenn A(n) wahr= A(n + 1) wahr

DannistA(n) wahrVn € N

1.3.5 Anwedungs des Induktionsprinzips

SeineN,n >0
Fakultatn! =1-2-3-...-n
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1.3.6 Binomialkoeffizient

(m) = =y €N

Satz
Seio<m<n=(2)=(",)+""
Beweis

(:1) ) (mz) - m!-(gimz! + (mf1)!-gz!fm+1)! '
n. n:
-m: ! + (mfl)!i(nfm+1)-(nfm)!

V=T (o + 1)
n.

. n+1
‘(n—=m)!  m-(n—m+1)

Satz
Vn € Nistn - (n + 1) gerade, daher durchteilbar.

1. Beweis (Fallunterscheidung ohne Induktion)
Sein € N gegeben.

IF(ImFall)ngerade = Im € N:n =2m
= n(n+1) =2m(2m + 1) = 2[m(2m + 1)] gerade, dan(2m + 1) € N
IF nungerade> Im e N:n=2m+1
=>nn+1)=02m+1)(2m+2) = (2m + 1)(m + 2) - 2 gerade,
da(2m + 1)(m+2) € N
Beide Falle ergeben die Behauptung.

2. Beweis (volstandige Induktion far > 0)

IV: Induktionsvoraussetzungt(n) = n(n + 1) ist gerade
IA: Induktionsanfang: = 0: 0(0 + 1) = Ogerade = A(0) wahr
IS: Induktionsschritt: 0<n—-n+1

Sei A(n) wahr, dahen(n + 1) gerade. z.z.{n + 1)(n + 2) gerade
Nach IV gilt3m € Nn(n + 1) = 2m

> m+1)n+2),,, @+)n+n+1)2, — n(n+1)+2n+1)

v2m+2(n+1) o 2(m+n+1)gerade, d@gm +n +1) €N
= A(n + 1) wahr= A(n) wahrVn € N
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1.3.7 Gauss’sche Summenformel

0+14+2+3+44+5+ - +n=27 k=" eN
sumf_,k = 0 leere Summe

Beweis durch Induktion

Indnzo  A(n) = Sjog b = 25
A7 =0: A0) = Y0 k= 20 —
V: 0k = el
IS:0<n—>n+1
Zié k=3kok+ Ezivlt+1 k=3 ok+n+ Loy n(n2+1) +n+1
(n+1)(3 +1) = (n+1)(252) = R e g,

1.3.8 Definition durch Induktion

Sei D(n) Definition, die vonn abhangt.

Falls (i) D(0) definiert (i) wennD(n) definiert, danrD(n + 1) definiert.
DannistD(n)¥n € N definiert.

Definition

0! := 1 leeres Produkin + 1)! := (n + 1)n!. Dann istn! definiertvn € N.

Mulitplikations-Beispiel

Fakultat (factorial)
6!=1.-2-3-4-5-6=6-5!
1000!'=1-2-...-1000 = 1000 - 999!

Additions-Beispiel
1+243+4+45+6=Y,_,(k)+6

1.3.9 endliche Mengen

Definition
Sei M Menge
M endlich& M enthélt nur endlich viele Elemente.
M ={x1,22,...,2,}
paarweise verschieden
M hatn Elementex; ...z,
|M| = n = #M, Anzahl der Elemente.

Satz
SeienM; C M, Mengen. Dann gilt;

(i) M endlich= M; endlichA |My| < |M,|
(ll) M endliCh,|M1| = |M2| = My, = M>
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Beispiel endlicher Mengen
leere Mengd) :={z: 2z #z} ={z:z €2} ={}
Dann gilt@ endlich und®| = 0

Satz

Jede Menge enthédbtals Teilmenge, dahei/ Menge= ) ¢ M
Beweis

zz.0c M

zz.zell=>zeM

Kontraposition:
Seiz ¢ M.z ¢ () immer wabhr.
Daz beliebig= 0 c M

1.3.10 Singleton (Einermenge)
{a} == {z:2=a}

ze{aler=a

Satz

{a} unendlichund{a}| =1

Satz

{a}CcMeaeM

{a} U {b} = {a U b}, hdchstens zwei Elemente, mindestens eins

Beweis
{a}u{d}={z:ze{a}vaze{b}}={r:2=aVz=0}={a,b}

1.3.11 Definition jeder einzelnen natirlichen Zahlh € N

0:=0
Annahmemm sei definiert als Menget + 1 = n U {n} (dahem € n C n + 1)

Damit ist n definiert.

Beispiel

0={}

1:=00U{0} = {0} = {{}}
2:=10U{1} ={0}u {1} ={0,1}
3:=20U{2} ={0,1}u{2} ={0,1,2}
Satz

(i) n endliche Menge unth| = n
(i)Seienm,n € Nmitm = {0,1,...,m —1},n={0,1,...,n — 1}
Dann gilt:
mcCnemen
m U n = maz(m,n) Maximum
m N n = min(m,n) Minimum
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1.4 Relationen und Funktionen

geordnetes Paar

SeienM, N Mengenx € M,y € N
(z,y) .= {z,{z,y}} = {=z} U {{z,y}}

Danngilt(z1,y1) = (x2,y2) © 1 = 2 Ay1 = ya

N N

T R A jlom) | e

1.4.1 Kartesisches Produkt

Definition
M x N :={(z,y) : 2 € M Ay € N} = Menge aller geordneten Paare
R = Zahlengerade; Menge aller reellen ZahBnx R = Ebene

R
M=RN=R 1
M XN - R Il 1 | Quadrant
1 ________________ (Wl)
0 Il T T Iﬂ-l T ]R
1] \Y

Satz
M, N endliche Mengers> M x N endliche Mengenunf x N| = |M| - |N|

Beweis per Induktion
n := |N| = Anzahl der Elemente voiy

IA:n=20 0O=|N|=N=190
= es gibt keine zweite Koordinate i x N
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=>MxN=0
=|M xN|=0=|M|-0=|M|-|N|
Formel gilt fur|N| = 0

IArn=1 SeiN =1daherN = {yo} = M x N = {(z,y)|lr € M Ay € N}
={(z,y)lr € M ANy =yo}
={(z,y0)|lz € M}
= [M x N|=|M|-|N|=|M|-1=|M]|
Formel gilt fur|N| = 1

IV: [M x N| =|M|-|N| VYN|N|=nAYM

ISsn > n+1zz:|MxN|=|M|-|[Nmit|[N|=n+1
SeilN|=n+1=>N#0 =>JyeN
= |N\{w}| =|N|-1=n+1-1=n
=M x N ={(z,y)lxr e MAy e N}
={(z,y)lre MAye NAy# y}tU{(z,y)lr € MAy € NAy=yo}
={(@ylre MAye NAy#yo}U{(z,y0)|lz € M}
= |M x N| = |M x N\{yo}| + [M x {yo}|
v M- IN\{yo}| + |M]}
=|M|-n+[M|=[M|-(n+1)=|M[-|N|
Formel gilt auch fufN| = n + 1 Elemente

Beispiel:

M| =6
IN|=5
|M x N| = |M]|-|N|=6-5=230

1.4.2 Relationen

SeienM, N Mengen
BetrachteM x N

RelationR C M x N

R Relation vonM nachN

Relation = Menge geordneter Paare
(z,y) ER:z e MAyeN



1.4 Relationen und Funktionen

graphische Darstellung

N

R:{(xay):wER/\yE]R:a:2+y2:1}

R

1N
NI

S:{(x,y):I'ERAyER:y:iI'}:{(Z',y)ERx]R|y2:1-2}

R

15
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Beispiel 3: Diagonale

I

{(@,y)|zinM Ny € M|z =y} = {(z,y) € M x M|z =y}
{(z,z)]z € M

Beispiel 4: Potenzrelationen

m €N

p(m) =A{(z,y)lr € RAy € Rly = 2™} = {(z,y) € R x Ry = 2™} = {(z,2™)|x € R}
R R R

R
() (2) (3)
p(0) p p / p

R R R R

1.4.3 Umkehrrelation

X,Y Mengen, ProduktmengeXi x Y D Relation

X xXDI=1Ix={z1,22 € X x X|z1 = 22} |dentitét / Diagonale
(371,372) €l &1 =29

Definition
XXYDR=>YxXDR'':={(y,z) €Y x X|(x,y) € R}
(y,z) € R~! & (z,y) € R, Inverse von R
XXYDRYXZDS=XxXxZDSoR:=

{(z,2) e X x Z|Fy € Y(z,y) € RA(y,z) € S}

Produkt von R und S: Komposition von R und S:



1.4 Relationen und Funktionen

(z,2) e SoR:&= JyeY(z,y) € SA(y,2) €ER

Beispiel 1: Kreis

X=Y=7Z=R
C={(r,y):xeRAyeR 2> +y> =1}
ct=cC
R
R
Beispiel 2: Gerade
X=Y=R
Y
Diagonale
X

Beispiel 3: Kreuz

KreuzS = {(z,y) :x e RAy € R: 2% = y?}
PotenzP = P®) = {(z,y) :x € RAy € R: z = y?}

1. Behauptun%o S =P

~—
vz wy @z
Sei(z,z) ePoS =3y eY (z,y) € SA(y,2) EP=> 2> =2
—_— Y—
22=y? 2=y

= (z,z) € P.AlsoPo S C P.

Sei(z,z) EP= 22 =z.Setzey =z = y?> =22 Az =3

= (z,y) € SA(y,z) € P= (x,2) € PoS. (y = (—z) analog)
Beispiel 4: Kreuz

KreuzS = {(z,y) :z € RAy € R: 2* = y?}
PotenzP = P®) = {(z,y) :x € RAy € R:z = y?}

SoP={(x,2)z = +2?}
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|
%

e AN -

Regeln fir Inverses und Komposition

SeienR, S, T Relationen. Dann gilt:

(i) T o (SoR)=(ToS)o R Assoziativitat
(i) (SoR)y '=R'oS',R'=R

Ro IX =R
(iii) IyoR =R } neutral

Beweis zu (i)

"C"z.z.To(SoR)C(ToS)oR

Sei(z,w) ETo(SoR)= 3z (x,2) ESoRA(z,w) €T
3z 3y ((z,y) € RA (y,2) € S)A(z,w) €T

wsons (@ y) ERA((y,2) € SA(z,w) €T)

=3V (z,y) e RA(y,w) €T oS

= (z,w) € (ToS)oR

Da(z,w) beliebig= T o (SoR) C (ToS)o R

" " analog durch Umkehrung aller Schritte.

Bemerkung

R o S nicht immer definiert, falls:, y, z verschieden sind:
r=y=2z= RoS,S o Rwohldefiniert.Ro .S # S o R im Allgemeinen.

Beweis zu (ii)

"C"z.z.(SoR) "' CR'oS!

Sei(z,z) € (SoR)™! = (z,2)inSoR

= 3y (z,y) ERA(y,2) €S

=y (y,z) E R A (2,y) € S7!

Kommu. 3 (y,z) € STV A (y,2) € R7!

= (2,7) ERtoS!

Da(z,z) beliebig= (So R)~! C R~! o S~!. Umkehrung " analog.
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1.4.4 Bildmenge und Urbildmenge
Definition

SeiRC X xY

z € X = {z} C X Einermenge

R{z} C Y Bildmenge von

Ohne Mengenklammey: € k{z} < (z,y) € R
Beispiel 1

R{z} = {y} Einermenge

Beispiel 2
Y
‘ R={(z,y) € Rx Rla® +y> = 1}
X=Y=R
(z1]y/1 = 27) \
- = R{z:} = {\/1-af| - /1 -2}
\LJ‘T X R{zm}=0
R{zs} =10
(2] - /1= 23) tnd
Definition

SeiRC X xY AcCX

Bildmenge von A:

RA=R(A) :={y € Y|3z € A|(z,y) € R}
R(A)CY

Definition ohne Mengenklammern:
y€ R(A) & 3z € A(x,y) €R
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Beispiel

A
QJM T3

Satz

RCcXxY, ScYxZzZ AcX

= (S R)(4) = S(R(4)) € 2

cY

Beweis

"C"z.z.= (SoR)(A) C S(R(A)) Cc Z

1 LOGIK UND MENGENLEHRE

A= {561,2172,:173} = {561} U {CUQ} U {563}
R(A) ={y € R|(z1,y) € RV (z2,y) € RV (z3,y) € R}

= R{z1} V R{z2} V R{z3}
= {{/1—-23,—/1 —z},0} Dreiermenge

Seiz € (So R)(A) e dz € A(x,2) € (SoR)

Def.Bildmenge
=
Def.Verkettung

=>JyeY ye R(A)A(y,z) €S
—_——

cY
=z € S(R(A))

JyeY (z,y) € RA(y,z) €S
=>JyeYIreA(x,y) e RA(y,2) €S

Da z beliebig= (S o R)(A) C S(R(A4)) C Z."D" analog.

Korrolar

(So R){z} = S(R{z}), wobei{z} nichtimmer Einermenge.

Beweis
A={x}
Satz

RCXxY,A BcCX.Esqdilt:
() AcCB=R(4)
(i) R(AUB)=R

(
(i) R(ANB)= R(
(v) R(A\B) = R(A)\R(

Beweis von (ii)

"C"z.z.R(AUB) C R(A) UR(B)
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Seiy € R(AU B) Jre ANB:(z,y) €R

=
Def.Bildmenge

IF:z € A=y € R(A) C R(A)UR(B)
=y € R(A)U R(B)

IF:2 € B=y € R(B) C R(B) UR(A)
=y € R(A)U R(B)

Day beliebig= R(AU B) C R(A)U R(B)

1.5 Funktionen
1.5.1 Uberalldefiniertheit
SeienX,Y Mengen,R C X x Y Relation

Definition

R Uberall definierte Ve € X R{z}#0 & Vre Xy eY (z,y) €R

Beispiel 1
Jede Vertikale Gerade schneidet Y

R
R Uberall definiert

X
Beispiel 2

Y

Kreis ist nicht tiberall definiert. o

X

Satz
R ist Uberall defniniert>s Iy C R"1o R
Beweis

»=": Sej R Uberall definiert. z.zIxy C R"1oR

Sei(z1,z0) €Elx >z =22 =€ X =>yeY (z,y) €ER
Ide::np.zly € Y(l‘,y) ERA (l‘,y) ER

=>JyeY(y,z) e R7'A(z,y) €R

= (r,7) ER"T'oR=Ix CR™'oR.

"< Seilx C R7! o R. z.z.:R tiberall definiert.

Seir € X = (z,z) € Ix = (z,71) E R"'1oR
Def.Kimpos.Ely €Y(z,y) € RA(y,z) € R7!

= JyeY(z,y) € RA(z,y) €ER

21



22 1 LOGIK UND MENGENLEHRE

= Jy € Y(z,y) € R =y € R{z} = R Uberall definiert.

1.5.2 Surjektivitat

Definition

R C X x Y surjektive R~ C Y x X Uberall definiert
&sVyeYIre X (y,z) € R7!
@VyEYHwEX(:U y) €ER

SatzfurR Iy CRoR™ !

1.5.3 Eindeutigkeit

Definition

R C X x Y eindeutige Vz € X|R{z}| = 1. R{z} hat hochstens ein Element.
&V e XVy,y2 €Y (z,41) €E RA(2,92) € R = y1 = 12

Satz
Reindeutiges Ro R~ C Iy
Beweis

"=" Sei R eindeutig. z zRoR ! Cly

Sel(yl,yg) €ERoR'=3re X(y,z) e R'A(z,12) ER
Rezndeutzgax € X(.’L‘ yl) €RA (l‘ y2) ER= Y1 =192

= (y1,y2) EIy = RoR™' C Iy

"&"SeioR™! C Iy. z.z.: R eindeutig

Seiz € X,y1,y2 € Y mit (z,y1), (z,y2) € R

2.2.y1 = Yo (z,y1) € RA (z,y2) € R

= (z,y1) € RA (y2,2) € R = (y1,y2) € RoR™!
Var. WL Y2) € Iy = y1 =y

1.5.4 Injektivitat

Definition

R~! eindeutigs R injektiv

& VyeYVr,z2 € X (y,21) ERT'VA(y,22) E R7 = 1 = 29
& Vy €YV, 22 € X (21,y) € RA (22,y) €R

@Ver|R Nzl <1

Gatspirp— Rinjektive R o R C Ix



1.5 Funktionen

Ubersicht

RCXxY,: R'cYxX

R Uberall definiert &
R eindeutig definiert <
R injektiv definiert &
R surjektiv definiert <

Graphisch

RilORDIX
ROR_1CIY
R_IORCIX
ROR_lDIY

23

¢ Uberalldefiniertheit=> jede vertikale Gerade schneidBt mindestensinmal.
Bsp.:R = P® = {(z,2%) : x € R}

e Eindeutigkeit=- jede vertikale Gerade schneidet hichskinmal.
Bsp..R = P®) = {(z,2%) : x € R}

Keine Eindeutigkeit beim Kreis

PR
o
T T
R
J/ "
/H R
R

¢ Injektivitat = jede horizontale Gerade schneidet h6chstens einmal.
Bsp.:R = P®) = {(z,2°) : x € R}

R

p®

I
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keine Injektivitat (Horizontalen schneiden zweimal)

1 LOGIK UND MENGENLEHRE

il
7

e Surjektivitdt=- jede horizontale Gerade schneidet mindestens einmal.

Bsp..:R = P®) = {(z,2%) : z € R}

keine Surjektivitat (Horizontalen schneiden nicht)

1.5.5 Funktion

Definition
F C X x Y Funktion/Map von X nach Y

& F uberall definierth F eindeutig
eVre X |F{X}| =1

Definition des Funktionswertes

F(z) e Y mit F{z} = {F(z)}

-

Man schreibtF' : X — Y,XiY fir F ¢ X xY Funktion.z € X — F(z) €Y

Graphisch

F Funktion< jede vertikale Gerade hat genau einen Schnittpunkt.



1.5 Funktionen

Beispiel 1

Jede Poten®(™) ist Funktion vonR nachR.
P = {(z,y) € Rx R:y = 2"} undP"™ (z) = 2™, P {z} = {2™}

25

R R R R
(1) (2) (3)

p(© p p / p

R R R R
Beispiel 2

R

Kreis keine Funktion. i
X=[-1,1],Y ER=>CCXxY /(\L 22y =1

Satz

SeienF' C X xY,G C Y x X Relationen. Dann gilt:

(i) F uberall definierta G Uberall definierts> G o F' Uberall definiert
(i) F eindeutigh G eindeutig= G o F eindeutig
(i) F:X>YANG:Y>Z=>GoF:X—ZAN(GoF)(z)=G((F(x))

Beweis

(i) SeienkF, G uberall definiert. z.z.& o F' Uberall definiert.
Seiz € X = F{z} #0
SeiBeY,B#0=G(B)#0
(G o F){z} = G(F{z}) # 0

e
Da x beliebig war, folgt, G Uberall definiert.
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(ii) SeienF, G eindeutig. z.z.G o F eindeutig.
Seire X = |F(z)| <1
BCY,Bl=1=|G(B)|<1
= [(GoF)|=|G( F{z} <1

——

|F{z})[<1

Satz

X FY € Z Funktionen= X “°F Funktionen
und (G o F)(z) = G(F(x)).

Beweis

reX = F{z} ={F(z)},y €Y = G{y} = {G(y)}
Setzey := F(z) = G{F(z)} = {G(F(2))}

(G o F){z} g, G(F(z) = G{F(x)}) = {G(F(z))}
Daz beliebig=- G o F Funktion undG o F){z} = G(F(z))

Beispiel

F(z) =2 + 3, G(y):#

= (GoF)=G(F(z)) =G(* +3) =

1
r24+3+1

Definition
Y X = Menge aller FunktionenvoX naci’: F: X - Y e Y X

Spezialfalle:

e X =N, Y Menge:Y'N = { Funktionen vorN — Y} = { Folgenin Y}
Fe YNNI alson— F(n). F = (F(n))nen n-tes Folgenglied.

e X=n={0,1,---,n—-1}= F:n—=Y € Y. n-Tupel
e X=2={0,1}=F:25Y € Y2 F = (F(0), F(1))

e X beliebig,yY =2 ={0,1} = F : X — 2 € 2. bindere Funktion

1.5.6 binédre Funktion

Definition

binare Funktion auf = Teilmenge von X.
(2% = Menge aller Teilmengen voi)
Beweis

SeiF': X — 2. X x 2 = Zwei parallele Kopien von X.



1.5 Funktionen

> FYl}={zeX : Fz)=1}CX

1.5.7 charakteristische Funktion
|1 zeA
x:X =2 XA('T)_{O rd A

Dann gilt:
() x.'(z)=A Gleichheit von Mengen
(i) xf-1q1y = f  Gleichheit von Funktionen

Beweis

(i) Gleichheit von Mengen
"C"z.zix,(z) C A
Seiz € x;' {1} = xalz)=1=>z€ A
Daz beliebig,x ;' (z) C A.”>" analog.

(i) Gleichheit von Funktionen (alle Funktionswerte missen gleich sein)
Seir € X.z.z. xp-113(7) = f(z)
IF: f(x) =1=z¢€ f_l{l} = Xffl{l}(ﬂf) =1= f(:l?)
IF: f(z) =0=a & fH{1} = xy-1q13(2) = 0= f(2)
Dax beliebig,x ;1713 (z) = f(z)

Prinzip der Funktionengleichheit

SeienF,G : X — Y Funktionen.
Danngilt: FF = G & Vx € XF(z) = G(x).

Beispiel
2? = Potenzmenge voh = {0, 1}

= Teilmengen vor{0, 1}
= bin&re Funktiorf : 2 — 2

4 Teilmengen vorz = {0, 1}: {0,1} D 0,{0},{1},{0,1}

. o xpg xo Iy o
bindere Funktion: 0 |0 1 0 1
10 0 1 1

1.5.8 Eigenschaften von Funktionen

SeiF : X — Y Funktion
F~1:.Y — X Relation

27
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Proposition

(i) F{z}={F(2)} Einermenge
(i) F-{z}={z e X : F(z) =y} Urbildmenge von Y

Beweis

(i) DefinitionvonF(z) € Y

(i) F-{yt={zreX:(y,2)e F'}
={zxeX:(x,y) € F}
={zxe X :Flz)=y}

Proposition

() Finjektiv Vzqi,29 € XF(CUl) = F(.TQ) = T1 =22
@le,aﬁg e Xz ;é.TQ = F(ml) 75 F(.TQ)

(i) Fsurjektiv Vy € Y3z € X F(z) =y

1.5.9 Bijektivitat von Funktionen

Definition
F bijektiv < F injektiv A F' surjektiv

Beweis

R Relation
(i) Rinjektive Vo, 20 € XYy €Y (z1,y) € RA(22,y) € R= 21 = 22
SeiF C X x Y Funktion
yEY::F(ml):F(xg)
= (z1,y) = (x1,F(x1)) € F A (22,y) = (22, F(22)) € F
= T1 = T

(i) RC X xY surjektive Vy e Yz € X (z,y) € R
SeiF' C X x Y Funktion, seiy € Y
Jz € X(x,y) € F =y =F(x)

F : X — Y bijektiv & F injektiv und surjektiv
< I UmkehrfunktionF—!: Y - X mit Fo F~ ' =y AF~loF =1y

Schreibweise

F
X 2 Y bijektive Funktion. F~(F(z))=2 F(Fl(y) =y
F1
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Beispiel 1
o F=P®) 3
X=R=YR | [F(z)=x

= F bijektivundF~! = ¢z

Beispiel 2
X=R=v R Fz) =2
= F nicht bijektiv, daF'(-1) = F(1) =1
(nicht surjektiv, dg—1) ¢ F(R))

Beispiel 2

X=R, =Y ={z€R:2<0F=pP®
F: Ry — Ry bijektiv

Proposition

FCcXxY; ACX,BCY
F~!' ¢ Y x X Umkehrrelation

Dann gilt:

() F(A)={F(z);z € A}
(i) F-1(B) ={F~'(y);y € B}

Beweis

() F Relation

29
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F(A)

{yeY;3z € A;(z,y) € F}
{yeY;3dz e A F(x) =y}
{F(z);x € A}

() F~! Bildmenge der Relatio’

F! ={3zreX;ye B;(y,x) € F '}
={3r € X;y € B;(v,y) € F}
={Ir € X;y € B;F(r) =y}
={z € X;F(z) € B}

Proposition

SeiF C X xY Funktion.AC X; BCY

() AcC F'(F(A)) falls F injektiv
(i) B C F(FY(B))falls F surjektiv

Beweis

1 LOGIK UND MENGENLEHRE

(i) Seize A= F(z) € F(A) = x € F1(F(A))
(i) Seiye Y = F~'(z) € (F~Y(B) = y € F(F~1(B))

Proposition

SeiF : X = Y mitUmkehrrelationF~! c YV x X

DanngiltfurB,, B, C Y

(l) F71(31 N B2) = Fﬁl(Bl) N Fﬁl(Bg)
(i) F~1(Bi\Bz)=F ! (B1)\ F !(B2)

Beweis

(i) ”C” giltfiir Relation R~*(B; N Bx) C R-Y(By) N R(B,)

" " gilt nur fur Funktionen
Seiz € F_I(Bl) N F_l(BQ)
s>z F Y (B)Az e F1(B,)
:>F(.’L') EBl/\F(.’L') € B,

= F(z) € (B1 N By)

=T Ec F_I(Bl ﬁBg)

Da x belibieg, folgtF=' (B, N By) D F~'(B1) N F~(By)

(i) ” > gilt fur Relation
"C"Seizx € F71(31 \Bg)
= F(.’L‘) S (Bl \Bg)
ﬁF(iL’) EBl/\F(ZI}) ¢32
=T € F_I(Bl) ANz ¢ F_I(BQ)
=T € Fﬁl(Bl) \F—l(BQ)

Da x belibieg, folgtF' ~*(B; \ B2) C F~Y(B1) \ F1(Bs)
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1.6 Aquivalenzrelationen

Sei X Menge

R C X x X Relation

= R~! ¢ X x X Umkehrrelation
Ro R C X x X Verkettung

I =Ix C X x X Diagonale

Definition

() R reflexiv SRDOI
Ve e X (z,z) €ER
(i) Rsymmetrisch < R=R™!
& Vr,y € X((z,y) € R& (y,2) € R)

(iii) R transitiv < R D Ro
R & Vr,y,z € X((z,y) € RA(y,2) € R= (z,z) € R)

(iv) R antisymmetriscks RNR~' C I
& Vr,y € X((z,y) € RA (y,2) € R=x =y)

1.6.1 Definition der Aquivalenzrelation

R Aquivalenz-Relatiors R reflexiv, symmetrisch, transitiv
ICR=R'DRoR
Man schreibtz ~ y fur (z,y) € R

Reflexivitat: z ~ z
Symmetrie: rz~y&Sy~a
Transitivitdt: z~y~z=>x~ 2
Konsequenzr; ~ xy ~ T3 ~ - - ~ Xy = 21 ~ Ty

Beispiel 1

X =N, R CN x N Paritatsrelation, m,n € N
m ~ n < m — n gerade, durch 2 teilbar

R = {(m,n) € N x Njm — n gerade}
Behauptung:”~" ist Aquaivalenzrelation

Beweis:

Reflexivitét:  m ~ m, dam — m = 0 gerade
Symmetrie: m ~n = m —n gerade=> n —m = —(m — n) gerade=>n ~ m
Transitivitdt ~ Sel ~m ~ n = [ — m geradem — n gerade
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=>l—-n=(I—-—m)+ (m—n)gerade= 1 ~n

m,n haben gleiche Parit&s m ~ n

Beispiel 2

xz = { Menscher}, =z ~y <& z,y sind verwandt.
Definition

SeiR C X x X Aquivalenzrelationz € X

R{z}={3y € X|(z,y) e R} C X
={3y € X[z ~y}

Aquivalenz-Klasse vor ("Familie vonz”)
Hinweis: Wenn Aquivalenz-Klasse nicht disjunkt sind, dann sind sie gleich.
Proposition

R{z} #10

Beweis:R reflexiv= (z,z) € R,z ~z = x € R{z}
Satz

R Aquivalenzrelation. Dann &quivalent

() R{z}C R{y}#0
(i) z ~y
(i) R{z} = R{y}

Beweis per Ringschluss

(1) = (1) SeiR{z} N R{y} #0
z.z.x ~y
= 3z € R{z} n R{y}
=z € R{z} ANz € R{y}
S z~ITNzZz~Y=>T~ZANZ~Y
=T~y

(i1) = (#ii) Seiz ~y
z.z.R{z} = R{y}
"C"Seize R{z}=>z~a (2Ziz~y)
SzZNT~NYZANY
Daz beliebigR{z} C R{y}
"D" R{y} C R{z} analog, beziehungsweisg { z)
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(¢it) = (i) SeiR{z} = R{y}
= R{z} NR{y} = R{z} #0
Man sagt:

Aquivalenz-Klasse?{z} bilden Partitionen vonY, daher verschiedene Aquivalenz-
Klassen sind disjunky € R{z} Représentanten vaR{z}

Definition
A,B C X sinddisjunkte AN B = ()

Beispiel: Paritatsrelation

X = N Paritatsrelation. m ~ n < m — ngerade

N{0}= {m € N : m ~ 0} gerade Zahlen

N{1}= {m € N : m ~ 1} ungerade Zahlen

N{0O} NN{1} =0

U ungeraden Zahlen mit N{1} und G geraden Zahlen mit N{O}
0123

G GGGGG GGG GGG GGG G G
UUUUUUUUUUUUUU

1.6.2 Quotientenmenge

SeiR C X x X Aquivalenz-Relation
R{z},z € X Aquivalenzklassen @~ A/B=ANB

Definition X/R = X/ ~

X/R = Menge aller Aquivalenz-Klassen
X/R = {R{z}|x € X}

x € R{z} € X/R, R{z} CX
(X/Rgesprochen alX moduloR)

Beispiel
N mit Paritat~

N/ ~={N{0}|N{1}}={0,1}
Zweiermenge mif{0, 1} als Reprasentanten der geraden und ungeraden Zafjen.
Paritat= 2
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Definition
SeiR C X x X Aquivalenz-Relation. F : X — Y Funktion
Man sagt: F wohldefinieduf X/R < V1,22 € X 21 ~ 22 = F(x1) = F(x2)

In diesem Falle existielf : X/Y — Y Abbildung.
F( R{z} )=F( = )

Aquleasse Reprasentant

Beispiel

X = N mit ParitatsrelationN/ ~ = Zweiermenge
F:N—Z F(n):=(-1)"

= (i) F wohldefiniert aufN/ ~
(i) F(N{0}) = 1
F(N{1} = (-1)

Beweis

z.z.m ~n= F(m)=F(n).

Seim ~n=m—ngerades>>m —n =2k|qk € Z=m =n+ 2k

= F(m) = (=1)™ = (=1)"2 = (=1)"+ (=1)% = (=1)" x (~=1)>)F = (=1
= F(n)

= F wohldefiniert aulN/ ~

induzierte Abbildung

F: X/R — Y definiert durchF(R{z}) := F(xz)
ElementenweiseR®{z} € X/R — F(z) € Y

1.6.3 Kanonische Projektion

P : X — X/R surjektiv,Vy € X/R3x € XP(z) = y Elementweisez € X —
R{z} € X/R | P(z)=R{z}

(kanonische = naturliche)
Beweis

Seiy € X/R = y Aquivalenz-Klassey # ) = 3z € Y = y = R{z} = P(z)
Day beliebig= P surjektiv.
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Kommutatives Diagramm

X_p daherFo P=F
P Y xXFoPyaxFy
/ﬁ" — —

X/R

Beweis flrF o P = F

F o P und F sind Abbildungen voX — Y

GleichheitF o P und F' elementweise:
Seiz € X.z.z.:(F o P)(z) = F(x)
(FoP)(z)=F(P(z)) = F(R{r}) = F(z)
Daz beliebig= F o P = F

Definition

SeiF: X - YundRC X x X, SCY xY Aquivalenz-Relation
Es geltex; Zxo = F(x1) 5 F(z2)
(371,372) €ER=> (F(Cﬂl),F(wg) €S

Dann existiert induzierte Abbildung : X/R — Y/S

x—F Y i
PsoF=FoPrp:X —>Y/S
Pg Ps
X/R Y/S
R{x} S{F()}

Beweis firPg o F = F o Py

Nach Voraussetzung it (R{z}) := S{F(z)} wohldefiniert.
Das heisst, der Funktionswert ist unabhangig vom Reprasentanten.
2.2..Pg o F' = F o Pg, elementweise

Seir € X, dann gilt R
(F'o Pg)(z) = F(Pr(z)) = F(R{z}) = S{F(2)} = Ps(F(z)), daPs(y) = S{y}
Daz beliebig=> F o P = Pso F

Beispiel fir induzierte Abbildung bei Aquivalenz-Relation

SeiF : X — Y Abbildung
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F
NS F surjektiv, aber nicht injektiv
+++ - T
X Y

Satz

() F~'oF C X x X Aquivalenz-Relation
(ll) Ty ~ Ty = F(l‘l) = E(l‘g)
(iii) induzierte AbbildungF : X/F 1o F - Y
(F~1o F){z} — F(x) injektiv

Beweis

(i) Ubungsaufgabe

(II) T~ T2 & X1,T € F~loF
&y eY(r,y) € FA(y,rs) € F1
&y eY(r,y) € FA(za,y) €EF
S yeYy=F(@)Ay=F(z)
< F(.Tl) = F(.TQ)

(iii) Nach (ii) ist F auf X/ ~ wohldefiniert.
SeiF : X/ ~— Y induzierte Abbildung.

AquivalenzklasséF—! o F){x} — F(z)

z.z..Fistinjektiv: z.z:F(z;) = F(z3) = (F~' o F{z;) = (F' o F){22}
SeiF(z1) = F(z2) = 1 ~ 2 P:;p_ (F7loF){m} = (F~ ! o F){z2}
Dazy,zo beliebig= F injektiv.

Beispiel: Kanonische Projektion

SeiR C X x X Aquivalenz-Relation.
X/ ~={R{z}: z € X} Quotienten-Menge.

Kanonische Projektion? : X — X/ ~ surjektiv

x — R{x}
P(z) := R{z}
Satz
PloP=R
Beweis

(371,372) S PlopP = P(.Tl) = P(.TQ) = R{Cﬂl} = R{CCQ}

P;:;p.xl ~ To < (1‘1,1'2) €ER
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2 Algebraische Strukturen

2.1 Verknupfungen und Halbgruppen
Sei P Menge. Produktmengé’ x P = P2 mit (p,q) € P2

Definition

VerknupfungP x P * P; elementweise(z, y) — z  y
Definiere:z * y := *(z,y)

Beispiel: Addition

P:N:{071,273,}
N x N* N; elementweise(z,y) — = +y

r+y:=+(z,y)

Beispiel: Multiplikation

N x N X N; elementweisetm,n) — m x n =m-n =mn

m xn:= x(m,n)

2.1.1 Halbgruppe
Definition
Sei (P, x) Menge mit Verkniipfund® x P * P

P Halbgruppe (semigroup) * ist assoziativ
z,y,z € P. (zxy)xz=x*(y*2)

2.1.2 Neutrales Element

Definition

o € P mitEigenschafttp € Ppxo=p=o0x*p
Beispiel

HalbgruppeN,+) o0=0 p+0=p=0+p
HalbgruppegN, x) o=1 pxl=p=1xp

Kommutativgesetz

(P, *) kommutativ (abelsch}> Vp,g e P: pxq=qxp
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Proposition
Das neutrale Element ist eindeutig.
Beweis

Seienoy, 05 € P neutrale Elemente. z.z2; = 0-.
Daher gilt:o; = 01 * 0o = 02

Schreibweise

(P, +,0) Additive Halbgruppe
(P, x, 1) Multiplikative Halbgruppe

Satz

(N, +,0) Additive Halbgruppe, kommutativ.

das heissta,b,c € N(a+b) +c=a+ (b+¢)
unda+b=>b+a,sowiea+0=a=0+a

Satz

(N, x, 1) Multiplikative Halbgruppe, kommutativ.

das heisstva, b, c € N(ab)c = a(bc)
undab = ba, sowiea-1=a=1-a

Definition

(P, x) Halbgruppe C P

() Q Unterhalbgruppes Vq1,q2 € Q q1 g2 € Q (R*Q CQ)
(i) Q kurzbar (cancellationy» Vpi,p2 € PYqEQ pr*q=Dp2%xq = p1 = po

Beispiel 1

P =N, mit Addition +

Beh. @ = P = N kurzbar beziglich +.
Bew. Seiemp;,p2 e Nundg e Nmitp; +g=+2+¢q¢ = p1 =p

Beispiel 2

P = N, mit Multiplikation x

Dann: (i) @1 = N nicht kurzbar
(i) @2 = N\{0} =1{1,2,3, -} kiirzbar
Bew: (i) Seienpi,ps € N,py # po qg:=0€ @
>pxqg=p1 x0=0=p> x0=py xq
0 nicht kirzbar
(i) Q2 = N\{0} , seienp;, p» € Nundq € Q> mitp; x ¢ =p2 X q
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= p1 X q=p2 X q=p; =p2 = Q2 kirzbar

Satz
Sei (P, x) kommutative Halbgruppe. Sé C P Unterhalbgruppe un@ kiirzbar.

Relation aufP x Q@ mit (p,q) e Px Q: (p,q) ~ (0',¢) o pxq¢ =p' xq
Dann ist~ Aquivalenz-Relation.

Beweis

reflexiv: z.2.(p,q) ~ (p,q) = pxq=pxgq
symmetrie:  Seip,q) ~ (p',¢'). z.z.:(p',q') ~ (p, q)
pq) ~@,d")=>pxd =p' xq=p xq=p*xqd = (p,q) ~ (p,q)
transitiv:  Sei(p,q) ~ (0',¢') ~ (p",¢"). z.z..(p, ) ~ (", ¢")
Da(p,q) ~ (0',d') = pxqd =p' *q
@,d)~ @, qd")=p *q" =p" xq
= (p*xq") x4 affozp % (q" xq') ,i(;mp % (q' xq")
=xqd)xq" .0 *q) xq" . (qgxp')*q"
wos0x 4% (0% ") 7o ax (0" % q') o (@ D7) x4
(p*xq")xq" = (qg*p")xq¢ =>p*xq" =qxp"
(p,q) ~ (",q")
) )

Also ~ Aquivalenz-Relation.

2.1.3 Aquivalenz-Klassen

Sei(p,q) € P x Q

plg=R{(p,q)} = {(z,y) € P x Q|(z,y) ~ (p,q)}
={(z,y) e Px Qlp*y = q*7}

(z,y) EPlgo pry=qxzx

TlYy =plq S pxy=q*x
Gleichheit in 2P Gleichheit in P

2.1.4 Menge aller Aquivalenz-Klassen
PrQ:={plq:(p,q) e PxQ}=(PxQ)/ ~

Satz



40 2 ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

P ist kommutative Halbgruppe mit Verknlpfuf 1q1 ) * (p21g2) = p1*p2lq1 *qo

Falls P neutrales Elementbesitzt unc € @ = P @ hat neutrales Element o

Beweis

(i) Die Verknupfung ist wohldefiniert,
d.h. unabhéangig von der Auswahl der Reprasentanten.

Seipilgr =z lyrundpa 1qa = 22 Y2. Z.2Z.:p1 * P2 L q1 % g2 = T1 ¥ T2 L Y1 * Y2

Nach Voraussetzungy * y; = g1 * 1 Undps * yo = qo * T2

(p1 xp2) * (Y1 xy2) = p1 * (P2 x Y2) * y2 = 1 * (Y1 * P2) * Y2
= (p1*y1) * (p2 * Z/2)er, (1 ¥ 21) % (g2 % 2) = q1 * (71 % q2) * T2
=q * (2 *71) * @2 = (q1 * q2) * (v1 * 22)
= P1*¥p2lqi ¥ Q2 = T1 * T2 1Y1 ¥ Y2
= P Q besitzt Verknipfund® 1 Q x P1Q " P1Q

(i) P1@Q, = genutgt Assoziativgesetz und Kommutativgesetz
Zeige Kommutativ. z.z.{p1 1 q1) * (p2 1 g2) = (p21q2) * (p1 1 q1)

(1 lq1) * (p21g2) = (p1 *p2) U(q1 1q2)
(P2*p1) U@z *q1) = (P2 1q2) * (P1 * q1)
Assoziativitat analog.

(iii) neutrales Element € ()
Behauptung(pq) * (01 0) = (plq)
Beweis:  (plg)*(oto) =(pxo0)t(g*0)=plyg

Beispiel 1

(N, +,0) additive Halbgruppe (additivimmer kurzbar).
P =N, @ = N Unterhalbgruppen.

(m,n) ~(p,g) &m+qg=n+pem-n=p—q
Schreibweis@lq =: p — ¢

Z=NI!N={p—-q:p,qeN}
= Menge der ganzen Zahlen

Nach Satz giltZ kommutative Halbgruppe.

P—q@) +(m—-n)=(pltg)+(min)=pP+m)l(g+n)=(p+m)—(¢+n)

Ubliche Addition ganzer Zahlen.
Beispiel 2
(Z, x, 1) multiplikative Halbgruppe.

P=17, ZxZXZ;(a,b) — ab
Q = Z\{0}
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Dann gilt: Q C Z Unterhalbgruppe (multiplikatativ), kiirzbar.

= Aquivalenz-Relation auf. x (Z\{0})

(a,b) ~ (c,d) & ad=bce § =5

Z17Z\{0} =: Q = Menge der rationalen Zahlen.
atb:=% albe Qa€Z;be Z\{0}

= Q multiplikative Halbgruppe mit Verknipfung x § = (alb) x (cid) = actbd = 35

Ubliche Multiplikation rationaler Zahlen.

2.1.5 Inverses Element

Lemma

Sei (P, *,0) Halbgruppe mit neutralem Element.g € P hat Inverses: € P, falls

g*xT =0=T*xg
Inverse sind eindeutig bestimmt.
Beweis

g € PmitInversenx,y. z.zx =y

g*xT=0=x*xqg, gxyYy—o0=yxg

r=xzxo=zx*(gxy)=(r*xg)xy=o0xy=y
Definition

(P, x,0) Halbgruppe.
G(P) =Inv(P) = {g € P: g besitzt Inverseg~ € P}
= gxg- =0=g" *g

Beispiel 1: Addition (immer kommutativ)

g~ =-9, 9+-9=0=(-g)+g
P = (N, +,0)

G(N,+) = {0} n+x=0=>n=0
Also hatn € N Inversest € N

P=(N+0)=6(Z,+)=17
Beweis:m —n =min € Z. inv: —min=—(m—-n)=n—m=nlm

Beispiel 2: Multiplikation
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(N, x,1)
GN,z) ={1} mxmli=1=>m=1
(2 ist nicht invertierbar, dd ¢ N)

G(7Z,x,1)={x1} a,b € Zinvertierbars a x b =1

G(@x,1) =Q\{0} p=%€Q
xb=11fallsaZ0Ab#0

Satz

() geG(P)=>g  €G(P)A(g7)" =y
(iii) G(P) kurzbar

Beweis

() folgtaus Definition

(i) (pxq)* (¢~ *p")=px(g*q )*xq =pxoxp =p*xp =o0
(p~ *q~) * (p* q) analog

(iii) g € G(P). z.z.:q kiirzbar
PLx¥q=pexq=>pi=prxo=p1*(qxq )= (p1*q)xq” = (p2*q)*q
=p2x(gxq ) =paxo=p

2.1.6 Gruppe

Definition
(G, x,0) Gruppe:

() (G, *,0) Halbgruppe

(i) G(G) =GdasheisstVge GAg~ €e Ggxg~ =0o=g xg
Satz

(P, x,0) Halbgruppe= G(P)Gruppe

2.2 Permutations-Gruppen

X Menge

2XxX = IR C X x X} Halbgruppe bezuglich Komposition.

RiXR CX XX, Ri*sRy=RioRy,CXxX,0=1=1IxCXxX
Satz

(2X*X o, I') Halbgruppe
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Beweis

Ri,Rs, Ry € 2X*X = (R, 0 Ry) o Ry = R, o (Ry o Ry) assoziativ
Satz

X¥ = {xF X} c 2X*X Unterhalbgruppe

Beweis

Fi,F5 : X 5> X=>FioF: XX
I:X — X Funktion= Fy o F, € XX, T € XX

2.2.1 Satz zur Permutationsgruppe

G(2X*X) = G(X¥) = {X * bijektiv } =: Permutationsgruppe
Beweis

F e X¥invertierbar=> 3F~ : X - X,FoF~ =I=F oF
Permutationsgruppe vak = Menge aller Permutationen von
Symmetrische Grupp® = Permuationsgruppe vox

Spezialfall

X =n=1{1,2,---,n} endliche Menge.

&,, = Permutation (Umordnung) van Objekten
12 3 45 6

2 3 1 5 6 4

a(1) =2,a(2) =3,a(3) =1, --

a€B,:a=

L, 123456
a” T =
312 6 45
g L 234506
=% 5 4 3 2 1
1 2345 6 1 23 45 6
aof=—F—%53 2 17P°°= 5 16 2 1 3

2.2.2 zyklische Permutation, k-Zykel
Definition
i — g

e | I

’ng —_ ..

43
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Y =t1 i € Gy, v(j) =45 & {ir, - Jir}
Y(ir) =da,  Y(i2) = i3, (k-1 =i, Y(ir) =101

Beispiel

=== 1 2 3 4 5
Gs 1325_35241

6
6

k-Zykeliy - - - iy, und I-Zykelj, - - - 7; heissen disjunkt
= {Zlalk} N {jl:"' 7jl} :®

Proposition

Disjunkte Zyklen kommutieren, d.Kiq,---ix} N {51, , 5} =0
= {iv, gy o Lo,k =, o i ik}

Beweis durch Beispiel

6:134025 =

2 =25013

1 2 3 4 5
35 4 1 2
Proposition

Nicht-disjunkte Zyklen kommutieren im Allgemeinen nicht

— — 1.2 3 45
©5: 135025 = 5T =715

1.2 3 45
S5:250B5 = 55—
Satz

Jede Permutation vam € & ist eindeutig als Produkt disjunkter Zyklen schreibbar.
a =y, , v, disjunkte Zyklen, beliebig vertauschbar.

Beweis durch Algorithmus (ist konstruktiv)

1. Schritt Wahle erstes Objekt "1” und berechne "Bahn” von "1” unter
in = 1,0y = a(l),i3 = a(iz) = a(a(i1)) bisi; = 1 wieder erreicht wird.

= i1 - - -1}, K-Zykel

2. Schritt Wéhle kleinstes ObjeltZ {i1,- - ,ir} und berechne dessen Bahn vian
g1, J2 = a(j1), js = a(j2) bis j; wieder erreicht wird.
:>j17"' 7jlmi17"' 7ik :®

Nach endlich vielen Schritter{(n) alle Elemente erfasst.

Beispiel

0

63(1_123456 78 9 1
10 T3 25 6 8 10 9 1 4 7



2.2 Permutations-Gruppen

’Ll:]. ]1:2 k1:4
1358 -2 -46 1079
= a= 13580461079

2.2.3 Gruppentafel, Matrix

SeiG endliche Gruppe? = {91, - ,gn}
¥ N g2 g dn

al 9 e : gn

g2 g2 g2 * g2 g2 * gn

9i gi * g5 i —te Zeile

j — te Spalte
62 = {I, T}
1 2 - = — 1 2

I = T =1=2 T=12 = 51 TorT =1

oo I T

Il I 7

1 7 I

&, hatn! Elementd
&3 hat3! = 6 Elemente

1 2 3 — 1 2 3 — 1 2 3

I= 1 2 3 12= 2 1 3 13= 3 2 1
_ 1 2 3 — 1 2 3 — 1 2 3
3= 1 3 2 123 = 2 31 21 = 3 1 2
Schreiben: I,7 =23,7 =13,73 = 12,0 = 123,071 =321
Definition

In &,, wahlei # j = ijTransposition

T=ij€B=
o

Charakterisiert: 7 # I,72 =1
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Beispiel

6631_3:

1 2 3 45 6

3 21 4 5 6

Definition

Zykelig - - - i, hat Ordnung h

Yy=ig-in=N(y)=h

a €6 = a="- v, Zerlegung inm > 1 disjunkte Zykel

totale OrdnungN (a) = 3", N(v;) € N

Beispiel

Nt=1

Propositon

~ Zykel der Ordnund = ~ Produkt von/ Transpositionen.

Beweis

Y= 19+ -+ 1] = 1,91 0 1glg 0 - - 01igi; | Faktoren
Korollar

Seia € 6,, beliebig
= a = Produkt vonN (a) Transpositionen, Produkt nicht eindeutig

Beispiel

y=123=13-12

Satz

Seia € 6,,, T Transposition> N(r-a) = N(a) £1

Beweis

Ti1 - in-j 1 Jr (disjunkt)=7j - 741 - -in j j1 -~ jr nicht disjunkt

o b1 ihm ih_J J1 Jk= Jk _ 4 01 ther Gh J  J1 Jhk—1 Jk
i G2 th g1 g2 gk J i1 G2 th ioJ1 J2 J

Also gilt auch (wegej > = I):  7j-id1-in-J 1 jo =ii1-injji--Jr

IF 4, j in verschiedenen-Zyklen
S a=0i e JJ Jk Y3 Tm
N(a) =h+k+N(y3)+ -+ N(vm)
TQ=10] 001 " Gp-JJ1 -k Y3 Ym =01 ihjJ1 - Jk V3" " Vm




2.2 Permutations-Gruppen a7

N(ra)=h+k+1+N(y)+-+ N(ym)

IFi,j im gleichena-Zykel
'L]'L'Lllhjjl,]l'h')/m
N(@)=h+k+1(2)+ -+ N(ym)
Ta:z]'bzllhjjl,]k'}?')/m:lzlZh]]l]k'}@’}/m
N(ra)=h+k+14+N(5)+- -+ N(ym) =N(a—-1)

2.2.4 Signum

a = T, - - - 71 Produkt von Transpositionen (nicht notw. disjunkt)
= —1N(®) = 1™ =: sgn(a) Signum = Vorzeichen
(d.h.m und N («) haben gleiche Paritét)

Beweis per Induktion Ubern > 0

IAm=1 a=7 =1ij= N(a)=1m

(= (=1)N(®) = -1 = (=1)™ = N(a) undm haben gleiche Pari&tat)
IV: (=1)N(@) = (—1)m
IS:1<m-—-m+1

Q= Tm4+1Tm " T1

B =Tm- T, T=Tmrr=>a=17-0

= (~)NO) = (1"

= N(a) =N(r8) = N(B) £ 1

= (=1)N(@) = (—)NEED) = _(—1)NB) = —(—1)" = (—1)™+!
= Formel gilt fira, d.h. firm + 1

Satz

sgn:6,, — {£1}
a s sgra) = (~)N ) = (~1)m

Dann gilt: sgria - 3) = sgn(a)- sgn(B)
Beweis

a = T, - -7 M Transpositionen
B = o, -+ - o1 n Transpositionen

= afl =Ty -1 - 0y - - - 01 M+N Transpositionen

= sgaf) = (-1)™*" = (=1)™ - (=1)" =sgr(a)-sgn(3)
Beispiel

sgn(ij) = —1



48 2 ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Definition

a € G heisst gerade / ungeragesgna) = 1\ — 1

2.3 Ringe und Korper

Definition des Ringes

SeiR Menge mit zwei Verknupfungen:
R x R;R; (z,y) = x +yund
Rx R_ R;(z,y) = zy

(R,+,-) Ring &
(i) (R,+,0) abelsche Gruppe
(i) (R,-) Halbgruppe
(iii) Distributivgesetze:
(a+b)-¢c=ac+bc
a-(b+c)=ab+ac
Definition
R unital:& (R, -, 0) hat neutrales Element
Definition
R kommutativ:< (R, -) kommutativ

Definition

G(R)={a€eR:JInversess ' e Rmita-a ' =e=0a""'-a}
multiplikative Gruppe ( Einheitsgruppe vdp)

Beispiel

(Z,+,-,0,1) Ring, kommutativ, unital
= Z kein Korper (, da nicht alle aufRer O invertierbar)

Beispiel

Q=Z1Z\{0}3 2 #£0,p,¢ € Z= G(Q) = Q\{0} > 2
(B)~' =2, dap#0#q

= 7 Korper der rationalen Zahlen

Beispiel

R = reellen Zahlen
= R Koérper,R D Q Unterkdrper
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(R,+,0,- =) Ring

Proposition

a-0=0v€eR

Beweis
(@a-0)+(a-0)=a(0+0)=a-0=a-0+0=a-0=0

Proposition

Beweis

z.z:a-(=b)+ab=0
a-(=b)+ab=ab+a-(-b)=alb+(-b)=a-0=0

2.3.1 Satz von Jacobson

(R,+,-,0,0) unitaler Ringa,b € R
Es gelteab — 0 € G(R),d.h.(ab — 0)~! € R.
= ba—o0€ G(R)und(ba —e)~! =b(ab—o0)ta—o

Beweis

z.2..0 = (ba — o) (b(ab—0)"ta — o

(ba — o0)(b(ab — 0)ta — o = (ba)b(ab — 0) ta — ba — b(ab — o) ta+o

= bab(ab — 0) ta — b(ab — 0) ta — ba + o = (bab — b)(ab — 0) ta — ba + o
= b(ab —o0)(ab—o0)ta—ba+o0=boa—ba+o=o0

z.z.:0 = [b(ab — 0)~'a — o](ba — 0)
[b(ab — 0)ta — o](ba — 0) = b(ab — o) ta(ab — 0) — o(ba — €)

= b(ab — o) L(aba — a) — ba + e = b(ab — o) "L (ab — 0)a — ba + e
=boa—ba+o=o0

2.3.2 Matrizen-Ringe

R Ring (R = K Koérper),m,n € Nm > 1leqn
m={0,1,--- ,m—1},n={0,1,--- ,;n—1}

mxn={(i,j) :i € mAj € n} Produktmenge
R™*™ = { Abbildungend : m x n — R},m xn A R

(i,7) + A(i, j) Funktionswert vori in Paar(i, j)
bei Matrizen:A; ;) = Ai; = A]
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A ... A

A= L : (m x n)-Matrize
At -0 Apm

Beispiel

R=7,7>%33 A

A= ( 132 ) (2 x 3)-Matrize

01 7
A3 =2, Ap=1

Beispiel
3
R=K=Q>A4=| &
¢ 3
14
Beispiel
300
K=RR¥>33A4= 01 0
100

Proposition

(R™*™ +) abelsche Gruppe, Koeffizientenweise

(Aij + (Bij)= (Aij + Byj)
—(Ay) = (—Aj)
0 := (0) Nullmatrix

Beispiel

013+100

4 1 7 8§ 1 -1
2 3
0

o O OO

2.3.3 Matrizen-Produkt
Rmxannxp N Rmxp

(Aij, Bjk) — ABZk
(AB)ix = > j=1 4ijBjk
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Beispiel

(5 5)<( % o)=(0555D oatan)

Satz: Identitaten fur Matrizen-Produkte

I
/7~
[
SN
oW
N——

() (A+B)C =AC+ BC
MXN,MXNHHNXP=mXpmXDp
A(B + C) = AB + AC

(i) Assoziativitat
(AB)C = A(BC)

0 0
0 1 0

(i)  E,, Einheitsmatrix= )
0O 0 ... 1

Beweis von (ii)

(AB)C)ir = 3251 (ABix)Cri = 327, [>°7—1 AijBj]Cri
= Yjo1 2ot Ai BikCr = 305y 307 AijBikC

=3 [Yhoy AijBjkCl = Yy Aij(BC) i = (A(BC))a
= (AB)C = A(BC)

Spezialfall:mm = n quadratische Matrizen

= (R™", + ) unitaler Ring mit Einselemert = E,, n - E, n(n — 1) Null
R kommutativA R™*™ kommutativ(AB # BA)

Definition
GL,(R) :=G(R™") ={Ae€ RV": A=t e RV": AA~l = E = A7 4}
GL = general linear group

= GL,(R) Gruppeund4, B € GL,(R) = AB € GL,(R)A (AB)"' =B 1A~}
Satz

R kommutativ

Dann ist< Z Z ) € R?>*? invertierbar

a b\ ! a b _d_ _=b_
& ad—be € R invertierbar und < - d> = ﬁ( . > = < ad—be  ad—bc

ad—be ad—be
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Beweis durch Verifikation
a b\ (d —=b\_(ab—ecd ab—ba \ [ ad—bc 0
c d —c a " \Ned—cd cb—da | 0 ad — be
o) (2 mE)=(0 )
= . ad—be a c — — E2
< c d ad—cbc adibc 0 1

d b b
Analog(_c a)-(i d>'ﬁ:E2

Korollar
K Korper,G(K) = K\{0}
GL2(K):{< ‘c’ Z € K*2:ad—be#0} = ( ‘c’ Z) € K22 ad # be}
Beispiel
—1 _

(53" )e-(4 1)

-3 4 3 2 TTT
Beispiel

< 2 ;’ ) nicht invertierbar,d2 -3 —-1-6 =0

2.4 Gauss-Algorithmus
A E Km><n

(i) Vertausche Zeilé mit Zeile j (i # j)

P = ) . Transpositionsmatrix
0o 0 ... 1

= A — P% A vertauscht Zeilé und Zeilej

(0 1><A11 A12 A1n>:<1421 A22 A2n>
1 0 Aoy Aoy Asp A A Ay,

(i)  Multipliziere i-te Zeile mita: € K \ {0}

Beispielm = 2

1 0 ... 0
M»* = . . | Diagonalmatrix
. 0o 0 ... 1
= A=M"". A

Beispielm = 2
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10 Ay A Ay Ay Ay Ay
0 « Asr Axy Asy o a- Az a-Axn a-Ay,

(iii) Addiere a-fache von Zeilg zu Zeilej # i

10 ... 0
Thhe = .
0 0 1

2.4.1 Zeilenreduktion

Definition

A heisst Zeilenreduziert (low-reduced)
0 X |, X 0 X 0

SA=[0 X 0 X [l X 0 ( X beliebig)
0 X 0 X 0 X [5

Spalteru, b, ¢ sind Pivot-Spalten.

Pivot-Spaltenl < j; < --- < j. <n

k-te Pivot-Spaltg, = A7 =1~ i#£k AF =0
Beispiel

4
00 0 0 O
( Pivot-Elemente )
pivotal: A2, A*, A% nicht-pivotal: A1, A%, A®
Satz

Jede MatrixA € K™*™ kann durch elementare Zeilenumformungen zeilenreduziert
werden

Beweis durch Algorithmus

Typ (i) Vertausche zwei Zeiled j; <> A;»
Typ (i) Multipliziere i-te Zeile mita € K \ {0}. 4; — a4;
Typ (iii) Addiere ein vielfaches von einer Zeile zu einer anderen Zéile» A; + aA;;i # j

\Von links oben nach rechts unten

Schritt 1 Waéhle erste Spalté’! # 0
(i) Findeimit A7' £0=Typ1A4i' £0
iy Typ2=Alt=1
@iy Typ3 = AJ' =ofuri>1
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Nach Schritt 1 gilt:A = (

o O O

1 X X X X
0 X X X X
0 X X

Schritt2  Wahle nachste Spalte? mit j; < j, undA7* # 0 fiir eini > 2
(i) Findei > 2‘Q1it AP £0=Typ LAY #0
(i) Typ2= A =1
(i) Typ3 = A =0Vi #2

Nach Schritt 2 bleibt47' unverandert.

Y vV 0 X
Nach Schritt 2 gilt:A = Y Y 1 X | (Y bekannt, aber nicht pivotal)
Y YV 0 X

Schritt 3 Wahle nachste Spaltg?® mit j, < js undA{3 # 0flreini >3

Beispiel

2 3 4 21
A= 1 0 3 4 2 |eK>»? K=Q

1 01 0 1

1 01 0 1 1 01 0 1 1 01 0 1
=103 42 ]|]=]00241]|=[]03221

2 3 4 21 0 3 2 2 1 0 0 2 41

1 01 0 1 1 01 0 1 1 0 0 -2 —%
=012 2 2 )]=>l012 2 -2 )=>[010 -2 -2

00 2 4 1 001 2 1 001 2 1%
Definition

# Pivot-Spalten heisst Rang veh d.h. Rang A = # Zeileg# 0 nach Reduktion

Beispiel

|

2.4.2 Invertierung von quadratischen Matrizen

-1

—
w w o
=
O = N
o

) hat Rang 2
-1

A11 Anl
Aip .. App
GLo(K)={A € K™n .34~ ¢ K" AA~ = E= A4
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Satz

Seid € K™

(i) A invertierbars Rang(A) =n (n Pivotspalten)
(i) A~!durch Zeilenreduktioni4, E) = (E, A1)

Beispiel
1 2 3
A= 8 9 4
7 6 5
123 100 12 3 1 00
(AJE)=| 8 94010])]=|0 -7 -20 -8 10
7 6 5001 0 -8 =16 -7 0 1
3 0 0
1
0

Satz

m=mn,A e K"*"
DannA € Gl,,(K) & (A, E) € K™*2" hat die ersten n Spalten pivotal
& Rand A, E) = n und Pivotal-Spalten sind die ersterSpalten

In diesem Falled, E) = (E,A~1)

Beispiel

1
A= 4
7

oo Ot N

3
6 ) € 733 C ratio®*3
9

123100 1 2 3 1 00
(A4LE)= 456 010]|=|0-3 -6 —4 10
789001 0 -6 —-12 -7 0 1

1 2 3 1 0 0 1231 0 0
:»012%—%0:»012%—%0)
0 -6 -12 -7 0 1 0001 -2 1

= Pivot-Spalteri, 2, 4 (und nichtl, 2, 3) = A nicht invertierbar.
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2.5 Lineaere Gleichungssysteme

m = # Gleichunge, Zeilé = Gleichungi
n = # Unbekannte, Spalte= Unbekanntg

il Al oAp

2

= , € K™ unbek.z; e K, A= P, e K™*" bek.
. AL oAn

2.5.1 Homogenes lineares Gleichungssystem

Definition
Ay =0; Lo L=
AL AY T, 0

explizitm Gleichungen:
Alzy - Atz =0

ALz Az, =0

Satz: Allgemeine Losung des homogenen linearen Gleichungsysteras0

() Esgibtimmer triviale Losung:
z1=0,20=0,--,2,=0

(i) nicht-triviale Losung / allgeimeine Lésung
Az = 0 = Zeilenreduktiond ~ A, Az = 0

Seixzp = Spalte der Pivot-Variablem,y = Spalte der Nicht-Pivot-Variablen.
= x frei vx@ihlbar 3 ~
= zp = —AR¥z N, wobeiAY = Teilmatrix von A mit Spalten N und Zeilen P.

Beispiel
A € K3*7 drei Gleichungen, sieben Unbekannte
i 1 A2 0 At A3 0 A]
A=|o0 0 1 A% A3 o A]
0 0 0 0 1 AI

Pivotal:1, 3,6
N-Pivotal:2,4,5,7
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T2

I1 L4

rp = I3 N = s
Tg o

T A% 1‘:1% fﬁ
= T, T4, Ts, 7 freiwahlbar.| =z = 0 A% Ag
Zg 0 0 O

Korollar

# frei-wahlbare Parameter (Variablen)
= # nicht-Pivot-Spalten

= n — # Pivotspalten= n— Rang A

= # Ubekannten - Rang A

Speziell: RangA) = n = nur triviale Ldsung

2.5.2 Inhomogenes lineares Gleichungssytem

A € KmXn g c Knxl be Km><1

A% A? I1 b1
Az =b Lo =
AL An Tn by

explizitm Gleichungen:
A%(L‘l - A{Ll'n = b1
Alxy - ARz, = by

Al xy - Az, = by,
Satz
SeiAz = b gegeben= erweiterte Matrix( 4, b) € K ™*(n+1)

(A,b) = (4, b) zeilenreduziert

() Az =bhat Losung= b nicht pivotal
(i)  Falls b nicht pivotal
= xn = nicht-pivotal Variablen frei wahlbar.
xp = pivotal
rp = —5 — Apl'N

Beispiel

21‘1+£L‘2+3£L‘3:5
21‘1+£L‘2+41‘3:6

T2
Iy
Ts
T

57
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4x1 + 222 + 523 =9

Schritt1 Matrixform

(“3)-(%%(5)

NN
(=
[S2 SN

2 13 5P 2 1
Ab=2 1 4 00
4.2 509 00 —1
2 13 5p 1%%5 L1
=100 11 0011:,0011
000 0000 0000

Zusatzspalte nicht pivotad 3 Losung
Allgemeine LésungP = 1;3, N = 2 = x frei wahlbar

Z1 — 1 — % -
I3 - 1 - 0 2
Schritt3 z; =1— ll‘g

2
I3 = 1
9 = frei wahlbar

homogenes Problem
Lineares Gleichungssystem (lineares Problem)

Abbildung: K™% A K1 bzw. Az <
allgemein:

F: XY
F~'{y} = {z € X : F(z) = y}Urbildmenge

speziell:

X =K1Y =Km*! F(z) = Az
AHOo}={z e K™ : Az =0},y =0 € K™*!

inhomogenes Problem

Ar =B e K™*!

inhomoge Losung € K™*! mit Az = b
Losungsmenge € A~1{b}

2.5.3 Allgemeine Lésung von inhomogenen Problemen
Satz

Ax = binhomogenes Problems (A,b) € K™*("+1) erweiterte Matrix
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= (4,0) = (4,b)
Dann gilt:

()  Finhomogene Losung, d.lL—1{b} =0
< Zusatzspalte nicht pivotal

(i) Falls Zusatzspalte nicht pivotel allgemeine Losung
nicht pivotalz  frei wahlbar. pivotat: p = b — AN

Korollar

(i)  Zahl der freien Parameter in allgemeiner Losung— Rang(A)
(i) Partikulare Lésung:y =0 zp =0b
(i) Inhomogene Lésung= Homogene Losung + Partikulare Losung

Beispiel

r+3y—z=1
—y+2z=2A
2 4+2y+62=0

Frage: Fur welches existiert Loésung ?

1 3 =2 1 1 3 =2
-1 2 A= -1 2
2 2 6 0 2 2 6

d.h. Zusatzspalte pivotab —2 — 4\ #0
Zusatzspalte nicht pivotagh —2 - 4A=0& A = —

1
2
A=HbY #D AT Losungs A = —

1
2

2.6 Untergruppen und Quotienten

Sei (G, x, 0) Gruppe, nicht notw. kommutativ
VgeGdg~ €G,g%xg  =0o=g xg

Definition

H c G Untergruppe=

(I) Vhl,hQEHihl*hQEH [H*HCH]
(i) VYheHgith- € H

(i) oe H

Beispiel

additive Grupp€Z, +,0)
G = 7Z,Seik > 2 fest gewahlt

59

1+3A
-2
—2—4)

|
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H =7k = kZ = vielfachevon k= {km : m € Z} > 0, +k + 2k, - - -
Satz
kZ C Z Untergruppe

Beweis

() Seikm, € kZ,kms € k7
kmq + kma = k(mq1 + me) € kZ

(i) —(km) = k(-m) € kZ

(i) 0=k0 € kZ

Satz

G Gruppe,H Untergruppe= Aquivalenz-Relation auf;

g1~g2|9; xg2 € H
R=1{(g91,92) €G xGlg; g2 € H}

Beweis

(i) reflexiv g~g,denng”xg=0€ H
(i) symm. gi~g=g; xgp€H

=g, xg1=(9] *92) € H,daH=H = g2~ ¢
(i) trans. g1~ga~gs =g, *xhgo € H>g; *g3

Beispiel
(Z,+) 3 kZ,k>2

KongruenzmodZ m ~n << n—m = —m + n alsom —m durch k teilbar
m=n mod k

Satz

(G, +) additive Gruppe, immer abelsch,H = G Untergruppe

() z,yeH=z+yeH

(i) zeH=-z€H

(i) 0eH

Kongruenzz ~ y kongruent mod H < —z+y=y—xz € H&x—y e H

Definition

G Aquivalenz-Klasse = Kongruenz-Klasse
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RCGx@G R{ig}={91€Glg1 ~g9}={91€Glg; x9g€ H} € G
Satz

Kongruenz-Klass&{g} = g H = {g* h : h € H} Restklasse
speziellR{0} =oxH = H

Beweis

"c"Seiye R{gl=y~g9=>9~y
=>h:=¢g"xyeH=gxh=gx*(g” xy)=o0%y
=>y=gxheg+xH

Also R{g} C g H

"D"Seiy€egxH=>3he€ Hy=gxh

=g xy=9g *x(gxh)=o0oxh=heH

=y~g=>y€c R{g}
Alsog* H C R{g}

2.6.1 Quotienten-Menge

G/H = {g* h|g € G} Menge der Kongruenz-Klassen
Satz

Z/kZ={m+kZimeZ}=k=1{0,1,--- ,k—1}
ZJkZ> 0+ kZ,1+ kZ,k— 1+ kZ

Beispiel

k = 2, somit2 Klassen0 + 27 : 1 + 27 (gerade und ungeraden ganzen Zahlen)

2.6.2 Euklidscher Algorithmus (Division mit Rest)

Seik>2:¥peZ IgeZIrek (reZ 0<r<k-1),s0dalp=gk+r]

Beweis

M := {n € kZ : n < p} nach oben beschrénkt durch p

_ p p=>0
ZoM - = < <
2.z # 0, denn—k|p| € M |p| { » p<0’ denn—k|p| < —|p| <p

= M # 0, nach oben beschrénktdurpiﬂ groéfRtes Element € M

= (i) m = gk fur g € Z,wegenm € kZ
= () m<p
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Setzer :=p—m > 0= p=m+r = gk + r Division mit Rest

ZeigeO < r _k,denn(¢ + 1)k =gk +k=m+k>m
= (¢ + 1)k ¢ M, dam grofites Element voi/
Da(g+1DkekZ = (¢g+1)k>p
=>p=qgk+r<(g+Dk=qk+k
>r=p—qk<k

Satz

GruppeZ 1 kZ Untergruppe

= Kongruenz-Relation mod kZ p~qgSp—q€EkZ
= Quotionentenmeng®/kZ " K bijektiv

Klassevorr =r + kZ < r

d.h. alle Kongruenz-Klassen sind genau die folgendénil + k7,2 + kZ,- - - , (k —
1)+ kZ

Beweis

z.z.:F injektiv. SeiF(r) = F(s), wobei0 < r,s < k
z.z..r = s, Ohne Einschrankung< r

=0<r—-s<r<k

Nach Voraussetzundi(r) = r + kZ = F(s) = s + kZ
= r unds haben gleiche Aquivalenz-Klasse
=r~s=r—s € kZdurchk teilbar
0<r—-s<k=0=r—s=r=s

z.z.:F surjektiv. Seid € Z/kZ Aquivalenz-Klasse
zz.dre K A=F(r)=r+kZ

A # () = Jp € A Reprasentant

=(nach Eukliddq € Z3re k p=qk+r
=>p—r=qk€kZ=p~r

> A=p+kZ=r+kZ="F(r)

Frage

Z/kZ", k bijektiv
Aw F71(A)

F~Y(A) =min{a:a € A:a >0}
Satz

GruppeG abelsch(G 1 H Untergruppe
Kongruenz-Relatiog; ~ g2 < g, *g2 € H D g2 x g,

= G/H ={g* H|g € G}
g* H :={gxh:he H} Aquivalenz-Klasse
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G/H Gruppe abelsch mit Verknipfurig, x H) = (g2 x H) := (g1 * g2) * H

Inverse (gxH) =g xH
Neutral oxH =H e G/H

Beweis

z.z.: Verkniipfung wohldefiniert (d.h. unabhangig von Reprasentanten)
SeiggxH=y,xH g1 ~u
undge * H =yox H go ~yo

Z.Z..g1 *x g2 ~ Y1 * Y2

Dagi ~y1 = gy *y1 € Hundgs ~y> = g, *xy2 € H
= (gr*g2) %y *y2 = (95 *97 ) xY1 * Y2

=9, (91 *y1) xy2 = (9; *y1) * (g5 xy2) € H

= g1 * go ~ Y1 * yo Verknipfung wohldefiniert

x:G/HxG/H — G/H
g1 * H;ga/astH — (g1 * g2) x H

assoz. ((g1* H)(g2 x H)) x (g2 x H) = ((g1 * g2) * H) * (g3 * H)
= (g1 *g2xg3) x H = (g1« H) % ((92 * g3) * H)
(g1 H) * (g2 x H) * (93 x H))
kommutativ analog
Neutral (g« H)*xH)=(9g«H)x(oxH)=(g*0)xH =g+ H
Inverses(gx H)* (g~ «H)=(9gxg )*H=0xH=H
Notation G/H = Quotientengruppe vo@ und H
Multiplik. G/H 5 gH = g x H
gH ={gh:he H} CG
(91H)(92H) = (g192)H (nur bei abelsch)
Additv G/H>g+ H
g+h={g+h:heH}CG
(n+H)+(92+H):=(91+92) +H
neutrales Element + H = H
negative—(g + H) = (—g) + H

Beispiel

G = 7 abelsche additive Gruppe
H=kZCG
G/H=Z/kZ={r+kZ:r €k}

= Z/kZ Quotienten-Gruppe
= Z/kZx L[kL.2 7. [kZ.

(m+EkZ)® (n+kZ):=m+n+kZ
Konkret:Z /kZ =k = {0,1,--- ,k — 1}

63
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rsek=>rdseck
r @ s := Additonvonr + s mod k,d.h.r+s=qk+r®s

Satz

Die Mengek = {0,1,---,k — 1} ist abelsche Gruppé x kfk definiert durch
r+s—(ros) €k’

Beispiel

k=2  k=1{0,1}

0©0=0

0p1=1=1®0
1®1=0,denn(1+1)— (14+1)=20¢€2Z

2.7 Gruppen-Homomorphismen

Seien(G, *) und(G', ") Gruppen
F : G — G' Abbildung

2.7.1 Definition Homomorphismus

F Homomorphismuss Vg1,92 € G F(g1 % g2) = F(g1) ¥’ F(g2)

€eqG eq’ eq’

2.7.2 Definition Isomorphismus

F Isomorphismuss F Homomorphismus, F bijektiv
F
Notation:G 2 G’

Beispiel 1

G = G, Permutation vo{1, - -- ,n}

a €6,

sgn(a) = Vorzeichen (Signum) £—1)™, fallsa = 7 - - - 7, m Transpositionen
G' = {+1,~1} = {+1} = G(Z) = G(Z,")

*9" G(7.) Homomorphismus

a — sgn(a), dennsgn(a - 8) = sgn(a) - sgn(B)

sgn kein Isomorphismus, de@,, hatn! Elemente
G =6, G ={%1} hatzwei Elemente
= sgn surjektiv, nicht injektiv

Beispiel 2

G Gruppe, abelscl/ — G Untergruppe
= Kongruenz-Relatiog;, ~ g & g7 * g2 € H
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Quotienten-Grupp&//H = {g+« H : g € G},
wobeig x H = {gx h : h € H} Kongruenz-Klasse

=>PKanonische Relation
G_ G/H; g—g*xH

P Homomorphismus

P(g1 % g2) = (g1 xg2) * H= (g1 * H) x (92 x H) = P(g1) * P(g2)
P surjektiv, aber nicht injektiv

Proposition

H r ! ' " FIOF "

(I) Ghon?om.G hon?olm.G = Ghon?om.G
F F

(i) GgG &G 2 G

Propositon

G o @) Flo)

homom. =
(i) Flg~) =

F(g)~
Beweis

(i) F(o)~ ' F(o) = F(o)” ¥ F(oxo0)
= F(o)~ #' F(ox' F(0o) = (F(0o)™ ' F(0)) # F(0) =
=o' F(o) = F(0)

(i) a)F(g7)+ Fg) =F(g~ xg) =F(o) =0
b)F(g) «" F(g~) =F(g*g~) = F(o) =0

Satz

G . G (i) Ker(F)=F {0} ={g€ G:F(g9) =0}UGvonG

homom.

(i) Im(F)=F(G)={F(g9):9€G}={¢'€ G :Ige€ G: F(g9) = g'} UG vonG'
Beweis

(i) a) o€ Ker(F),dennF(o) = o'
b) g€ Ker(F)=F(g7)=F(g) =0~ =0
C) 91,92 € Ker(F) = F(g1 % g2) = F(g1) *' F(g2)
=0« 0 =0 = g1 %92 € Ker(F)

(i) @& o€ Im(F),denno = F(o)
b) g-eIm(F)=39g€Gg = F(g)
c) 91,95 € Im(F) = 3g1,92 € G gi = F(q1), 95 = F(g2)
= g1 ¥ g5 = F(g1) ¥ F(g2) = F(g1 * g2) € Im(F)



66 2 ALGEBRAISCHE STRUKTUREN
Beispiel 1

&, {£1} = G(7)

= Im(sgn) = {£1} Ker(sgn) = {a € 6, : sgn(a) =1} = {a € 6,
T1 -+ Tam } g€rade Zahl an Transpositionen

A, = Ker(sgn) C & alternierende Gruppe

Beispiel 2
P:G_G/Hdh, g—g*xH
= Im(P) =G/HundKer(P) = H

Beweis vonKer(P) = H

Seig € Ker(P) = P(g) =oq/p = H,dh.gxH=0xH & g~o=g€H

2.7.3 Homomorphie-Satz

SeiG G =

homom

()  F wohldefiniert aul’/ Ker(F)
(i) induzierte AbbildungF’ : G/ Ker(F) — G' Homomorphismus

(i) G/Ker(F) - F(g) = Im(F)

Man sagt¢/Ker(F) ~ Im(F)

Beweis

(i) 91N92!F(91) F(g2)
Seigy ~ g2 = g, * g2 € Ker(F)
F(g1) = F(g1) #' o' = F(g1) * F(gl*gQ)
=F(g1) ¥ (F(g7) * F(g2)) = (F(q1) ¥ F(g7)) ¥ F(g2)

=F(g1*g,)* F(gz) F(o) ' F(g2) = F(g2)

(i) F(g*Ker(F)) := F(g)
(g1 % Ker(F)) * (g2 x Ker(F))) = F((g1 * g2) * Ker(F))
F(g1 % g2) = F(g1) * F(g2) = F(g1 x Ker(F)) «' F(gy * Ker(F))

=

(i) F injektiv. SeiF (g, x Ker(F)
2.2..g1 * Ker(F) = go x Ker(F)
Nach Vorlesung giItF(gl) (g2)
Flgy *g2) = Flgy ) ¥ Flg2) = Flg)~ ¥ Flgn)

Vor Flg1)™ * F(gl)—o’)g x g2 € Ker(F)
= g1~ g2 = g1 *x Ker(F) = gy x Ker(F) = F injektiv

= F(gy % Ker(F))

==

p.q/\
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(iv) F surjektiv. Seig’ € Im(F) = 3g € G : g' = F(g)
= F(g* Ker(F)) = ¢ € Im(F) = F surjektiv

Satz

7 /kZ T 7 ]1Z Untergruppe, additiv
x4+ kZ — mz +1Z = mx + mkZ = m(x + kZ)

Beweis
F

m P
Zhon?om.Z—)Z/lZ = Zhon?om._) Z/lZ

F(z) = P(mz) =mz +1Z mz + my = m(z + y) =Homomorphismus
reKer(F) e F(x)=0=IZ"mz+1Z

= mz €12 =y € Zmz =1y = (mk)y =m(ky) => v =ky => z € kZ

Also Ker(F) = kZ
Homomorphie-Satzt” : Z /kZ — 7. /17 injektiver Homomorphismus
= Z/kZC L[IZvermogeF (z + kZ) = F(x) = mx + Iz

Beispiel

keZ,meZ,l=mk Manschreibt/l, k teilt |
Z/kZ=Fk=1{0,1,--- ,k — 1} additive Gruppei,j €k i®j=i+j mod k
6=1{0,1,2,3,45}354 4®4=8 mod6=2

Satz
7122 T /kT = (Z)IZ))(Z/kT) ~ L./mT
z+12)® (Z]kZ) — x +mZ

Beweis
P

2.2.%y = L[/mZL,P(x)=x+mZ
Betr. P Woﬁfaeflnlert aufZ/lZ  x~y modlIZ
Bew.Seir ~y modIZ=>z—y=I1lz=mkz =>x—y € mZ =z ~y mod mZ
= P(z)=xz+mZ=y+mZ=P(y)
= induzierte AbbildungP : Z /17 — 7./mZ
P(z + 17) = = + mZ = Homomorphismus
Beispiel
=10,1,---,11} = Z/127Z

{

{0—»0,1-4,2—8 6={0—~0,1—2,2—4,3—6,4— 8,5 10}

S W

Beispiel fur InversesH = (Z /67Z) - 2 = {0, 2, 3,4,6,8,10} Untergruppe von 12
809 =16 mod 12=14
109 10=20 mod 12=8
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—4=—-—4 mod12=38
Satz

(Z)1Z)](Z)KZ) = 7 |mZ
g:enaue(Z/lZ)/m(Z/kZ) 5 (z+1Z2)®e m(Z)IZ) — v+ mZ

P
2 Z/mZ
Beweis

z PZ/mZ  P(x)=x+mZ
= P wohldefiniertaufZ /iZ,d.h.z ~y mod IZ = P(z) = P(y)

= induzierte AbbildungZ /17 ” 7 /mZ,d.h.¢ + 17+ x + m7

BerechnerKerP 5 z + 17
Pz +1Z)x+mZ'0=mZ
r€mZ,dh.e=my,y € Z

=z +I1Z =my+17Z = my + mkZ = mly + k7
=z +IZ € (ZL/kZ)C Z]IZ
= KerP =m(Z/kZ

= Homomorphiesatz angewandt aGf:= Z /IZ; G' = 7./mZ; F = P
P
G/KerF 3 ImF

KerP =m(Z/kZ)
ImP =7 /mZ,daP sujektiv

(whole/IZ) /m(Z/KT) = T./m

P((z +1Z) & m(Z kL)) = P(z + L) = & +mZ

2.8 Ideale und Quotienten-Ringe
Sei(R, +,-) Ring

2.8.1 Definition Ideal

I C R heisst Ideal

(i) I c(R,+) additive Untergruppe
(i) YacI,YbeR abeI>ba
dhili+IciI>-I
RxICIDIXR
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Beispiel

R= (Z, +, )
I = k7 T 7 additive Untergruppe

Notation

I «Z ldeal
= kZ <7

Beweis

kr+ky =k(z+y) CkZundkz € kZ,y € Z
= (kx)y = k(zy) € kZ > y(kx)

Proposition

Seil<R,I # R,R > o unital
= ICR\G(R),dh.INnG(R) =10

Insbesondere: # I
Beweis

Widerspruchsannahmea € G(R) N 1
0]

=VbeR b=bo=bla'a)=pat a €I=bel= R=1IWiderspruch
S~
€R eI
Corollar

K Korper,G(K) = K {0}
= K hat einzige Idealé = {0} (Nullideal) undl = K

Ein Korper hat keine Ideale
Satz
RingR > I ldeal

= R/I additive Quotientengruppe ist Ring mit Prodgkt+ 1) ® (b+ 1) : ab+ I
Einselements + I

Beweis

(i)  Produkt wohldefinierta; ~ as mod I,b; ~ by mod T
= a; X by ~ay xby mod [
al—azefabl—bgjalXbl—a2xb2:(a1—a2)x by + a» X(bl—bg)EI
—_—— N S —

er €ER €R eI

(i) Assoziativitdt und Distributivitat werden reprasentantenweise gezeigt
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Beispiel

Zv> kZ = Z/kZ Ring kommutativ, unital
z +kZ Oy + kZ := xy + kZ (Multiplikation mod k)

k=12 (12,8,0 68 =48 mod 12=0
Definition

F
R, — R Ring-Homomorphismus>
omom.

() (R+), = (R,4)  Fla+b)=F(a)+ F(b)

homom.

(i) F(axb)=F(a)x' F(b)
(i) Funital< (Fo) = o
(iv) F Ring-lsomorphismuss F bijektiv

Proposition
F F’ FloF
R, - R, - R'ssR, > R
homom. homom. homom.
—
R- R = R ; R
Proposition

Ri R’ Ring-Homomorphismus

() Ker(F)=F'{0}={VYa€ R:F(a) =0}<RIdealinkK
(i)  Im(F)C R Unterring, d.ha',b’ € Im(F) = o’ xb' € Im(F)
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Beweis

(i) a€Ker(F),be R= F(ab)=F(a)F(b) =0
F(b) =0
= ab € Ker(F) 3 ba = Ker(F) |deal

(i) d,b € Im(F)=Ja,be R,a’ € F(a),b' € F(b)
=a b =F(a) F(b) = F(ab) € Im(F)

Homomorphie-Satz

F P
R, = R'= R/Ker(F)g Im(F)Ring-lsoma+ Ker(F) — F(a)

homom.

Beweis

F Gruppen-Isomorphismus bzgl. +

l?(a—}—Ker(F) ®b+ Ker(F)) = ﬁ’(a!)—l—Ker(F)) = F(ab) = F(a)F(b)
F(a+ Ker(F)) - F(b+ Ker(F)) = F Ring-lsom.

3 Vektorraume und lineare Abbildungen

3.1 \Vektorrdume

Sei (K, +, -) Korper, d.h.K kommutativer, unitaler Ring.
Jedesy € K,a # 0, hat Inverses.. G(K) = K \ {0}

Definition

(V, +, ) K-Vektorraum: <

(i) (V,+) abelsche Gruppe
dhVo,w e Vo+weV
—veV
Oy eV
(i) K xV _V Skalar-Multiplikation
(a,v) = av
mit folgenden vier Eigenschaften:
a) assoziativ: a(Bv) = (af)v
b) unital: lv=w
c) links-distr.: (a+pB)v=av+ pv
d) rechts-distr.. a(v+w) =av+ aw
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3.1.1 Vektoren anschaulich

Vektor = Lange + Richtung

—

0
Summe

v+w
=
%
0
Negativ

—uv gleiche Lange wiea, aber umgekehrte Richtung

Null-Vektor

Lange= 0, Richtung beliebig

\V
% + (V)

Skalar-Multiplikation

gleiche Richtung, x-fache LAnge

T-v
0

Proposition

0] Va € K a-0y =0y
(i) YveV O0g-v=0y

Beweis

()  aly = aly + 0y = aly + (aly — aly) = (aly + aly ) — aly
= a(Ov + Ov) —aly = aly —aly =0y
(i) Og-v=0k-v+0y =0+ 0k -v—0k-v)



3.1 Vektorrdume

(OK‘U+0K‘U)_0K'U:(0K+0K)'U_0K‘U:0K

Korollar
aeKveV
—(av) = (—a)v = a(-v)

Speziella =1 —v=(-1)v

Beispiel: Zeilen-Vektorraum

V — Kn — K1><n
Zeilen UberK = 1 x n-Matrizen lUberK
v =(v1,v2, " ,vp);v; € K

Addition, komponentenweise

(v1,v2,+ ,vp) + (Wi, w2, -+ ,wy) = (V1 +wi,V2 + W, , Uy + Wy)

Skalar-Multiplikation, komponentenweise

a(vi, vz, -, vp) == (Ui, V2, -+, avy)
Beispiel

n=4

(2, _]-, 07 3) + (0’ 37 7, 2) = (2’ 27 7, 5)
5(2,-1,0,3) = (10,—5,0,15)

Analog: Spalten-Vektorraum

U1

U2
Knxt 5 . v; € K

Definition

V K—VektorraumUU Cc V
U Unterraum (linearer Teilraum) vai : <

(i) (U, +) additive Untergruppe, d.h.:
Yui,us €U :uy +us €U
VueU:—ueU
Oy eU

i) VYae KNueU:auelU

kurzzU+U CU
-U=U
kU CU

73
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Beispiel

V = R? Ebene

= V hat Unterrdumé/

U = {0} Nullvektorraum, 0-dimensional

U = Gerade durch Nullpunkt, 1-dimensional
U = Ebene durch Nullpunkt, 2-dimensional

3.1.2 Quotienten-Raum

V K—VektorraumUU C V Unterraum
= Quotientengrupp®’/U = {v+ U : v € V'}
(’U1 +U)@(U2+U) = (U1 +’U2)+U

= V/U K-Vektorraum mit Skalarmultiplikatioa(v + U) := av + U
Beweis

z.z.: wohldefiniert

Seivy +U=v+U =>vi —vn €U
= av; —ave = afvy —vy) €U CU
s avi+U =avs +U

3.2 Lineare Abbildung

Definition

V, W K —VektorraumeF' : V' — W Abbildung
F linear:

(i) F(v1 + v3) = F(v1) + F(v2) Gruppenhomomorphismus
(i) F(av) = aF(v)
() + (i) F(avy + ave) = a1 F(v1) + asF(v2)

Beispiel
U1
U2

Spalten-Vektorraury = K?*! 3 . v, € K, W=Kmx!
Un

A ) Al An
V=K1 - W=FKmxl AeKmX”festeMatnxA:( ! 1)

linear A}n An
v Av =: A(v)
dh. jede Matrix definiert lineare ABbildung von Spaltenvektorraumen durch Links-
Multiplikation
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U1
_( A A7 v
Av= ( AL, Ap, DT
Un
1 n i w1
Ajvy 4+ Ao, =) Ay =w; w
2
Al v+ A, =3 Al v = w;
W

Beispiel

RaumR3*! « R%2*! Ebene
)< ()
v —

3 0
A = 3 x 2-Matrix ( 1 1 > € R3*2
4

3 0 3z
1 1 = T+y
4 -3 4z — 3y

u =3z
V= +Yy
w =4z — 3y
Proposition
F G GoF
UlT* VoW=V = W
in - lin lin
Beweis
(G o F)(au) = G(F(au)) = G(aF (u)) = aG(F(u)) = a(G o F)(u)

Definition

F
F 'V — W linearer Isomorphismug’ 3 W :<

(i) F linear
(i) F bijektiv

Satz

SeiF : V — W lineare Abbildung

= Ker(F) = F~1{0} = {v € V : F(v) = Ow }Unterraum vor//
=>Im(F)=F@w)={weW :JweV:w=F@w)}={F():veV}URaum
von W
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Beweis

z.2.v1,v3 € Ker(F) > v,a € K
= v +vs € Ker(F) 3 av

F(U1 +’U2):F(’U1)+F(’U2):0W+0W:OW
F(av) = aF(v) = a0w = Ow

Im(F)=F(V)={F@):veV}={weW:IweV:F) =w}
Behauptungi/m(F) C W Unterraum
z.z.wy +we € Im(F)>w,a € K

= wi + wz € Im(F) 5 aw

wy = F(v1), wy = F(vz),w = F(v)
= wy +wy = F(v1) + F(v2) = F(v1 + v2) € Im(F)

aw = aF(v) = F(av) € Im(F)

Homomorphie-Satz

F ~
V2 W = F:V/KerrightarrowIm(F), elementweise + Ker(F) — F(v)
Beweis

Da(V, +) abelsche Gruppe- F' Isomorphismus abelscher Gruppe
((vy + KerF) @ (vo + KerF))F((vy + v2) + KerF) = F(vy + v2) = F(vy) +
(v2) =

F(vy + KerF) + F(vy + KerF)

Il ’11’111

z.z..Flinear: Fa(v + KerF) = F(av + KerF) =
F(av) = aF(v) = aF(v+ KerF)

Beispiel

. T
Quotientenraun’ = R?, U = X—Achse= {( 0 > :z € R}

U

AT

V/U 3 v 4+ U Kongruenz-Klasse= {v + U : u € U} enthalt v, parallel zu U
Beweis
U = X —Achse (horizontale Gerade durch 0)

= Kongruenz-Klasse + U horizontalen Geraden
= V/U ~ {y—Achse} = vertikale Gerade durdh
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genauerV/U 2 {y—Achse} , elementweise» + V' — y-Abstand vory + U

Satz

A € K™*™ Matrix

Soan A7
A‘(A%n A&)

A
lineare Abbildungi ™! Lt Knxl
mear

U1
V2

Alv)=Av v =

Un,
= KerA c K™<! Unterraum
T

. T2
Ker A besteht aus den homog. Losunges ) des homog. Probleméz = 0

Tn
alsoKer A = homogener Losungsraum

Beweis

z € KerA & A(z) =0 & Az = 0 & 2 homogene Lsg
Frage:ImA ?

Definition

ImA = Spaltenraum von A

(i §)

Spaltenvektoren voA:
A7\ )
A3

A.1

€ ImA

An =
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3.3 Lineare Unabhangigkeit | Basis

V K-Vektorraum, z.BV = R?
m Vektorenvy,vs, - v, €V

U1
U2
Spalte von Vektore ) =V

Um

3.3.1 Proposition: Linearkombination

V.
K™=V elementweise(ay, as, -, am) — @1v1 + Qvs + - - -

l

3.3.2 Defintion: lineare Unabhangigkeit
v1,- -, U, € V linear unabhangig

< V. : K™ — V injektiv

& KerV. =V =10} = {0} Nullzeile

+ amUm

@‘Val,---am alvr + ..omm =0y=> a1 =as =---=a;, =0

vy, -+, U, € V linear abhangig

< V. nicht injektiv

& KerV. # {0}

Sdag, -, an 0= a0 =ay =+ = ay, =0y

Beispiel 1

m=1 V=u
v linear unabhéngig> v # 0

Beweis: Seb # 0. Seia € K mitav = Oy
Behauptungx = 0

Annahmen #0= 1 € K = 0y = 10y

=L(aw) = (éa)v =lv=v=>v=0v Widerspruch!
Also: @ = 0 = v linear unabhangig

Beispiel 2

m=2 v,weV

Propositionw, w linear abhangig= ein Vektor ist Vielfaches des anderens
d.h.:v = aw oderw = Bv (v, w sind colinear (in einer Geraden))
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Beispiel 3
m=3 u,v,weV

u, v, w linear abhangig> u, v, w co-planar (in Ebene durch den Nullpunkt)

3.3.3 Linearer Aufspann (lineares Erzeugnis)

ImV. ={a1v1 + - + apmum|as, - - - apy, beliebig}
= Menge aller Linearkombination und Unterraum von V

Notation

ImV =< wy,--- ,v, > Aufspannvorv,, ..., v, (erzeugter Unterraum)
Definition

<UL,V Uy >= {aqv1 + aov2 + -+ U |ar, @z, o € K}
< V1,02, U >D {Ur, 02,00 0}

Beispiel

m=1 < v >= Kv = {av|a € K'} = Gerade auf der Vektar liegt

Beispiel
m=3 R

(e1, e2,e3) Dreibein
Bemerkungey, - - - , ey, linear unabhangign—Bein

Definition Einheitsvektoren

V=Km
61:(170,07"'70)
62:(071707"'50)
63:(070717"'50)
em:(a y Uy T T 71)
€1 1 0 0
€o 0 1 ...
e.= ) = . ) Einheitsmatrix
em 0O 0 ... 1

Beweis 1

79
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10 0

@ 01 ... 0

Em 00 ... 1
Beweis 2

Seienay, as, - ,a, € K, so dass

0=aie; +ases + -+ amem

=a:(1,0,--- 0)+a2(0,1, - ,0) + - 4+ an(0,0,---,1)
:(al,O,---,O) (O ag, ,0)+ -+ (0,0, - apy)
:(Oll,OéQ,"', ) ( 0)

=>a; =0,a0=0,-- am_oélinearabhangig

Definition

< e; >=Vone; erzeugte Gerade = x-Achse
< es >=VOnhe; erzeugte Gerade = y-Achse
< ez >=VOnes erzeugte Gerade = z-Achse

< e1,e3 >=V0ney, ez erzeugte Ebene zz-Ebene
< ey, ez, e3 >= ganzer Vektorrauny’ = zyz-Raum

Beweis

Behauptungk e, e3 >= zz-Ebene

Beweis:< eq,e3 >> Linearkombination vor, e3

aje; + azez = xep + zeg, rz € R

=(1,0,0) +2(0,0,1) = (2,0,0) + (0,0, 2) = (,0, 2)

Proposition

v1, - , U linear abhéngigs Jv; als Linearkombinationvon , - - - v;—1; Vi1, , Um
Beweis

H:>H

Seienuvy, vs, - - - , vy, linear abhangig

= a1, s, ,qm) € K™ mitaivr + asvs + -+ - + apmuy = Oy

und nicht allen; = 0,d.h.:(av1, a2, -+ , ) # (0,0,---,0)

OBDA: a3 # 0

Behauptung- ist Linearkombiunation vom,vs, - - - , v,
Oy = aqv1 + s + - - - + QU

= 0y —aqv; — Qg3 —+++ — QmUm = Q203

Daasy #Oi——vl——vg ---——2vm = vy

d.h.vo = 11 + Bgvg + -+ Bmum, Wobeis; = a—;’ eK

Mengen-Notation
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A= {Ul,v%"' ,Um}
A Menge von Vektoren, endlich

Proposition

AcCV; A linear abhéngig> Ja € Asodass €< A\ {a} >

3.3.4 Definition: Erzeugenden-System

vy, - - - Uy Erzeugenden-System< vy, -+ v, >=V

& o surjektive Yo € Vo Fag, - ,am € K v =ai1v1 + - - QU
Jeder Vektor i/ ist Linearkombinationvomw, - , v,

Beispiel

{v,w} C<v,w>=R2

Definition

V1, , Uy Basise

() v, , vy linear unabhéngig

@iy wy,---, v, Erzeugenden-System

& KerV. ={0}AImV. =V
v,
& v, bijektiv K 3V

SYweV Fiay, - ,am €K v=aiv1 + -+ amUnm

Beispiel

V = K" hat Basisy, - - - , e, Einheitsvektoren mit eindeutiger Linearkombination
K" 3 (a1,a0, ++ ,an) =0 =qaie; + azey + - apey

Definition

A=A{vy,- - ,om} <A>=<wv, -, v, > Ada=1mnm

Alinear abhangig> dJa € A ae< A\ {a} >

dimV < n & Jede linear unabhéangige Mende C V' hat héchstens Elemente
(Vektoren)

dimV > n < 3 linear unabhéngige Mengé C V, |A| > n

Satz

SeiA C V linear unabhéngig> 3 BasisB D A
d.h. jede linear unabhangige Menge von Vektoren kann zu einer Basis erganzt werden
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Corollar

Jeder Vektorraum hat Basis

Beispiel 1

V =R A = {v},v # 0 linear unabhéangig> B = {vy,v,} Basis
Beispiel 2

V=R A ={vi,v2} CR®, w1, linear unabhangig
U3 ¢< v,V >= B = {1}1,1)2,1)3} Basis

Satz

A linear unabhangig; Erzeugenden-Systess |A| < |C|
Definition

n = Zahl der Basisvektoren = Dimension vdn
Standard-Beispiel

V=K"
Standard-Basie mit |e| = n Basisvektorer> dimK"™ =n

3.3.5 Methoden zur Basis-Konstruktion

1 n
A= (2111 jllrll )EKan

Zeilenreduktion vord

Ay = (A}, A3,--- , AT) € K™ 1. Zeilenvektor

Am = (A}, AZ,,--- ,A) € K™ m. Zeilenvektor

Definition
Zeilenraum vord =< Aq,--- , A,, >=lineares ErzeugnisvoA,--- A,
Beispiel
_ 120 2X3
A= ( b2 ) € R
Ay = (1,2,0) € real®
Ay = (3,4,1) € real®
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< Ap,As >=a(1,2,0) + [3( ,1) = (a+38,2a+ 45, 8) a, 8 € R beliebig
zB.a=1,8=1: (-2 —)e<A1,A2>

Problem 1

Konstruire Basis des Zeilenraums und bestimme Dimension
(Dimension des Zeilenraums voh= Rang(A))

Ldsung

K™*" 5 A — Zeilenreduktion

. 0 X |11a X 0 X 0

A=10 X O |12b 0
0 X 0 X o0 |13C

() Basis des Zeilenraums = ZeilehA 0 von A
(i) Dimension des Zeilenraums voti = Rang(A) = #Zeilen # 0 von A = # Pivotspalten

Beispiel

u=(3,-6,9,0) € real*
v=(4,-6,8 —4) € R*
w=(-2,-1,1,7) € R*

Finde Basis vor< u, v, w >C R*
Finde Dimension VoR< u, v, w >
Sindu, v, w linear unabhéngig ?

LOsung:
3 6 9 0

A= 4 -6 8 —4 | eR¥4
-2 -1 1 7

U:Al,U:AQ,’w:A3
0 0 3
1 0 0
0 1 1

Basis des Zeilenraums voh= Basis vork u, v,w >=< by, by, by >=< Ay, Ay, A5 >
b = (1,0,0,3) € R!
by = (0,1,0,0) € R
by = (0,0,1,1) € R*

Zeilenreduktion:A = (

OO =

Rang(A) = dim< u,v,w >= 3 >= wu,v,w linear unabhangig
Proposition

A€ K™ = ZeilenAy,-- - , Ay, sind linear unabhangigr Rang(A) = m
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Problem 2

Berechnen des homogenen Losungsraums = Basis von Ker(A)
a= (a4l )ex

homogenes Problem:

Alzy - Az, =0

Finde Basis vorier A
KerA = {(x1,--- ,z,) € K" Az = 0} homogener Lésungsraum
LOsung:

o A i 0 X i, X 0 X 0
A= (Af N >:>A: 00X 0 X [ly X 0
m “m 0 X 0 X 0 X [

Allgemeine Ldsung:
Nicht-pivot: z v frei wahlbar
pivot: Xp = —ANzy

Basis des Losungsraums:
Xn =(1,0,---,0)
Xy =(0,1,---,0)

XN:(O,Oaa]-)

Dimension des Losungsraumsi=Nicht-Pivot-Spalten = n - Rang(A)
n = # Spalten =# Pivot-Spalten (also Rang A) # Nicht-Pivot-Spalten (also Ker A)

3.3.6 Definition der Matrizen-Transposition

(Spiegelung an der Diagonalen)

A A A4 A A A
A= | Al A2 A3 | = A= A2 A A2

A3 A7 A3 A7 A A3
Eigenschaften

(A+B)l=A"+ B!

(aA)t = Al

(AB)t = Bt At

Satz

Basis des Losungsraumes (Spalteny= (v!,--- ,v™)

_AN
v=()



3.3 Lineare Unabhé&ngigkeit | Basis

Beispiel

u+w=>0
—u—2v—w+2z=0
2u4+2v+d5w+32=0
u+2v+4w+32=0

SEESEES

c Knxl
z

Finde Basis des homogenen Lésungsraumes

Koeffizientenmatrix:

1 0 1 0
-1 -2 -1 2
4x4
K¥Esd=1 9 5 5 3
1 2 4 3
100 -2
< 010 -1 . . 3y _ _
= A= 00 1 & Dimension des Losungsraumes =# N =1
3
000 O

Basis des Losungsraumes = 1 Vektor (weil nur 1 N)
5

3
v = _; [1] wegenE,

Allgemeine LosungX y = z frei wahlbar

5 5
v = — -1 z = z
5 5
w z —2z
u = %z,v:z,w: —%
5 5
v = — _5 z = 25 =22V
z 1 z
Skalaprodukt inkK™
x = (x1,T9, -+ ,on) € K™
Y= (ylayQ,"' 7yn) € K"
Y1
royi=xyt = (21, ,2n) = =2y + - Tnln

Yn

85
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Bemerkung
Fur Spaltens,v € K™*1

U1
w-v=ulv=(ur, - ,uy)

Up

Spezialfallzd = 22 + - - + 22

Lange:||z]| = /2l +--+ 22 =z @

Spezialfall: Orthogonalitét

z,y € K"
x 1 y (senkrecht)
Sz y=0z1y1+ - Tpyn =0

3.3.7 Orthogonales Komplement

<'U1,---Um >J‘:{$€Kn|l'J_’U1,1‘J_’U2$J_Vm}
={z e K"z -v1 =x-v3 =--- =2 - vy, = 0} Unterraum vonk'"

Beispiel

Finde eine Basis des Orthongal-Raumes der Vektoren
u=(1,8,3,6),v = (3,0,2,2),w = (2, -8, —1,6) im R*

Orthogonal-Raur u,v,w >+ X
v-z=0v-z2=0w-z=0

U 1 8 3 6
w-xr =0w-z =0w-z =0 A= v 3 0 2 2
w 2 -8 -1 6
/(10 % 0
A1 01 57 0
00 0 1
Allgemeine Ldsung:
T 2 -3z
1_1 _ i _ i 3
2 | = 20 | T3 = 2473
Ty 0 0
I —31'3 3
T -tz 2
<wu,v,w >Tdx = 2| = TR [ 7 A P
B I3 I3 1
g 0 0
3
7
Basisvektoh = | 2! | €<u,v,w >+
0

Finde Einheitsvektor (Lange = 1) senkrecht auf, w
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449 L p_ /E81

b'b:||b||2:(%7%71’0): 9%64 24

O P~
ol

Einheitsvektore L u,e L v,e L w,|le|]| =1

b \/881(%,l 1 0)

ESMT = 22 245 1

Satz zur Drehung von Vektoren uin

R
V=R V, e Ry = Drehung und (Theta)

linear

Rg(u + ’U) = Ryu + Ryv
Ry(au) = aRg(u)

Satz zur Matrix vonR

_ cosf sind 22
Ry = < —sinf cosé ) € R

dh.R v1 _ cosf sinf V1 _ cos Bvy + sin Bvs
Ty ) T\ —sin®  cosf ve )\ —sinfuv; + cosBuy

Proposition

01,0, € R = Ry, + Ro, = Ro, +0,
Satz

JederK —VektorraumV' ist isomorph zuk ”

Beweis
Da V die Dimensionn hat = es existiert Basi$ = {b',b?,--- .b"} C V mitn
Vektoren
b @
= Knx1 ; V,d.h. — blal + -+ b, = Z?:l bjaj qed
an

-1

N
Umkehrung des Isomorphismis - K™*!

(&3}
VoVeT) =
Qn
aq
= Komponenten vom bzgl. (b!,-- -, b")
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Problem
Schreibey als Komponenten bzgle!, r?)
Losung 1: Kartesiche Koordinaten

T 1 2
v = =ze +ye
<y> Y

Ldsung 2: Polarkoordinaten

v = ||v]| cos(B)e! + ||v]| sin(6)e?
# = Richtung vorw
[|v|| = Lange vorw

Satz

F
Jede lineare Abbildung' : V', < U lasst sich durch eingn x n)-Matrix darstellen,
wobeim = dimV,n = dimU

Beweis

Seib = (bt,---,b") Basis vonV

Seia' = (a',--- ,a™) Basis von/

- _ Al n _ , —
Definiere(m x n)-Matrix A = ( A}; A}Lm ) wie folgt| F o/ = 7" | b’ Al
Definition
A = (A{) heisst Koeffizienten-Matrix vori’ bzgl. Basena: = (a',---,a™) von

Vundb = (b',--- ,b") vonU.

Beispiel

V =U = R?, Basise' = (e!, €?) EinheitsbasisF = Ry

Koeffizienten-Matrix vonR g

cosf
Rgel =

. = cosfe! + sin fe?
sin @

Rye? = ( _czlsnﬁe ) = —sinfe! + cosfe?

= Ry = ( cosf —sinf >

sinf cosf

Formal
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e F

U

Kmxl nx1l

A=(b) 'Fa

Proposition

U, V,W K-Vektorrdume

G F
line V .« U
inear _ linear
GoF
=W, .U
mnmear
Beweis
Seia' = (a',--- ,a™) Basis von U
Seib = (b',---,b") Basis von V
Seic = (¢!, .-+, c") Basis von W
PG [ U
c | ~ b | ~ a ~
K! K" K™
B A

A = (b")"' Fa Koeffizienten-Matrix von#
B = (¢')”'Gb Koeffizienten-Matrix vor¥

= BA = ((¢)Gb')((b) "' Fa')

3.3.8 Additionstheorem

fur sin 6, cosf

cos(fy + 02) = cos b cosfy — sin 6 sin b
sin(fy + 02) = sinf; cos by + cos b sin b
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3.4 Determinanten und Eigenwerte

Definition

U=V

_ ([ AAT i (A An
A_<A}n Anm>undA_ e
Det(A) € K

Det(AB) = Det(A) - Det(B)

3.4.1 Anwendung der Determinanten

Satz

A € K™= istinvertierbar, d.hA € GL(n, K) < Det(A) #0
1. Anwendung

n Vektoren inK™: v',---v™ € K™*! sind linear unabhangig
& v = (vl,---  v?)invertierar

& Det(vt,- - ,v") #0

Ebenso fiir Zeilenvektoren, - - - ,v,, € K'*™ sind linear unabhangig
& Det(vy, -+ ,v,) #0

2. Anwendung
n Gleichungen mit, Unbekanntemd € K™*" Ax =0

Az = 0 hat nicht-triviale Losung: # 0 < Det(A) =0

3.4.2 Eigenwerte

A € K™ " E = Einheitsmatrix
A€ KEigenwertvonA®‘3v EK"v#0: Av = )\v‘
< Eigenraum (Raum aller Eigenvektordiiyr(AE — A) # {0}

A Eigenwerte Det(AE — A) =0
< A = Nullstelle von DefAE — A) =charakteristisches Polynom

Beispiel

— 12 2X2
A_<3 2>€R

(i) Berechne Eigenwerte
(i) Berechne Eigenvektoren
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Schritt1 De{AE — A) =

A —
-3 A-2

L =2 ‘:/\2—3>\—4

Schritt2 DefAE — A) =X -3\ —-4=0& N\p=5+,/2+4
EigenwerteA;, s = —1;4
Schritt 3.1 Eigenvektorenzl, =4

Av = \v =4v;v =

(52)(5

)=

T

(7)

T+ 2y =4z,3z + 2y = 4y

:>A—4E:<

y beliebig,z = %y

-3
3

Eigenvekton! =

2 S 1 -2
— — 3
2)smm=(} )

= O[O

Schritt 3.1 Eigenvektoren z\, = —1

:>A—4E:<

2 2
3 3

)= = (1) =

y beliebig == —y == < _11 >

Basis der Eigenvektoren:
2
A
R 1 ,,2\ _ 3
vo=(v,v?) = ( ]

Satz

SeiA € K™*" mit Basisv: = (v,

)

-, ™) von Eigenvektoren

N - 0
= v ~! Av- = Diagonal-Matrix= S
0 - A\

N - 0
A=v : vt

0 An
Satz
A € K™ mitn verschiedenen Eigenwertan, - -- , A,

= A diagonalisierbar{ Eigenbasis)

Satz

A € R™" At = A symmetrische Basis
= A hatn reelle Eigenwerte und ist diagonalisierbar

3.4.3 Diagonalisierung von Matrizen

Seid € K™

o

O =

+

pojot

91
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Ziel

() Finde Basis de€(™ aus Eigenvektoren zd

v =(1,---,v") Basis
Avt = N\t
N - 0
(i) v tAv =
0 An
A1 0
A=vw : vl
0 An
Strategie

Schritt 1 Charakteristisches Polynom DeE — A) vom Gradn
Schritt 2 Finde Nullstellen De@X,E — A) =0 1<k<n
Ak = k — ter Eigenwert
Schritt 3 Seik fest gewahlts- A\, bekannt.
Betrachte: linear homogenes Problem
Avk = \o*  vF unbekannt
(A= ME)* =0
Losung durch ZeilenreduktioA — A\ E = A — A\ E
Schritt 4(v!, - -+ ,v™) Basis von Eigenvektoren
Schritt 5 Invertiere): = v !
aber fallsd? = A = v ! = vt

Definition

A symmetrischs At = A &

(i) alle Eigenwerte reel\,,--- , A\,

(i) Basis aus Eigenvektorart, - -- ,v™
Orthonormalbasidiv*|| = 1,v - v/ =0
() ' = ()

Beispiel

— 1 -2 At

A= ( o ) — 4

. A-1 2
(i) Det(AE—A) = o)\ — 4 ‘

(i) 0=2X2—5)\=\A\-5)



3.4 Determinanten und Eigenwerte

)\1:0;/\2:5
@ii) A =0
(5 3) ()= (5)=(5)
-2 4 y Yy 0
y beliebig,z = 2y
ol=(2 y) [PIF=@* =5 =>y=L

2
~(3)
NG
A2 =15
1 -2 x x 5x
(% 3)()=2()=(5)
y beliebig,z = —4 .
=% y) PP =CD+2 =P =0 5y
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