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Lösung 1.1.

(i) Seien x � y � u � v � w � z ��� 2 . Es gilt x � x und y � y, also � x � y ���	� x � y � , d.h., �
ist reflexiv. Gilt � x � y �
��� u � v ���� x � y � , so folgt nach Definition

x � y � x und u � v � u �
so dass x � u und y � v, also � x � y ����� u � v � folgt. Damit ist � anti-symmetrisch.
Sei schließlich � x � y �
��� u � v ����� w � z � . Es folgt

x � u � w � also x � w �
und damit x � w. Ebenso y � z, so dass nach Definition � x � y ���� z � w � .

(ii) Die Ordnung ist nicht total, vgl. � 1 � 0 ����� 0 � 1 � und � 0 � 1 ����� 1 � 0 � .
(iii) Der obere rechte Quadrant inklusive seines Randes.

Lösung 1.2.
Reflexivität ist klar. Sei � u � v ���� x � y � und � u � v ������ x � y � , d.h. � u � v ���� x � y � . Zur Anti-
Symmetrie ist zu zeigen: � u � v ���� � x � y � . Falls u � x, ist dies klar. Andernfalls ist u � x
und v � y. Wäre � u � v � � � x � y � , so müsste v � y sein, Widerspruch! Also � u � v ���� � x � y �
und � ist anti-symmetrisch.
Es gelte nun � u � v ����� x � y ����� z � w � . Falls � u � v ����� x � y � oder � x � y ����� z � w � , ist zur
Transitivität nichts zu zeigen. Œ sei also � u � v ���	� x � y ���	� z � w � . Es gilt insbesondere
u � x � z. Falls u � x, folgt

u � x � z � also u � z  
Dann ist � u � v �!�"� z � w � . Ebenso, wenn x � z ist. Andernfalls ist u � x � z und u � x � z.
Dann folgt auch � u � v ����� z � w � . Somit ist � transitiv, also eine Ordnungsrelation.
Bleibt zu zeigen, dass � total ist. Seien dazu u � v � x � y �#� . Falls u �� x, ist entweder
u � x oder u � x. Im ersten Fall folgt � u � v ���$� x � y � , im zweiten � u � v � � � x � y � . Sei
u � x. Falls v � y ist, ist nichts zu zeigen, also Œ v �� y. Dann ist entweder v � y oder
v � y. Im ersten Fall folgt � u � v ���� x � y � , im zweiten � u � v � � � x � y � . Damit ist � total.
Seien u1 � u2 � v1 � v2

�%� . Schreibe

I �$&�� u � v � �'� 2 (( � u1 � v1 �
�� u � v ����� u2 � v2 �*)+ 
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Falls � u1 � v1 � � � u2 � v2 � , ist I ��� , und falls � u1 � v1 � ��� u2 � v2 � , ist I � � � u1 � v1 ��� . Sei
also Œ � u1 � v1 �
�� u2 � v2 � . Dann gilt

� u � v � � I � � u1 � u � u2 ���	� � u1 � u � u2 ��
 � v1 � u ����	� � u1 � u � u2 ��
 � v � v2 ���
�	� � u1 � u � u2 ��
 � v1 � v � v2 ��� �

also für u1 � u2

I ��� u1 � u2 ��� ��� � u1 � ��� v1 � ∞ � � � u2 � � ��� ∞ � v2 �
und für u1 � u2

I � �
u1 � ��� v1 � v2 �  

Lösung 1.3.
Die Reflexivität ist trivial nach Definition. Zur Antisymmetrie sei a0 ����� an � b0 ����� bm.
Zu zeigen ist a0 ����� an �� b0 ����� bm.
Zunächst gebe es i � min � n � m � mit

a0 � b0 �    � ai � bi � ai � 1 � bi � 1  
Gäbe es j � min � n  m � mit

a0 � b0 �    � a j � b j � a j � 1 � b j � 1 �
dann folgte i � j: Denn wäre i � j, so wäre i � j � 1, also a j � 1 � b j � 1, Wider-
spruch! Analog für i � j. Damit wäre i � j, was nicht sein kann. Wäre n � m und
a0 � b0 �    � am � bm, so folgte wegen i � 1 � m, dass ai � 1 � bi � 1, Widerspruch! Also
in diesem Fall a0 ����� an �� b0 ����� bm.
Sei nun n � m mit a0 � b0 �    � an � bn. Damit gibt es kein j � n � min � n � m � mit
a j � 1 � b j � 1. Ebenso ist nicht n � m, also folgt auch in diesem Fall a0 ����� an �� b0 ����� bm
und � ist anti-symmetrisch.
Sei nun

a0 ����� an � b0 ����� bm � c0 ����� cp  
Ist a0 ����� an � b0 ����� bm oder b0 ����� bm � c0 ����� cp, so ist zur Transititivität nichts zu zei-
gen, so dass man Œ annehmen kann, dass

a0 ����� an � b0 ����� bm � c0 ����� cp  
Es gebe zunächst i � min � n � m � mit

a0 � b0 �    � ai � bi � ai � 1 � bi � 1  
Gibt es j � min � m � p � mit

b0 � c0 �    � b j � c j � b j � 1 � c j � 1 �
so setze k � min � i � j � . Dann gilt

a0 � b0 � c0 �    � ak � bk � ck  
Ist j � i, so folgt k � j und k � 1 � i, also

ak � 1 � bk � 1 � ck � 1 � so dass ak � 1 � ck � 1  
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Ist j � i, so ist k � i und k � 1 � j � 1, also

ak � 1 � bk � 1 � ck � 1 � so dass ak � 1 � ck � 1  
In jedem Fall a0 ����� an � c0 ����� cp.
Ist andererseits m � p und b0 � c0 � ����� � bm � cm, so folgt mit i � m � min � m � p �

a0 � b0 � c0 �    � ai � bi � ci � ai � 1 � bi � 1 � ci � 1 �
also auch in diesem Fall a0 ����� an � c0 ����� cp.
Nun sei n � m und a0 � b0 �    � an � bn. Falls es j � min � m � p � mit

b0 � c0 �    � b j � c j  b j � 1 � c j � 1

gibt, so ist entweder j � n oder n � j. Im ersten Fall folgt j � 1 � n, also

a0 � b0 � c0 �    � a j � b j � c j � a j � 1 � b j � 1 � c j � 1  
Im zweiten Fall ist n � j � min � m � p ��� p, also n � p und

a0 � b0 � c0 �    � an � bn � cn  
In jedem Fall a0 ����� an � c0 ����� cp.
Falls m � p mit b0 � c0 �    � bm � cm ist, folgt n � m � p, also n � p und

a0 � b0 � c0 �    � an � bn � cn �
so dass auch in diesem Fall a0 ����� an � c0 ����� cp gilt. Damit ist � transitiv und somit
eine Ordnung.
Bleibt zu zeigen, dass � total ist. Seien a0 �    � an � b0 �    � bm

� A beliebig, so dass
a0 ����� an �� b0 ����� bm. Zu zeigen ist, dass a0 ����� an

� b0 ����� bm. Da die Wörter ungleich
sind, gibt es ein i � min � n  m � mit ai � 1 �� bi � 1, oder es gilt n �� m und a0 � b0 �    � b0 �
bm.
Im ersten Fall sei i Œ minimal mit dieser Eigenschaft, so dass a0 � b0 �    � ai � bi. Es
kann nicht ai � 1 � bi � 1 gelten, also folgt aus der Totalität der Ordnung � auf A, dass
ai � 1 � bi � 1. Dann ist a0 ����� an

� b0 ����� bm.
Im zweiten Fall kann nicht n � m gelten, also ist n � m. Damit ist auch in diesem Fall
a0 ����� an

� b0 ����� bm.

Lösung 1.4.
Für x � K ist x2 � 0. Denn entweder ist x � 0 oder x � 0. Im ersten Fall folgt x2 �
x � x � x � 0 � 0. Im zweiten Fall ist x � 0. Dann ist � x � 0, denn wäre � x � 0, würde
0 � 0 � 0 � x ��� � x ��� 0 folgen, Widerspruch! Also ist dann � x � 0, und es folgt
x2 ��� � x � � � � x � � 0.
Ist x � K

� �
0 � , so gilt x2 �� 0 (Nullteilerfreiheit), also x2 � 0.

Seien nun x � y � K mit x2 � y2 � 0. Wäre x �� 0, so würde x2 � 0 folgen. Da y2 � 0,
folgte

x2 � y2 � 0 � y2 � y2 � 0 � also x2 � y2 � 0 �
Widerspruch! Damit ist x � 0. Ebenso für y. Damit ist x � y � 0 und die Behauptung
bewiesen.



SS 2002: ÜBUNGEN ZUR VL MATHEMATIK II, LÖSUNGEN ZU BLATT 2

Lösung 2.1.

(i) Es gilt mit Dreiecksungleichung

d
�
x � y ��� d

�
x � a ��� d

�
a � y ��� d

�
x � a ��� d

�
y � a �	� r � r � 2r 


(ii) Seien x � y � Mr � a �� Ms � b  . Falls x � y � Mr � a  gilt, folgt mit dem ersten Teil

d
�
x � y ��� 2r � 2r � 2s � 2

�
r � s ��


Ebenso, wenn x � y � Ms � b  . Sei nun x � Mr � a �� y � Ms � b  . Sei c � Mr � a ��
Ms � b  . Es gilt mit dem ersten Teil und der Dreiecksungleichung

d
�
x � y ��� d

�
x � c ��� d

�
c � y ��� d

�
x � c ��� d

�
y � c ��� 2r � 2s � 2

�
r � s ��


Ebenso im umgekehrten Fall. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Lösung 2.2.
Es gilt d

�
a � b ��� 0. Sei also 0 � r � 1

2 � d
�
a � b � . Wäre Mr � a �� Mr � b ����� , so würde mit

c � Mr � a �� Ms � b  folgen

d
�
a � b ��� d

�
a � c ��� d

�
c � b ��� 2r � d

�
a � b ��� Widerspruch!

Also ist Mr � a  � Mr � b !�"� .

Lösung 2.3.

(i) Sei zunächst

0 � d # x1 � x2 �$� � y1 � y2 % � d1
�
x1 � y1 ��� d2

�
x2 � y2 �&


Dann gilt 0 � d1
�
x1 � y1 �'� d2

�
x2 � y2 � . Denn wäre etwa d1

�
x1 � y1 �(� 0, so

folgte wegen d2
�
x2 � y2 �&) 0, dass d1

�
x1 � y1 �*� d2

�
x2 � y2 ��� 0, Widerspruch!

Aber da d1 � d2 Metriken sind, folgt x1 � y1 und x2 � y2.
Weiter gilt

d # � x1 � x2 �$� � y1 � y2 � % � d1
�
x1 � y1 ��� d2

�
x2 � y2 �+� d1

�
y1 � x1 �,� d2

�
y2 � x2 �+� d # � y1 � y2 �$� � x1 � x2 � % 
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Schließlich

d # � x1 � x2 �$� � z1 � z2 � % � d1
�
x1 � z1 ��� d2

�
x2 � z2 ��� d1

�
x1 � y1 ��� d1

�
y1 � z1 ��� d2

�
x2 � z2 �

� d1
�
x1 � y1 ��� d1

�
y1 � z1 ��� d2

�
x2 � y2 ��� d2

�
y2 � z2 �

� d # � x1 � x2 �$� � y1 � y2 � % � d # � y1 � y2 �$� � z1 � z2 � % 

Damit ist d eine Metrik.

(ii) Eine rechtwinklige, gleichseitige Raute mit Zentrum
�
a1 � a2 � und Seitenlänge�

2 � r.

Lösung 2.4.
Es gilt �

1 0
0 1 � 2

�
�

0 1� 1 0 � 2

�
�

1 � 1 0
0 1 � 1 � � 0 


Nach Aufgabe 4, Blatt 1, kann � somit kein total geordneter Körper sein.
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Lösung 3.1.

(i) Es gilt
�

s � r Ms � a ��� Mr � a � . Denn sei x � Mr � a � und s 	 r. Dann gilt d � x 
 a ���
r  s, also x � Ms � a � und somit Mr � a ��� �

s � r Ms � a � . Sei umgekehrt x ��
s � r Ms � a � . Dann gilt d � x 
 a �� s für alle s 	 r. Wäre d � x 
 a ��	 r, so wäre

ε : � d � x 
 a ��� r 	 0. Dann wäre

r � ε
2
	 r 
 also d � x 
 a �� r � ε

2
 r � ε � d � x 
 a ��


Widerspruch! Damit d � x 
 a ��� r und x � Mr � a � .
Es gilt auch � r � s Mr � a ��� Ms � a � . Denn sei x ��� r � s Mr � a � . Dann x � Mr � a �
für ein r  s. Es folgt d � x 
 a ��� r  s, also x � Ms � a � . Sei umgekehrt x �
Ms � a � . Dann gilt d � x 
 a �� s. Mit ε : � s � d � x 
 a ��	 0 gilt

s 	 s � ε
2
� 1

2 � � s � d � x 
 a ����	 1
2 � � d � x 
 a � � d � x 
 a �!�"� d � x 
 a �"


also x � Ms # ε
2
� a � und somit Ms � a ��� � r � s Mr � a � .

(ii)
(a) Es gilt � 0 
 1 �$�%� n & 1 � 0 
 1

n � und für alle n ' 1 � 0 
 1
n ����� 0 
 1 � , also(

n & 1

� 0 
 1
n
�)�*� 0 
 1 �,+

(b) Offenbar
�

n & 1 � � 1
n 
 0 � � � � 1 
 0 � . Sei � 1 � x  0. Es gibt ein n ' 1 mit

x -� 1
n , so dass x .� �

n & 1 � � 1
n 
 0 � . Es folgt/

n & 1

0 � 1
n

 0 0 �-12+

(c) Offenbar gilt 0 � �
n & 1 � � 2

n 
 2
n � . Sei x .� 0. Dann ist 3 x 34	 0. Es gibt ein

n ' 1 mit 3 x 35	 2
n , d.h. x .� � � 2

n 
 2
n � . Damit ist/

n & 1

� 0 � 2
n

 2
n 6 �87 0 9:+
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Lösung 3.2.

(i) Da � r � 0 ���*�4� r
 r � und � r � 0 � � � � r
 r � , folgt mit In �*�4� n � 1 
 n � 1 � für alle
n ' 1 wie in Aufgabe 1 (i)/

n & 1

In � � � 1 
 1 �,+
(ii) Analog zu (i) nimmt man Jn � � 1n � 1 
!� 1

n � 1 � , so dass wie in Aufgabe 1 (i)
folgt (

n & 1

Jn �:� � 1 
 1 � +
Lösung 3.3.

(i) Seien � an � 
 � bn � 
 � cn � � M. Es gilt � an � � � bn ��� � an � bn � � M. Somit ist M
unter � abgeschlossen. Zudem� � an � � � bn ����� � cn � � � an � bn ��� � cn � � � � an � bn � � cn �� �

an � � bn � cn � � � � an � � � bn � cn ��� � an � � � � bn � � � cn � � +
Also ist � assoziativ. Weiter� an ��� � bn � � � an � bn ��� � bn � an ��� � bn � � � an �"

also ist � kommutativ. Mit 0 : � � 0 � � M gilt� an ��� 0 � � an ��� � 0 � � � an � 0 � � � an ��+
Damit hat � das neutrale Element 0. Schließlich� an � � � � an ��� � an � an ��� � 0 � � 0 

so dass M eine abelsche Gruppe ist. Für ein Skalar λ ��� definiere

λ � � an � : � � λ � an ��+
Es gilt 1 � � an � � � 1 � an ��� � an � und

λ � � � an ��� � bn � � � λ � � an � bn �� �
λ � � an � bn � � � � λ � an � λ � bn �� � λ � an ��� � λ � bn � � λ � � an � � λ � � bn ��+

Ähnlich prüft man, dass � λ � µ � � � an � � λ � � an ��� µ � � an � und λ � � µ � � an �!� �� λ � µ � � � an � . Damit ist M ein Vektorraum.
(ii) Es gilt an � an � 0, also � an ��� � bn � . Gelte � an ��� � bn � . Es gilt

bn � an � � � an � bn ��� � 0 � 0 

also � bn ��� � an � . Gelte � an ��� � bn � und � bn ��� � cn � . Dann folgt

an � cn � � an � bn � � � bn � cn ��� 0 � 0 � 0 +
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Damit ist � an ��� � cn � und � eine Äquivalenzrelation.

Lösung 3.4.
Es gilt � an � � � bn � � � an � � � bn ��� N � 7 � cn � 3 cn � 0 9 . Reicht zu zeigen, dass N ein
Untervektorraum von M ist, denn dann ist M

�
N � M

�
� ein Vektorraum.

Offenbar 0 � N. Seien � an � 
 � bn � � N und λ � � . Es gilt

λ � an � bn � λ � 0 � 0 � 0 

also λ � � an � � � bn � � N. Damit ist N ein Untervektorraum.
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Lösung 4.1.

(i) Sei
�
an ��� M, an � a . Da U offen ist, gibt es ein ε � 0 mit Mε

�
a ��� U . Es

gibt ein n0 �	� mit

d
�
a 
 an ��� ε

2
für alle n � n0 

Es folgt für n � n0: d
�
a 
 an ��� ε, also an � Mε

�
a ��� U . Damit ist die Be-

hauptung bewiesen.
(ii) Man nehme an, dass U nicht offen ist, d.h., es gibt a � U , so dass für alle

ε � 0 ein b � M existiert mit d
�
a 
 b ��� ε, aber b �� U . Für jedes n � 1 gibt es

damit an � M � U mit d
�
a 
 an ��� 1

n .
Die Folge

�
an � konvergiert gegen a. Denn sei ε � 0 und n0 � 1

ε . Für n � n0

gilt 1
n � ε, also

d
�
a 
 an ��� 1

n � ε 
Damit an � a. Nach Voraussetzung gilt an � U für fast alle n, ein Wider-
spruch zur Konstruktion der Folge! Somit ist U offen.

Lösung 4.2.

(i) Es gilt
�
3 ��� 3 und ���� 0 �

���
1 � n

n2

������ 1
n2 � 0

nach Vorlesung. Also gilt an
� 3

����� 1  n
n2 � 3 als Summe zweier konvergen-

ter Folgen.
(ii) Es gilt 1

n ! 1 � 0. Wäre
�
an ��� a, so würde

n � an � 1
n � 1 � a � 0 � a

folgen, so dass
�
n � konvergieren würde. Ist aber ε � 0, so gilt für n � a � ε"

a
�

n
" � n

�
a � ε 


ein Widerspruch zur Konvergenz!
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(iii)
�
an � ist keine Cauchfolge, denn

"
an ! 1

�
an
" � 2 für alle n � � . Damit kon-

vergiert
�
an � nicht.

Lösung 4.3.

(i) Es gilt

n2 � 14
7 � n

�
n2

� 1 � 14
n2

7
n2 � 1

n

�
1


Es gilt 1
n � 0, also als Produkt a

n2 � 0 und als Summen 1 � 14
n2 � 1, 7

n2 �
1
n

�
1 � �

1 �� 0. Als Quotient gilt

an
� 1 � 14

n2

7
n2 � 1

n

�
1
� 1�

1
� �

1 
(ii) Analog zu (i) folgt

���
1 � n
n

� n2

1 � n2
� ���

1 � n
n

� 1
1
n2 � 1

� 0 � 1
1
� 1 

(iii) Ebenso folgt

n � 1
2n
�

1
� n3

1 � n3
� 1 � 1

n

2
� 1

n

� 1
1
n3 � 1

� 1
2
� 1
1
� 1

2 
(iv) Es gilt wie oben

n2 � 1
n3 � 1

� � 3 � 1
n

� � 1
n � 1

n2

1 � 1
n3

�
3 � 1

n

� � 0 � � 3 � 0 � � 0 

Lösung 4.4.
Sei ε � 0. Setze

δ � min � ε 
 ε
2
�
ε � "

α
" � 


ε
2
�
ε ��� x � ��� � 0 

Es gibt n0 � � mit "
α
�

αn
" � δ für alle n � n0

und es gibt ein m0 �	� mit

� x � xn � � δ für alle n � m0 



4. LÖSUNG

Dann gilt für p0
� max

�
n0 m0 � und n � p0:� α � x � αn

� xn � � � α � x � αn
� x � � � αn

� x � αn
� xn �� "

α
�

αn
" � � x � � "

αn
" � � x � xn �� "

α
�

αn
" � � ε � � x � � � � "

αn
�

α
" � "

α
" � � � x � xn �

� ε
2
�
ε � � x � � � � ε ��� x � � � �

ε � "
α
" � � ε

2
�
ε � "

α
" � � ε 

Damit folgt die Behauptung.
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Lösung 5.1.
Sei

�
an ��� M eine Folge. Genau ist

�
an � eine Cauchy-Folge, wenn sie schließlich kon-

stant wird, d.h. falls es a � M gibt mit

an � a für fast alle n ���	�
In der Tat: Dass die Bedingung hinreichend ist, ist klar. Sei also

�
an � Cauchy. Dann

existiert n0 �
� mit

d
�
ak � al �� 1

2
für alle k � l � n0 �

Insbesondere gilt d
�
an � an0 ��� 1

2 für alle n � n0. Damit ist d
�
an � an0 ��� 0, also an � an0 ,

so dass die Behauptung mit a � an0 folgt.
Offenbar konvergiert eine schließlich konstante Folge. Da jede konvergente Folge
auch Cauchy ist, folgt mit dem obigen, dass

�
an � genau dann konvergiert, wenn

�
an �

schließlich konstant ist, genau dann, wenn
�
an � Cauchy ist. Insbesondere ist

�
M � d �

vollständig.

Lösung 5.2.
Sei ϕ in 1 stetig. Da n � 1

n � 1 � 1
n � 1, folgt, dass

an � ϕ � n � 1
n � � ϕ

�
1 ��� a �

Umgekehrt gelte limn � ∞ an � a. Sei
�
bn ��� N mit bn � 1. Es gilt limn � ∞ ϕ

�
bn ��� ϕ

�
1 � .

In der Tat: Sei ε � 0. Es gibt ein n0 � 1 mit

d
�
a � an ��� ε für alle n � n0 �

Da 1
n0
� 0, existiert ein k0 � 1 mit�

1 � bk
� � 1

n0
für alle k � k0 �

Sei k � k0. Falls bk � 1, gilt d
�
ϕ
�
1 � � ϕ � bk ��� � d

�
a � a ��� 0 � ε. Falls bk � l � 1

l mit l � 1,
so gilt bk � 1 und

1
n0

� �
1 � bk

� � 1 � l � 1
l � 1

l
�

Damit folgt l � n0, also

d
�
ϕ
�
1 � � ϕ � bk ���!� d

�
a � al �� ε �



5. LÖSUNG

Damit folgt limk � ∞ ϕ
�
bk �!� ϕ

�
1 � . Also ist ϕ tatsächlich in 1 stetig.

Lösung 5.3.

(i) Seien x � y ��� . Da beide Seiten der Gleichung invariant unter Vertauschung
von x und y sind, seine ohne Beschränkung der Allgemeinheit x � y. Dann
gilt

1
2

�
x � y � �

x � y
� �!� 1

2

�
x � y � x � y ��� x � max

�
x � y � �

(ii) Seien f und g stetig. Dann sind f � g und f � g stetig. Da
��� �

: � � � stetig
ist, folgt, dass

�
f � g

�
stetig sind. Dann ist auch

max
�
f � g ��� 1

2

�
f � g � �

f � g
� � stetig.

Lösung 5.4.

(i) Für f
�
x ��� x3 � 2 und g

�
x ��� x2 � 1 gilt: f und g sind stetig und g

�
x � � 1 � 0

für alle x ��� . Daher ist

ϕ � f
g

stetig.

(ii) Wie in (i) sieht man, dass ϕ in allen x �� � 1 stetig ist. Allerdings ist ϕ nicht
in � 1 stetig. Falls

�
x � 1

� � 1
2 , gilt x � � 1

2 , also
�
x � 1

� � 3
2 , also�

ϕ
� � 1 � � ϕ

�
x � � � ϕ

�
x � � 3 für alle x �� � 1 � � x � 1

� � 1
2
�

Damit kann ϕ nicht in � 1 stetig sein.
(iii) Wie in (ii) sieht man, dass ϕ nicht in 1 stetig ist.
(iv) Offenbar ist ϕ in x �� 0 stetig. Weiter gilt limn � ∞ a2

n � 0 � limn � ∞
� � an � für

alle Folgen
�
an � � 0. Sei also

�
an � � 0. Sei ε � 0. Es gibt n0 � � , so dass�� a2

n

�� � ε für alle n � n0 �
Auch gibt es m0 � � , so dass� � an

� � �
an
� � ε für alle n � m0 �

Dann gilt�
ϕ
�
0 � � ϕ

�
an � � � �

ϕ
�
an � � � max

� � � an
� � �� a2

n

�� �� ε für alle n � max
�
n0 � m0 � �

Also gilt limn � ∞ ϕ
�
an ��� 0 � ϕ

�
0 � . Damit ist ϕ auch in 0 stetig.
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Lösung 6.1.

(i) Sei ε � 0. Es gibt n0 � m0 � � mit d � b � bn ��� ε für alle n � n0 und d � c � cn ��� ε
für alle n � m0. Sei m � 2max � n0 � m0 �
	 1. Falls m � 2n, gilt

d � am � b � � d � bn � b ��� ε 
Falls m � 2n 	 1, gilt

d � am � b � � d � cn � c ��� ε 
Damit an � b � c.

(ii) Es gilt d � b � c � � 0. Sei d � b � c �
2
� ε � 0. Es gibt n0 � m0 � � mit d � b � bn ��� ε

2
für alle n � n0 und d � c � cn ��� ε

2 für alle n � m0. Sei m � 2max � n0 � m0 �
	 1.
Sei m � 2n. Dann gilt mit Dreiecksungleichung

d � am � am � 1 � � d � bn � cn � � d � b � c ��� d � bn � b ��� d � cn � c � � 2ε � ε � ε 
Sei m � 2n 	 1. Dann gilt analog

d � am � am � 1 � � d � bn � 1 � cn � � d � b � c ��� d � bn � 1 � b ��� d � cn � c � � 2ε � ε � ε 
Also ist � an � keine Cauchyfolge, insbesondere nicht konvergent.

Lösung 6.2.
Die Folge � an � is monoton wachsend und beschränkt, denn aus an � 1 � bn � 1 � In � 1 �
In ��� an � bn � folgt an � an � 1 � bn und bn � 1 � bn, so dass durch Induktion bn � b0.
Damit auch an � b0 für alle n � � . Also konvergiert � an � gegen a � supn an ��� . Sei
k � � . Da an � bk für alle n � k, ist bk eine obere Schranke für � an � n � k, also a � bk,
da a die kleinste obere Schranke ist. Weiter a � ak. Damit ist a � Ik. Da k beliebig war,
folgt a � � n In.

Lösung 6.3.
Sei f stetig und i � I. Sei x � Ui und ε � 0. f ist in x stetig, also existiert δ � 0 mit

dX � x � y ��� δ ! dY � f � x �"� f � y �#��� ε für alle y � X �
insbesondere für y � Ui. Damit ist f $$ Ui

stetig.



6. LÖSUNG

Sei f $$ Ui
stetig für alle i � I. Sei x � X . Es gibt i � I mit x � Ui. Da Ui offen ist, gibt es

δ0
� 0 mit Xδ0

� x ��� Ui. Sei ε � 0. Da f $$Ui
stetig ist, gibt es δ1

� 0 mit

dX � x � y ��� δ1 ! dY � f � x �"� f � y �#��� ε für alle y � Ui 
Sei δ : � min � δ0 � δ1 � � 0. Sei y � X , dX � x � y ��� δ. Dann ist y � Xδ0

� x ��� Ui und

dY � f � x �"� f � y �#��� ε 
Da y beliebig aus X war, folgt, dass f stetig in x ist. Da x beliebig war, folgt, dass f
stetig ist.

Lösung 6.4.

(i) Die Folge � n � 2
n � ��� 1 � 2

n � ist wachsend: Denn für m � n gilt 2
m � 2

n , also

� 2
m � � 2

n . Sie ist nach oben beschränkt durch 1. Also gilt

sup
n � 1

n � 2
n
� lim

n � ∞
1 � 2

n
� 1 

(ii) Für an � � � 1 � n � � 1 � 1
n2 � gilt � an �"� 1 � 1

n2 wachsend (wie (i)). Zudem

a2n � 0 � a2n � 1 für alle n � � 
Damit ist infn an � infn a2n � 1. Die Folge a2n � 1 � 1

n2 � 1 ist fallend und nach
unten beschränkt durch � 1, also konvergent mit

inf
n

an � inf
n

a2n � 1 � lim
n � ∞

1
n2 � 1 � � 1 
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Lösung 7.1.

(i) Es gilt 1
� n � 1

n � 1 � 1
n
�

0 und somit M1 ��� 0 � 2 � . Damit ist M1 beschränkt.
M1 ist jedoch nicht abgeschlossen, da M1 	 n � 1

n 
 1 �� M1. Insbesondere ist
M1 nicht kompakt.

(ii) Es gilt 2
� n2  1

n2

�
1, also M2 ��� 0 � 2 � und somit beschränkt. Weiterhin ist

M2 abgeschlossen, denn � 0 � 1 � ist abschlossen, und ferner ist

N ��� 1 ����� n2 � 1
n2 ��� n

�
1 �

abgeschlossen. In der Tat: Es reicht zu zeigen, dass ��� N offen ist. Sei also
a �� N. Dann ist a �� 1 und ε : ��� 1 � a �3 � 0. Da an � n2  1

n2 
 1, gibt es n0
���

mit  1 � an  "! ε für alle n
�

n0. Sei

δ : � 1
2 # min $% a � a1  &�(')')'(�* a � an0 � 1  + � 0

und r : � min , ε � δ - � 0. Sei b � � mit  a � b  "! r. Dann gilt für alle n
�

n0 b � an  �  1 � a  .�/ a � b  .�0 1 � an  � 3ε � ε � ε � ε � 0 �
für n 1 n0  b � an  �  an � a  (�0 a � b  � 2δ � δ � δ � 0

und schließlich b � 1  �  1 � a  2�0 a � b  � 3ε � ε � 2ε � 0 '
Damit ist b �� N, also � r � a � � �3� N. Das heißt, N ist abgeschlossen und
somit auch M2.
Da M2 beschränkt und abgeschlossen ist, ist M2 kompakt.

(iii) M3 ist offenbar nicht beschränkt und somit auch nicht kompakt. M3 ist aber
abgeschlossen. Denn sei , an - � M3 eine gegen a � � konvergente Folge.
Dann ist , an - nach oben beschränkt durch ein R � 0. Es gibt ein n0

��� mit
n0
� 1 � R

�
n0. Damit folgt

ak
� A : � n04

n 5 1

6
n � n � 1

n 7 für alle k ��� '



7. LÖSUNG

Die Menge A ist als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abge-
schlossen, also gilt a � A � M3. Da , an - beliebig war, folgt, dass M3 abge-
schlossen ist.

Lösung 7.2.

(i) Sei s � sup ,2� X - . Es gilt s
� � X , also � s ! X , d.h. � s ! inf , X - . Sei nun t !

X eine weitere untere Schranke. Dann ist � t
� � X , also � t

�
sup ,2� X - � s.

Es folgt t !�� s, so dass � s die größte untere Schranke von X ist. Also� sup ,2� X - � � s � inf , X - '
(ii) Falls s

�
M � N, folgt s

�
M und s

�
N, also s

�
max , sup , M - � sup , N -)- � : m.

Insbesondere gilt dies für s � sup , M � N - . Wäre m also eine obere Schran-
ke von M � N, so wäre es die kleinste. Sei also a � M � N. Dann ist a � M
oder a � N. Also gilt a ! supM ! m oder a ! supN ! m. Somit in je-
dem Fall a ! m. Damit ist m

�
M � N und es folgt sup , M � N - � m �

max , sup , M -*� sup , N -)- .
Jetzt folgt

inf , M � N - � � sup ,2� M ��� N - � � max , sup ,2� M - � sup ,2� N -)-
� min ,2� sup ,.� M -*�)� sup ,.� N -)- � min , inf , M -*� inf , N -)- '

Lösung 7.3.
Sei , an - � � n

j 5 1 K j. Da � unendlich ist und � 1 �)')')'.� n � endlich, gibt es ein 1 ! j ! n, so
dass an

� K j für unendlich viele n. D.h., es gibt eine Teilfolge , ank - von , an - , so dass, ank - � K j. Da K j kompakt ist, existiert eine Teilfolge , ank j
- von , ank - , die konvergiert., ank j

- ist eine Teilfolge von , an - . Da , an - beliebig war, folgt die Behauptung.
Die Aussage gilt nicht für unendliche Vereinigungen. Denn sei M nicht-kompakt (ins-
besondere unendlich), etwa M � � . Dann gilt M � �

a � M � a � und für alle a � M ist� a � kompakt, da endlich.

Lösung 7.4.
Sei , sn - � S konvergent gegen s � � . Dann ist , sn - beschränkt durch ein R � 0. Sei
x � X . Es gilt für alle n � � sn

�
x, also sn

� � x � R � . Damit folgt s � � x � R � . Da x beliebig
war, folgt s

�
X , so dass s � S. Da , sn - beliebig war, folgt, dass S abgeschlossen ist.



SS 2002: ÜBUNGEN ZUR VL MATHEMATIK II, LÖSUNGEN ZU BLATT 8

Lösung 8.1.

(i) Sei k ��� . Setze

Xk � � 1 � 1
n ��� n � k � n gerade 	 und

Yk � ��
 1

 1

n ��� n � k � n ungerade 	�
Es gilt Yk � Xk und somit

supn � kan � sup � Xk � Yk � � max � supXk � supYk � � supXk �
Da die Folge 1 � 1

n fallend ist, folgt

supXk ��� 1 � 1
k k gerade,

1 � 1
k � 1 k ungerade.

Damit ist

limsup
n � ∞

� 
 1 � n � 1 � 1
n � � inf

k � 1
supXk � inf

k � 1
1 � 1

2k

Da 1 � 1
2k � 1 nach Archimedes und Grenzwertsätzen, ist diese Folge be-

schränkt, insbesondere nach unten beschränkt. Die Folge ist fallend, also
folgt mit dem Konvergenzsatz für monotone Folgen

limsup
n � ∞

� 
 1 � n � 1 � 1
n � � lim

k � ∞
1 � 1

2k � 1 �
Damit folgt

liminf
n � ∞

an � 
 limsup
n � ∞


 � 
 1 � n � 1 � 1
n � � 
 1 �

da der limsup der Folge



an ebenfalls 1 ist.
(ii) Wie oben sieht man

limsup
n � ∞

bn � inf
k � 1

1 � 1
2k � 1 �

Weiter limsupn � ∞ bn � 
 1. Dann folgt liminfn � ∞ bn � 1.



8. LÖSUNG

(iii) Setze dk � supn � k an und ek � supn � k bn. Da � an � und � bn � beschränkt sind
und die Folgen � dk � und � ek � fallend sind, konvergieren sie mit

limk dk � inf
k

dk und limk ek � inf
k

ek �
Da dk � ek � 0, ist auch � dk � ek � fallend. Mit den Grenzwertsätzen folgt

inf
k
� dk � ek � � limk � dk � ek � � limk dk � limk ek � limsup

k
dk � limsup

k
ek �

Aber es gilt (wie in (i))

sup
n � n

an � bn � � ak � bk k gerade,

ak � 1 � bk � 1 k ungerade � dk � ek �
Damit

limsup
n � ∞

cn � limsup
n � ∞

an � limsup
n � ∞

bn � 1 � 1 � 1 �
Ähnlich gilt auch

liminf
n � ∞

cn � 
 limsup
n � ∞

an � � 
 bn � � limsup
n � ∞

an � liminf
n � ∞

bn � 1 � � 
 1 � � 
 1 �
Lösung 8.2.
Sei ε � 0. Es gibt n0

� � , so dass

d � an � am � � ε
2

für alle n � m � n0 �
Weiter gibt es m0

��� , so dass

d
�
a � a j � k ��� � ε

2
für alle k � m0 �

Setze k0 � max � n0 � m0 � . Sei n � k0. Dann ist j � n � � n � k0 � n0, also

d � a � an � � d
�
a � a j � n � � � d

�
a j � n � � an � � ε

2
� ε

2 � ε �
Da ε � 0 beliebig war, gilt an � a.

Lösung 8.3.

(i) Seien an
� X eine Cauchy-Folge und ε � 0. Es gibt δ � 0, so dass

d � x � y � � δ � d � f � x � � f � y � � � ε für alle x � y � X �
Es gibt n0

� � mit

d � an � am � � δ für alle n � m � n0 �
Seien n � m � n0. Dann gilt d � an � am � � δ , also d � f � an � � f � am � � � ε . Da ε � 0
beliebig war, ist � f � an � � eine Cauchy-Folge in Y .



8. LÖSUNG

(ii) Die Folge an � 1
n
��� 0 � ∞ � ist eine Cauchy-Folge, denn sie konvergiert in�

. Es gilt f � an � � n2 und diese Folge konvergiert nicht in
�

, da sie nicht
beschränkt ist. Da

�
vollständig ist, ist sie also auch keine Cauchy-Folge.

Damit ist f nicht gleichmäßig stetig nach (i).

Lösung 8.4.
Man nehme an, dass � an � nicht gegen a konvergiert, d.h. es gibt ein ε � 0, so dass für
alle n0

���
d � an � a � � ε für ein n � n0 �

Sei j � 0 � � 0 mit d
�
a j � 0 � � a � � ε . Nun seien 0 � j � 0 ��� j � 1 ��� � � ��� j � n � konstruiert,

so dass
d

�
a j � k � � a � � ε für alle 0 � k � n �

Dann gibt es j � n � 1 � � j � n � � 1 mit d
�
a j � n � 1 � � a � � ε .

Nach Konstruktion ist
�
a j � m ��� eine Teilfolge von � an � , so dass

d
�
a j � m � � a � � ε für alle m � � �

Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge
�
a j � i � k � � � von

�
a j � m ��� , die konvergiert. Da�

a j � i � k � � � eine konvergente Teilfolge von � an � ist, ist ihr Grenzwert a. Damit gibt es
n0
� � mit

d
�
a j � i � k � � � a � � ε für alle k � n0 �

ein Widerspruch zur Konstruktion von
�
a j � m � � . Damit ist an � a.
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Lösung 9.1.
Eine Menge K � M ist genau dann kompakt, wenn endlich. Denn offenbar ist diese
Bedingung hinreichend. Andererseits konvergiert eine Folge in M nach Aufgabe 1 von
Blatt 5 genau dann, wenn sie schließlich konstant wird. Sei also K unendlich ist. Es
gibt eine Folge an � K, so dass für alle n � m � � mit n �� m gilt an �� am.
In der Tat: sei a0 � K beliebig. Ist n � � und sind bereits a0 ��������� an 	 1 � an gegeben, so
dass ak �� al für alle k �� l, k � l 
 n, so gilt

# � a0 ��������� an � � n  ∞ �
also existiert an � 1 � K ��� a0 ��������� an � . Damit ist eine solche Folge durch Induktion kon-
struiert.
Offenbar wird keine Teilfolge der Folge � an � schließlich konstant. Damit konvergiert
keine Teilfolge von � an � , so dass K dann nicht kompakt ist.
Eine Menge C � M ist genau dann zusammenhängend, wenn #C 
 1, d.h. wenn C
entweder leer oder einpunktig ist. Denn offenbar ist diese Bedingung hinreichend. Sei
andererseits #C � 2. Dann existiert x � C und U2

� C ��� x � ���� . Da jede Teilmenge
von M offen ist, sind U1

� � x � und U2 und nicht leer, aber

C � U1 � U2 und U1 � U2
��� �

somit ist C dann nicht zusammenhängend.

Lösung 9.2.

(i) γ ist stetig. Zudem ist � 0 � 1 � zusammenhängend. Denn seien U1 � U2
� � 0 � 1 �

offen mit U1 � U2
��� und U1 � U2 ���� . Seien a � supU1 und b � infU2.

Es gilt a � b � � 0 � 1 � . Es gilt a 
 b oder a � b. Ohne Beschränkung der All-
gemeinheit sei a 
 b. Dann gilt b � 0, sonst wäre U1

� � 0 � . Ebenso folgt
b  1, sonst wäre U2

� � 1 � . Für jedes 0  ε  b gilt aber b � ε
2  b, also

b � ε
2 �� U2. Damit  ε � b � �� U2. Da U2 offen ist, folgt damit b �� U2. Eben-

so folgt a �� U1. Sei a 
 x 
 b. Dann ist x �� U1 � U2, aber x � � 0 � 1 � . Somit
ist � 0 � 1 �!�� U1 � U2. Da U1, U2 beliebig waren, ist � 0 � 1 � zusammenhängend.
γ ��� 0 � 1 � � ist also auch zusammenhängend.

(ii) Seien U1 � U2
� M offen, U1 � U2 ���� und M � U1 � U2. Seien x j � U j, j �

1 � 2. Es gibt einen Weg γ in M mit γ � 0 � � x1 und γ � 1 � � x2. Damit ist x j �
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γ ��� 0 � 1 � � � U j ���� . Da γ ��� 0 � 1 � � � U1 � U2 und nach (i) zusammenhängend
ist, folgt � �� γ ��� 0 � 1 � � � U1 � U2

� U1 � U2 �
Da U1 und U2 beliebig waren, ist M zusammenhängend.

Lösung 9.3.

(i) Dies ist der offene zweite Quadrant, verschoben um � � 1 � 2 � . M ist zusam-
menhängend. Seien � x � y � � � u � v ��� M. Definiere

γ : � 0 � 1 � �  2 � γ � t � � ��� 1 � t � x � tu � � 1 � t � y � tv � �
γ ist stetig, und für alle t � � 0 � 1 � gilt t � � 1 � t � � 0, also

� 1 � t � x � tu �� 1 � t � � t � 1 und � 1 � t � y � tv � 2 � 1 � t � � 2t � 2 �
Damit ist γ � t � � M. Also ist γ ein Weg in M. Da γ � 0 � � � x � y � und γ � 1 � �
� u � v � , folgt, dass M wegzusammenhängend und nach Aufgabe 2 insbeson-
dere zusammenhängend ist.

(ii) M ist die Vereinigung der offenen Kugeln U1
�  2

1 ��� � 1 � 0 ��� und U2
�  2

1 ��� 1 � 0 ��� .
Es gilt U1 � U2 ���� . Wäre x � U1 � U2, so würde folgen:

2 � d � x � � � 1 � 0 ��� � d � x � � 1 � 0 ��� � d ��� � 1 � 0 � � � 1 � 0 ��� ��� � � 1 � 1 � 2 � � 0 � 0 � 2 � 2 �
Widerspruch! Also ist U1 � U2

��� und M somit nicht zusammenhängend.
(iii) M ist zusammenhängend. Sei U1

�  2
1 � � � 1 � 0 � � und U2

�  2
2 � � 1 � 0 � � . Seien

x � y � U1 � U2. Falls x � y � U1, so setze

γ � t � � � 1 � t � x � tx

γ : � 0 � 1 � �  2 ist stetig und

d � γ � t � � � � 1 � 0 ��� ��� � 1 � t � x � ty � � t � � 1 � t ��� � � 1 � 0 � �

 � � 1 � t � x � � 1 � t � � � 1 � 0 � � � � ty � t � � 1 � 0 � �
� � 1 � t � � x � � � 1 � 0 � � � t � y � � � 1 � 0 � � 
 1 � t � t � 1 �

Damit ist γ ��� 0 � 1 � � � U1
� M, γ also ein Weg in M mit γ � 0 � � x, γ � 1 � � y.

Analog, falls x � y � U2.
Falls x � U1 und y � U2, sei

γ � t � ��� � 1 � 2t � x t 
 1
2 �

� 2t � 1 � y t � 1
2 �

γ : � 0 � 1 � �  2 ist stetig, da die Einschränkungen auf � 0 � 12 � und � 12 � 0 � stetig
sind. Da 0 � U1 � U2, sieht man wie oben, dass γ ��� 0 � 1 � � � M. Daher ist γ ein
Weg in M mit γ � 0 � � x und γ � 1 � � y. Analog, wenn y � U1 und x � U2. Damit
ist M wegzusammenhängend und nach Aufgabe 2 zusammenhängend.
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(iv) M ist zusammenhängend. Denn seien x � y � M. Es gibt m � n � � und r� s �
� 0 � 1 � mit x � � r� nr � und y � � s � ms � . Setze

γ � t � ��� � 1 � 2t � x t 
 1
2 �

� 2t � 1 � y t � 1
2 �

γ : � 0 � 1 � �  2 ist stetig, da die Einschränkungen auf � 0 � 12 � und � 12 � 1 � stetig
sind. Für alle t 
 1

2 gilt 1 � 1 � 2t � 0 und

� 1 � 2t � x � ��� 1 � 2t � r� n � 1 � 2t � r � � M �
Ebenso für alle t � 1

2 : 0 
 2t � 1 
 1 und

� 2t � 1 � y � ��� 2t � 1 � s � m � 2t � 1 � s � � M �
Nun gilt γ � 0 � � x und γ � 1 � � y, also ist M wegzusammenhängend, also
zusammenhängend.

Lösung 9.4.

(i) Sei ε � 0. Falls dZ ��� x1 � y1 � � � x2 � y2 ��� 
 ε , folgt

dX � prX � x1 � y1 � � prX � x2 � y2 ��� � dX � x1 � x2 � 
 max � dX � x1 � x2 � � dY � y1 � y2 ���� dZ ��� x1 � y1 � � � x2 � y2 ��� 
 ε
und analog für prY .

(ii) Es gelte � xn � yn ��� � x � y � . Da prX nach (i) insbesondere stetig ist, folgt xn
�

prX ��� xn � yn ����� prX � x � y � � x und analog für Y . Gelte umgekehrt xn � x und
yn � y. Sei ε � 0. Es gibt n0 �

�
, so dass

dX � x � xn � 
 ε für alle n � n0 �
Es gibt ebenso m0 �

�
, so dass

dY � y � yn � 
 ε für alle m � m0 �
Dann folgt

dZ ��� x1 � y1 � � � x2 � y2 ��� � max � dX � x1 � x2 � � dY � y1 � y2 ��� 
 ε
für alle n � max � n0 � m0 � . Somit gilt � xn � yn ��� � x � y � .

(iii) Sei � xn � yn � eine Folge in Z. Da X kompakt ist, gibt es eine Teilfolge � x j
�
m � �

von � xn � und ein x � X , so dass x j
�
m � � x. Da Y kompakt ist, gibt es eine

Teilfolge � y j
�
i
�
p ��� � von � y j

�
m � � und ein y � Y , so dass y j

�
i
�
p ��� � y. Es gilt

x j
�
i
�
p ��� � x als Teilfolge einer konvergenten Folge. Nach (ii) folgt

� x j
�
i
�
p ��� � y j

�
i
�
p ��� ��� � x � y � �

Dies ist eine konvergente Teilfolge von ��� xn � yn ��� . Da ��� xn � yn ��� beliebig war,
ist Z kompakt.
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Lösung 10.1.

(i) Betrachte g :
�
a � b ����� , definiert durch g � x �
	 f � x ��� x für alle x �� . g ist

stetig und

g � a ��	 f � a ��� a � 0 sowie g � b ��	 f � b ��� b � 0

nach Voraussetzung. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es x  � a � b � mit g � x ��	
0. Also f � x ��	 g � x ��� x 	 x.

(ii) Sei h :
�
0 � 1 ����� definiert durch h � x ��	 x � g � x � . h ist stetig, und da g � 0 ��� g � 1 ���

0 � 1 � , gilt

h � 0 ��	�� g � 0 ��� 0 sowie h � 1 ��	 1 � g � 1 ��� 0 �
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es x  � 0 � 1 � , so dass h � x ��	 0, so dass
g � x �
	 x � h � x �
	 x.

Lösung 10.2.
Für x �� , x  	 0, gilt

p � x ��	 x2n ! 1 "�# 1 � 2n

∑
k $ 0

akxk % 1 % 2n & 	 x2n ! 1 "�# 1 � % 1

∑
k $�% 1 % 2n

ak ! 1 ! 2n
" xk & �

Mit

q � x ��	 1 � % 1

∑
k $�% 1 % 2n

ak ! 1 ! 2n
" xk für alle x  	 0

gilt nach Archimedes

lim
m ' ∞

q � m ��	 1 und lim
m ' ∞

q �(� m ��	 1 �
Sei 1

2 ) ε ) 0. Dann gibt es ein m0 � 1, so dass für alle m � m0*
1 � q � m � * � 1 � ε und

*
1 � q �(� m � * � ε �

Es folgt
q � m0 ��� ε und q �+� m0 ��� 1 � ε � ε �

Also

p �(� m0 ��	,� m2n ! 1
0

" q �+� m ���-� ε . 0 . ε � m2n ! 1
0

" q � m0 ��	 p � m0 ���
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Da p stetig ist, gibt es nach Zwischenwertsatz x ���� m0 � m0

��� � , so dass p � x ��	 0.

Lösung 10.3.

(i) Sei für alle n �� qn : � � An ein surjektive Abbildung. Definiere

q � n ��	 q j % 1 � m � j � 1 � falls n 	 m � m � 1 �
2

� j � 0 � j � m �� �
Dies ist wohldefiniert, denn für alle n �� gibt es genau ein m �� und genau
ein 0 � j � m, so dass

n 	 nm � j 	 m � m � 1 �
2

� j �
In der Tat: Sei n �� . Nach Archimedes gibt es genau ein m �� , so dass

m � m � 1 �
2

� n . � m � 1 � � m � 2 �
2

�
also kann man j 	 n � m 	 m ! 1 


2 wählen. Es gilt weiterhin

� m � 1 � � m � 2 �
2

� m � m � 1 �
2

	 m � 1 �
so dass die Darstellung eindeutig ist.
q ist surjektiv. Denn sei a  A. Dann gibt es k �� mit a  Ak. Da qk surjektiv
ist, gibt es l �� mit qk � l ��	 a. Also folgt

q � nk ! l � k ! 1 � 	 qk � k � l � � k � 1 � � 1 ��	 qk � l ��	 a �
Somit ist q surjektiv und A abzählbar.

(ii) Wäre A abzählbar, so wäre

A  � � 0 � 1 ����� � 	 �
0 � 1 �

abzählbar, ein Widerspruch!

Lösung 10.4.
Angenommen, 2 � sei abzählbar. Sei q : � � 2 � eine Abbildung. Definiere ϕ  2 �
durch

ϕ � n ��	 1 � q � n � � n � für alle n �� �
Gäbe es m �� mit q � m ��	 ϕ , so würde also

ϕ � m ��	 1 � q � m � � m ��	 1 � ϕ � m �
gelten, ein Widerspruch! Also gibt es kein solches m und q ist nicht surjektiv. Damit
ist 2 � überabzählbar.
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Lösung 11.1.
Für h � 0 gilt

f
�
0 � h ��� f

�
0 �

h �
3
�

h
h � h � 2

3

Sei R � 0 beliebig. Dann ist h : � R � 3
2
� 0 und für alle 0 	 h 
�� h gilt

f
�
0 � h 
 ��� f

�
0 �

h



� h 
 � 2

3  h � 2
3  R �

Damit konvergiert der Differenzialquotient für h � 0 nicht und f ist nicht in 0 diffe-
renzierbar.
Andererseits gilt für

g : � 0 � ∞ ����� 0 � ∞ � : x �� x3 �
dass g stetig ist. Außerdem f

�
g
�
x ��� � x � g

�
f
�
x ��� für alle x ��� 0 � ∞ � . Damit ist g bijek-

tiv mit g � 1

� f . Da g stetig, injektiv und auf einem Intervall definiert ist, ist f � g � 1

stetig, und die Behauptung ist bewiesen.

Lösung 11.2.
f ist als Polynomfunktion differenzierbar mit

f 
 � x � � � 3x2 � 12x � 36 � � 3
�
x2 � 4x � 12 � � � 3 � � x � 2 � 2 � 16 ���

Daher gilt f 
 � x � genau dann, wenn x � 2 oder x � � 6. Da der Leitkoeffizient von f 

� 3 	 0 ist, folgt

f 
 � x ��	 0 für alle x ����� 10 ��� 6 ���! 2 � 5  und f 
 � x � � 0 für alle x �" #� 6 � 2 �$�
Auf den entsprechenden Mengen ist f also streng antiton bzw. streng isoton. Also ist

max f
� �%� 10 � 5  &� � max

�
f
� � 10 �'� f

�
2 ��� � max

�
57 � 57 � � 57

und
min f

� �%� 10 � 5  &� � min
�
f
� � 2 �'� f

�
5 ��� � min

� � 71 ��� 78 � � � 78 �
Da f stetig ist, ist f

� �%� 10 � 5  &� ein Intervall nach dem Zwischenwertsatz. Da �%� 10 � 5  
kompakt ist als abgeschlossenes und beschränktes Intervall (Satz von Bolzano-Weier-
strass) und f stetig ist, ist f

� �%� 10 � 5  &�)(+* kompakt, insbesondere abgeschlossen und
beschränkt. Es folgt

f
� ��� 10 � 5  ,� � �min f

� �%� 10 � 5  &�'� max f
� �%� 10 � 5  &�- � �%� 78 � 57  .�
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Lösung 11.3.
f ist als Polynomfunktion differenzierbar mit

f 
 � x � � 4x3 � 4x2 � 20x � 12 � 4
�
x3 � x2 � 5x � 3 �

� 4
�
x � 3 � � x2 � 2x � 1 � � 4

�
x � 3 � � x � 1 � 2 �

Daher ist f 
 � x � � 0 genau dann, wenn x � � 1 oder x � 3. Da limx ��� ∞ f 
 � x � �
�

∞,
folgt

f 
 � x �)	 0 für alle x 	 � 1
und

f 
 � x � � 0 für alle x � 3 �
Es gilt f 
 � 0 � � � 12 	 0, also gilt

f 
 � x �)	 0 für alle � 1 	 x 	 3 �
Denn wäre f 
 � x �  0 für ein � 1 	 x 	 3, so gäbe es y �" � 1 � 3 � mit f 
 � y � � 0 nach
dem Zwischenwertsatz, ein Widerspruch zu dem obigen. Damit ist f streng wachsend
auf � 3 � ∞ � und streng fallend auf  #� ∞ � 3  .

Lösung 11.4.
Sei zunächst f in o differenzierbar. Dann existiert

lim
o �� x � o

g
�
x � � lim

0 �� h � 0

f
�
o � h ��� f

�
o �

h � f 
 � o � �
Definiere für alle x � U

ĝ
�
x � �

�
f 
 � o � x � o �
g
�
x � x �� o �

Dann gilt ĝ ��U 	�
 o � � g. Sei xk � U eine Folge mit xk  o. Man kann ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dass xk �� o für alle k ��� . Es gilt

lim
k � ∞

ĝ
�
xk � � lim

k � ∞
g
�
xk � � f 
 � o � � g

�
o �

nach dem obigen. Da
�
xk � beliebig war, ist ĝ in o stetig. Offenbar ist ĝ auch in allen

Punkten außer o stetig. Also ist ĝ eine stetige Fortsetzung von g.
Umgekehrt sei ĝ eine stetige Fortsetzung von g. Dann existiert

lim
h � 0

f
�
o � h ��� f

�
o �

h � lim
o �� x � o

g
�
x � � lim

o �� x � o
ĝ
�
x � � ĝ

�
o � �

f ist nach Definition der Differenzierbarkeit also in o differenzierbar mit f 
 � o � � ĝ
�
o � .
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Lösung 12.1.

(i) Seien a � b � I, a � b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es a � ξ � b mit

f
�
b ��� f

�
a ��� f 	 � ξ ��
 � b � a �� 0 �

so dass f
�
a ��� f

�
b � . Da a und b beliebig waren, ist f streng monoton wach-

send.
Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel

f : ����� : x �� x3

zeigt, denn f 	 � 0 ��� 0, obwohl f streng monoton wachsend ist.
(ii) Seien a � b � I, a � b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein a � ξ � b mit

f
�
b ��� f

�
a ��� f 	 � ξ ��
 � b � a �� 0 �

so dass f
�
b ��� f

�
a � . Da a und b beliebig warem, ist f monoton fallend.

Hier ist auch die Umkehrung richtig. Denn sei f monoton fallend und o � I.
Es gilt

f 	 � o ��� lim
0 � h � 0

f
�
o � h ��� f

�
o �

h
� 0 �

da f
�
o � h ��� f

�
o � für alle h � 0. Da o beliebig war, folgt die Behauptung.

Lösung 12.2.
Weil lima � y � a

1
y � a � ∞, gibt es ε � 0 mit

1
y � a

� a für alle 0 � y � a � ε �
Definiere die Funktionen h � i : � a � a � ε ����� durch

h
�
y � : � f � 1

y � a � i
�
y � : � g � 1

y � a �
für alle y � � a � a � ε � und h

�
a ��� i

�
a ��� 0. Dann sind h � i wegen der Bedingung (i) in a

stetig und nach Kettenregel in � a � a � ε � differenzierbar mit

h 	 � y ��� � f 	 � 1
y � a ��

y � a � 2 � i 	 � y ��� � g 	 � 1
y � a ��

y � a � 2
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für alle y � � a � a � ε � . Insbesondere gilt i 	 � y ���� 0 für y � � a � a � ε � , da dann 1
y � a � a und

man die Bedingung (iii) anwenden kann.
Sei
�
yk ��� � a � a � ε � eine Folge mit yk � a. Setze xk � 1

yk � a
� � a � ∞ � . Es gilt xk � ∞, also

lim
k � ∞

h 	 � yk �
i 	 � yk � � lim

k � ∞

f 	 � xk �
g 	 � xk � � lim

x � ∞

f 	 � x �
g 	 � x � �

Da
�
yk � beliebig war, existiert

lim
a � y � a

h 	 � y �
i 	 � y � � lim

x � ∞

f 	 � x �
g 	 � x � �

Nach dem Satz von de l’Hospital folgt

lim
a � y � a

h
�
y �

i
�
y � � lim

a � y � a

h 	 � y �
i 	 � y � �

Sei nun xk � ∞. Für hinreichend großes k gilt xk � max
�
ε � 1ε � , also yk � a � 1

xk

�
� a � a � ε � . Weiter yk � a. Also

lim
k � ∞

f
�
xk �

g
�
xk � � lim

k � ∞

h
�
yk �

i
�
yk � � lim

x � ∞

f 	 � x �
g 	 � x � �

Da die rechte Seite unabhängig von
�
xk � ist und

�
xk � beliebig war, folgt die Behaup-

tung.

Lösung 12.3.
Definiere f : � � � durch

f
�
x � � �

x2

2 x � 0 �� x2

2 x � 0 �
Offenbar ist f in ���
	 0 � differenzierbar mit f 	 � x ���� x � für alle x �� 0. Weiter gilt

f
�
y ��� f

�
0 �

y � 0
� �

y
2 y � 0� y

2 y � 0
� 0 für y � 0 �

Also ist f in 0 differenzierbar mit f 	 � 0 ��� 0. Damit f differenzierbar mit f 	 �� 
�� .
f 	 ist aber nicht in 0 differenzierbar, denn obwohl limn � ∞ � � 1 � n

n � 0 ist, gilt

f 	�� � � 1 � n
n � � f 	 � 0 �
� � 1 � n

n � 0
� � � 1 � n �

so dass diese Folge nicht konvergiert. Der Differentialquotient besitzt in 0 also keinen
Grenzwert, so dass f nicht zweimal differenzierbar ist.



12. LÖSUNG

Lösung 12.4.

(i) Es gilt für alle n ��� und x � �
f � n � � x ���

�
k!� k � n � ! 
 xk � n n � k �

0 n � k �
Denn f � 0 � � x � � xk und falls n � 0, so dass die Formel für dieses n gelte, folgt

f � n � 1 � � x ��� d
dx

k!�
k � n � !xk � n � � k � n ��
 k!�

k � n ��
 � k � n � 1 � ! 
 xk � n � 1

� k!�
k � � n � 1 � � ! 
 xk � � n � 1 �

falls n � 1 � k. Falls n � 1 � k, ist f � n � konstant, also f � n � 1 � � 0. Damit ist
die Formel bewiesen.
Das n-te Taylorpolynom um 0 ist also

n

∑
j � 0

f � j � � 0 �
j!

 � x � 0 � j � �

0 n � k �
xk n � k �

(ii) Mit der Formel aus (i) ist das n-te Taylorpolynom um 1

n

∑
j � 0

f � j � � 1 �
j!

 � x � 1 � j � min � k � n �∑

j � 0

k!
j! 
 � k � j � ! 
 � x � 1 � j � xk � k

∑
j � min � n � k ��� 1

�
k
j � 
 � x � 1 � j �

(iii) Es gilt für alle x �� 0 und n ���
f � n � � x ��� � � 1 � n 
 n! 
 1

xn � 1 �
Denn es gilt f � 0 � � x ��� 1

x und falls n � 0, so dass die Formel für n gilt, folgt

f � n � 1 � � x ��� d
dx

� � 1 � n 
 n! 
 1
xn � 1

� � � 1 � n 
 n! 
 � � n � 1 ��
 1
xn � 2 � � � 1 � n � 1 
 � n � 1 � ! 
 1

xn � 2
�

also ist die Formel bewiesen. Da n-te Taylorpolynom um � 1 ist also
n

∑
j � 0

f � j � � � 1 �
j!


 � x � 1 � j � � n

∑
j � 0

�
x � 1 � j � 1 � � x � 1 � n � 1

x
�

wobei die letzte Gleichung nur für x �� 0 gilt.
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Lösung 13.1.

(i) Für alle n
�

1 gilt
n3 � n2 � n3 � 1 �

also n2

n3 � 1

� 1
n � 1 . Damit folgt für alle k

�
1

k

∑
n � 0

n2

n3 � 1
� k

∑
n � 1

n2

n3 � 1
� k

∑
n � 0

1
n � 1 �

Wenn die Reihe ∑∞
n � 0

n2

n3 � 1
also konvergieren würde, würde nach dem Ma-

jorantenkriterium auch die harmonische Reihe konvergieren, Widerspruch!
Also divergiert ∑∞

n � 0
n2

n3 � 1
.

(ii) Sei an
� n!

nn für alle n �	��
� 0 � . Dann gilt���� an � 1

an

���� � nn�
n � 1 � n � � n � 1 � �

�
n � 1 � � n!

n!
��� n

n � 1 � n

� � 1 � 1
n ��� n � � 1 � 1

2 ��� 2 � � 2
3 � 2 � 4

9 � 1 �
da die Folge ��� 1 � 1

n � n �
n � 1 nach Vorlesung streng isoton ist (Bernoulli-

Ungleichung). Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe also
absolut.

(iii) Mit der geometrischen Reihe folgt
∞

∑
n � 0  2 � n ! � ! 3

4 � n � 2 " � ∞

∑
n � 0

� 1
2 � n ! 9

16
� ∞

∑
n � 0

� ! 3
4 � n � 1

1 ! 1
2

! 9
16
� 1

1 � 3
4� 2 ! 9

16
� 4
7
� 2 ! 9

28
� 47

28
� 47

22 � 7 �
Lösung 13.2.

(i) Falls # x # � 1
3 , ist für alle n

�
2

# an # � n
n � 1

� 3n � 1 � # x # n � 2
2 � 1

� 3 � 2 �
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also
�
an � keine Nullfolge. Somit divergiert die Reihe in diesem Fall. Sei also

0 � # x # � 1
3 und setze

δ : � 3 # x # � � 0 � 1 � und ε : � 1
δ
! 1 � 0 �

Da limn � ∞ 1 � 1
n � n � 2 � � 1 und diese Folge fallend ist, gibt es n0 � � mit

1
n
�
n � 2 � �

���� 1 ! � 1 � 1
n
�
n � 2 � �

���� � ε
2
�

also 1 � 1
n � n � 2 �

�
1

2δ
� 1

2 für alle n
�

n0. Dann folgt���� an � 1

an

���� � �
n � 1 � 2 � 3n � 2 � # x # n � 1

n � � n � 2 � � 3n � 1 � # x # n � � 1 � 1
n
�
n � 2 � � � 3 # x # � 1

2
� δ

2 � 1 �
Damit konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium und das Kon-
vergenzintervall ist

� ! 1
3 � 13 � .

(ii) Sei # x #�� 0 und an
� xn

nn . Es gibt n0 ��� mit n0
� # x # . Dann gilt für alle n

�
n0���� an � 1

an

���� � # x # � # x # n � nn�
n � 1 � � � n � 1 � n � # x # n � # x #

n � 1
� � 1 � 1

n � � n � # x #
n0
� 1 � 1 �

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe absolut. Das Konver-
genzintervall ist somit � .

(iii) Für # x #	� 1 sei ε � # x # ! 1 � 0. Mit der Bernoulli-Ungleichung folgt

# an # � ���� � ! 1 � n
n

� x2n � 1

���� � 1
n
� � 1 � ε � 2n � 1 � 1

n
� � 1 � � 2n � 1 � � ε �
� 2ε � 0 �

so dass
�
an � keine Nullfolge ist und die Reihe divergiert. Sei also 0 � # x # � 1.

Dann gilt���� an � 1

an

���� � n � # x # 2n � 3�
n � 1 � � # x # 2n � 1

� � 1 � 1
n � � # x # 3 � # x # 3 � 1 �

so dass die Reihe mit dem Quotientenkriterium absolut konvergiert. Das
Konvergenzintervall ist somit

� ! 1 � 1 � .
Lösung 13.3.
Die Folge

���
n � 1 ! �

n � ist streng monoton fallend. In der Tat, für alle n � � gilt� 2 � n � 1 � 2 � 4n � 4 � 2n � 2 � 2
�
n � 1 �� 2n � 2 � 2 � n

�
n � 2 � � � � n � 2 ! �

n � 2 �
weil � � n

�
n � 2 � � 2 � n2 � 2n � n2 � 2n � 1 � � n � 1 � 2. Also folgt

�
n � 1 ! �

n � �
n � 2 ! �

n � 1 �
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Offenbar ist die Folge durch 0 von unten beschränkt. Es folgt

inf
n ���

� �
n � 1 ! �

n � � lim
n � ∞

� �
n � 1 ! �

n � � � � n � 1 � �
n ��

n � 1 � �
n

� lim
n � ∞

1�
n � 1 � �

n
� 0 �

Denn sei ε � 0. Dann gibt es n0 �	� mit n0
� ε2

4 . Für alle n
�

n0 gilt

1�
n � 1 � �

n

� 1
2 � n0

�
ε �

Da ε � 0 beliebig war, gilt tatsächlich limn � ∞
1�

n � 1 � � n
� 0.

Da die Folge fallend ist, gilt zudem

sup
n ���

� �
n � 1 ! �

n � � �
1 ! �

0 � 1 �
Lösung 13.4.
Sei � x j � m � � eine konvergente Teilfolge von

�
xn � . Sei k � � . Für alle m

�
k gilt

xm
�

supn � k xn �
Da j

�
k � � k, gilt insbesondere x j � k �

�
supn � k xn. Da

�
xn � beschränkt ist, gibt es ein

M � 0 mit ! M
�

xn
�

M für alle n � � . Da M also eine obere Schranke ist, folgt für
die kleinste obere Schranke

supn � k xn
�

M �
Außerdem ist ! x j � k �

�
M, so dass

supn � k xn
! x j � k � � � 0 � 2M

� �
Da k beliebig war und die Folge

�
supn � k xn � k konvergiert, weil sie fallend und be-

schränkt ist, folgt

limsup
n � ∞

xn
! lim

m � ∞
x j � m � � lim

k � ∞

�
supn � k xn

! x j � k � � � � 0 � 2M
� �

Insbesondere folgt die Ungleichung.

Lösung 13.5.
Betrachte die Funktionen g : � a � b ��� � und h : � a � b ��� � , definiert durch

g
�
x � � f

�
x � ! f

�
c � und h

�
x � � x ! c

für alle x � � a � b � . Sie sind stetig und in
�
a � b � 
 � c � differenzierbar. Es gilt

lim
x � c

g
�
x � � f

�
c � ! f

�
c � � 0 � c ! c � lim

x � c
h
�
x � �

Schließlich ist h
�
x ���� 0 für alle x �� c und

h 	 � x � � 1 �� c für alle x �� c �
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Außerdem existiert

lim
c �� x � c

g 	 � x �
h 	 � x � � lim

c �� x � c
f 	 � x �

nach Voraussetzung. Somit kann man die Regel von de l’Hospital anwenden: Man hat
Existenz und Gleichheit von

lim
c �� x � x

f
�
x � ! f

�
c �

x ! c
� lim

c �� x � c

g
�
x �

h
�
x � � lim

c �� x � c

g 	 � x �
h 	 � x � � lim

c �� x � c
f 	 � x � �

Nach Definition ist f somit in c differenzierbar mit

f 	 � c � � lim
c �� x � c

f 	 � x � �


