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Kapitel 1

Folgen, Konvergenz, Stetigkeit

1.1 Der Korper der reellen Zahlen

Definition. K Koérper &

3 Verkn pfungen

Kx K- K
(zy) — oty

KxK-—K
(wy) 2y
mit Eigenschaften: Vz,y,z € K gilt
& (F+y)+z=a+y+2)
r+y=y+x
T+0=2=0+2
r+—-z=0=—-z+z
© (zy) z = x (yz)
Ty = yx
zl=2=1z
zxt=1=a"to, 27l = % Inverses, falls x # 0
O (z+y)z=xz+yz z(y+z2) =xy+azz

Beispiel. K =Q = {% ipEL, qF# O} Korper der rationalen Zahlen

Definition. K geordnet (mit Ordnung) < 3 Relation C = {(z,y) € K x K |z < y}
mit Eigenschaften (Ordnungsaxiome)

r<ly<z=x<z2

r<zx

r<y<r=—uzc=y

assoz.
kommut.
neutr.
inv.

assoz.
kommut.
neutr.
inv.

distrib.

transitiv
reflexiv
anti-sym.
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Funktion I geordnet
Definition. K total geordnet (linear geordnet)
«— frallez,ye K:x<yodery<cz (stets vergleichbar)

<— frallex,ye K:xz <yoderx =y oder xz >y

Definition. vertragliche Ordnung (kompatibel)
K Korper mit Ordnung <, dann Ordnung vertraglich (kompatibel)

& (A) z<yzeK=z+2<y+=2
M) z2>0,y>0=2y>0

Definition. K geordneter Korper <

(1) (K,+,-) Korper (10 Axiome)
(i) (K,<) Ordnung (3 Axiome) & totale Ordnung
(iii) kompatibel (A) & (M)

Beispiel. Q total geordneter Korper

Beispiel. nicht totale Ordnung
K =R?=R xR (Ebene) K 3> (z, y)

Definiere < durch
(x1,91) < (22,12) = 1 < 2

Eigenschaften geordneter Korper

(Folgerungen aus Axiomen) K geordneter Korper

Proposition. Fir z,y € K sind dquivalent:

(i) r<y

(ii) 0<z—y
(iii) z—y<0
(iv) —y<—w

Proof. (Ringschluss)
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(1) —(ii) Seimgy.Setzez:—x(:f‘;():w—x:a:—i——x(%)y—i——x:y—x
(ii) — (iii) Esgelte 0 < y—ax = xz—y =0+ (z—y) < (y—z)—(y—z) =0
(A)(z==z-y)
(iii) —(iv) Esgeltex —y<0= —y=(z—y)—2x<0—z=—2x
(iv) — (i) Esgelte -y< -z = =—y+(x+y) < —a+(z+y) =
(z =z +y)ass.

(—z+z)+y=0+y=y

Proposition. Seien x >0, y >0 positiv, t+y=0=>x=0=y

Allgemeiner
1 S x9,y1 S Y2,T1 + Y1 = T2+ Y2 == Y1 =Y2, T1 = T2

Proof. xo+yp =1+ < 2o+ < Xa+ Y2 =21+ U1
(4) (A)

= T2t Y2=2T2+ Y1 = Y2 = U1
anti—sym —_———
(—x2 Kiirzung)
= T1+tyr=22+Yy1 - T1 = T2

(—y1 Kiirzung)

Proposition. <y, 2> 0= zz < yx

Proof.
<y — y—x >0, 22>0
(Prop(aquivalent))
%g 0<(y—x)z (dg‘) Yz — T2
— rz <Yz
(Prop(dquivalent))
Proposition.
(i) r1<0<y=ay<0
(i) r<0>y=ay >0
Proof. (1)
z<0 = —z>-0=0 g;()g(—x)y:—xy — a2y <0
—_—~~
Prop(aquiv)
(ii)
<0, y<0 - —x >0, —y>0 %OS(—m)(—y):xy
———

Prop(aquiv)
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Korollar. K total geordneter Korper => x2 > 0.  Insbesondere 1 > 0
Proof. If >0 = 2?2=2z2>0

(M)

If 2<0 = —2>0= 2?’=—-2(-2) > 0

Propl (M)
Setzex =1=12=1>0,1#0
—1>0

totale Ordnung

(M,<) Menge mit Ordnungsrelation < (trans, refl, anti-sym)

M total geordnet < fr alle x,y € M gilt:

o <y
.QL‘:y

° x>y

Lexikographische Ordnung (total)

A total geordnet (Alphabet)
A={a,bc,....,z,y,2} , #A =26
A=1{0,1,2,..,9} , #A =10

M = Menge aller Worter ber A

M > ag,aq,...,a, mit a; € A

totale Ordnung auf M
agai... Am= bo... by
(i) 3 Index i <m,n
ap = bo,a1 = by,..,a; =b;
a;+1 < b1 bzgl Ordnung von A

Beispiel. A ={0,1,..,9} Ziffern

112 <13 ,dal<3
Beispiel. A ={a,b,..,z} Buchstaben

aachen < aalen , da ¢ <1

Spezialfall acht < achtung

abstrakt ag...an, < ag...0mGmy1-..0n
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Satz

Die Menge der Worter M ist total geordnet bzgl lexikograph. Ordnung 7 <”, falls (4, <) total
geordnet,.

Sei (K, +,-) Korper, (K, <) total geordnet

Beispiel
R
[ | |
[ — | |
R=K —0 -1 0 1 X <Yy oo
z links von y R vollstandig (keine L cken)
Q
[ | |
[ — | |
Q=K —c0 -1 0 1 X <y o

Bild von Q: viele L cken, unsichtbar

K total geordneter Korper

bereits gezeigt: © € K —

e x>0
e xr =20

e 1 < 0 (Die Falle schliessen sich aus = anti-sym)

totale Ordnung angewandt auf (x,0)
= 22>0,c#£0=22>0
speziell

1=12>0

Inverses

Proposition 1.1.1.

. 1 _ —
(i) r>0=1=2"1>0
(ii) rz<yz,z>0= <y "K rzung durch z > 07
(iii) O<r<y=0<yl<az!
Proof. (i) rl=gll=0t - (7t 2)=(xz"t-27Y) 2
=@ H2. 2z >0
~———
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r=(z2)z7! < (yz)z7t=y
1

z=1>0
Nach (i) 27! >0
Nach Transitivitit y > 0, nach (i) y=' >0
y =yl =yl <y lyr ) =

Absolutbetrag

K total geordneter Korper. Definiere K 1, K durch

z x>0
|z| = (disjunkt) 0 z=0
—x <0
. . . z =<0
|| = (nicht disjunkt, aber symmetrisch) { e 1350
Bild Betragsfunktion
Eigenschaften
(i) [ >0
(i) |z =0<2=0
(iii) =] = ||
(iv) —lz] <z < x|
Proof. (i) durch Fallunterscheidung (2 Félle)
If r>20=|z|=22>0
If x < 0= |z| = —z > 0 (nach Prop)
(r<ye —y<-—x)
(ii) klar
r>0=|z|=2>0=|z| #0
r=0=|z|=0
<0 = |z|=—2>0=|2|#0
Propl
(i)
If >0 = —<0=|-2| = —(—z) =z = ||
Propl Def
If

xSO:>—x§0:>\—x|D:f—xD:f|x|
€ €

[ x|
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If r>20=|z|=2
—lgl=—2z < 0<z=]|1
Propl,trans
~Ja| <z <|al
If z2<0=|z|=—-z
—|zl=2<0 < —z=]|z| (refl, refl, trans)
Propl

Proposition 1.1.2. |zy| = |z||y|
(Eine Art Homomorphismus, multiplikat. Eigenschaft)

Proof. 4 Falle (genauer: 3 Fille)

If r>0,y<0=2y<0,—y >0
lzy| = —zy = 2(~y) = 2] |y|

If <0, y<0=2y <0
[zyl = 2y = (—2)(—y) = || |y|

Frage: |z + y| = |z| + |y| ? -fast nie.

Aber: |z +y| < |z| + |y| Dreiecks-Ungleichung /A — Ugl.

Proposition 1.1.3. a >0
= |z|<as —a<z<a
Proof. “=" Es gelte |z] < a

= —a < —|z]
= —a<—z|<z<|z|<a

“e=" Es gelte —a <z <a
fz>0=|z|=2<a
fe<0=|z|=—2 < —(—a)=ua

Prop

Korollar. Dreiecks-Ungleichung
[z +y| < ||+ ly|

Proof. If 2>0,y>0 = r+y>0= |z +y|l=a+y=|z|+|y|
If 2<0,y<0 =24+y<0= —(z4+y)=—-ax—y=(—2)+(—y) =|z| +|y|

If 2<0<y =24+y<0+y<|z|+y=|z]+]y|
r+y>r+0>2— |yl =—lz)— |yl = —(lz[ +[y]) = —a
= —(lz[ +y]) <z +y < |z + [yl
= |z +y| <|z| + |yl



KAPITEL 1. FOLGEN, KONVERGENZ, STETIGKEIT

If y <0<z = analog

+
y y
< | x I=Lange

Bild A — Ugl.
Korollar. ||z| — |y|| < |z —y]
Proof. |z =y + (z — y)| <a-vg. [yl + |z -y

= [z| = |y| < [z —y| (=t a)

lyl=lz+ (y—2)] Sa-vg. 2|+ |y — |

=yl -z <ly—zl=|-(y—2)|=|z—yl=a

2| = ly| = —a
—a<|r[—lyl <a
== llzl =yl <a=lz —yl
TO0p

(K,+,, <) total geordneter K6rper Beispiel K = R reelle Zahlen (2 Axiome fehlen noch)

Absolutbetrag ||
| = z x>0
= -z <0

= |yl = |z| - |y|
|z + y| < |z| + |y| Dreiecks-Ungleichung

Vorzeichen (Signum)

x € R, sgn(x) = “ar
1 x>0
sgn(x) = 0 zz=0
-1 <0

Proposition 1.1.4. = = sgn(x) - |z|

fr alle x (einschliesslich x =0 )

sgn(x)

Bild Signumsfunktion (Sprung von -1 auf 0, dann auf 1)
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1.2 Metrische Raume

Sei M Menge,

Definition. Eine Metrik auf M ist eine Funktion
auf Produktmenge d: M x M — R d : distance
MxM={(z,y)|lre MAye M}

(x,y) — d(x,y) = “Abstand” von x und y

mit folgenden Eigenschaften

(1) d(z,y) > 0 Positivitit
(i) dz,y) =0 z=y  |dx,2)=0,2#y=dz,y) >0

aquivalent

d(z,z) =0

r#y=d(z,y) >0
(iii) d(z,y) = d(y, z) Symmetrie
(iv) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) Dreiecks-Ungleichung

M
dxy)
X
d(y.2)
d(x,2)

Bild Strecke/d, Dreieck z
Proposition 1.2.1. d(z,y) = |z — y| Metrik auf R
Proof. (i) Positivitét

d(z,y)=|z—y|>0dal|z]| >0VzeR
(ii) d(z,x)=|z—z|=10=0

r#y=—=ax—y#0=|r—y|>0da|z|>0Vz#0
(iii) Symmetrie

dy,x) =y —z| = |=(z —y)| = (=)= —y)| = [-1]|z —y| = [z —y[ = d(z,y)
(iv) Dreiecks-Ungleichung

dz,2) =z —z|=|(x—y)+ (y—2)| < |z —y[+ |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2)
—_

= (R,d) metrischer Raum

Bild |z — y]
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| x=y|

T

X y

diskrete Metrik
M Menge, d: M x M — R,

awn= {1550

Behauptung: d Metrik

(i), (ii), (iii) trivial

zz. A —Ugl : d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Proof.

If x #£yVy# 2z=A — Ugl korrekt, da rechte Seite > 1 und linke Seite < 1

fe=yANy=z=—2=2=—A—Ugl korrekt, da 0+0=10

Visualisierung diskreter Raume

M endliche Menge, #M = Anzahl der Elemente

#M=4

#M=5 (nicht zeichenbar)

Lemma 1.2.2. |d(z,2) — d(y, 2)| < d(z,y)
Proof. Es ist dquivalent |z] <a< —a <z <a

Also zz. (a = d(z,y))
—d(e,y) < d(e,2) — d(y,2) < dlz.y)

1-dimensional

2—dimensional

3—-dimensional

4—-dimensional

10
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I A—-Ugl:d(z,z) <d(z,y) +d(y, z)

= d(x, 2)=d(y, z) < (d(x,y)+d(y, 2)) =d(y, 2) = d(z,y)+(d(y, 2) — d(y, 2)) = d(,y)
=0

II d(y,z) <d(y,z) +d(z,z) = d(z,y) + d(z, 2)
Subtrahiere d(z,y)
d(y, z) — d(z,y) < d(z, 2)
Subtrahiere d(y, z)
—d(z,y) < d(z,z) —d(y,z) = II

O
Beispiele von Metriken
Proposition 1.2.3. (M;,d;) metrischer Raum, (Ms,ds) metrischer Raum
= Metrik auf My x Ms wie folgt:
d((z1,22), (y1,92)) = da(z1, 1) + da(22,72) Ly Metrik
d((z1,22), (y1,2)) = maz(di (21, 1), da (2, y2)) Lo Metrik
—_— —

€R €R

wobei fr a,b € R gilt,

a a>b
max(a,b) = { b a<b

. a a<b
min(a,b) = { b oash

Metrik auf Menge M

d: MxM—R

4. d(x,z) <

Beispiel.

o d(z,y) = |z —y| auf R

v ={ ] 1!

o Norm — Metrik
M = E R-Vektorraum
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2 Verkn pfungen

ExEXL E
(zy) = oty
RxE- E

oc,:c) = ar

4 Gesetze

o afz+y)=ax+ay
o (a+f)r=ar+ fx
o a(fr) = (af)z

o Iz =1
Norm E LiN R
(i)* lz]| > 0 (Positivitit)
(ii)* I0g] = Or, ||z|]| > 0 Vz # 0 (Nullvektor)
(iii)* laz|| = laf ||z]| fr a € R,z € E (Homogenitéit)
()% e+l < ol + gl (A - Ugl)

Bild: Norm x in der Ebene E = R2 © . 5

Satz

Sei (E, ||-||) normierter R-Vektorraum =

(i) d(z,y) := ||z — y|| Metrik auf E
(ii) =] = d(x,0)

Proof. (i) d(a,y) = Ile — yll > 0 wegen (i)*
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(ii) d(z,z) = ||z — z|]| = ||0g|| = 0 wegen (ii)*
t Ay = —y# 0= d(z,y) = |z y| > 0 wegen (ii)*
(iii) Symmetrie
d(z,y) =y —z| =[[(-)(z-y)| = L—flleB =yl = llz -yl = d(z,y)
(iii)x ~1
(iv) dz,z) = |lz =z =z —y)+ (v = 2)| < lz =yl + ly — 2] = d(z,y) + d(y, 2)

Beispiele von Normen

e I =R, R-Vektorraum, 1-dimensional
|z||g := || Norm auf R
Absolutbetrag ist eine Norm

e Seien (E1, |[|-||;) und (Ey, ||-||,) normierte Rdume
FE = E1 X E2 = (xl,xg)

E,
/ 2055 )
2 A0x)
| |
T E
Xl 1
Bild: %)
Addition (z1,72) + (y1,92) = (T1 + Y1, T2 + Vo)
E E; E,
Skalar-Multiplikation a - (x1,29) = (@ - 21,00 - 23)
E Ey E>
— E R-Vektorraum
[(z1,22)| p = HleEl + ||x2||E2 — Norm auf E Li-Norm auf E
[ o)l = (23, +loal3)d  1<a<oo Lo -Norm auf
(21, 22)||* = ||a:1||?31 + ||x2|\?32 Lo-Norm auf E (euklidische Norm)

Zur naheren Untersuchung der euklidischen Norm brauchen wir

Proposition 1.2.4. Sei K total geordneter Kdorper. Dann gilt

(i) z>0,z <y= zz<yz
(ii) 0<zr<y=0<2?<y?
(iii) 2,y >0,22 <y’ =<y
Proof. (1) r<y=y—x>0
yz —az = (y —x)z > 0
wegen Korper

727. “L i y—x#0,2£40= (y—x)z #0
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(ii) 2?2 =zr <ay <yy=y>
(iii) Sei 2?2 < y?
Widerspruch: x < y falsch

= = > y total geordnet

ﬁ 22 > y? Widerspruch, da 2% < y?, also z < 3.
23

Satz
|(z1,22)|| := /22 + 23 definiert Norm auf R x R=R?  (euklidische Norm = Ly — Norm)

Proof. Seien (x1,72) und (y1,y2) ER? = F
Ei=R=F,
Wegen a? + b? — 2ab = (a — b)? gilt
w3ys + 23yt — 2z y1 00y = (212 — T2y1)® > 0
= 2z1y122y2 < 2iY5 + 73y}
= (z1y1 — 21y1)? = 2393 + 23y} + 2w1y100ye < 23yd + 233 + 2393 + 2dy? = (23 + 23) (] + 13)

= zy1 + 22y2 <(o) V2T + 23y + 43
Prop(iit)

= |21 +y1, 22 + 1) |? = (21 4 91)? + (22 + 12)°

=27 +yi +221ys + 23 + Y3 + 2xay2 = aF + 47 + 25 + y5 + 2(z1y1 + Tayn)
< 23+ + a3 + 3 + 223 /yTd

= [[(@1, 22)I* + 1 (y2, v2)II* + 2|z, 22)[ [ (e, w2) | = [l (1, 22) | + [l (w2, w2) 117
= |1+ y1, 22 + 12)|I” < [(@n, 22) [ + I (v1, 92) 1)

pranisy 1@ 22) + @ 92)ll = [l 22,51 +92) | < fl(@n22)ll + (w2

Korollar. Fuklidische Metrik
auf M = R?
d((fﬁl,ﬂ?z), (y17y2)) = ||(3317$2) - (yl,y2)H = H(951 — Y1, T2 — y2)|| = \/($1 - yl)2 + (1‘2 - y2)2

1.3 Grundlagen der Topologie (Offene und abgeschlossene
Mengen)

Sei (M, d) ein metrischer Raum
r >0 “Radius”, € > 0 sehr kleiner Radius
a € M Mittelpunkt
Definition. r-Umgebung (r-Kugel) mit Mittelpunkt a

M, (a) ={z € M | d(z,a) < r} offene Kugel, open r-ball (runde Klammern, ” <”, deswegen offen)

M, [a) = {xz € M | d(z,a) <r} abgeschlossene Kugel, closed r-ball (eckige Klammern,<)
Dann gilt frr <s
M, (a) C M, [a] C M; (a)
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Beispiel

M = R? euklidisch
Bild Kugel offen/abgeschlossen

”Man hat nur Kugeln im Hinterkopf.”

2

1

AE
:
a

PRaH

R
2, \\\ ///
-
a

1

Beispiel

(M, d) diskrete Metrik
dlz,y)=1fra+#y
0<exl1
= M.(a) = M. [a] = {a}

Bild M} (a) = My [a] = {a}

Nl

15
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Beispiel M =R

Seia<binR

[a,b) ={z eR|a<xz<b} abgeschlossenes Intervall von a nach b, a € [a,b] 2 b
(a,b) =]a,b[={z eR|a<z<b} offenes Intervall von a nach b, a ¢ Ja,b[ Z b
[a,b]={x eR|a <z <b} halboffenes Intervall von a nach b, a € [a,b[ Z b
la,b] = (a,b] ={z e R|a <z <b} a¢la,b>b

Proposition 1.3.1. [a,b] = Rs-a [%b]
2

b-a b-a
2 2
| | |
| | |
a atb b
2 =€

[c=rc+7r] =R, [
Analog

Ja, b = Ro—a (%42
le=r,c+r[=R.(c)

Definition. offene Teilmenge

M>U:=YacU 3 7 >0:M,[a]CU

abhéngig von a

M:[u]

Bild offene Teilmenge

Satz

offene r-Kugel ist offen

M,.(a) C M

offen

Proof.
U= M,(a)

zz. ¥b € M,(a) Je > 0 sodass M.(b) C M,(a)
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Me(b)

M: (@)=U
be M,.(a) = d(b,a) <r
g:=r—db,a)>0
Beh M. (b) C M,(a)
Sei x € M. (b) = d(z,b) <¢

= d(z,a) <d(z,b)+d(b,a)< e+d(ba)=r
A—-Ugl

= d(z,a) <r =z € M,(a)

trans

Korollar. (offene Intervalle sind offen)
la,b] C R

offen

Beweis ]a,b[:R%(aTH)) C R

Satz

Vereinigung/Durchschnitt offener Mengen

Seien U; ¢ M = |JU; C M , Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
offen iel offen

Seien Uy, .., U, fg M= () U; € M ,Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
offen

i=1..n  offen

Hierbei definiert man ﬂUiz{a:€]W|V/\a:€Ul} UUiz{xGZW HVxEUi}
i€l i€l i€l i€l

Bild I=1{1,2,3}
U1 U2

Us

NU; =U,NU,NUs UU; = Uy UT, U Us

icl i€l
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Proof.

(1) Seien U; C M, zz. JU;=U Cc M

offen icl offen

Seiae U= VaelU, C M
icl offen

= Ir>0,M(a) CU;, CU= M,(a) CU
DaaeUbel—=U C M

offen

(ii) Seien U;,...Up C M, U= () U

offen i=1l..n

zz.U C M

offen

SeiaeU= A a€lU; C M
1<i<n offen

= Ir; >0, M,,(a) CU;

(Setze r := min(r;,..,ry) > 0)

?} MT(G) C Mri (a) c U;

— M,(a)c N Ui=U
1=1..n

DaaeUbel—U C M

offen

Spezialfall =0 =0 C M

offen

(leere Menge ist offen)
M C M

offen
leerer Durchschnitt

Anwendung a € R

Halbgerade

[a, 40 ={xeR|z>a}={reR|a<z < +o0}
Ja,+oo[:={zr €R|a <z < +oc}

|—o0,a] :={x €eR| —co <z < a}
|—oc0,a[:={z €R| —c0 <z < a}

Gerade

|—o00,+o0[:={x eR| —0 <z < +0} =R

Satz Ja,+oo[ C R D ]—o00,4a]

offen offen

18

Proof.
la,+oo[ = U ]a,b[ (alle b’s zugelassen)
b>a
= U Ja,a+n]

1<neN

X
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N
'3

F rjedes b > a gilt Ja,b] € R

offen

= la,b] ¢ R=]a,+o0o[ C R
Satz(i) p>gq offen offen

Analog |—o00,a[= |J Ja,b] C R

a<b offen

Proposition 1.3.2. R =]—oc0,+oo[= |J Ja,b] C R
a<b offen

(M, d) metrischer Raum

(E,||-]]) normierter Vektorraum

d(y, ) = [lz =yl

Speziell (R, |-]),d(z,y) =]z —y| , M, (a):={zeM|d(z,a)<r}
E.(a):={z€E||z—al| <r}
Ry(a)={x eR ||z —a|l <7}

offene r-Kugel, offenes Intervall

UCc MeVaeU Ir>0 M (a)CU

offen

UcCc E<VacUIr>0E.(a)CU

offen

= VaeUIr>0VzeE ||z —a|l|<r=2x€l.

Proposition 1.3.3. M,(a) C M,]a,b] C R

offen offen
Proposition. (M,d) diskrete Metrik
= jede Teilmenge U C M ist offen

Proof. Sei U C M, zz. U offen.
i 1 M. (a) =
Seia €U, 35 >Odﬁet i(a)=A{a} CU
da a € U bel.=— U offen

o
Ol
Bild @ C

Definition. A C M abgeschlossene Teilmenge
S M\A={zeM|z¢ A} C M

offen
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Beispiel. [a, D] - R
abg.

Proof. R\ [a,b] = ]—00,a[U]b, +o0]
zz.U =R\ [a,b] C R

offen

U = Vereinigung von zwei offenen Halbgeraden =< |J Ja —n,a[ y U< U ]b,b+ n]
n>1  offen n>1 offen

Satz

(Durchschnitt/Vereinigung abgeschlossener Mengen)
(1) A; C M:>ﬂi€1Ai c M
abg. abg.
Speziell [ =0: M Cc M
abg.

(11) Ay, A, C M— AjU..UA, C M
abg. abg.

Spezielln=0=0 Cc M
abg.

Proof. Folgt aus
ﬂ M \ U; = M\ U Ui

iel il

UM\U; =M\ NU;

i€l iel
Satz

(abgeschlossene Kugeln sind abgeschlossen)

M,[a) C M
abg.

Speziell [a,8] = Ry_a [*5?] C R
abg.

Proof. U:=M\ M,[a],2zz.U C M

offen

Sei « € U beliebig, aber fest
=  d(z,a) >r=¢e=d(z,a)—7>0
TEAL @
Beh: M (z) cU
Widerspruchsannahme: M. (x) ¢ U = M \ M, [a]
— M. (2) (1 M, [a] £ 0
= Jy € M.(x) N M, [a]
= d(y,z) <eund d(y,a) <r
= d(z,a) < d(z,y)+d(y,a) < e+r=(d(z,a) —7r)+ 7 =d(z, a)
— =

= d(x,a) < d(z,a) Widerspruch!

}

20
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Also gilt M (x) U
Da x € U bel. = U offen

1.4 Konvergenz von Folgen

Definition. (M, d) metrischer Raum. Eine Folge ist eine Abbildung N — M

(@n)nen € MM

a(n) = a, = n — tes Folgenglied (n-te Funktionswert)

(an)nen = (ag, a1, .., Gy, ..)
Beispiel 1.4.1. konstante Folge in M

(a,a,a,a,...), anp = a
Beispiel. M =R , a,, = %

(L)n>1=(1,3, %, 1) harmonische Folge
Beispiel 1.4.2. M =R, a, = (—-1)"

(=)™ )p>o = (1,-1,1,-1,1,...)

Beispiel. M =R , a, = G2l ,(n>1)

n

- (17 _%7 %7 _%7 )
Definition. Folge (a,,) in M konvergiert gegen a € M

ap ~ a:< Ve >03dng €N VYn > ng gilt d(a,,a) <e
Speziell M =R ,bzw M =F ,a=0
Nullfolge a, ~ 0 < Ve > 03ng € NVn > ng gilt ||a,|| < ¢

Konvergenz a, ~ a < Jede ¢ — Kugel um a enthélt fast alle Folgenglieder (bis auf endlich
viele Ausnahmen)

Beispiel 1.4.3. konstante Folge a ~ a
Beispiel. harmonische Folge (typische Nullfolge) % ~ 0

Dies folgt nicht aus den bisherigen Axiomen fiir R. Wir bend6tigen

Archimedes (-Axiom)

VreRdneN:n>zx

|
Bild @) X n
(Archimedes verlangt, dass es fiir jedes x eine nat rliche Zahl gibt, die rechts von z liegt.)

Korollar. Vx e RIneN,—n <z
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Satz

(dquivalent zu Archimedes)
Fiir M = R gilt
1+ 0 (Nullfolge)

Proof. Sei € > 0 , zz. fast alle L < ¢ (d.h. bis auf endlich viele Ausnahmen)
Dae>0=1>0

= IngeN, ny>1
Arch. 0 o €

§i<5

no

SeinZno:an:%
z|an|:|%‘:%<s
Abschétzung gilt f r fast alle n.
Da ¢ beliebig war = % ~ 0

a =t

I
n=1 n=2 n, ngl nF2 n

Hyperbel
Proposition 1.4.4. Summe konvergenter Folgen ist konvergent
M = E (Vektorraum)

ap~>a,by,~b=—=a,+b,~a+b

Proof. (Hinschreiben, dass beide konvergieren:)

Sei € > 0 beliebig aber fest.

Da a, ~ a= 3ng € NVn >ng : [la, —al < 5

(Trick: man nehme eins, das ein bisschen kleiner ist...)

Da b, ~ b= 3n; € NVn >ny : [|b, —b|| < §

(np und ny kénnen verschieden sein, die n‘s aber sind frei)

Wiéhle ng := max(ng,n1) € N

— Vn > ne

d(an +bp,a+0b) = ||(an +b,) — (a+ )| = [|(an —a) + (bp, = b)|| = d(an,a) + d(by,b)

g g
<z <z
2

dan>ns>ng dan>ns>ny
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Beispiel 1.4.5. a, = # N\ 0

Proof. Ve >0 dng e NVn>ng, - <¢

1
n

= |a,| = ‘7(*;) =

<e

1
n

Folgen (a,) (konvergent/divergent)

(M, d) metrischer Raum
(an)nen Folge in M
Abbildung: N — M

n — an

Definition. a, ~ a € M (Folge konvergiert gegen a)

& Jede € — Kugel um a enthélt fast alle Folgenglieder (endlich viele Ausnahmen)
& Ve >0 dng € N:Vn > ng:

an € Mc(a)

d(an,a) <€

lan, —a|| <e, M =FE,
la, —al <e, M =R

Beispiel 1.4.6. M =R

ap = (—=1)"
(a'n)n>O:( 1 ; -1 ,1,—1,1,...)
B —~ N =

(an) konvergiert nicht (divergent): Fiir 0 < € < 1 gilt

unendlich viele a unendlich viele a
nungerade " n gerade "
m m
/>’<\ i />’<\ R
-1 0 -1
M.(—1) M.(1)

Satz: Grenzwert eindeutig

a< a,~b=a=>

a = lim a, Limes = Grenzwert eindeutig
n—oo

Proof. durch Widerspruch
a#b=d(a,b) >0
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Bild
€= —d(‘;’b) >0

= ap,~ a: IngVn > ng : d(ay,a) > ¢
ap ~ b: IngVn > ng : d(an,b) > ¢

= Vn > max(ng, n1)
d(a,b) < d(a,an)+d(an,b) < 2e =d(a,b)
—— =

<e <e
= d(a,b) < d(a,b) Widerspruch
also:a="> O

Limes-Satz f.r Summen

M = E normierter Raum, (a,), (b,) Folgen in E. Dann gilt
ap ~ a4, by ~> b= a, +b, ~a+b
lim (a,, + b,) = lim a,, + lim b, =a+b falls (a,) konvergiert und (b,,) konvergiert

n—oo n—oo

Limes-Satz f r Produkte

M =R, (ay,), (b,) Folgen in R. Dann gilt
ap ~> a4, by ~ b = a,b, ~ ab

lim a,b, = ( lim a,)( lim b,) = ab falls (a,,) konvergiert und (b, ) konvergiert
n—oo n—oo n—oo

Proof. Es gelte  ap ~ a, b, ~ b

77. ap by, ~ ab

77. Ve > 0 gilt: M. (ab) enthélt fast alle a,b,
Sei € > 0 beliebig aber fest

definiere  § = min(1, m) >0

an ~ a = Ing¥n >ng: |a, —a|l <o

bp~b= IniVn>ny:|b,—b <3d
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« = [bn| = [(bn — ) + b|
S ‘bn _b| + |b‘
<+ b|

= ¥n > max(ng,n1)

|anby, — ab| = |(an — a)by, + a(b, — b)|
< [(an — a)bn| + la(by, — D)
=lan —al |ba| +lal[by 0|

~ N — =

<d <5+ b <0
<86+ |b]) +ald
= 06(6+[b] + [a])

< 8(1+ [b] + |al) < ¢
—~ = —_—

i1 < —
= T+ fal + 0]

Vn > ng := max(ng, n)
|anb, — ab| < e , da € beliebig

= a, b, ~ ab

Beispiel 1.4.7. Beispiel

) &~ 0
1.1 1 L
94790 167 "
Beweisﬁ:

. % ~0-0=0
Allgemeiner: (Induktion nach k£ > 1)
1 —k

- =N ~ 0
n

Si=

—

(ii) an=2+32~2
lim (24 2) =2
by, =2~ 2
— a,=b,+c,~>2+0=2

Quotientenregel f r Limiten

M=R, a,~ a,
by~ b#0

= (i) Fast alle b,, # 0
(i) 52~ %,

ca, _ limay
limg® = Tps

Proof. (i) Sei € > 0 beliebig aber fest
2
(5:min(m M) >0,dab#0

bn«»bzi aﬁl\mznl b, —b| <6
= |[b] = [bp|| < [bn — B[ <6

= —0 < |by| = [b] <6

= oo > b -5 > 2 >0

= b, Z0Vn >m

25
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11| — |b=by| — [0=ba]
bn b T | Bbn | T TO[[bal

< é‘b‘ (Zahler nach oben / Nenner nach unten abschétzen)

=
:5-%§6,fa1185§@5

da & > 0 beliebig => 7 ~ 1

=
SIS]

— Produktregel ‘;—” =a, - bi ~ aq-

Limessatze (Grenzwertsitze)

(i) Summenregel
(i) Produktregel
allgemeiner:

Roa,~a,E>x,~x
= E 3 apr, ~ az (Skalarproduktregel)

(iii) Quotientenregel
Ro>a,~a,R38,~8#0

1 1
=4~
MU

Bn 7 8

Anwendung der Limessatze

Nach Archimedes gilt

150 Nullfolge

CEU% 0 Nullfolge

Aus den Limesséatzen folgt

1 _ 1.1 .0 =
(1) =y~ 0-0=0
1 11
(2) L= 1.1.,0.0=0
(3) L4 2w0+42-01=0
n_ _ 1 n_ 1 1 _
(4) ntl 4L 14X 7 110 1
Dividiere Zahler und Nenner durch die hochste Potenz von n.
(5) nian?44 _ M ATOE 1445044504040 _ 1
3n3—17 3—7% 3—-17%0%x0%x0 ~— 3
(6) n241 _ mtos s 010x0x0 _
1-n3 = L1 0+0x0—1 —
Pyl _ 1ty 140 : .
(7) =57 = T+1 ™~ 570 = o© (divergent, nicht konvergent)
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Definition. E > (z,,) beschrinkte Folge : & 3IM > 0Vn € N: ||z,,|| < M "Norm-Schranke”

// M \‘
/ \
, / \
| oY ,l
\ w X )
%% g
< alle Folgenglieder liegen in einer M-Kugel Ej; [0] R
Proposition 1.4.8.
(1) E > z,, beschrénkt, E 3 y,, beschrénkt
= =, + yn € F beschrankt
(ii) R > a,, beschriankt, E 5 z,, beschrankt
— a, &, € FE beschrankt
Proof.
(i) (25,) beschr. = IM; > 0Vn € N ||z, || < M,

(yn) beschr. = IMs > 0Vn € N ||y, || < Mo
= [|zn + Yull < znll + llynll < My + Mz =2 M

O
Satz E > z,, ~ x konvergent = (z,,) beschrankt
Proof. Da x,, ~ x = IngVn > ng
len —a| <1 (e=1)
Setze M :=maz(1 + ||z[|, [lzoll, 1]l - - [|#ne 1 []) = maz (L + |[z]|, |2l (i € no)) >0
Hier identifiziere ng = {0,..,n9 — 1}
Beh. Vn ||, || < M
If n < ng = ||z,|| < max ||gci||i€n0 <M
Itn>ng = |lzn| = [(zn —2) + 2| < [2n =l + |2} <1+ Jzf] < M
<1
Da n € N bel.= (x,,) beschrankt O

Bild S~ -7 Cauchy-Schnecke
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Satz
(i) R > a,, beschrankt
E >z, ~ 0 Nullfolge
= FE > apz, ~ 0
(ii) R>a,~0

FE > x,, beschrankt
— apTy ~ 0

Proof. (ii) Da (x,,) beschrinkt = IM > 0Vn € N:|jz,|| < M
DaR3a,~0=Ve>03dngVn > nyg

‘an| = |an _O| < ﬁ
- Hanxnn —homogen=— |04n ||xn|| S ﬁ M =¢
M~ N
<y <M
Da ¢ > 0 beliebig, folgt apx, ~ 0 O

Corollar

Roa,~a,Ed>x,~ 0= ayz,~0

Roa,~0,E>2,~r= a,z, ~0

Definition. (M, d) metrischer Raum, speziell M = E oder M =R
M > a, Cauchy-Folge:< Ve > 03In € NVm,n > ng : d(am,an) < ¢, speziell ||ay, —an|] < e
oder |ay, —an| <e
Speziell M = E : ||aym — ay| < e
M=R:|am—ay| <€
Privat-Notation
M > a, ~ Cauchy-Folge ("Konvergenz ohne Limes”)

an ~ a = lim a,, Konvergenz

Proposition

Jede konvergente Folge ist Cauchy
Up ~> Q4 = Gy~

Proof. Sei a, ~ a = lim a,

n—oo
zz. Cauchy-Kriterium ist erf 11t
Seie >0 .Da ay,~ a= IngVn >ng : d(an,a) <5
Sei m,n > ng
d(am, an) < d(am,a) +d(a,a,) < e
—_—— —
<5 <s

Da & > 0 beliebig=—> (a,,) Cauchy
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Definition. M vollstandig:< Jede Cauchy-Folge ist konvergent

M>a,~ = Ja€ M,a, ~ a

Beispiel

M = Q rationale Zahlen
d(z,y) = |z —y] Q nicht vollstéandig
(d.h. 3 Cauchy-Folge in Q welche nicht konvergiert)
V2 =141..
= l.x1292324... wobei z; € {0,1,...,9} =10
Q>a, =1lri2223 - 2,000 - = %
Beh. (a,) Cauchy
Seie >0= dng:107"™ < ¢
(10% > 1)

Seimn > ng, OEn>m

Ton41---Tn

lan — am| = 121222 — L1222 | = [0.000 Zpyp 1.2, = =555
W01 g B

<o =1 = 100" <107 <e

= |an, — am| < e frallem,n >ng
— (a,,) Cauchy, aber ohne Limes in Q, da v2 ¢ Q

Definition. R , reelle Zahlen, eindeutig bestimmt durch

(1) total geordneter Koérper
(ii) Archimedes + ~ 0
(iii) vollstédndig (jede Cauchy-Folge konvergiert)

Konstruktion von R

(Skizze)

Schritt 1 Q= {% |p,q € Z,q# 0} rationale Zahlen
QY = alle Folgen in Q (Vektorraum ber Q)

Schritt 2 ¥(QY) = alle Cauchy-Folgen in Q
(Untervektorraum von QN )

Schritt 3 W¥o(QN) = alle Nullfolgen in Q
(Untervektorraum von ¥(QV) )

Setze R = ¥ (QY) /¥ (QY)

29
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Cauchy-Folge

a, € M Cauchy-Folge < Ve > 0 IngVm,n > ng d(am,a,) <e

Dann gilt (a,,) konvergent = (a,) Cauchy
(=)
(M, d) vollstdndig (complete)
< Jede Cauchy-Folge konvergiert gegen ein a € M
Beispiel

M = Q,d(z,y) = |x — y| nicht vollstandig

Beispiel

M =R, d(z,y) = |z — y| vollstédndig
R Vervollstéandigung von Q (completion)

V2 fehlt in Q, aber nicht in R

R

(i) total geordneter Korper
(ii) Archimedes 1 ~» 0

(iil) vollstandig: jede Cauchy-Folge hat Grenzwert in R

Folgenkriterium f r abgeschlossene Mengen

Sei (M, d) metrisch, A C M

Dann gilt:
A bC M < F r jede Folge A>a,~a€ M giltae A
abg.
Proof. “=” Sei A € M und sei A > a, ~a€ M.

abg.
a= lima, e M

n—oo

30
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77. a€ A,

Widerspruchsannahme: a ¢ A,a € M\ A C M

offen
= Je>0,M(a) CM\ A
Da a,, ~ a = IngVn > ny
d(an,a) < e
= A>a, € M.(a) CM\ A
= a, € A(M\ A=0,Yn > ny Widerspruch

Also ac€ A

=" Sei Folgenkriterium erf 11t.
Ada,~aeM—a€cA

77. AcC M
abg.
72. M\A C M
offen

Widerspruchsannahme M \ A nicht offen
Offen heifit, jeder Punkt hat eine ”Sicherheitsumgebung”
Nicht offen heifit, es gibt einen Punkt, der keine ”Sicherheitsumgebung” hat.
= Ja € M \ A ohne ”Sicherheitsumgebung”
= Ve >0,M.(a) £ M\ A (keine Teilmenge)

Wiihle e=1>0(mn=>1)
M (a)g M\ A
— Jan, € Mi(a)NA
= A3>a,~adad(ay,a) <
Nach Voraussetzung gilt a € A.
= a€ AN M\ A) = 0 Widerspruch

Also M\ACM:>AbCM
abg.

offen

Korollar. M wvolistindig, A g M = A wvollstindig
abg.

Proof. zz. A vollstandig (d.h. jede Cauchy-Folge in A hat Limes in A)
Sei A 5 a,, Cauchy-Folge
= M > a,, Cauchy-Folge

= a,~ a € M Konvergenz in M
M wvollst.

Da a, € A = a € A Folgen-Kriterium
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= a, ~ a € A. Konvergenz in A
Da (a,) beliebig => A vollst.

Beispiele

(1) abgeschlossenes Intervall

[a,b] = {z € R| a <z < b} ist vollstindig

Proof. R\ [a,b]={zx e R |z <a}U{r eR |z > b} < R

= [a,}] c R vollst.= [a, b] vollsténdig
abg.

(2) abgeschlossene Halbgeraden {x € R | z < b} = ]—00, b] vollst.
{zx €R |z > a} = [a,+o0[ vollst.

(3)

M vollst.— M,. [a] = {z € R | d(z,a) < r} vollst.
(4) R D Q nicht abg.
R D R\ Q nicht offen

Proof. Q nicht vollst.=—> Q nicht abgeschlossen.

1.5 Stetigkeit

Seien X, Y metrische Rdume

Metriken dx, dy

x L fi(/) Abbildung (Funktion)
xr x

Y

Funktion
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Graph Gy = {(z, f(z)) e X xY |z € X}

fstetiginae X ©Ve>030 >0Vre X
dx(z,a) <0 = dy(f(z), f(a)) <e
Aquivalent Ve > 0 3§ > 0
z € Xsla] = f(x) € Ye [f(a))]
Aquivalent Ve > 030 > 0: f(Xs[a]) C Yz [f(a)]

Bildmenge

Beispiel X =Y =R

f(z) =2z
R

Behauptung f stetig in a € R
fla) =2a

Sei € > 0 beliebig, aber fest
§i= 5 Bsla) = [a— 5.0+ 5]
R. [2a] = [2a — €, 2a + €]

— f(Rs[a])CR. [24]

= [ stetig

Beispiel

R R

stetig

fo=t={ L )

33
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Bild Stetigkeit in a=0

R
R
Sei e > 0= Ry [0] = [0, ]
d=¢
Rs [|0]] = R [0] = [—¢, €]

f(Rs[0]) = {z € [—¢,el} = [0,] C [—¢,e] = R [|0]]
X, Y metrische Raume

f: X —>Y stetiginae X &
Ve>036>0Vre X:

Satz

d(z,a) <0 = d(f(x), fa)) <

f(Xs[a]) € Yz [f(a)]

|z —all <0 =[If(z) - fla)| <& fir X =E,Y =F
|t —a|<d=|f(z)— fa)|]<e fir X=R=Y

f: X =Y stetig (in jedem Pkt a € X )
SVV C YV, fi(V)={zeX | f(x)eV} - X
offen

Proof. “="

Z7.

[t}
<=

Z7.

Sei f stetigund V. C Y

offen

U:=fYV) < X

SeiaeU=b:=f(a) eV CY

offen
= 3>0,Y.[pcV
fstetigina= 36 >0, f(Xs[a]) CY.[0] CV

= X5 [a] C fﬁl(V) =U
da a € V bel = U offen

Sei f: X — Y mit der Eigenschaft “Urbilder offener Mengen sind offen.”

f stetig in jedem a € X
b= f(a) €Y, seie >0
=V:=Y.(b) C Y

offen

Vor. = U=f"YV) C X= 36>0,Xs5(a) U= fYV)

offen
= [(Xs(a)) CV =Y.(b) = Yc(f(a))
e bel. = [ stetig in a =,cxper [ stetig
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Folgenkriterium f r Stetigkeit

f: X —>Ystetig & VXsz,~zgltY s f(z,)~ f(z)
“Bildfolgen konvergenter Folgen sind konvergent.”
f(lim x,) = lim f(x,)
Proof. “=7" Sei f stetig und X 3 z,, ~ 2
= fstetiginx = Ve > 030 > 0Va' € X : d(z',2) <6 =d(f(z'), f(z)) <¢
Da z, ~ z = IngVn >ng : d(z,,z) <9

= d(f(zn), f(z)) <¢
Da e > 0 bel.= f(x,)~ f(z)

‘= Sei f: X — Y mit Eigenschaft “Bilder konvergenter Folgen sind konvergent.”
77. f stetig in jedem Punkt a € X

Widerspruchsannahme: f nicht stetig in a
= Je>0Vi>03z e X :d(x,a) <IANd(f(x), fla)) > ¢

Wiéhle §=1 Jazn € X d(wy,a) < 2 ANd(f(zn), fa) > ¢

Dann gilt z, ~ a, aber f(z,) konvergiert nicht gegen f(a)
Also Widerspruch zum Folgenkriterium.

Also f stetig.

Satz: Verkettung stetig

X L Y i»_ Z = Verkettung X ﬁf) Z
stetig stetig stetig

Proof. 1. nach Definition

Z7. go f stetigin a € X
Sei € > 0 beliebig aber fest (Beweis r ckwérts, bei g beginnend)
Da g stetig in b= f(a) = Ineta) > 0 mit Yy € Y : dy (y,b) <n = dz(g(y),9(b)) <e
Da f stetig in ¢ = 30 > 0 mit Vo € X : dx(x,a) < J = dy(f(z), f(a)) <n
v=F@)b=r(a) = dz(9(f(2)),9(f(a))) <€
= dz((go f(x),(ge f)a)) <e
Da e > 0 bel = go f stetig in a
Da a € X bel = go f stetig

Proof. 2. mit Folgenkriterium

Sei X >z, ~a = Y>3 f(x,) ~ f(a)

f stetig
= 73 g(f(zn)) ~ g(f(a))
g stetig N—— N——
=(gof)(zn)  =(gof)(a)

g o f stetig

=
Folgen—Krit.
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Anwendung

. 'l

(1) R m:ﬁ»g R

(ii) X Lrax YL R o fla)]
stetig stetig

Proof. (i)

|z = [yll < [z -yl

Seie > 0,a € R fest, § :=¢
d(z,0) = |z —a] <5 (=2)

= d(|z],la]) = [|z] = |a|| <. |z —a] <€
Da e > 0 bel = || stetig in a = |-| stetig
(i)

x L R L R= o f=|f stetig

stetig stetig

Proof. (*) allgemeiner gilt fiir normierten Raum F

Vu,v € B flull = floll] < flu = v]|

Analog
! £l

X = (B]-)=X >R, z—|f(z)]|
stetig stetig

Proof. E M> R mit u — [ul|
stetig

=x L BN R |0 f stetig
stetig stetig

Stetigkeits-Regeln

(i) Summenregel
fg f+g
X9 B X L g o ) + gla)
stetig stetig
(ii) Produktregel
X L RX % E(oderR)= X 2% E(oderR)
stetig stetig stetig
(iii) Quotienten-Regel
X LR, x &L RA=R\{0}=L:X - R
stetig stetig 9 stetig

Proof. (mit Folgenkriterium)

(i) fg: X 2 E
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7. f+g: X — E stetig
Sei X >z,~a
f stetig in a = f(x,) ~ f(a)
g stetig in a = g(z,) ~ g(a)

Limes-Summenregel f(x,) + g(x,) ~ f(a) + g(a)
f(@n) + g(zn) = (f + 9)(@n) ~ (f + 9)(a)

:Folgeanrit f +g Stetig
Produktregel f,g: X — R stetig

77. fg stetigina € X
Sei X >z, ~a
f stetig,g stetig = f('rn) ~ f(a)vg(xn) ~ g(a)

Limes-Produktregel f(z,) - g(zn) ~ f(a) - g(a)
(f-9)n)  ~  (f9)(a)

== Folgen-Kriterium f - g stetig

(iii) analog

Stetigkeits-Regeln

Summen-Regel f,g: M — FE

stetig

= f+g: M — F stetig
Produkt-Regel f: M — E,g:M — FE

stetig stetig

=>fg:M — FE

stetig
(Speziell: E =R )

Quotienten-Regel f,g: M — R

stetig
g ohne Nullstelle,

g(M) CR* =R\ {0} = G(R)

I :
=== M R stet
9 st;)ig stetig

Beispiele stetiger Funktionen

(0) konstante Abbildung M — M

stetig
T — c=const € M
R — R
stetig
z—1=20

Bild
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(1) Identitdts-Abbildung I =id: M — M stetig
xr = T

id

M=R,R—R
2
(2) R Z4L R
stetig

x— x24T

f(z) =2 stetig
Prod—Regel = g($) =a2?= f(JL‘) : f(l‘) Stetig

h(z) =7 stetig
Summ— Regel = k(ll?) - 12 +7= g(:z:) + h(SC) stetig

(3) flx) = f:—__é’ stetig
fR+—7R7R+:{fE€R|IEZO}

g(z) =x stetig

h(z) = -3 stetig

k(z) =5 stetig

p(z) =2 —3=g(z)+ h(z) stetig
g(z) =z +5=g(x)+ k(x) stetig
Wegen x > 0 gilt g(z) #0

Quot— Regel — % = %J?g = f(.’L‘) stetig

@ f@=e={ T2

= f stetig auf R, | |z] — |y|| < |z — y]
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Satz (technischer Hilfssatz)

xLy x=4au--.uA4,
wobei A; c X (X\4 C X)
abg.

offen

Dann ist f stetig, falls fralle 1 <i<mn
fla;: A; =Y stetig

Proof. fstetig < VV CY: f~Y(V) ¢ X

offen
Aquivalent, wegen f~1(Y \B) =X\ f~4B)
[stetigeVB C Y:fY(B) c X
abg. abg.

SeiB C Y
abg.
Da f |a,: A; — Ystetig

4) M B)=ANfHB) ¢ X

abg.

— X D A; D (f
abg. abg.

f71(B) U (4 NFHB) ¢ X
A2 A1

N\ /

39

Einschrankung (Restriktion)

fH(B)N Az f~1(B) f~U(B)N A

(Stetigkeit geht nur ber Abgeschlossenheit ein)

Anwendung

22 x>0 .
flx) = { 5 4 <0 stetig auf R
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Proof. A=1]-00,0] C R

abg.

B=[0,00[ C R
abg.

f |B= 22 stetig nach Produktregel
f |a= 2 stetig nach Produktregel
0e ANB
fla(0)=0%=0%= f|5 (0)

s = [ stetig auf R
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Beispiel

>
f(z) = { Ji;_zl i 2 8 unstetig in a = 0

x+1

Proof. mit Folgenkriterium
Unstetigkeit: Ja, — 0
f(ay,) — konvergiert nicht gegen f(0) =1

_

1
= +1~1 ngerade
flan ={ 7 :

Qn

—# ~ 0 nungerade
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Kapitel 2

Hauptsatze der Topologie

2.1 Supremum und Infimum

MZR» d(l’,y): ‘l’—y|

monoton (isoton/antiton)

Definition. Folge a,, € R monoton <
an < apy1 isoton, monoton wachsend, a, T

Gp > apy1 antiton, monoton fallend, a,, |

Beispiel

Sei g > 0 fest, g # 1 "Basis” = a, = q" Potenzfolge
=

(i) " Tfrg>1

(ii) "l frqg<1

Proof. (ii) q < 1, zz. ¢" monoton fallend

1 =q¢""'=q-¢" <1-¢"=q" = an

Satz (monotone Konvergenz)

Sei R 3 a,, T, nach oben beschrankt
dh. M >0,vneN:a, <M
= (ay) konvergent, a,, — a < M

[ monoton + beschriankt = konvergent |
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Proof. a, < apy1 <M

Widerspruch: Angenommen, (a,,) nicht Cauchy

Je>0Vndp,g>n:la, —aql >¢

Eg>p>n = a;—ap>c¢

isoton
n=1 dg; > p; > 1 mit ag, —a,, >¢

> ¢ > ¢

n=q = 3g2 >p; > q mit ag, —ap, > ¢
n=qz = 3q3 > ps3 > g2 mit ag, —ap, > ¢

Allgemein Jpi, < g < Pr+1 < Qrg1 < .. mit ag,
= Qqy, Z Apy, te
M 2 ale Zapk +€Zaqk—1 +e€
>ap, , tete=ap, , +2
Z a%72 + 25 Z (apkfz + 6) + 26
=ap,_, t3€2>..Zap_, +je>a+je
=a;+je <MVj
:>] S Mgal

Mfal
€

Archimedes 35 >

Widerspruch

Also (ay,) Cauchy-Folge
R vollstandig (Axiom)
=a, > a€R

zz. a < M

Bild

—ap, > ¢ fiir alle £

allgemeingiltXbDABanHan =a€cA
abg.

A=]-oc0,M] C R
abg.

A>a, —acR

=>a€Aa<M

Proposition 2.1.1. 0<g<1=4¢"—0 Nullfolge

Proof. a, = q"™ antiton, a,4+1 < an

anp1 =¢"'=q- ¢" <1-¢"=¢q"=ay,
~~
>0
nach unten beschrankt ¢" > 0= M

= J¢" - a€R,a>0

monot. konv.
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zz.a =0
g-a=gq- lim ¢" = lim ¢"*! = lim ¢ =a
n—o00 n—oo e N 1L —> OO
Index — Shift
m=n+1
=qa=a

—1a=0= a=0
(¢—1) s

Beispiel 2.1.2. ¢=1,2"" -0

Proposition. ¢ > 1 = (¢") divergent (unbeschrinkt)

Proof. (Widerspruch) ¢® - beR (¢ >1)
—-n _ (1\n 1
dag™=(3)"—0,da <1
Limes— Produktregel = 1= q" * (%)n —bx0=0 Widerspruch

Beispiel 2.1.3. ¢ = 2, 2™ divergent

2" > n,dan unbeschrinkt (Archimedes)
Indukt.

Bernoulli-Ungleichung
Roz>-1,2#0 ={1+z)">1+nz,¥n>1
Proof. Induktion

n=2 (I+x)?=1+22+ 2% >1+2z
>0
2<n—n+1 (1+z)"H
=1 +2)"(1+2)
> (14 nz)(1+2)
v N——

>0
=1 2
+nx 4+ x4+ nx

>0
>14nr+zx

=14+ (n+ 1z

Satz (1+ %)” let (14 %)”"'1
e = Eulersche Zahl = 2,715. ..

Proof. zz. a, = (14 1)™ isoton

_ (n+lyn _ (n+D1)"
Gn 7< n ) - nn
n"~
On-1= (—1)n—1T
an - (n+1)71 ) (n_l)n—l
Ap_1 - nn nn—1

[(n4 D) (n=1)]"~*(n+1)

(nZ)n—1.
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(n2—1)""1(n+1)
(n2)n—1.n

2
= ()
— (1 _ # n—1 n::l
> (1—25l)ndl [ Bernoulli fiir z = =% > —1]

_ n*(n+1)—n?+1 _ p341
- ‘ - nd

>1

Also a,, = (1 + )" = (21" isoton

n n
warum beschrankt?
by = (1+ )" >a,
zz. by, > by41 antiton
by = (EL)n+l

n+1 n+1 n
:bn:(nni)ﬁ—l? bn—lzﬁ

bn—l - nn . nn+1
by (n—D)7  (n+D)nFT

- (n2)7L n
T [(n=1)(n+1)]"(n+1)

— n?)" n

= D" ntl

2

n
n n,_n_ _ 1 n
(n271) n+1 — (1 + nzfl) n+1

> (1 + #) o [ Bernoulli fiir # = —* ]
_ n’—D+n? nachrechnen

= DA

_ n3+n2—n
T n34n2-n-1 >1

Also b,, | antiton

=Ta, <b, |

= jedes b,, obere Schranke von (a,)
jedes a,, untere Schranke von (b,,)

= a, —a, by —b
0<b,—a,—>b—a

=b—a>0
bn_an—(i)n-i_l ( )n

= (= (B2 -

S

n+1 1
( + - — —a-0=0
n n
———
an—a —0

Alsob, —a, - 0=>b=a=:¢
2=a1 <ap<e<b,<b =4
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2.2 Supremum

Definition. R D X
obere Schranke M :Vx € X,z < M
Kurznotation X < M

X X X MM'M"
Il ] I —

Satz (vom Supremum)

Sei X C R, X # ) nicht leer, X nach oben beschrankt (X < M )
= dR23s>XVi>X,t>s

s = kleinste obere Schranke = sup X

analog X C R, X # 0, X nach unten beschrankt (X > M )
= R3r< XWX, p<r,

r = groflte untere Schranke = inf X

Proof. X #0= dzv e X

X nach oben beschriankt = Jr > X
sup X

\

AN |
.

yaN|
’\/
X
sein > 1 fest

= Im>1,m>2"(r—uz)

Archim.

=>m-27">r—x
sz+m-27">r>X

= X <x+m-2" obere Schranke
AlsoI,:={meN|z+m-27"> X} #0
Pr := min I, (kleinstes Element von I,,)

N

- i
et
Pn
Dann gilt

b =x+p27" > X ,dap, €1,
anzx-f'(pn—l)Q_"ZX’dapn—1¢In
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“+ \
an bn
\Cn,J
2
Beh.
i) A < b,

(iii)

b, —a, — 0
an T

bn |

by —an = (x+pp27") — (z 4 (pn —1)277")
=z+p,2"—z—a(p, —1)27"=2""
:>O<bn—an~>q=% 0

X <z+4p,27" =z + (2p,)2- D
= 2pp € Iny1 = 2pn 2 prp
= bpy1 =T+ P12 ") <z 4 2p, 27D =g 49,27 = b,
= by |
XLax+ (pn— 12" =2 +2(p, — 1)2=*FD  keine obere Schranke
= 2(pp — 1) & Ins1
= 2(pn — 1) <Pap1
=2(pn — 1) <ppg1 — 1
U1 =2+ (Ppy1 — )27 > 2 4 2(p, —1)2-HD =2 4 (p, —1)27" =a,

= (an) 1

Wegen (i)-(iv) existiert lim a, = lim b, =

Beh. s > X

n—oo n—0oo

z+(pn—1)2"=a, <s<b, =z +p,27"

Widerspruch s 2 X

= dye X, s<y

= dn,27"<y—s
Arch.

=>X<z+p2 "=24+{pP,—1)27"4+2"<s+2"<y
Widerspruch, da y € X

Beh.t > X =t >s

Widerspruch ¢t < s = In, 27" <s—t

> X<t<s—-2"<(x+p,27")—27"
=z+ (p, — 127" =a,

Widerspruch, da a,, keine obere Schranke
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Beispiel 2.2.1. X = Intervall mit Endpunkten a < b (offen / abgeschlossen / halboffen)
=supX =b,inf X =a

Infimum
R D X # (), nach unten beschrankt

= dp = inf X = groflte untere Schranke, eindeutig bestimmt durch

(i) p<X
(i) ¢<X=q<p
Proposition 2.2.2. (i) ROY DX #0

Y nach oben beschrinkt = supY > sup X
Y nach unten beschrdinkt = inf Y <inf X

(ii) X #0
X n.o. beschr.= —X = {—z | z € X} nach unten beschrankt
und —sup X = inf(—X)
sup X = —inf(—X)

Proof. Y D X,zz.supY > sup X
t:=supY >2Y DO X=>t>X obere Schranke von X

=>t>s:=supX kleinste obere Schranke von X

Beispiel 2.2.3. X =[a,b] Intervall
=supX =b,inf X =a

sup(—X) = —a=—inf X

—X=[-b-d= inf(-X)=-b=—supX

Proposition 2.2.4.

R > a,, isoton, beschrankt
= X := {a, | n > 0} hat Supremum

sup X =sup,>o a, = lim a,

n—oo

| | |
o
a a a
0o 1 2
ap — a=supX
Analog (a,,) antiton, beschrénkt

= inf,>9a, = lim a,
- n—oo
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Proof. 7zz. a = lim a,, kleinste obere Schranke von X = {a,, | n > 0}

n—oo

z7. a obere Schranke
Da a,, — a und (a,) isoton = a, < a

= a obere Schranke
zz. a kleinste obere Schranke

Aquivalent: b < a = b keine obere Schranke
Setze e :=a—b>0.Daa, — a=

IngVn>ng:la, —al<e= —-e<a,—a<e

=>b=a—-¢c<a,<a

Re(a)
N — i
a—¢e ap a a+e

= b keine obere Schranke von X

Proposition 2.2.5.
R O A beschrankt =
abg.
(i) sup A = maz A € A grofites Element von A

(i) inf A = min A € A kleinstes Element von A

Proof. zz.sup A € A.
Setze s := sup A kleinste obere Schranke

éVnzl,s—%/ZA
= EaneA,sf%<an§s (ob. Schr)
=lan—s|<Lt=a,—>s

Daa, € A bC R=scA
abg.

Beispiel 2.2.6. X = {(2t)":n > 1}
Beh. sup X =e  (Eulersche Zahl)
an = (2" 1 isoton

= supa, =sup (2" = lim a, =e
Prop n>1 n>1 n— oo

aber X nicht abg., e ¢ X
Y=XU{e} CR
abg.

und supY =max Y =e



KAPITEL 2. HAUPTSATZE DER TOPOLOGIE 50

2.3 Kompaktheit

Sei (M, d) metrischer Raum

(angenommen separabel, z.B. M = R)

Sei N— M Folge in M

Definition. Sei j: N — (N)
m — j(m
mit Voraussetzung j(m) > m fir alle m.
Dann heit (a;(m))men Teilfolge von (an)nen

Beispiel 2.3.1. (agm)m>o Teilfolge, da j(m) =2m > m

[ Ry
[
JR

S

Beispiel 2.3.2. (agm+1)m>0 Teilfolge, da j(m) =2m+1>m

& 3 & & & &
| | | | | |
\ \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5
a a a
1(0) (D) 1)
Beispiel 2.3.3. a, = (-1)" = (1,-1,1,—-1,...)
= asm = (1,1,1,1,1,...) konstant
-1,—-1,-1,...) konstant

A2m+1 = (_la

Proposition 2.3.4. a, — a = aju,) —a
Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent (R,ckrichtung gilt nicht)

Proof. Ye > 0 Ing Vn > ng

d(an,a) <e
Setze mg :=ng = VYm > mg = ng

j(m) = m = ng

= d(aj(m),a) <e
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Anwendung

Fiir 0 < ¢ < 1 gilt

Jim g = g (=0)

Allgemein gilt a,, — a = an+1 — a

denn setze j(m) :=m+1>m

= (Am+1)m>0 ist Teilfolge von (an)n>0
Definition. Sei K C M metrisch. K kompakt <

Jede Folge a, € K hat eine (in K) konvergente Teilfolge a ;) ~ a € K
Beispiel 2.3.5. [—1,1] = K kompakt (wird spéter gezeigt)

an =(-1)"e K

-1 0 1

an divergent. Dennoch existiert konvergente Teilfolge as,, = 1 — 1 oder auch agy,+1 = —1 — —1

Satz 1

(Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt)

X L ¥, kompakt K ¢ X = kompakt f(K)C Y

stetig

Proof. Sei b,, € f(K) beliebige Folge

zz. 3 konvergente Teilfolge (b;(,,)) mit Grenzwert in f(K)

b, € f(K) = b, = f(an),an € K

K kompakt = 3 konvergente Teilfolge a(,,) — a € K

[ stetig = bjmy = f(ajim)) ~ fla) € f(K) =

Folgenkriterium

Satz 2

(Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt)
K >D>A= A

kompakt abg. kompakt

Proof. Sei a,, € A Folge = a, € K kompakt
ACK

= 3 konvergente Teilfolge a(,,) ~ a € K
Da aj(;,) € A und A abg.

= aec A
Folgen—Krit.

= Aj(m)~ a €A O
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Satz 3

(Kompakte Mengen sind abgeschlossen)
Sei M D K kompakt = M bD K
abg.

Proof. Folgenkriterium: VK 3> a, ~a € M gilt a € K

Seia, € K,a, ~>a € M
Da K kompakt = 3 konvergente Teilfolge a;(n) ~ b € K
Da a, ~ a = ajm) ~a €M

Eindeutigkeit des Limes: a = b € K
=ac K

Proposition 2.3.6. a, € M, a, ~ a
K :={a, :=n>0}U{a}
=K ang_ M (sogar kompakt)

graphisch

Proof. zz. M\ K C M

offen

Seibe M\ K,a = lim a,

n—oo

=d(a,b) >0daa#b

= IngVn > ng : dan,a) < d(‘;’b) =

Mc(a) N M. (b) = 0 Dreiecks-Ungleichung

52
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= Ms(b) c M\ K
Da b e M\ K beliebig = M \ K offen

=K

M 0

Bolzano-Weierstrass (Heine-Borel)

(i)

(i)

[a, b] kompakt

(abgeschlossene Intervalle sind kompakt)

R D K kompakt < beschrankt K bC R
abg.

(kompakt = beschrénkt & abgeschlossen)

Proof. (ii) mit Hilfe von (i)

“ ”
=

Sei K C R kompakt

= KCR
Satz3  abg.

zz. K beschrankt

Widerspruchsannahme: K nicht nach oben beschrankt
= Vn € N da, € K, a, > n , da n keine obere Schranke
= (ay) Folge in K ohne konvergente Teilfolge:

Sei (a(m)) Teilfolge = a;(m) > j(m) > m = a;(y,) unbeschréinkt, also nicht konvergent
(divergent)

Dabher ist K nicht kompakt Widerspruch!

Sei K beschriankt und abgeschlossen

K beschrankt = 3 [a,b] D K = kompakt [a,b] O K = K kompakt
a<b () abg. Satz 2

zz. I = [a, b] kompakt

(abgeschlossene Intervalle sind kompakt)

Sei [a,b] 3 a,, € I Folge
|

4 d B

zz. 3 konvergente Teilfolge a;(,) ~ c € 1

j(m
F.r jedes feste m € Nist a,, € Ay, :={a, |n>m}C I
= A, # 0, A, beschrankt, da I beschrinkt

Definiere neue Folge

U = SUPp>m Gn, = kleinste obere Schranke der Menge A,,, = {a,, | n > m}

Dann gilt (i) @, € [a,b], denn b ist obere Schranke von 4,,
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=b>a,, =supAn,

Ymy <mg = Ay, D Ap, dennn > my <=n > mg
Bild

Pe
De
e
i
i

= sup Am1 =T, = SUP Amg = Qm,
= (@,) antiton = monoton fallend

monotone Konvergenz = 3¢ = lim @,, € I , da I abgeschlossen
m—0Q0

Zeige: 3 konvergente Teilfolge a () ~ ¢

seim e N = @f% keine obere Schranke von A,,
= 3j(m) > m : @y > ajm) >Wf%
= [@m = ajem)| < &

= Qm — Qj(m) ~ 0, Gpy, ~ ¢ konvergiert monoton
L = o i) = (@jm) = @) + T~ O e =c

da (an,) in I beliebig = I kompakt

Definition.

Sei a,, € I beschrankte Folge.

limes superior lim supa, = lim a, := lim @,, = lim [ sup a, antiton
n—oo n—oo m—

oo m—0o0 \n>m
limes inferior lim infa, = lim a, := lim a,, = lim inf a, isoton
n— oo n— oo m—oo m—oo \ n>m

dajimy — lim a,

Dann existieren Teilfolgen 3 moee
agp(m) — lim ap
m—0o0

Beispiel 2.3.7. I =[-2,2]
a, =(-1)"=(1,-1,1,-1,1,-1,...)
Bild: alternierende Folge
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Um = sup a, =1 = lim (-1)"

nzm n—0oo
a,, = inf a, = —1= lim (-1)"
— n>m n— oo
Satz
(i) lima, <lima,
(i) lim a,, > lima,, = (a,) konvergent und lim a,, = lima,,

Proposition 2.3.8. SeiR > a, ~ a konvergente Folge. Dann ist K := {a,, | n > 0}U{a} kompakt
Proof. bereits gezeigt K bC R
abg.

zz. K beschrankt

Qp ~ a4 =e—1 IngVn >ng:la, —al <1
=-1<a,—a<l1
=a—1<a,<1+4+a,Yn>ng

= min{a —1,an(m < ng)} < a, <max{l+a,an(m < ng)}

untere Schranke obere Schranke

= (ay,) beschrankt
= K beschrinkt, daa—1<a<a+1

= K kompakt (Bolzano-Weierstrass) O

Extremwertsatz (EWS)

(Satz vom Max und Min)
sei f : [a,b] — R stetig

= Jzg € [a,b] : f(zo) = max f(z) = sup f(x) globales Max
z€la,b] z€la,b]
Jz1 € [a,b] : f(z1) = m[in flx) = ir[lfb]f(x) globales Min
x€|a, rE|a,

f(x)

L(xl) %

Proof. Bolzano-Weierstrafl I = [a, b] kompakt
da f stetig = f(I)kompakt C R

alig.Bw = f(I) beschrénkt/abgeschlossen
da f(I) beschrankt und nicht leer
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sup —Satz = Jsup f(I) = Slgz)f(x) € f(I), da abgeschlossen
analog Jinf f(I) = algréflf(z) € f(I), da abgeschlossen

= 3o € L,sup f(I) = f(zo) = maxf(z)

3z € 1, inf f(I) = f(21) = minf(z)

Beispiel 2.3.9. ] =R, =[0,00[ unbeschriankt

(@) =255

y=1, L ______
0

f(0) = inf f(x) = min f(x)

1:i£ﬂ@¢fUFﬂQH

Beispiel. I =R = ]—o00, co[unbeschrinkt
f(@) = 75
““““““ 7;‘_‘;: 1
___________________________ -1
fR) =]-1,1]
1= zgg f(z) ¢ f(R) kein Max

—-1= ;releQ f(x) ¢ f(R) kein Min

Beispiel 2.3.10. I =]0, 1] nicht kompakt, da nicht abgeschlossen

f(I) =1, 00]

o6
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inf f(x) =1= f(1) = min f(x)

zel xzel

sup f(z) = o0
xcl

¢ f(I)
X, Y metrische Raume

xLy Abbildung (= Funktion)

Definition.
i) f kontraktiv :< Vo, 20 € X 1 dy (f(x1), f(x2)) < dx(z1,22)
ii) f gleichmaiflig stetig :< Ve > 030 > 0Vxy,20 € X : dx (1,22) <0

= dy (f(r1), f(w2)) < ¢
(! § unabhéngig von x1,xs !)

X Y

d(z1,2) < d(f(z1), f(22))
Proposition 2.3.11. [ kontraktiv
= f gleichmdflig stetig (6 =€)

= [ stetig (in allen Punkten x1 € X ), & unabhdngig von x1

(Umkehrung gilt jeweils nicht im allgemeinen)

Beispiel 2.3.12. f(x) := |z| ist kontraktive Abbildung

R LR

z — o]
zz. dg (|z1], |z2]) < dr (21, 72)

& 1] = |z2|] < |21 — 22

Satz: K kompakt (in X)
f:+ K =Y stetig auf K
= [ gleichméflig stetig

(Stetigkeit auf kompaktem Raum = gleichmaéflige Stetigkeit)

Proof. sei f: K — Y stetig und K kompakt

Widerspruchsannahme: f nicht gleichméflig stetig

= 3Je>0V6=1>0

Ja, € K, 2, € K sodass d(z,x,) < 2 Ad(f (zn), f (2

n)) > e

o7
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Da K kompakt = 3 konv TF z(,,) —a € K

id(xj(m)ax;’(m)) < Fm ) < % , da j(m) >
= :rj(m) — a, denn d( ) <d ( m),x](m)) d(:rj(m)7a)
———
T —0

Bisher gezeigt: () — a m;(m)

da fstetiginae K = f(zjm) — fla) — f(@,,)

Folgen—Krit.

= e < d (£ (@jm) S @) < AU (i) oS @)+ (F (@) S @) <2

SSmsmg <5y
fiir m > max(my,ms)
= also f nicht gleichmaflig stetig
Beispiel 2.3.13. f(z) = &5 [0,1]

Proof. Stetigkeitsregeln = f stetig
Bolzano-W.: [0, 1] kompakt
= [ gleichméflig stetig

Beispiel. X = (0,1]={z€R|0< 2 <1} nicht kompakt (nicht abgeschlossen)

f(x) = = Hyperbel

f(z) stetig (Quotienten-Regel)

f nicht gleichméflig stetig auf (0,1] (ohne Beweis)

Auf [1,00) dagegen ist f(z) = < gleichm. stetig, sogar kontraktiv : Bild

s

(]

i

1
Satz R = X > a, beschriankte Folge
lim a,, = limsupa,, := lim (sup a,,) limes superior
n— oo n—00 n—o0 >y
lim a, = liminf a, := lim (inf a,,) limes inferior
n— 00 n— 00 n—oo m>n

i) lima, <lima,

o8
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ii) falls lima,, = lima, =: a
= a, ~ a= lim a,

n—oo

Proof.

i) G = SUp ay, | limay,
n>m

am = inf a, Tlima,
— n>m

F r jedes m gilt:
A < Gy < Gy

= lim a, — lim a, := lim @,, — lim a,,
n—oo n—oo n—oo n—oo -

= lim (am - am) > 0, da [0, oo abgeschlossen.
m— 00 I
>0

= lim a, > lim a,
n—oo n—oo

ii) es gelte lim a,, = lim a, :=a

n—oo n—oo

= lim a,, = a = lim a,,

n—oo— % n—o0
=Ve>03ImiVm>mi |am—al|<e

Ve >03dImeVm>me |a, —al<e

= Vm > max(my, ms) !aﬂ—a|§52|@—a
—e<ay—a<e

—<<a,—a<c¢

=Vn>m:—<e<an—a<a,—a<la, —a<lec

= la, —al <e Vn > max(mi, mz)

= anp "~ a

2.4 Zusammenhang und Zwischenwert-Satz

Definition. M metrischer Raum
b b
M nicht zusammenhangend < 3 Partition M = U UV mit U an M aDg v

offen offen
UNnV=0U#£0+V
[U=M\V,V=M\U]
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M

abgeschlossen

U \%

M zusammenhingend VU C¢ M D> VM =UUV,UNV =0

offen offen
=U=0,V=Moder V=0U=M
Jede Partition von M in offene (abg) Mengen ist trivial

ab
M zusammenhéngend < V0 # U CM=U=M

offen
Beispiel 2.4.1. Betrachte Teilmengen des R?
U = R%(0) offen
V ={(z,y) € R?* |z < =2} offen
M = U UV nicht zusammenhéangend

e’ y

~—T~_U
- X
W ={(z,y) € R? |z < —1} offen
= N = U U W nicht zusammenhéngend
W y
~—T~_U
S E— X

oo—diinne Liicke

60
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Satz: (Stetige Bilder zusammenhéngender Mengen sind zusammenhéngend.)

X titz Y, X zusammenhéngend = f(X) zush (als Teilmenge von Y)
stetig

Proof. Sei X zusammenhéngend und f stetig

M= f(X) = {f(z) [c € X} C Y

zz. M ist zusammenhéngend

SeiU ¢ M D VM =UU*"V disjunkte Vereinigung

offen offen

72z. U =0 oder V =10
fstetig= fHU)={z e X | flx)eU} C X

offen

) ¢ X
O u (V)= (UuV)=ff(X)=X
M=§(X)
fAHO)Nf (V)= UnV)=f10)=0
0

X = f~HU)U* f~1(V) disjunkte Vereinigung
—_—— ==

offen offen
Da X zusammenhingend B = f~1({U)=0=U=0,daU C f(X)
Also f(X) zusammenhéngend

Satz 2
Sei M metrischer Raum

M = UM, , alle M; zusammenhéngend
il

N M; #0

i€l

= M zusammenhéngend

Proof. Sei zg € (M,
iel

SeiM=UU"V,U C M DOV,

offen offen

ExgeU
zz. V=10
Vie L UNM, ¢ M; D VM,

offen  offen
(U N M) U* (VA M,) = My, w0 € U N M,
Da M; zusammenhingend = V N M; = ()
=V=UJVnM =10

61
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Bild: Frankreich ist zusammenhéngend:

Proposition 2.4.2. R D I Intervall

eVe<y<zmitzelsz=yel (Konvexitit)
Satz R D I zusammenhéngend < I Intervall

Proof. “= « Sei I zush. , zz. I Intervall
Widerspruch: I kein Intervall
=> dJz<y<zmitzel>zundyd¢]l

ab
=U={uel|lu<y} f?gl,xEU#@

ab
V={velly<v} < I,zeV #10

offen
UnNnv=0UuV=Iday¢lI=1

U \
| | . | |
I I T I I
X y z

nicht zush. (Widerspruch)

= Sei I Intervall, zz. I zush.
1.Fall I = [a,b] , zz. I zush.

ab
Sei®£ACI,22 A=1

offen
A beschrinkt = ds = sup A kleinste obere Schranke
(s> ANVz>A=2z2>5)

=s<bdab>4A

DaACICR=ACR gyu.=>scA
abg. abg. abg.

Marseille
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J N

Q
wn
(on

st

Widerspruchsannahme: s < b

Acri= 30<e<b—ssodass I.[s] C A

offen
=st+eecl[s]Cc A

= s+ ¢ < s Widerspruch
Alsos=b=>A=1

Also [a, b] zusammenhéngend
Sei I C R Intervall, xg € T
=I= U Ja,b] = I zush.

a<zo<b
[a,b]CT

Zwischenwert-Satz (ZWS)

(1) Sei I C R Intervall, f: I — R stetig = f(I) Intervall

(ii) Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) < f(b)
Sei f(a) <y < f(b) = 3z € [a,b], f(z) =y

Proof.

(1) Sei I Intervall in R
= [ zusammenhéngend
= f(I) zush. C R
= f(I) Intervall

(ii) I=a,b

(I) Intervall, f(I) = [u,v]
(a) € [u,v] 5 f(b)
= fla) <y < f(b)

=y € f([a,b])

= dz € [a,b], y = f(2)

63
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Korollar. (iii) I=]la,b], f:a,b — R stetig
= f(fa,b]) = min f(x) , max f(2)] = [f(x0), F ()]

(iv) f:[a,b] — R stetig, isoton = f([a,b]) = [f(a), f(b)]
v) f :[a,b] — R stetig, monoton fallend = f([a,b]) = [f(), f(a)]
Beispiele

- f(x9)

L. f(xo

: - f(x)
1 L]t
t ]
aX, X =b
! ‘ fxg
ﬂ
X, xgb

2.5 Umkehrfunktionen

X,Y Mengen, f: X — Y bijektiv (umkehrbar, invertierbar)
< f injektiv (z1 # x2 = f(21) # f(z2)) und
[ surjektiv (Vy e Y3z € X f(z) =vy)), f(X)=Y

Falls f : X — Y bijektiv = 3 Umkehrfunktion (Umkehrabbildung)
f1:Y - X sodass fo f~l=ddy, f7' o f=14dx
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f~! wieder bijektiv und (f~1)7! = f

graphisch

R

R

Graph von f~! = Spiegelung an Diagonal-Achse

Proposition 2.5.1. f streng monoton wachsend (fallend)
x1 < wp = f1) < f(z2) (f(21) > f(22))

= f injektiv

Satz

Sei I C R Intervall (nicht notwendig beschréankt oder abgeschlossen)

und f: I — R stetig und streng monoton

=

(i)

(i)
(iif)
(iv)
(

v)*

f injektiv

J = f(I) C R Intervall

f I — J bijektiv

f~t:J — I streng monoton (im gleichen Sinne)

f~! stetig  (Beweis spiter)

Proof. (E f streng monoton wachsend (und stetig)

Sei 1 # 2o , z2. f(x1) # f(z2)
If 21 < zo = f(21) < f(22) = f(z1) # f(22)
If 21 > 20 = f(x1) > f(22) = flx1) # fla2)

J = f(I) Intervall nach Zwischenwert-Satz, da f stetig

Nach (i) ist f injektiv, nach (i) J = f(I) = I ENY surjektiv C R

insgesamt [ ER J bijektiv

65
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(iv) zz. J Ea I streng monoton wachsend
Sei y1,y2 € J mit y; < yo
Da J = f(I)= 3x1,z2 € I mit f(z1) =y1, f(z2) =y
roig = o1 = fHy), 22 = [ (y2)
z2.f " (y1) < 7' (y2)

=z =z3
Widerspruch: z1 > z9 = 11 = f(z1) > f(z2) = 32

Also z1 < x5 = f~! streng monoton wachsend

Ry ={z eR |z >0} =[0,00[ (positive Halbgerade)

Satz

VYn > 1, f(x) = 2™ n-te Potenz
= f: Ry — Ry bijektiv, stetig, streng monoton wachsend

= 3 Umkehrfunktion f~!: R, — R, bijektiv, streng monoton wachsend und stetig*

Notation f~'(y)= ¢/F=y» n-te Wurzel

Proof. Induktion nach n > 1
n=1 f(x) =2 =2 = f =1id bijektiv, streng isoton, stetig

R

Bild id R-
id~! =id
1<n—on+1 Vor: f,(x) = 2™ stetig, streng isoton, surjektiv
fasi(@) = 2™ =z 2" =2« fu(2)
fnt1 =id - f,, stetig nach Produktregel
streng isoton
Sei 0 <z <@g, 22.0< x?“ < xg"’l
Nach Ind-Vor 0 < 27 < z3

St =gl x <2 oa <al-xp =ahT!
= 21T <23t gilt auch fr x; =0
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Also fy41 streng isoton
Zeige fn(x) = a™ surjektiv f,(Ry) =Ry
J = f(R+) 50

67

Seia >0 = ImeN, m>a,m>1 0

Archimedes

fa(m)=m"=m-(m" ') >m>a
——
>1

fa(m) € J, fu(m) = a

Zwischenwertsatz (ZWS) = J Intervall = a € J
fn(m) € J3 fu(0) =0
=a€l0,fp(m)]CcJ=acJ

Da a > 0 beliebig = J =Ry = f,(R;) =Ry

Beispiel 2.5.2. 22, \/z
R X?

23, 3te Wurzel, Dritte Potenz bijektiv auf ganz R

X3
R X?
/
/
Iy
/s
v
b’
7
14----- " 3ax
771
’7,
s
7/ I
/o, |
/o, |
/7 7
Vs |
/2 |
+
7 1 R
’
’
’

—1
R 2, RRELR

bijektiv

ungerade Potenzen bijektiv auf ganz R

zz. f bijektiv und stetig = f~! stetig
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Lemma 2.5.3. Sei K kompakter metrischer Raum
Sei (x,) Folge in K mit Eigenschaft: Alle konv TF (x(,,)) haben gleichen Limes = a

= Ty~ Q

Proof. Widerspruchsannahme: (z,,) nicht Cauchy-Folge
= d>0YneNdp,,qg, >n

d(zp,,Tq,) > €

K kompakt = 3TF a: N — N, a(m) > m mit Tpg(my @
Betrachte die Folge (z,,,,, Jmen

Da K kompakt = 3 konv TF §: N — N, B(k) > k mit zq, ., ~ a
Da zp, ., ~ @ = Tp, g, ~ @

€< d(xpa(ﬁ(k))7xqa(6(k))) < d(xpa(ﬁ(k))7a) +d(a7xQQ(B(k)}) <e f)r k> maX(kOv kl)

< fr k>ko <Efrk>ks
Widerspruch!
Also (z,,) Cauchy-Folge
= Ve >0 3IngVp,q>ng: dxp,zy) < 5
Da K kompakt= 3 TF z(,) — a
= JmoVm > myg : d(ajm),a) < 5

= d(vp,a) < d(Tn,Tjm)) +d(Tjm),a) < e frn>max(mo,no)
—_————

—_———
=3 <3
n>ngund j(n)>n>ng n>mq
Da € > 0 beliebig = z,, — a O

Satz (automatische Stetigkeit der Umkehrfunktion)
K kompakt, f: K — Y stetig , injektiv =

(1) f(K) C Y kompakt
(i) K L f(K) bijektiv
(iid) K4 p(r)

stetig
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f f(K)

Proof. (iii) Benutze Folgenkriterium, angewandt auf f~!: f(K) — K
Sei f(K) 2 yn~y € f(K)
T = M)~ 2= £ ()
x, € K kompakt, y, = f(zn), y = f(x)
Sei xj(m) konv TF von wxy,
Tim) ~ ' € K
Da f stetig = y;m) = f(Zjm)) ~ f(2')
Da y;(m) Teilfolge von y, ~ y
= Yjm) ~ Y = f(@)
Eindeutigkeit des Limes (von y;(m, ): f(z) = f(2')
Da f injektiv = z = 2
Alle konv TF von (x,) haben gleichen Limes x
= x, ~ x , da K kompakt

Also f~! stetig nach Folgenkriterium.

Anwendung

n>1

fn(x) := 2™ n-te Potenz (Monom)

R, IR,
(i) stetig
(ii) streng monoton wachsend
(iii) injektiv
(iv) surjektiv (ZWS)
(v) bijektiv
Fo1
Ry — Ry

/Y = y — y (andersrum)
eindeutig bestimmt durch

)" =y, @)7 =2

flft @) =y, fil (ful2) =2
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SatZ R+ L R+
stetig

Proof. Ry = [0, oo nicht kompakt, da nicht beschrénkt

zz.f; 1 = o/ ist stetig in yp € Ry

Setze a :=0, b:=yo+ 1 = [a,b] = [0, yo + 1] kompakt
21 =0, 25 = fL(b) = Vb= yo + 1
= 0<yo<b

frn streng isoton

1 =0< 25 < 29
wobei zg = f~1(yo)

=K := [0,552]7 fn(K) = [Oab] und [0,%2} f_W) [O’b]

bijektiv
f1
0, < 10,b] >
automatisch stetig [ l‘g] stetig [ ] Yo
= [ stetig in yo . Da yo € Ry beliebig = f,; ! stetig 0

Ein wichtiges Paar von Funktionen (Exponential und Logarithmus) wird spéter behandelt:

e’ = lim (14 2)"

n—oo
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log(x)

2.6 Abzahlbarkeit

M Menge, N ={0,1,2,3,...} nat rliche Zahlen

Definition. M abzéhlbar < 3 Folge N 3 n ~ a,, € M surjektiv, d.h. M = {a,, | n > 0}

Beispiel 2.6.1. N abzihlbar , a,, := n, N 2% N,

n — an

Beispiel. M endlich = M abzahlbar

Proof. M = {xg,...,xNn}
N—- M

n — ap

surjektiv, nicht injektiv

Satz N x N abzahlbar
allgemein: X x Y abzédhlbar, falls X und Y abz.

Proof. Konstruiere Folge N SUTUN x N

CE—— e-—-——-e
; . 7

. .
. . . »
|
I
I
|, ,
. . » »
i 2
. » » .
i .
I
I
.
' » . .
L] L] L]

ap = (07 0)

R
/’// ¢
. .
. .
. .
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ayp = (0, 1)
as = (1,0)
a7 = (2,3)

ak = (M, nk)

(explizite Formel als Ubungsaufgabe) O
Beispiel 2.6.2. Z abzédhlbar, Z = NU (—N)

allgemeiner gilt: A, B abz. = AU B abz.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Proof.

ag =20

ar=1,a, =-1

as =2, a4 = —2

a1 =k+1(k>0)

agkr2=—(k+1), (k>0) O

Beispiel. ZxZ=(NxN)U(Nx -N)U(-N x N)U(-N x —N)
—_—— ———— —— N —

abz. abz. abz. abz.

o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o

Bild Gitter
Proposition 2.6.3. (i) M, C My abzdhlbar = M, abzdhlbar
(i) My, My abzdahlbar = My U My abzdhlbar

(iii) My abzdhlbar und M ER Mo surjektiv = Mo abzdihlbar
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Proof. (iii) Nach Vor gilt
J Folge N 4 M surjektiv

no= an:g(n)
dM; ER M, surjektiv

= Folge N £°% M, surjektiv = M, abzéhlbar

O
Beispiel 2.6.4. Q = {rationale Zahlen} abzdhlbar
Proof. Z abz., Z\ {0} abz.
= Z x (Z\ {0}) abz.
Z Z
x 2\ o) - 9 surjektiv
p ) q = q
= Q abz. O
(iit)
Satz: (Cantor)
[0, 1] nicht abzéhlbar = iiberabzahlbar
Proof. 10 =1{0,1,2,..,9} Ziffern
10N = { Folgen N — 10} Ziffernfolgen
=10 = [0,1]
bijektiv
(ag,a1,a9,as,...) — 0,apaias ... (Dezimalbruchentwicklung)
Sei 2(®) € [0, 1] Folge (k > 0)
Zeige: Nicht surjektiv
aj = xék) + 1 (k-te Stelle von 2(*) plus 1)
0 1
1 +1 = 2
9 0
T = .ap01G203 ... T = .(xéo) + 1)(x§1) + 1)(x§2) +1)...€0,1) O
Beh. z ¢ {z® | k > 0}
Proof. Widerspruch: z € {x(k) | k> 0} = Jk>0:2=2® c0,1]
= x;ck) +1l=ar =2 = xék) Widerspruch! d.h. Folge nicht surjektiv
= [0, 1] nicht abzahlbar O

Korollar. 3 irrationale Zahlen

genauer Ve <ydz ¢ Q, x < z<y
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Proof. [z,y] iiberabzahlbar, da [0, 1] LR [z, 9]
abz. QN [z,y] CQ
=QnNz,y] Cx [z,y]
Analog QN]z, y[ Cx ]z, y|

Korollar. Q nicht zusammenhdngend

Proof. Widerspruch Q zush. = Q Intervall
Seiz,yeQ, z <y
Jz e R\Q =z <z <y Widerspruch! Kein Intervall

Satz: (Q dicht in R)
dhVr<y3dzeQ,z<z<y

Proof. 1f x>0= 12 >0
1
Afzh. IN>3¢> =
S={neN|22y}#0
ﬁﬂp:minS:ge@

p—1 P
=5 < ¥y = 5

-1
vesy=l-a) < f-i=t-
1
-<y—z
q
-1
éx<p7<y
q
——
€Q
If r<0,z<y= IN3k>—2
= FreQ0<z+k<r<y+k
Teil 1

r<r—k<y

Korollar. R\ Q nicht zush.

Proof. Widerspruch R\ Q zush. = R\ Q Intervall
Sei z,y e R\ Q,z <y
=32€Q, z < z<y=R\Q kein Intervall

74



Kapitel 3

Differenzierbarkeit

3.1 Diffbarkeit

Definition. (Stetigkeit von f in o)

M metrischer Raum, f : M — R Funktion 0 € M fest gewahlt (o=origin / Ursprung)
iLH}zf(Z) =be f(z)~bfirz~o

falls

(i)  V Folgen M > a, ~ o gilt f(a,) ~b

aquivalent

(i) Ve>030>0VzeM: d(z,0)<d=|f(z)—b <c¢

Analog definiert man lim f(z)=b&

0F£2~>0
(i) lim f(a,) = bV Folgen o # a,, ~ o
(ii) Ve>03>0VzeM 0<d(z,0)<d=|f(z)—-b <e
Definition. Sei U C R, z.B U =]a, b]

offen

Sei f:U—-RundoeU (zB.a<o<b)

f differenzierbar (diffbar) ino e U <
3f'(0) = lim 1@)=70) ¢ R
&Ve>030>0VzxeU
0<|z—of 8= [ _ pr5)| < (*%)
&Ve>030>0VxecU
[z —of <0=|f(x) = f(o) = f'(0)(x —0)| <elx—of (*)
Beachte (*) gilt immer fr z =0
Proof. Fr x # o sind (*) und (**) dquivalent, da |a||b] = |ab]
(oxy | L@=L) _ )| < ¢

Multipliziere mit |z — of

(0]
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f(x) = £(0) = £'(0) (x — 0)| = |z — o] | LL=L — f7(0)| < e |z — o]

Umgekehrt (*)= (**) Division durch | —o| > 0

O
f'(0) = Ableitung von f in o = %(o).
Zusammenfassend: R f? UL R, o€ U f differenzierbar in 0 € U &
orren
(1) 3 O;EIHLOW =:f'(0) eR (Ableitung von f in o)
(1) HOSEO) — (o) frx — 0, #0
(1I1) Ve>036>0VzelU,0<|z—0| <¢
f(@)—f(0)
= | "~ fllo) ¢
(Ir) Ve>036>0VzeU, |t—o <§
= |f(z) = f(o) = f'(0)(x — o) < ez — o
Dabei ist (IT’) optimal denn
(1) | — o] <6, x = o zugelassen
(ii) Sinnvoll fir U C R,  — o = Vektor, f'(0) = Matrix (in Mathe IIT)
Satz 1:
( f diffbar in 0 € U = f stetig in o)
Proof. Benutze (I) und Folgenkriterium: F r o # z, — o
f Ln _'f o
Fa) = (o) = HELZTO (4 ) priopo =0
xn/——O N——
~0
~ f(0)
= flan) ~ f(0) fr a~ 0
Nach Folgenkriterium ist f stetig in o O

>
Beispiel 3.1.1. f:R >R, f(z) =|z| = { _xx i p 8

f stetig auf R, sogar kontraktiv
zz. f nicht diffbar in 0 = 0,

v < 0= [@=10) _ f@=fO) _ f@) _lal _ —o _
>0 F@=f©) _ ol _x _
{3 N (OO e (O
z—0 xr—o0 z—0 xr—0
z<0 z>0

Aber A 71:111% w genauer w 7% (divergent)
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Geometrische Deutung der Ableitung:
Sekanten-Steigung

f(X) I 4
~y 4 : Steigung= fg(x_)of(o)z ﬁi
f(O) I I// :
0 X
A

Tangenten-Steigung

f(o) _

/ o

Diffbarkeits-Regeln

Summenregel

RoU L4 R
(i) f, g diffbar in o € U = [+ g diffbar in o und (f + g)'(0) = f'(0) + ¢'(0)
(i) f diffbar in 0, c€ R = c¢f diffbar in o und (cf)'(0) = ¢ f'(0)
(allg. Linearkombination ¢; f1 + ca2f2 )

Proof. mit (I)
Fra,~ o, x, #ogilt
(f+9)(zn)—=(f+9g)(0) — f(@n)+g(zn)—f(0)—g(o) — f(zn)—f(0)+g(zn)—g(o) —

Tn—0 Tpn—0 ITpn—0

f(xn) = (o) | g(xn) = (o)

laSed
Ty — 0 Ty — O Summenregel fiir Folgen

~f’(0) ~g’'(0)

f'(0) +¢'(0)
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UA konstante Vielfache ¢f

Produktregel

f,g diffbar in 0o € U

= fg diffbar in o und (fg)'(0) = f'(0) ~ g(o) +f(0) ¢'(0)
1.Abl 0.Abl 0.Abl 1.Abl

Proof. F r x, — o0, x,, # o gilt
(f9)(@n)=(f9)(0) _ f(@n)g(zn)—f(0)g(0)

Typ—0 Tp—0

SICD IO ) 4 g0) VIO ) g(0) + 1(0) - g'(0)
In — O SN~ ~~ Tn
T o) =)

~f'(0)  stetis ~g'(0)

Korollar. Jedes Polynom n-ten Grades
f(x) = apa™ +an_ 12" 4+ ...+ a1z +ag
ist diftbar auf U = R und
f(x) =napz™ '+ (n— Dap_12" %+ ...+ ay

ist Polynom vom Grad n — 1 .

Proof. Aus Produktregel folgt durch Induktion

%(Jc”) =nz"lvn>1

d d d d

2B, £(2?) = L(zax) = Lo+ 2% =2

= konstante Vielfache -L (az") = naz"~?
——

Monom

Aus Summenregel folgt Beh.

Quotientenregel

Seien f,g: U — R diffbar in 0 € U und g(o) # 0 . Dann gilt:
(i) U 2 V 3 omit g(x) #0Ver e V
orren

/ ’ ’
(ii) g : V — R diffbar in 0 € V und (g) (o) =1 (O)g(o)(_)é(o)g (o)

glo

Proof. Sei zunéchst f = 1, zeige

(3)(0) = 57

Wegen g(0) # 0 und g stetig in o

=35>0V e Uz —o <d=|g(x) —glo)] < \9(20)| (c:= Iy(20)|)
Setze V={x €U : |z —o| <} = Us(o)
Dann g(x) #0 auf V :

78
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19(0)| = lg(@)| < [lg(0)| — lg(@)|| < |g(0) — g(=)| < 2
= lg(0)| — lg(a)| < 122l

= 22 < Jg(@)

= g(x) # 0 da |g(x)| > 22l > ¢

SeiV3uz,~o0,x,#0

1 1 11 g(o)—g(zn)
($)E)=(3)O) _ s@m~ 3l _ sem-ate — 1 glo)—g(zn)
T, —0 Tp—0 71’"1’0 g(zn)g(o) Ln—0

-1 g(zn) 79(0) N —g’(0)
g(wn)g(0) Ln — 0 9(0)?

1 ’
— 39(e) —9'(0)

Damit Spezialfall f =1 bewiesen.
f_rl1

Allg. Fall 7= fg

f diffbar in o0 € U, % diffbar ino € V

= % =f % diffbar in 0 € V und nach Produktregel und Spezialfall

(5) © = (13) © = FOEO+F)GV () = F(o)5h+10)(Fhi7) = Hslfo

Fall 1
O

Kettenregel

RS UL RdiffbarinaecU

offen

R > V L Rdiffbar in b= f(a) € V

offen

=gof: U — Rdiffbar in a und (go f) (a) = ¢'(f(a)) - f'(a)

f g
a b=f(a)
—t0 —t— R

gof

Proof. Mit (II)’

fdifftbarinace U Ve>03>0VeeU, |z—al|<d

= [f(z) = fla) = f/(a)(z —a)| < ez —al

Sei € > 0 gegeben.

Definiere n = min (1, m)

Da fdiffbarina € U= 3§ >0Vz eU, |z —a|<d=|f(x)— fla)— flla)(z—a)|<n|x—a]
Da g diffbarinb eV = 36" >0Vy eV, |y—b[<d = |g(y) —g(b) — g'(b)(y — b)| < nly —b|
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=VeelU, |z—al <4

[f(z) = fla)| < [f(z) = f(a) = f(a)(z —a)[ +|f'(a)(z — a)| <nlx—al +|f(a)]- |z —al

<@+ 1P @) | —al < 1+ 1 (@)

Also

() |f(x) = fla)| < (n+|f'(a)]) |z — a] (" quantitative” Stetigkeit)

=Vz e, va—alﬁmm(&m)

= (@) = fla)] <+ [ (@)]) |z — af <&

= l9(f(@)—g(f(a)— ¢ (fla)['(a) (x—a)
—_———  —— —_——
(gof)(x) (gof)(a) Kandidat der Ableitung
<|9(f(2)) —g(f(a)) —g'(f(a)) (f(l") — f(a)|+1g' (f(a)) (f(x) = f(a)) — ¢ (f(a)) ['(a)(z — a)]

\ <o’

<nlf(x) = fla)l+ g (f(a)] - f(z) = fa) = f'(a)(z — a)]
<n(n+ [ (@) |z —al+ g (f(a)[n ]z —al

n( n_+I1f (@)l +1g'(f ) [z —al <n(1+[f(a)l +1g'®)) |z —a| <efz—aq

<1
Also erf 11t "Kandidat” ¢'(b) f'(a) die Diffbarkeits-Abschétzung fr g o f
=g go f ist diffbar in @ und (g o f)'(a) = ¢'(b) f'(a) O
ma.

Beispiel 3.1.2. Lg% = 423
pa)=at ) = 42
Setze f(z) = 22, g(y) =
p=gof p@)=g(f(x ))=g( ) =at
Kettenregel: p/(a) = ¢'(f(a)) - f'(a) = 2f(a) - 2a = 2a® - 2a = 4a3
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3.2 Mittelwertsatz (MWS) und Anwendungen

Definition. Sei f: U — R Funktion, U offenes Intervall

max f(x)
0 € U lokales Extremum { "% & 3U > V 5 o sodass flo)= =€V
min offen ;%1‘1/1 f(z)

Beispiel 3.2.1. Polynom 5. Grades

T
| -

T | |

FARY FARN /I\ /I\

1) W) ()

Y ' Y oY o

Vv Vv Vv Vv

loe max loc min loe max loc min
Satz. la, b] = (a,b) d‘ﬁib» R, o €la,b| loc Extremum = f'(0) =0

offenes Intervall

Muss im Inneren des Intervalls liegen, deswegen offenes Intervall

Proof. Widerspruch f’(0) #0, E f'(0) >0
Da f diffbar in 0o = 36 > 0 Vx €]a,b], |x —o| < §
f(x)—f(o) —f/(O) < @ — ¢

xr—o

= 52 < Kol - o) < B2

= f’éO) < f(@)—f(o)

Fra>ogilt f(z)— f(o) > f’;o) (x —0) > 0= f(x) > f(0o) = o kein loc max
>0

Fraz<ogil f(z)— flo) < f/éo) (x —0) < o= f(z) < f(o) = o kein loc min

= f kein loc Extremum  Widerspruch!

Anwendung des Satzes Polynom 3. Grades

f(z) =23 —32% + 1 hat f([-1,3]) = [-3,1]

81
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Proof. [ stetig = f([-1, 3]) Intervall
_ _ c= min[,l,g,]f

Bis F(=1,3)) = [e d), { d =max(_13 f
Berechne ¢, d
flx) =23 —-322+1
f(z) = 322 — 62 = 3x(x — 2)
P =0

1L'1:0
.’1?2:2

[l I I ﬁ
-1 x1:0 X,= 3

f(=1)=-=3 min
f(0)=1 max
f(2)=-3 min
f(3)=1 max

= 21 = 0 und z2 = 2 kritische Punkte (mogliche Extrema)

Satz (von Rolle, "nullter” MWS)
f :la,b Stetls, R, diffbar auf ]a,b[
fla) = f(b) = Jo€la,b[, f'(0)=0

f(a) f(b)

Proof. Da [a,b] kompakt und f stetig

e Seelat], flo) = Jax, f(z) und 3d € [a,b], f(d) = xrél[il,lb]f (2)

If ¢,d &]a, b beides Randpunkte = f konstant wegen f(a) = f(b)
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= f'(x) =0V €]a,b|
If ¢ €]a, b] kein Randpunkt = ¢ loc max

! — —
= f'(c) =0, Setze 0 = ¢

If d €]a, b[ kein Randpunkt = d loc min

= f'(d) =0, Setze 0 = d =
Erster MWS

f:a,b] Stetle, R, diffbar auf ]a, b]
b)—f(a
= Jo €]a, b] sodass % = f'(0)
Sekantensteigung ber das ganze Intervall = Tangentensteigung in o

f(b)

(b)—f(a)

f@a) .

Zweiter MWS

[a, b] ELN R, diffbar auf ]a, b]

stetig

= Jo €la, b, f'(0) - (9(b) — g(a)) = ¢'(0) - (f(b) — f(a))

Bemerkung 2. MWS = 1. MWS (g = id)
s aiws = 10) (b—a) = 1- (/) ~ J(a)) = f'(0) = 1O=1@ 1w
#0

Proof. 2MWS f,g: [a,b] = R, diffbar auf |a, b|
stetig

hz) = f(z)[g(b) — g(a)] — g() [f(b) — f(a)]

= h stetig auf [a,b], diffbar auf Ja, b[ (Summenregel)

h(a) = f(a) (9(b) = g(a)) = g(a) (f(b) = f(a)) = f(a)g(b)=f(a)g(a) — g(a)f(b)+g(a)f(a)
h(b) = f(0) (9(b) — g(a)) — g(b) (f(b) — f(a)) = f(b)g(b) — f(b)9(a)=g(b)f(b) + g(b) f(a)
= h(a) = h(b)
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= Jo €]a,b[, h'(0) =0

Rolle

0= "1 (o) = f'(0) (9(b) — g(a)) — ¢'(0) (f(b) — f(a))

= f"(0) (9(b) — g(a)) = ¢g'(0) (f(b) — f(a)) 0
Korollar.

fia,b] i R und sei f’ beschrankt auf [a, b]

iffbar

= [f(0) = fla) < |b—al- s ()]
Proof. 1.MWS = Jo € ]a,b[ mit f'(0) = W

= f(b) = f(a) = (b—a)f'(0)

= [f(0) = fl@) = [(b—a)- f'(0)] = |b—al|f(0)] < |b—al- sup |f'(z)| O

z€la,b]
Definition. f : [a,b] = R stetig diffbar (oder C!'-Funktion) :&
(i) f diffbar auf [a, b]
(ii) 1 ]a,b] — R stetig
z— f'(x)
[stetig diffbar = diffbar mit stetiger Ableitung]

Beispiel 3.2.2. Jedes Polynom p stetig diffbar
p(7) = apnz™ + ap_12" 1 + ...+ aga®
= p/(z) =na2" '+ (n— Dap_12" % + ...+ a;
= p’ Polynom vom Grade n — 1
= p’ stetig auf R = p stetig diffbar auf R
Korollar. f:[a,b] — R stetig diffbar

= 3 Lipschitz-Konstante M Vz,y € [a,b] gilt |f(z) — f(y)| < M |z —y|

Proof. Nach Vor. gilt f": [a,b] "% R

= M:= sup |f'(z)] < +o0
EWS z€la,b]

stetige Fkt. |f’| nimmt Maximum auf [a, b] an
M = |f'(Tmaz)|
Sei nun z,y € [a,b], Bz <y

|f(@) = f)l <lz—yl sup [f'(2)] <|z—yl sup [f'(2)] =M |z —y O

=
1.Korollar fiir [a,b] 2E€[m,y] z€a,b]
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Regeln von de l’HUspital

fsg: [a,b] — R stetig, diffbar auf |a, b]
0 € [a,b] mit f(o) =0 = g(o).
Es gelte:
(i) ¢'(x) # 0Vx # o

(i) L = ;léim ch :E;g existiert

Dann gilt: g(z) # 0Vz # o und ill}l}) gg; =L= ;12}) 5/2;))

Proof. Sei x € [a,b] \ {0}

9'(2) #0Vz €lo, x|

Nach Vor. (i) gilt

o 9(@) £0

= g # 0 auf [a,b] \ {0}

Nach Vor. (ii) gilt L = lim L1 existiert
Yy—o

=Ve>039>0¥0< |y—ol <6

' (y)
g y) L‘ <€

Seinun 0 < |z —o| <§
2.MWS, angewandt auf [o, z]

= 3y €Jo, ] sodass 1'(y) (9(x) — 9(0)) = ¢'(v) (J () = (o)) = LB = L

glz) — 'y
=f"(y)g(x) g’ (W) f(z)
S 0<ly—ol<lo—ol <6 = | -1 =|L8 1| <.

3.3 Umkehrfunktionen

Bisher an diferenzierbaren Funktionen bekannt:

Polynome p(z) = Z a;jz"~7 diffbar auf R
=0

p’ ist wieder Polynom (Summen- und Produktregel)
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p(x)

m, wobei p, ¢ Polynome, diffbar auf U = {z € R | ¢(z) # 0}

rationale Funktionen f(z) =

endlich, da g Polynom
1
g {0}

= R\ {Nullstellen von ¢} =R\ =R\ {a1, ...,a,}

| |
| |
8 4
= endliche Vereinigung offener Intervalle

4 (P
Ableitung (p) = M wieder rational. (Quotienten-Regel)
q q

Lemma 3.3.1. Sei f : I — R stetig diffbar auf offenem Intervall I. Dann gilt:

i) f/>0(dh Vzel, f'(z = f streng monoton wachsend auf I

>
ii) ff<0(dh.Vzel, f(x) <0) = f streng monoton fallend auf I
>

ii)* f/<0(dh Vzxel, fl(x

IN

( ( (z) > 0)

( ( (z) <0)

(i)* F>0(dh Vo el, f/(z) >0) = f monoton wachsend auf
( ( (r) <0) = f monoton fallend auf I

( ( (z) =0)

iii) ff=0(dh Vzel, f'(z = f konstant auf [

Proof. Folgt aus MWS O

Satz: (automatische Diffbarkeit der Umkehrfunktion)
Sei f : I — R stetig diffbar (mit stetiger Ableitung f’ : I — R).
Sei 0 € I C R offenes Intervall mit f’(0) # 0. Dann gilt:

(1) 31> ffJI 20 sodass Einschrankung f |;: J — R injektiv
(ii) Bildintervall f(J) C R unde__ik>t_ £
offen ijektiv
-1
(i) J o e )

diffbar in b=f(0)

(iv) (f_l)/ (f(0)) = f’%o)
dquivalent fiir b := f(o) : (f_l)/ (b) = f' (f71(b))

-1
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Proof. (i)

(i)

E f'(0) >0
Setze € = fléo).Daf' stetigino= 36 >0Vz eI, |z —o| <d = |f(z)— f(o)| <e

—e < f(2) ~ fo) < e
= f'(2) > o) —e =L >0

I (o)
| A
|
= f' > 0auf J := INRs(0) = I5(0) offenes Intervall (0)
. = " f | streng monoton wachsend

= f | injektiv

ZWS = f(J) Intervall. Warum offen?

T=1Islo]=[o—0, 048 = f |;>0, f/|7>0

= f | streng isoton, f |7 isoton, sogar streng isoton
Lemma

= f(7) = [mm £, max f] — [f(0— ), f(o+9)]

7 7
= f(J) =]f(o— 0, f(o+ 0)[ offenes Intervall

f I — R stetig diffbar , 0 € T

fllo)£0 = (i) IIDJ 20, f:J i f(J) und f(J) offenes Intervall
ijektiv

zz. f~1: f(J) — J diffbar in b= f(0) und es gilt (*)

(Satz von automatischer Stetigkeit) f=1: f(J) — J stetig

Sei nun f(J) D yn ~ b, yp b

Setze x, := f1(yn) € J = Ty~ fH) =0
[ Lstetig in b

Da f injektiv = x, # o

f diffbar in o = LE)=S©) ;¢

Tp—0
A €1 e A (O WU 1
= = .
Yn—b f(mn)—f(o) Quotientenrfe\gel fiir Folgen f (O)

= 7t = (F7)' )

Anwendung

Sei f(x) =

2™ (n > 1) n-te Potenzfunktion

Ry :={x eR|z >0} =]0,+o0[ = f:Rs — R. bijektiv und diffbar
und Ableitung f/(z) =na"" ! >0Vz € Rs

f — n
- Ry, fHy) = ¢y =y"/" und

= R
automatisch diffbar diffbar

Y W) =F () dhfr o gilt:
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d,1/n _ 1,450 _1 =1
ny n oy n y

1
dyy

1. 1
Eyn

Speziell n = 2 d—iﬂ:%%;#

Allgemeiner r = 5 €Q,q#0
f(z) =2a" = (Ya)P = 2P = 2P/? = f diffbar auf R. und Ableitung: -La" = ra™=?

Proof. (<A) Umkehrregel = /9, Produktregel = xP/9 = (21/2)P

3.4 Hohere Ableitungen und Taylorformel
Sei R D I offenes Intervall, f : I — R diffbar = f' : I — f/]I(Q) wieder Funktion
Definition. f 2-fach diffbar in 0o € I & f/ diffbar in o.

In diesem Fall setze f”(0) := (')’ (0) (2. Ableitung)

&2, d(df
dxzf_dx<da:>

Allgemeiner f k-fach diffbar in o € I & f’ (k-1)-fach diffbar in o.
k-te Ableitung: ) (z) = () (z) = (fFEDY (x)

A (Y
dek?  de \dak—1 ) T dak1 \de

Beispiel. f(z) =z", r € Q, auf R

Symbolisch

Symbolisch

= f(z) =ramt
f(x) = %rxrfl =7r(r—1)z"2

f///(x) = 7”(7” — 1)(7“ _ 2)1.7‘73
fE@)y=r(r—1)...(r +1—k)a"*

k Faktoren
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Sei I C R offenes Intervall
f : I — R n-fach diffbar = 3 Ableitungen
fO = f TR, 2 f(2)
fO =TSR, 3 ()
fO = TR, 3 f(a)
fO = TR, 3 f()
O TSR,z e ()
induktiv definiert durch
Ind-Schritt f¢+D(z) := f®'(z) = L4 0 (z)
Ind-Beginn f©)(z) := f(x)
n-tes Taylorpolynom von f umo el  “Mittelpunkt”
z.B.

I=R,0=0 0

I=R.={ze€R |z>0},0=1

0 1

I={zeR|z>1},0=2

abhéingig von f, o, n

" f®) (o = z — o)*
P (z) == L )(x — o)k = Zf(k)(o)u

! k!
k=0 k=0
Beachte P?(z) Polynom in x vom Grade < n. Nach Definition 0! = 1 leeres Produkt

Spezialfall 0 =0 :

0 ~ fM0) 4
P (z) = Z T n — tes Taylorpolynom von f um 0
k=0 ’

Beispiel.

2 (k) (, ©)(, (o @,
P;(I‘)ZZf ()(x_o)k:f ()(x_o)o_’_f ()($—0)1+f ()(ac—o)Q

2!
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Bemerkung 3.4.1. Fiir ein Polynom P(z) = an% + an,l% + -+ aﬁ—f + ag gilt
P(0) = PO(0) = ag
PW(0) = P'(0) = ay
P2)(0) = P"(0) = ay
d.h. allgemein P (0) = ay,
Beispiel 3.4.2. P(z) = a%g + b%Q +er+d
PO(z) = P(z), PO0)=d

P(l(m):P/(x)_:’)a +2b"L+C—a*+b1’—|—c:>P(1)(()) c
P(Q)(gj) = P(l)/(m) _ + b=ar+b = P(2)(0> —p
pPB) (z)=P 2),(1‘) 0« = P(S)(O) —a

Satz von Taylor

(Approximation einer Funktion f durch Taylorpolynom)
Sei f: I —-R (n + 1)-fach diffbar auf I

Sei o € I fest = Vag € I Fx,41€ I, zwischen xg und o, mit

") (g (1) (3, 1
fe = ,;) : k!( Ny o+ f(n+(1)!+l)(x° —o

Funktionswert in xg

n—tes Taylorpolynom Restglied

Proof. (mit dem Satz von Rolle)

[g diffbar auf [a, b] mit g(a) = g(b) = ¢ € [a,b] mit ¢'(c) = Oj

Sei P(z) = P\ (x) =) _ f (z — o)k
k=0

= P n-fach diffbar (sogar co-fach diffbar) und P*)(0) = f®)(0) fr 0 <k <n

Definiere fiir zy beliebig, aber fest

g(x) = [f(z) = P(x)](zo — 0)"* = [f(20) — P(o)](x — 0)"*!

= ¢ (n+ 1)-fach diffbar auf I, denn f (n + 1)-fach diffbar, P co-oft diftbar

und die Ableitungen fiir 0 < k£ < n sind:
k
§9(@) = [ ) - PO@)(mo — o)™+~ [f(ao) ~ Plao)] - a0
(n+1)n(n—1)...(n+2—k)(z—o)n+1-k
9%9(0) = (1 (0) ~ PN (0)) (g — o)1 (f(x0) ~ P(ao)) (n +1) ... (n +2 — k) (o — o)+~

—
=0

=0
= g®)=0Y0<k<n
g(xo) = 0 nach Konstruktion
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9(0) =9 (0) =0 (k=0)

= Jx1 € Jo, xo[ mit ¢'(x1) =0
—
Rolle fiir g

g (0)=gM0)=0 (k=1) = o € Jo, x1[ C Jo, xo]

—
Rolle fiir ¢

9" (x2) =0=g"(0) = Jxz € Jo, x2] C o, 1] C o, o]

——
Rolle fiir g”

g"(x35)=0=¢""(0) ...... Iz, € Jo, Tp_1[ C -+ CJo, 0]

mit ¢g(™) (zn)=0= g™ (0) = A2p11 € o, 2] C o, o]
—_—~

Rolle fiir g™

0= g(7l+1)(xn+l) = f(n-H)(xn-&-l) - P(n—H)(xn-i-l)
——_———
=0, da Grad P=n

= [ (@ 41) (w0 — 0)" T = (n 4+ D!(f (20) — P(x0))

(n+1) Tn
= f(xo) = P(x0) + fT(nl“)

(o — 0)" ™ — (f(zo) — P(0)) (n +1)!
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Kapitel 4

Unendliche Reihen und
Potenzreihen

Motivation

Taylorformel um o =0, f (n+ 1) -fach diffbar

flz) = i: f(k)(o)xk + Restglied

k! Klein

> (k)
flz) = Z 10) z* ist kein Polynom

4.1 Unendliche Reihen

Sei (an)n>o0 Folge in R
(allgemeiner im normierten Raum E)
N—-R

n-te Partialsumme

S1

n ——
Sp = § Gm = Go+ay +az+---+ay
S0
m=0
—_————

s2
= (Sn)n>0 Folge in R
Beide Folgen (a,) und (s, ) gleiche Information
Sp=ao+ - +an

Un = Sp, — Sp—1 (n>1), s_1 = leere Summe = 0
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Definition. “unendliche Summe” = Reihe

o0
> a, konvergiert < (s,) konvergiert in R

n=0

In diesem Falle

oo
g a, = lim s, € R
n—oo

n=0
Beispiel. Geometrische Reihe reR
ap = a" (n>0)
Sp=ap+tar+-+a,=1l+x+a>+ - +a"

=1-2)s,=1—-2)(1+z+22+ - +a")

=l4z+2?+ -+ —z—22—2>—. .. —z" — "t =1 gnt!

_pentloL
:>sn:11§z firz #1

Satz:

Sei € R. Dann gilt:

(i) ] > 1, dh. 2 < —loderx>1 = > z" divergent
(ii) lz| <1, dh. —1<z<1 = >™ z"=:— Reihenwert
konvergent x
Proof. (i) folgt aus folgendem Satz, da fr x| > 1 gilt 27| = |z|” > 1
=z" 460 keine Nullfolge
(ii) Sei |z] <1 = 2"~ 0
="l =x.2"~2-0=0
_ 1-—gnt! 1-0 _ _1
TS5 T o Y1 T T
Beispiel.
1 1 1 1 1 - 1
]_ — — — J— e — e = 27’”’ = = 2
MR TR IOV i Z e=11-1
n=0 2 2
Beispiel.
S O]
n+l 3 an — 9 By
n=1 3 3 n=1 3 3 n=1 3
o) n 0
1 2 2
nicht o_ptimal g (7120 (3) B (3) )
1 1 1 1 1 2
- 7)) =33 317373
3 - g -
T 2\ 1 2 & 2\ 2 2 1
it 3 2 (3> =332 <3) =33 7-2-332
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Satz: ) a, konvergent = a, ~ 0

[n-te Glied-Test } (notwendig, nicht hinreichend)

Proof. Sei > a, konvergent

oo
= s:zg ap, = lim s, = a, = S, — Sn—1
Reihenwert o n— 00
o

= lim a, = lim s, — lim s, _1=5s—5=0
n—oo

O
Reihen mit positiven Gliedern a, >0 Vn e N
Satz
Sei a,, > 0 Vn € N. Dann
Z ay, konvergiert < (s,) beschrénkt
n=0
(Notation > a, < +00)
In diesem Falle
oo
Z ap = SUp 8, < 0O
n=0 neN
Proof. Da a,, > 0= (s,) /" isoton O

Daher s, konvergent < (s,) beschrénkt und

oo

. Sy, isoton
E a, = lim s, " = sup sp
n—oo

n—oo
n=0

Quotienten-Kriterium

Sei a, > 0 Vn € N. Dann gilt:
(i) Falls L = Jim. “rtlexistiert =
L<l=>a,<x
L>1=) a,=+x
L=1=7
Allgemeiner gilt
(ii) L=Tm = < 1= 3% ja, < o0

(iii) L = lim * > 1= Y a, = +o0 (divergent)
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Proof. (i) Sei L = lim *2 < 1.

.. . . a
groBte untere Schranke = inf sup ““** = lim sup ml  fim fet = < % <1
mop>m " M= p>m On o
——
antiton
= 14L keine untere Schranke der Folge sup “2£
n>m
= Jm € N mit sup 2+ < L
n>m
: An41 1+L
= Vn > m gilt - <5
TELESKOP-ARGUMENT n > m
an Ap—1 Am+1 14L\N—m

ap = . A S (7) [07%%%

Gp—1 Gp—2 am

N

<HE <l <

) [eS) n—m oo k
1+ L 1 —|— L\" HEc Am
=Y wcey () —w) ' <o
n=m n=m k=0 )

= Zan < Z G + 1+L < 0o = konvergiert

(iil) L = lim #2+% > 1, zz. Divergenz

= kleinste obere Schranke

a
1<L=Lm“g“= lim inf =L —

n m—oon>m Oy m n>m

isoton

= ImeN igf%>l = Vn>mgilt 2 > 1
nom Gn ”

= apt1 > ap >0 = (an)n>m streng monoton wachsend = a,, % 0

Ap  Qp—1 am+1

oder a,, = A > Ay >0 = a, %0
Gp—1 Gp—2 Gm
N
>1 >l >1
= > a, divergent O

Definition. a, nicht notwendig positiv

o0 oo
Z a, konvergiert absolut < Z lan| < oo
n=0 n=0

Starker als Konvergenz: Absolute Konvergenz = Konvergenz.
Quotienten-Kriterium f r absolute Konvergenz
Sei (a;,,) Folge in R\ {0} und es gelte

|an+1|

n—00 (479

existiert
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Dann:
(i)L <1 = > a, konvergiert (sogar absolut)
i)L>1 = > ay, divergent
HL=1=7

graphisch:

a, "nahe bei 0’

ntl "nahe bei 17
Qn

S, “nahe bei 0c0”

Satz: harmonische Reihe

00
n=1

SRS

1+3+3+5+...

T
><|H

N
N

1
= 400 divergent (obwohl o 0)

N\~

=

2 3

Quotientenfolge a,, = L

Ont1 1 /1 _ n  _ 1 1 . .
an n+1/n = nH T I T30 1 keine Konklusion
Zeige

n

4

1
Sp = Z oy keine Cauchy-Folge

m=1

(sn) monoton wachsend. Sei ng > 1 beliebig, aber fest
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_ 2ng 1 no 1
52710 - Sno - ZmZI m Zm:l m
——

>0
27’L0 27L0
_ 1 > 1 _ 1
- m = 2ng =~ 2
m—no-i-l,_/T m=ng-+1
>
= 9 no T'erme

Wiihle € < 3 = keine Cauchyfolge

4.2 Potenzreihen und Taylorreihen

Definition. Sei (c,) Koeflizientenfolge

Sei x € R p = cpx™

oo
= Z a, = Z cpx” Potenzreihe

n=0
Beispiel. geometrische Reihe
o0
=+ = ZOJ:" Potenzreihe, ¢, =1 (falls | z |< 1)
n=

Lemma 4.2.1. von Abel

[ee] oo
Sei Y cpa™ Potenzreihe und Y e xll konvergent f.r festes xg > 0.
n=0 n=0

Dann gilt: VO <r <zo V |z| <r

o0
> enx™ konvergiert absolut
n=0

o0 o0
d.h. Y epz™ = D0 Jen] - 2™ < 4o
n=0 n=0

Graphisch % -r 0 r X

Proof. Nach Vor. gilt > ¢,z konvergiert

n=0
= cp2y ~ 0 = cuay beschrinkt
= IM >0VneN, |cyag| <M

: |]
Sei nun |z| <r <mo= < - <1

o0 n n
= geom Reihe Y (L%‘) <3, (;*0) = % = < +oo

n=0

= |en™| = |en| - |27 = |en 2] z% <M zlo

<M

oo o0 n
= Y lepz”| <M Y (xio) = Mzo ~ 5o = absolute Konvergenz
n=0 n=0

To—T

n n
<M (;2) unabhéngig von x
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Korollar. Sei Y c¢,a™ Potenzreihe = 3 Konvergenz-Radius 0 < R < 400

n=0

mit folgender Eigenschaft
o0

(i) |z] < R = > cpx™ absolute Konvergenz
n=0

(i) |z| > R = c,a™ Divergenz
(i) |z|=R= ?

Divergenz Divergenz

absolute Konvergenz

| |

_ 1 |

© -R 0 R ©
R =0 = Divergenz frz # 0

R =400 = abs Konv fr allex € R

Beispiel.

Proof. |z| < 1 = Konv, sogar absolut

x| > 1 = Divergenz O
g

Klassische Potenzreihen

(1) Exponentialfunktion
R=+4+c eXp(ac) =et = ZOO z Cp = i'

n=0 n!’
(2) Trigonometrische Reihen

s ()™ om 0 nungerade
R = +o0 cos(z) = o @yr®™"y =9 (1%

n gerade

. oo —-nHm m
sin(x) = > %12 i

(3) Logarithmus

R=1 log(x) = > (-1 (x — 1)™ Potenzreihe um o = 1

n=1 n

oder, dquivalent,

oo (=)o,
log(1+z)=>" x

n=1 n

.o n n
Proof. fir exp: e* =Y %, an = %7

2"t pl

ni1 2™t opl — 1 .0 =
an,  (n+D)lzr T oz (n41)! T Toy1 7T 0=0dann~ o0

= a,, konvergent f r alle O
Quot—Krit Z " vere > *

Proof. fiir log:

log(1+x) =322 (D" n

n=1 n

(-1t

n

apn = T abhangig von z
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i oy —1)" ; n+1
it _ (H)1 Pl = (El)zil L= (1) = (1)
22| = el 2 = el php o lel - ks =l

|z] <1 = absolute Konvergenz

Quotientenkriterium o >1 = Divergenz =R=1
Potenzreihen
R =400
exp(z) =e* = Y, % |z] < 400
n=0
) — S (D™ o
sin(z) = Zo CTEEy |z] < 400
1133 Is 1137
=Tttt
_ 3 (D™ om
cos(z) = . @y ® |z] < +o0
m=0
22 I4 1136 Cl)s
=1-Z +Z -2 44
R=1
1iw = ZZO:O z" |$‘ <1
1 . 1 . o0 . o0
e = o) — ngo(—x)n - nZ::o(_l)nxn
H% Konvergenzintervall:
1
1+x
|
|
-1 0 1
Intervall {\
r=1
Yoo (="M= S (-1)"=1—-1+1—1+1—1+... divergent.
n=0
log(1 + z) ( 12:71 "
n=0
$2 ZIJ3 Z4
=r—-L+T - 4

alternierende harmonische Reihe (konvergiert sehr langsam)
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Satz: (gliedweise Differentiation

Sei f(x) =

o)
> cpx™ Potenzreihe,

n=0

Konvergenzintervall I = {z € R||z| < R} = Rg(0)=]-R, R]
= f oo-oft difftbar auf I und

f'(x) = 3 ne,a™ ! [gliedweise Ableitung]
n=0

flay= S n(n - Denan?
n=0(n=2)
fm(z) = i nn—1)...(n+1—m)c,z"™™
n=0(n=m)
Satz:

Ableitungen von e*, sin(x), cos(x)

Esgilt fr I=R, R=+0c0

(i)

(iii)

Korollar.

d%ez =exp'(x) =€
4 sin(z) = sin’(z) = cos(z)
4 cos(z) = cos/(z) = —sin(z)
d d " = (d g” 1 1
o4 (55) - 5 @m) - 5
n= n=0 n=
+1 o= 2"

= 2 it = mzo% =e*

m=n—12>0 (m+1)!'=m!(m+1)

oo o0
d — d (=D™ _2m+1 _ d ()"t
do sin(z) = dx Zo Cm+i T - Zodx (2m+1)!
m= m=

= zo(é;}lm (2m + 1)z = 20 ((;7173)! s
- 2m+ 1) = (2m)!2m+1)

4 cos(z) = —sin(z)  analog

Pythagoras

Vr € R sin?(z) + cos?(z) = 1

= cos(x)

100
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sin(x)

cos(X

Proof. f(z) := [sin(x)]* + [cos(x)]”
f(x) = L sin?(z) + L cos?(x)
= sin’(z) - sin(z) + sin(x) - sin’(z) + cos/(x) - cos(x) + cos(x) - cos’ ()

= 2 [cos(z) - sin(x) — sin(z) - cos(z)] = 0

MIS ¢ konstant = f(z) = £(0) = [sin(0)]? + [cos(0)]2 = 1 0
=0 =1
1
S.n /\
o |
/O ‘}T? TN%,’T 2rc
1
c0s \ /
ot |
j %\W i
Satz:

Auf 1= Ry(1) =10, 2[ gilt £ log(x) =

Proof. log(z) = Y, o)l (x—=1)" fraxel

n

n=1
o) _qyn—1 X (=1t _
A og(x) = ;g Vo (@ —1)m = ;< V(= 1)t
—(z+a)” = nz+a)"!
y=x+a
S —1 EERR s -1 S 1 1
= n;( Dt -1t = n;(l -t = mZ::o = 0o — = N
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Korollar. Es gilt log = exp™! , d.h
log(exp(z)) =« fir x € R
exp(log(x)) =z, firx >0

e
log(x)
1
Proof. f(x) = log(exp(x))
Kettenregel:
f(z) = (logoexp)/(z) = log/(e”) - (exp)’(z) =1 = L x
= H(f@)-2)=0 = fa)-=z = f(0)=0=f(0)=log(exp(0)) = log(1) = 0

= f(r)==2 frallezeR
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Index

2-fach diffbar, 88

Ableitung, 76
Absolutbetrag, 6

absolute Konvergenz, 95
abzéhlbar, 71

antiton, monoton fallend, 42
Archimedes, 21

bijektiv, 64
Cauchy-Folge, 28

differenzierbar (diftbar), 75
Dreiecks-Ungleichung, 7

Einschrankung (Restriktion), 39

Exponentialfunktion, 98
Extremum, 81

Extremwertsatz (EWS), 55

Folge, 21
beschrankte, 27
Cauchy-, 28

Teilfolge, 50

geometrische Reihe, 93
gleichméaBig stetig, 57

harmonische Reihe, 96

Intervall
abgeschlossenes, 16
halboffenes, 16
offenes, 16

isoton, monoton wachsend, 42

k-fach diffbar, 88
Korper, 1

geordneter, 2
kompakt, 51
kontraktiv, 57
Konvergenz, 21
Konvergenz-Radius, 98
Kugel

abgeschlossene, 14

offene, 14
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limes
inferior, 58
superior, 58
Logarithmus, 98
lokales Extremum, 81

Metrik, 9

diskrete, 10
Mittelwertsatz (MWS), 81
monoton, 42

fallend, 42

wachsend, 42

n-te Partialsumme, 92
n-te Potenz, 66
n-te Wurzel, 66
n-tes Taylorpolynom, 89
Norm, 12

euklidische, 14

Potenzreihe, 97
reelle Zahlen, 29

Satz von Taylor, 90
Schranke
grofite untere, 46
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"OK ?” Prof. Upmeier

Die Suche des Herrn Rosenbaum oder Sieg unter der Dusche

Nachdem er aus seinem Traum erwacht war, hatte er Miithe damit Haut und Laken so zu
trocknen, daf§ er nicht daran festklebte. Nun lag er da. Trocken, aber nicht mehr miide.
Lieber hétte er geschlafen. Auch wenn er wuflte, so nicht flichen zu kénnen, wollte er so
doch wenigstens eine andere Sichtweise bekommen. Hier an der weiflen Decke verdnderte
sich nichts.

Festgetrocknete, weifle Farbtupfer formten ein Relief. Schatten der vorbeifahrenden Autos
zogen als Unwetter dariiber hinweg. Zu dieser Zeit sah es hier niemals anders aus, wiirde
es niemals anders aussehen. Schlaf.

Am Morgen konnte Herr Rosenbaum stolz auf sich sein. Er hatte geschlafen, er hatte sich
gewehrt! Gegen wen?

Ganz und gar konnte sich Herr Rosenbaum ja diesem Gedanken nicht verschlieen. Jetzt
fithlte er sich wie ein Soldat. Er hatte ein Ziel verfolgt, war erfolgreich gewesen und
erhielt hier direkt vor seinem Bett einen Orden an die Brust geheftet. Er hatte getan,
wie ihm gesagt war. Selbstlos - ein ehrbarer Soldat. Immer wenn er sich daran erinnerte,
wuBte er nicht mehr, aus welcher Quelle die Trénen stammten, die ihm morgens in den
Augen standen.

Dieser und andere waren es, die dafiir sorgten, daf3 er sich von seinen Zielen immer weiter
entfernte und er eben darum zu einem immer besseren Soldaten wurde.

Sofort unter die Dusche. Aus dem Radio donnerten fréhliche Stimmen. Herr Rosenbaum
sang. Oft war es so, dal er immer wieder gegen es ansetzten mufite. Heute war es
anders. Er sang, sie sangen. ,,Krieg ist grausam - aber der Sound ist geil®.

So begann ein guter Tag auf der Suche des Herrn Rosenbaum.

Steve Hoffmann (Herbst 2002)

An dieser Stelle herzlichen Dank an Natalia, Lars, Olli und Steve, ohne deren Hilfe und
Mitarbeit dieses Skript nicht mo6oglich gewesen wére.

Christoph Scheid (Frithjahr 2003)



