
Seminar zur Topologie von Fl�a
henKatharina und Lutz Habermann
Dieses Skript enth�alt den Sto� eines Proseminars, das wir im Sommersemester 2001vor allem mit Studierenden im 4. Semester des Diplomstudiengangs Mathematik dur
h-gef�uhrt haben. Dieses Seminar sollte einen ersten Einbli
k in die Topologie von Mannig-faltigkeiten geben, mit dem S
hwerpunkt der topologis
hen Klassi�kation der Fl�a
hen.Dabei wurde eine m�ogli
hst elementare Darstellung der Resultate und Methoden an-gestrebt. F�ur Erg�anzungen und Weiterf�uhrendes verweisen wir auf die angegebene Li-teratur.
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1 Topologis
he R�aume und Mannigfaltigkeiten1.1 Topologis
he R�aumeDe�nition 1.1.1 Ein topologis
her Raum ist ein Paar (X;O) bestehend aus einer ni
htleerenMenge X und einem System O von Teilmengen von X mit folgenden Eigens
haften:(O1) Die Menge X und die leere Menge ; sind Elemente von O.(O2) Sind U1; U2 2 O, so ist au
h U1 \ U2 2 O.(O3) F�ur jede beliebige Familie fUigi2I von Mengen Ui 2 O ist [i2I Ui 2 O.Das Mengensystem O hei�t dann Topologie auf X. Eine Teilmenge U von X hei�t o�en, fallsU 2 O. Sie hei�t abges
hlossen, falls XrU 2 O. Sie hei�t Umgebung von x 2 X, falls sieo�en ist und x 2 U .Das System aller Umgebungen von x 2 X eines topologis
hen Raumes (X;O) bezei
hnen wir mitU(O; x) oder einfa
h U(x).Satz 1.1.2 Sei (X;O) ein topologis
her Raum. Dann ist U � X genau dann o�en, wenn zu jedemx 2 U eine Umgebung Ux von x mit Ux � U existiert.Beweis. Ist U � X o�en, so ist U f�ur jedes x 2 U eine Umgebung von x mit U � U . Damit ist eineRi
htung der Behauptung gezeigt. Die andere Ri
htung erh�alt man folgenderma�en. Ist U � Xund existiert zu jedem x 2 U eine Umgebung Ux von x mit Ux � U , so istU = [x2U Ux :Da alle Ux o�en sind, folgt mit (O3), dass au
h U o�en ist. �Im folgenden sind einige Beispiele f�ur topologis
he R�aume angegeben.Beispiel 1.1.3 Sei X eine beliebige ni
htleere Menge. Das System O = fX; ;g ist eine Topologieauf X . Es wird die triviale Topologie auf X genannt. �Beispiel 1.1.4 Bezei
hne 2X die Potenzmenge von X . Ist X 6= ;, so ist �X; 2X� ein topologis
herRaum. 2X hei�t die diskrete Topologie auf X . �Beispiel 1.1.5 Eine Menge U � C hei�t Zariski-o�en, falls U = ; oder CrU endli
h ist. Das Sy-stem aller Zariski-o�enen Teilmengen von C ist eine Topologie auf C , genannt Zariski-Topologieauf C . �Beispiel 1.1.6 Sei (X;O) ein topologis
her Raum und sei A � X , A 6= ;. Dann istOA = fU \ A : U 2 Ogeine Topologie auf A. Sie wird die von X induzierte Topologie oder au
h Relativtopologiegenannt. �2



Beispiel 1.1.7 Ist (X; d) ein metris
her Raum, so ist das System O(d) der bez�ugli
h d o�enenTeilmengen von X eine Topologie auf X . (Au
h die diskrete Topologie ist von dieser Gestalt.) �Die R�aume Rn seien im folgenden stets mit der Standardtopologie versehen, d.h. mit O(d), wobeid(x; y) = jx�yj. Teilmengen A von Rn betra
hten wir immer mit der von Rn induzierten Topologie.Eine wi
htige Klasse von topologis
hen R�aumen bilden die so genannten T2-R�aume.De�nition 1.1.8 Ein topologis
her Raum (X;O) hei�t T2-Raum oder Hausdor�-Raum, fallszu je zwei vers
hiedenen Punkten x; y 2 X ein Ux 2 U(x) und ein Uy 2 U(y) mitUx \ Uy = ;existieren.Beispiel 1.1.9 Jeder metris
he Raum ist ein T2-Raum. �Beispiel 1.1.10 Enth�alt X mindestens zwei vers
hiedene Punkte, so ist X mit der trivialen To-pologie kein T2-Raum. Ebenso ist C mit der Zariski-Topologie kein T2-Raum. �Die folgende De�nition verallgemeinert den Begri� der stetigen Abbildung zwis
hen metris
henR�aumen.De�nition 1.1.11 Seien (X;OX) und (Y;OY ) zwei topologis
he R�aume. Eine Abbildung f : X !Y hei�t stetig, falls V 2 OY =) f�1(V ) 2 OXgilt. f hei�t Hom�oomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als au
h f�1 stetig sind. DieR�aume X und Y hei�en hom�oomorph (in Zei
hen: X � Y ), falls es einen Hom�oomorphismusf : X ! Y gibt.Wir m�o
hten jetzt no
h die so genannte Quotiententopologie de�nieren. Dazu beweisen wirzun�a
hstSatz 1.1.12 Sei (X;O) ein topologis
her Raum und sei f : X ! Y eine Abbildung in eine beliebigeMenge Y . Dann ist Of = �V � Y : f�1(V ) 2 O	eine Topologie auf Y .Beweis. Zu zeigen ist, dass Of den Bedingungen (O1), (O2) und (O3) gen�ugt. Dies folgt aberunmittelbar aus:(1) f�1(Y ) = X und f�1(;) = ;.(2) F�ur alle V1; V2 � Y ist f�1(V1 \ V2) = f�1(V1) \ f�1(V2) :(3) F�ur jede Familie fVigi2I von Mengen Vi � Y istf�1 [i2I Vi! = [i2I f�1(Vi) : �3



Sei jetzt (X;O) ein topologis
her Raum und� eine �Aquivalenzrelation aufX . Die Quotientenmengena
h �, d.h. die Menge aller �Aquivalenzklassen von � bezei
hnen wir mit X=�. Au�erdem sei� : X ! X=� die kanonis
he Projektion. Na
h Satz 1.1.12 ist dannO� = �V � X=� : ��1(V ) 2 O	eine Topologie auf X=�.De�nition 1.1.13 Das System O� hei�t die Quotiententopologie von O na
h �.Beispiel 1.1.14 Sei X1 = R und X2 = [0; 1℄. Wir de�nieren �Aquivalenzrelationen �i auf Xidur
h:(1) F�ur x; y 2 X1 gilt x �1 y genau dann, wenn ein k 2 Z mit x = y + k existiert.(2) F�ur x; y 2 X2 gilt x �2 y genau dann, wenn x = y oder x; y 2 f0; 1g.Dann gilt X1=�1 � X2=�2 � S1 ;wobei S1 = �(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1	. Zum Beispiel induziert die Abbildungf : R ! R ; f(x) = (
os(2�x); sin(2�x)) ;Hom�oomorphismen fi : Xi=�i ! S1, i = 1; 2. �1.2 MannigfaltigkeitenIn diesem Abs
hnitt wird der Begri� der Mannigfaltigkeit, genauer der topologis
hen Mannigfal-tigkeit, eingef�uhrt und mit einer Reihe von Beispielen illustriert.De�nition 1.2.1 Eine n-dimensionale topologis
he Mannigfaltigkeit ohne Rand ist eintopologis
her Raum M mit folgenden Eigens
haften:(M1) M ist ein T2-Raum.(M2) Zu jedem x 2 M existieren ein U 2 U(x) und ein Hom�oomorphismus ' : U ! V aufeine o�ene Teilmenge von Rn .Das Paar (U;') wird dann Karte von M um x genannt. Eine Familie f(Ui; 'i)gi2I von Kartenvon M hei�t Atlas von M , falls [i2I Ui =M :Beispiel 1.2.2 Jede mit der diskreten Topologie versehene Menge M ist eine nulldimensionaletopologis
he Mannigfaltigkeit ohne Rand. �Beispiel 1.2.3 Der Rn und alle o�enen Teilmengen des Rn sind n-dimensionale topologis
he Man-nigfaltigkeiten ohne Rand. �Beispiel 1.2.4 Sei M eine n-dimensionale topologis
he Mannigfaltigkeit ohne Rand und sei Weine ni
htleere o�ene Teilmenge von M . Dann ist au
h W eine n-dimensionale topologis
he Man-nigfaltigkeit ohne Rand. Ist n�amli
h (U;') eine Karte vonM um x 2W , so ist �U \W;'��U \W �eine Karte von W um x. �4



Beispiel 1.2.5 Die Sph�are Sn = �x 2 Rn+1 : jxj = 1	 ist eine n-dimensionale topologis
he Man-nigfaltigkeit ohne Rand. Als Karten kann man hier z.B. die stereographis
hen Projektionen'N : Snr�xN	! Rn und 'S : Snr�xS	! Rnnehmen, wobei xN den Nord- und xS den S�udpol von Sn bezei
hnet, d.h.xN = (0; : : : ; 0; 1) und xS = (0; : : : ; 0;�1) :Dabei ist 'N dadur
h de�niert, dass ('N(x); 0) 2 Rn+1 der S
hnittpunkt der Geraden dur
h xNund x mit der Hyperebenen Rn � f0g � Rn+1 ist. Analog ist ('S(x); 0) 2 Rn+1 der S
hnittpunktder Geraden dur
h xS und x mit Rn � f0g. �Beispiel 1.2.6 Wir betra
hten auf Rn+1rf0g die �Aquivalenzrelation, die dadur
h gegeben ist,dass x � y genau dann gilt, wenn ein � 2 R mit x = �y existiert. Den QuotientenRPn = �Rn+1rf0g� =� ;der au
h als die Menge aller eindimensionalen linearen Unterr�aume von Rn+1 verstanden werdenkann, versehen wir mit der Quotiententopologie. Dieser topologis
he Raum wird reell-projektiverRaum genannt. Wir konstruieren folgenderma�en einen Atlas von RPn . Die �Aquivalenzklassevon x = (x1; : : : ; xn+1) 2 Rn+1rf0g bez�ugli
h � s
hreiben wir als [x1 : x2 : � � � : xn+1℄. F�ur i =1; : : : ; n+ 1 sei Ui = f[x1 : � � � : xn+1℄ 2 RPn : xi 6= 0g :Wir de�nieren 'i : Ui ! Rn dur
h'i ([x1 : � � � : xn+1℄) = �x1xi ; : : : ; xi�1xi ; xi+1xi ; : : : ; xn+1xi � :Dann ist f(Ui; 'i)gi=1;:::;n+1 ein Atlas von RPn . �Beispiel 1.2.7 M = �(x1; x2) 2 R2 : jx1j = jx2j	 ist keine topologis
he Mannigfaltigkeit. �Als n�a
hstes wird ein Beispiel f�ur einen topologis
hen Raum angegeben, bei dem zu jedem Punkteine Umgebung existiert, die hom�oomorph zu einer o�enen Umgebung von R ist, der aber keinT2-Raum und somit au
h keine topologis
he Mannigfaltigkeit ist.Beispiel 1.2.8 Sei N = f(�; x) : � 2 f0; 1g und x 2 Rg und sei die �Aquivalenzrelation � auf Ndadur
h gegeben, dass (�; x) � (�; y) f�ur x � 0 genau dann gilt, wenn (�; x) = (�; y), und f�urx < 0 genau dann gilt, wenn x = y. Sei M = N=�. F�ur die �Aquivalenzklasse von (�; x) 2 Ns
hreiben wir [(�; x)℄. Wir de�nieren U0 �M und U1 �M dur
hU0 = f[(0; x)℄ : x 2 Rg und U1 = f[(1; x)℄ : x 2 Rgund Abbildungen '0 : U0 ! R und '1 : U1 ! R dur
h'0([(0; x)℄) = x und '1([(1; x)℄) = x :Dann ist M = U0 [ U1, die Teilmengen U0, U1 sind o�en und '0, '1 sind Hom�oomorphismen. Esexistieren aber keine Mengen U[(0;0)℄ 2 U([(0; 0)℄) und U[(1;0)℄ 2 U([(1; 0)℄) mit U[(0;0)℄\U[(1;0)℄ = ;.�Die folgende De�nition erweitert den Begri� der topologis
hen Mannigfaltigkeit.5



De�nition 1.2.9 Eine n-dimensionale topologis
he Mannigfaltigkeit (mit Rand) ist eintopologis
her Raum M mit folgenden Eigens
haften:(M1') M ist ein T2-Raum.(M2') Zu jedem x 2 M existieren ein U 2 U(x) und ein Hom�oomorphismus ' : U ! V aufeine o�ene Teilmenge des Rn oder des Halbraumes Hn = f(x1; : : : ; xn) : xn � 0g.Der Rand �M von M ist dann die Menge derjenigen x 2 M , f�ur die keine Umgebung existiert,die hom�oomorph zu einer o�enen Teilmenge des Rn ist.Beispiel 1.2.10 Jede topologis
he Mannigfaltigkeit ohne Rand ist eine topologis
he Mannigfal-tigkeit. �Beispiel 1.2.11 Die abges
hlossenen IntervalleM1 = [a; b℄ ; a < b ;und die halbo�enen IntervalleM2 = [a; b[ ; a 2 R ; b 2 R [ f1g ; undM3 = ℄a; b℄ ; a 2 R [ f1g ; b 2 R ;sind topologis
he Mannigfaltigkeiten mit Rand�M1 = fa; bg ; �M2 = fag und �M3 = fbg : �Beispiel 1.2.12 Das Zylinderst�u
kM = �(x1; x2; x3) 2 R3 : x21 + x22 = 1 und x3 2 [�1; 1℄	ist eine topologis
he Mannigfaltigkeit mit Rand�M = �(x1; x2; x3) 2 R3 : x21 + x22 = 1 und x3 2 f�1; 1g	 � S1 _[S1 :Dabei steht _[ f�ur die disjunkte Vereinigung. �Wir tre�en jetzt no
h folgendeVereinbarung: Wie allgemein �ubli
h, werden wir im weiteren von einer topologis
hen Mannigfal-tigkeit M zus�atzli
h folgende Eigens
haft fordern:(M3) M besitzt einen Atlas f(Ui; 'i)gi2I mit einer h�o
hstens abz�ahlbaren Indexmenge I .1.3 Klassi�kation der eindimensionalen MannigfaltigkeitenDe�nition 1.3.1 Ein topologis
her Raum (X;O) hei�t zusammenh�angend, falls keine MengenU1; U2 2 O mit U1 6= ; und U2 6= ;sowie U1 \ U2 = ; und U1 [ U2 = Xexistieren. Ein U 2 O hei�t Zusammenhangskomponente von X, falls U 6= ;, XrU 2 O undU mit der von X induzierten Topologie zusammenh�angend ist.6



Jeder topologis
he Raum ist folgli
h die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponen-ten. Er ist zusammenh�angend, wenn er genau eine Zusammenhangskomponente besitzt.Ziel dieses Abs
hnitts ist der Beweis des folgenden Satzes.Satz 1.3.2 Ist M eine zusammenh�angende eindimensionale topologis
he Mannigfaltigkeit, so istM zu einer der folgenden Mannigfaltigkeiten hom�oomorph.�M = ; �M 6= ;kompakt S1 [0; 1℄ni
ht-kompakt R [0;1[Zun�a
hst beweisen wirLemma 1.3.3 Sei X ein zusammenh�angender T2-Raum und seien U und V o�ene Teilmengenvon X, die hom�oomorph zu R sind und f�ur dieU 6� V ; V 6� U und U [ V = Xgilt. Dann ist X zu R oder S1 hom�oomorph.Beweis. Na
h Voraussetzung existieren Hom�oomorphismen ' : U ! R und  : V ! R. Da Xzusammenh�angend ist, ist U \V 6= ;. Au�erdem ist '(U \V ) eine o�ene Teilmenge von R. Da jedezusammenh�angende o�ene Teilmenge von R ein o�enes Intervall ist, sind die Zusammenhangskom-ponenten von '(U \ V ) o�ene Intervalle in R.Wir wollen jetzt zeigen, dass '(U \ V ) keine Zusammenhangskomponente der Form ℄a; b[ mita; b 2 R besitzt, d.h., keine Zusammenhangskomponente von '(U \ V ) ist ein endli
hes Intervall.Dazu nehmen wir an, dass ein Intervall ℄a; b[ mit a; b 2 R eine Zusammenhangskomponente von'(U \ V ) ist. Dann ist '�1(℄a; b[) eine o�ene Teilmenge von U \ V , also au
h von V . Au�erdemgilt '�1(fa; bg) \ V = ; :W�are n�amli
h '�1(a) 2 V , so w�urde au
h '�1(a) 2 U \ V , d.h. a 2 '(U \ V ) gelten, was aberim Widerspru
h dazu steht, dass ℄a; b[ eine Zusammenhangskomponente von '(U \ V ) ist. Analogf�uhrt man '�1(b) 2 V zum Widerspru
h. Folgli
h ist'�1(℄a; b[) = '�1([a; b℄) \ V :Daraus erhalten wir, dass '�1(℄a; b[) au
h eine abges
hlossene Teilmenge von V ist. Wegen V � Rist V aber zusammenh�angend. Also muss '�1(℄a; b[) = V gelten, was wiederum V � U impliziert.Das ist aber ein Widerspru
h zu der Voraussetzung V 6� U . Also ist tats�a
hli
h keine Zusam-menhangskomponente von '(U \ V ) ein endli
hes Intervall. Genauso sieht man, dass au
h keineZusammenhangskomponente von  (U \ V ) ein endli
hes Intervall ist.Wir k�onnen nun zwei F�alle unters
heiden:1. Fall: U \ V ist zusammenh�angend.Dann sind au
h '(U \ V ) und  (U \ V ) zusammenh�angend. Na
h der �Uberlegung obenk�onnen wir folgli
h o.B.d.A. annehmen, dass'(U \ V ) = ℄�1; a[ und  (U \ V ) = ℄b;1[mit a; b 2 R. 7



2. Fall: U \ V ist ni
ht zusammenh�angend.In diesem Fall ist'(U \ V ) = ℄�1; a1[ [ ℄a2;1[ und  (U \ V ) = ℄�1; b1[ [ ℄b2;1[mit a1; a2; b1; b2 2 R.Zum 1. Fall: Wir betra
htenh =  Æ '�1��℄�1; a[ : ℄�1; a[! ℄b;1[ :Die Abbildung h ist bijektiv und stetig und folgli
h monoton. Wir wollen zeigen, dass h monotonwa
hsend ist. Dazu nehmen wir an, dass h monoton fallend ist, waslimx!a�0h(x) = b (1.3.1)impliziert. Wir haben also folgendes Bild.

-
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x
h(x)
ba

Wir setzen x1 = '�1(a) 2 U � X und x2 =  �1(b) 2 V � X:Dann ist x1 6= x2, denn sonst w�are x1 2 U \ V und somit '(x1) = a 2 '(U \ V ). Da X einT2-Raum ist, existieren also ein U1 2 U(x1) und ein U2 2 U(x2) mitU1 \ U2 = ; : (1.3.2)Wegen (1.3.1) ist h('(U1) \ ℄�1; a[) \  (U2) 6= ; :Da h('(U1) \ ℄�1; a[) = h('(U1) \ '(U \ V ))= h Æ '(U1 \ (U \ V ))=  (U1 \ (U \ V )) ;8



folgt  (U1 \ (U \ V )) \  (U2) 6= ; ;d.h. U1 \ (U \ V ) \ U2 6= ; :Dann muss au
h U1\U2 6= ; gelten, was aber ein Widerspru
h zu (1.3.2) ist. Also ist h tats�a
hli
hmonoton wa
hsend.
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6
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x
h(x)
ba

Wir �xieren jetzt ein 
 2 ℄�1; a[, setzen 
0 = h(
) und w�ahlen Hom�oomorphismeng1 : ℄�1; 0℄! ℄�1; 
℄ und g2 : [0;1[! [
0;1[ :Da dann X = '�1([
;1[) [  �1(℄�1; 
0℄)und '�1([
;1[) \  �1(℄�1; 
0℄) = �'�1(
)	 = � �1(
0)	 ;de�niert f(x) = �  �1 Æ g1(x) f�ur x � 0'�1 Æ g2(x) f�ur x � 0einen Hom�oomorphismus f : R ! X .Zum 2. Fall: Wir betra
hten wieder die Abbildungh =  Æ '�1��'(U \ V ) : '(U \ V )!  (U \ V ) :Dabei nehmen wir o.B.d.A. an, dassh(℄�1; a1[) = ℄b2;1[ und h(℄a2;1[) = ℄�1; b1[ :Wie im ersten Fall zeigt man, dass h monoton wa
hsend ist und somit den unten skizzierten Verlaufhat. 9
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F�ur 
 2 ℄�1; a1[, d 2 ℄a2;1[ und 
0 = h(
), d0 = h(d) haben wir folgli
hX = '�1([
; d℄) [  �1([d0; 
0℄)und '�1([
; d℄) \  �1([d0; 
0℄) = �'�1(
); '�1(d)	 = � �1(
0);  �1(d0)	 :Wir de�nieren folgenderma�en einen Hom�oomorphismus f : S1 ! X . Wir verstehen S1 als denQuotienten S1 = [0; 1℄=(1 � 0), w�ahlen monoton wa
hsende Hom�oomorphismeng1 : [0; 1=2℄! [
; d℄ und g2 : [1=2; 1℄! [d0; 
0℄und setzen f([x℄) = � '�1 Æ g1(x) f�ur x 2 [0; 1=2℄ �1 Æ g2(x) f�ur x 2 [1=2; 1℄ ;wobei [x℄ 2 S1 die �Aquivalenzklasse von x 2 [0; 1℄ bezei
hnet. �Jetzt k�onnen wir zeigen:Satz 1.3.4 Jede zusammenh�angende und kompakte eindimensionale topologis
he MannigfaltigkeitM ist zu S1 oder [0; 1℄ hom�oomorph.Beweis. Wir betra
hten zuerst den Fall, dass �M = ;. Da M kompakt ist, existiert ein endli
herAtlas f(Ui; 'i)gi=1;:::;k von M . Diesen Atlas w�ahlen wir derart, dass'i(Ui) = R und Ui 6� k[j=1j 6=i Uj f�ur i = 1; : : : ; k :10



Sei V1 = U1. Da V1 [ k[i=2Ui =Mund M zusammenh�angend ist, gilt V1 \ k[i=2Ui 6= ; :Also existiert ein i2 2 f2; : : : ; kg mit V1 \ Ui2 6= ; :Sei o.B.d.A. i2 = 2. Na
h Lemma 1.3.3 ist V2 = V1 [ U2 hom�oomorph zu R oder S1. Ist V2 � R,so w�ahlen wir wie oben i3 2 f3; : : : ; kg mitV2 \ Ui3 6= ; :Wir nehmen o.B.d.A. i3 = 3 an und setzen V3 = V2 [ U3. Wiederum ist V3 zu R oder S1hom�oomorph. Ist V3 � R, so setzen wir das Verfahren fort. Da M kompakt ist, existiert eink0 � k mit Vk0 � S1. Andernfalls w�urde n�amli
h M � R folgen. Vk0 ist eine o�ene und als stetigesBild einer kompakten Menge au
h abges
hlossene Teilmenge vonM . DaM zusammenh�angend ist,gelangen wir zu M = Vk0 � S1 :Jetzt setzen wir �M 6= ; voraus und betra
hten das so genannte Doppel D(M) von M . Dieses istwie folgt de�niert. Sei N = (M�f0g)[ (M�f1g) und sei die �Aquivalenzrelation � auf N dadur
hgegeben, dass (x; 0) � (y; 1) genau dann gilt, wenn x = y und x 2 �M . Dann ist D(M) = N=�.D(M) ist eine kompakte eindimensionale topologis
he Mannigfaltigkeit. Au�erdem gilt na
h Kon-struktion �D(M) = ;. Na
h den �Uberlegungen oben ist somit D(M) � S1. Da M zu einer zusam-menh�angenden Teilmenge von D(M) hom�oomorph ist, folgt M � [0; 1℄. �Damit ist der erste Teil von Satz 1.3.2 bewiesen. F�ur den Beweis des zweiten Teils f�uhren wirzun�a
hst die folgende, lei
ht einzusehende Aussage an.Lemma 1.3.5 Sei U eine o�ene Teilmenge von R und sei ' : U ! ℄a; b[, a; b 2 R, ein Hom�oomor-phismus. Dann existieren sol
he a0; b0 2 R mit a0 � a und b � b0 und ein sol
her Hom�oomorphismus~' : R ! ℄a0; b0[, dass ~'��U = ' : �Folgerung 1.3.6 Sei X ein topologis
her Raum und seien Vi, i 2 N, o�ene Teilmengen von Xmit Vi � R f�ur i 2 Nsowie V1 � V2 � V3 � : : : und X = 1[i=1 Vi :Dann ist X hom�oomorph zu R.Beweis. Seien a1; b1 2 R mit a1 < b1 und sei '1 : V1 ! ℄a1; b1[ ein Hom�oomorphismus. Na
hLemma 1.3.5 existieren a2; b2 2 R mit a2 � a1 und b1 � b2 und ein Hom�oomorphismus '2 : V2 !℄a2; b2[ derart, dass '2��V1 = '1 :11



Analog �nden wir Hom�oomorphismen '3 : V3 ! ℄a3; b3[, '4 : V4 ! ℄a4; b4[, . . .mit'i+1��Vi = 'i :Setzen wir also a1 = limi!1 ai 2 R [ f�1g und b1 = limi!1 bi 2 R [ f1g ;so ist dur
h '(x) = 'i(x) f�ur x 2 Viein Hom�oomorphismus ' : X ! ℄a1; b1[ gegeben. Da jedes o�ene Intervall in R zu R hom�oomorphist, folgt die Behauptung. �Satz 1.3.7 Jede zusammenh�angende und ni
ht-kompakte eindimensionale topologis
he Mannigfal-tigkeit M ist zu R oder [0;1[ hom�oomorph.Beweis. Gelte zun�a
hst �M = ;. Wir w�ahlen einen Atlas f(Ui; 'i)gi=1;2;::: von M mit'i(Ui) = R und Ui 6� [j 6=iUj f�ur i = 1; 2; : : : :Wie im Beweis von Satz 1.3.4 bilden wir die Mengen Vi, i = 1; 2; : : :, so dass bei entspre
henderUmordnung Vi = U1 [ : : : [ Ui gilt. Na
h Lemma 1.3.3 ist Vi � R oder Vi � S1. Angenommen, esexistiert ein k0 mit Vk0 � S1. Wie im Beweis von Satz 1.3.4 k�onnen wir dann M � S1 s
hlie�en,was aber der Voraussetzung widerspri
ht, dass M ni
ht-kompakt ist. Also haben wir eine FolgeV1 � V2 � V3 � : : : von o�enen Mengen Vi � R mitM =[i Vi :Dies impliziert na
h Folgerung 1.3.6, dass M � R.Ist �M 6= ;, so bilden wir wieder das Doppel D(M) von M . Dies ist eine ni
ht-kompakte eindi-mensionale topologis
he Mannigfaltigkeit ohne Rand und somit, wie eben gezeigt, hom�oomorphzu R. Da M zu einer zusammenh�angenden Teilmenge von D(M), also zu einem Intervall in Rhom�oomorph ist, folgt M � [0;1[. �

12



2 Zur Klassi�kation der Fl�a
hen2.1 Beispiele und zusammenh�angende SummeVereinbarung: Unter einer Fl�a
he verstehen wir eine zusammenh�angende zweidimensionale to-pologis
he Mannigfaltigkeit.Zun�a
hst stellen wir einige Beispiele f�ur Fl�a
hen zusammen.Beispiel 2.1.1 Sei N = [0; 2℄� [0; 1℄ und sei die �Aquivalenzrelation � auf N von(0; x2) � (2; 1� x2)erzeugt.
��
��
��
��

�
�
�

�
�
�

a aDann ist M = N=� eine kompakte Fl�a
he mit Rand �M � S1. Diese Fl�a
he wird M�obius-Band genannt und ist das Standardbeispiel f�ur eine ni
ht-orientierbare Fl�a
he (vgl. De�nition 2.1.7unten). �Die weiteren Beispiele sind Beispiele f�ur so genannte ges
hlossene Fl�a
hen, d.h. f�ur kompakteFl�a
hen ohne Rand.Beispiel 2.1.2 Auf der Kreiss
heibe D2 = �(x1; x2) 2 R2 : x21 + x22 � 1	 betra
hten wir die von(x1; x2) � (x1;�x2) f�ur x21 + x22 = 1erzeugte �Aquivalenzrelation.
�
�
�
�

��
��
��
��

��
��
��
��
�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

a

aDann ist D2=� hom�oomorph zu S2. �Beispiel 2.1.3 Wir geben zwei weitere Bes
hreibungen f�ur den projektiven Raum RP2 (vgl. Bei-spiel 1.2.6) an. 13



(a) Wir betra
hten S2 = �x 2 R3 : jxj = 1	 mit der dur
hx � y () x = y oder x = �yde�nierten �Aquivalenzrelation.

Dann ist RP2 � S2=�. Das hei�t, identi�zieren wir die antipodalen Punkte auf S2, so erhaltenwir einen zu RP2 hom�oomorphen topologis
hen Raum.(b) Es ist RP2 � D2=�, wobei � die vonx � �x f�ur jxj = 1erzeugte �Aquivalenzrelation auf D2 ist.
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��
��

��
��
��
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��

����

��
��
��
��

��
��
��

��
��
��

a

aWie das Bild illustriert, enth�alt RP2 eine Teilmenge, die zum M�obius-Band hom�oomorph ist.�Beispiel 2.1.4 Sei wieder N = [0; 2℄� [0; 1℄ und sei die �Aquivalenzrelation � auf N von(x1; 0) � (x1; 1) und (0; x2) � (2; x2)erzeugt. In diesem Fall erh�alt man als Quotienten N=� den Torus T 2.
14



a

a

b   b �Beispiel 2.1.5 Betra
hten wir auf N = [0; 2℄� [0; 1℄ die von(x1; 0) � (x1; 1) und (0; x2) � (2; 1� x2)erzeugte �Aquivalenzrelation �, so ist der Quotient N=� die Kleins
he Flas
he K2.
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��

��
��
��
��

��
��
��
��

a

a

b
 b

Diese enth�alt wieder eine zum M�obius-Band hom�oomorphe Teilmenge. �Beispiel 2.1.6 Verklebt man die Kanten eines A
hte
ks wie unten angegeben, so erh�alt man die\Brezel
�a
he" (vgl. au
h Beispiel 2.1.10).
a

a

b

b

c

c
d

d

�In den Beispielen 2.1.2 bis 2.1.6 haben wir bisher no
h ni
hts dazu gesagt, ob die bes
hriebenenFl�a
hen orientierbar sind oder ni
ht. Dazu m�ussen wir zuerst \Orientierbarkeit" de�nieren. Imzweidimensionalen Fall kann man folgenderma�en verfahren.De�nition 2.1.7 Eine Fl�a
he hei�t ni
ht-orientierbar, falls sie eine Menge enth�alt, diehom�oomorph zum M�obius-Band ist. Andernfalls hei�t sie orientierbar.Der reell-projektive Raum RP2 und die Kleins
he Flas
he K2 sind demna
h ni
ht-orientierbar,w�ahrend die Sph�are S2, der Torus T 2 und die Brezel
�a
he orientierbar sind.15



Wir kommen jetzt zur Konstruktion der zusammenh�angenden Summe. Seien M1 und M2 zweiFl�a
hen. Wir w�ahlen Teilmengen D1 � M1 und D2 � M2 derart, dass D1 und D2 zur abge-s
hlossenen Kreiss
heibe D2 � R2 hom�oomorph sind. Au�erdem �xieren wir Hom�oomorphismenh1 : D1 ! D2 und h2 : D2 ! D2. Sei DÆi , i = 1; 2, das Innere von Di, d.h.DÆi = h�1i �D2;Æ� ;wobei D2;Æ = �(x1; x2) 2 R2 : x21 + x22 < 1	 :Wir versehen die disjunkte Vereinigung (M1rDÆ1) _[ (M2rDÆ2) mit der vonx � y f�ur x 2 �D1, y 2 �D2 und h1(x) = h2(y)erzeugten �Aquivalenzrelation und setzenM1℄M2 = ((M1rDÆ1) _[ (M2rDÆ2)) =� :Man erh�altM1℄M2 also, indem man ausM1 undM2 o�ene KreisgebieteDÆ1 undDÆ2 herauss
hneidetund dann die Randkreise �D1 und �D2 miteinander verklebt (vgl. Bildfolge unten). Wie man lei
htveri�zieren kann, ist M1℄M2 wieder eine Fl�a
he.

De�nition 2.1.8 Die Fl�a
he M1℄M2 hei�t zusammenh�angende Summe von M1 und M2.Beispiel 2.1.9 Die zusammenh�angende Summe S2℄S2 von zwei disjunkten Kopien von S2 ist zuS2 hom�oomorph. Um dies einzusehen, nutzen wir die in Beispiel 2.1.2 angegebene Bes
hreibungvon S2. F�ur die Konstruktion von S2℄S2 erhalten wir dann folgendes Bild, wobei 
 = �D1 und
0 = �D2. 16
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a

a

b

b

a

a

b

b �Beispiel 2.1.10 Die Brezel
�a
he ist hom�oomorph zu T 2℄T 2. Dies kann man folgenderma�en be-weisen (vgl. Beispiele 2.1.4 und 2.1.6).
a

a

b
b

d d

c

c

a

a

b

b c

c

d

d

a

a

b

b c

c

d

d �17



Das Hauptziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Satzes.Satz 2.1.11 Jede ges
hlossene Fl�a
he ist zu S2℄mT 2 f�ur ein m = 0; 1; : : : oder zu nRP2 f�ur einn = 1; 2; : : : hom�oomorph. Dabei istS2℄mT 2 = S2℄ T 2℄T 2℄ : : : ℄T 2| {z }m und nRP2 = RP2 ℄RP2 ℄ : : : ℄RP2| {z }n :Diesen Satz k�onnen wir mit Hilfe der folgenden �Uberlegung umformulieren.Satz 2.1.12 Es gilt:(i) RP2℄RP2 � K2,(ii) T 2℄RP2 � RP2℄RP2 ℄RP2 .Beweis. Wir beweisen hier nur die Aussage (i) und zwar wie folgt (vgl. Beispiele 2.1.3(b) und 2.1.5).
a

a b

b

a

a

b

b

a

a

b

bc

a a

b

b

c
c

b

b

c

c �Folgerung 2.1.13 F�ur n = 1; 2; : : : giltnRP2 � � RP2 ℄kT 2 , falls n = 2k + 1K2℄kT 2 , falls n = 2k + 2 :
18



Beweis. Diese Aussage kann man mit vollst�andiger Induktion beweisen. F�ur n = 1 ist die Behaup-tung trivial, f�ur n = 2 ist es Satz 2.1.12(i). F�ur den Induktionss
hritt s
hlie�t man mit Hilfe vonSatz 2.1.12(ii), dass nRP2 � �(n� 3)RP2� ℄RP2℄RP2 ℄RP2� �(n� 3)RP2� ℄RP2℄T 2� �(n� 2)RP2� ℄T 2f�ur n � 3. �Damit ist Satz 2.1.11 �aquivalent zuSatz 2.1.14 Jede ges
hlossene Fl�a
he ist zu S2℄mT 2, RP2℄mT 2 oder K2℄mT 2 f�ur ein m = 0; 1; : : :hom�oomorph.Wir wollen jetzt no
h \kanonis
he Formen" der Realisierung der Fl�a
hen S2, mT 2 und mRP2�xieren. F�ur S2 soll dieses die in Beispiel 2.1.2 angegebene Form sein. Als kanonis
he Form vonmT 2 und mRP2 w�ahlen wir die Darstellungen des folgenden Satzes.Satz 2.1.15 F�ur m = 1; 2; : : : gilt:(i) mT 2 ist hom�oomorph zu einem 4m-E
k, bei dem die Kanten in der im Bild bes
hriebenenArt und Weise identi�ziert sind.
a

a
b

a

b

a

b

a

b

a
b

m

m
m

1

1

1

1

2

2

2

2

bm

(ii) mRP2 ist hom�oomorph zu einem 2m-E
k, bei dem die Kanten folgenderma�en identi�ziertsind.
a

a
a

a

a

a

aa

m

m

1

1

2

2

3
3Beweis. (i) Wir beweisen das mittels Induktion �uber m. F�ur m = 1 ist die Behauptung trivial undf�ur m = 2 haben wir die Behauptung bereits gezeigt (siehe Beispiel 2.1.10). Ist die Behauptungf�ur m� 1 ri
htig, so erhalten wir die Behauptung f�ur m wie folgt.19
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1(ii) Der Beweis verl�auft analog zu (i). �Aus Satz 2.1.15 folgt, dass f�ur die Realisierung von mT 2 und mRP2 nur die Bes
hreibung derIdenti�kation auf dem Rand wesentli
h ist. Diese Identi�kation kann au
h folgenderma�en angege-ben werden: Wir �xieren auf dem Rand des Polygons einen Dur
hlaufsinn (z.B. im Uhrzeigersinn).Dann s
hreiben wir die Kanten, startend von einem �xierten E
kpunkt, hintereinander auf undversehen die Bezei
hnung einer Kante mit dem Exponent �1, falls die Ri
htung dieser Kanteentgegengesetzt zum �xierten Dur
hlaufsinn ist.Wenn wir diese Bes
hreibung nutzen, erhalten wirFolgerung 2.1.16 (i) S2 ist hom�oomorph zum 2-E
k mit der Identi�kationaa�1auf dem Rand.(ii) mT 2, m = 1; 2; : : :, ist hom�oomorph zum 4m-E
k mit der Identi�kationa1b1a�11 b�11 a2b2a�12 b�12 : : : ambma�1m b�1mauf dem Rand.(iii) mRP2 , m = 1; 2; : : :, ist hom�oomorph zum 2m-E
k mit der Identi�kationa1a1a2a2 : : : amamauf dem Rand. �20



2.2 Triangulation von kompakten Fl�a
henIm folgenden sei M eine Fl�a
he.De�nition 2.2.1 Eine Triangulation von M ist eine Familie f(Ti; 'i)gi2I mit folgenden Ei-gens
haften:(1) Jedes Ti ist eine abges
hlossene Teilmenge von M und[i2I Ti =M :(2) F�ur jedes i 2 I ist 'i : T 0i ! Ti ein Hom�oomorphismus von einem Dreie
k T 0i � R2 auf Ti.(3) Ist Ti \ Tj 6= ; f�ur i 6= j, so gilt genau einer der folgenden beiden F�alle.(a) '�1i (Ti \ Tj) = fxig und '�1j (Ti \ Tj) = fxjg, wobei xi eine E
ke von T 0i und xj eineE
ke von T 0j ist.(b) '�1i (Ti \ Tj) ist eine Kante von T 0i und '�1j (Ti \ Tj) ist eine Kante von T 0j.Eine Triangulation f(Ti; 'i)gi2I hei�t endli
h, falls die Indexmenge I endli
h ist.Bezei
hnung 2.2.2 Ist f(Ti; 'i)gi2I eine Triangulation, so nennen wir die Ti au
h Dreie
ke unddie Bilder von Kanten und E
ken von T 0i unter 'i au
h Kanten und E
ken.Im n�a
hsten Bild sind typis
he Beispiele f�ur Situationen dargestellt, die bei Triangulationen ni
htzugelassen sind.
T T1

2

T
T

3

4
T T5

6Beispiel 2.2.3 Das linke Bild bes
hreibt eine Triangulation von S2, das re
hte dagegen ni
ht.
�

21



Beispiel 2.2.4 Im linken Bild sehen wir eine Triangulation vom projektiven Raum RP2 , w�ahrenddas re
hte Bild keine Triangulation ist.
1

2

3

1

2

3

4

5

6

�Beispiel 2.2.5 Links ist eine Triangulation vom Torus T 2 dargestellt. Die im re
hten Bild ange-gebene \Zerlegung" von T 2 ist keine Triangulation.

�Den folgenden Satz geben wir ohne Beweis an.Satz 2.2.6 (i) Jede Fl�a
he besitzt eine Triangulation (man sagt: \ist triangulierbar").(ii) Jede Triangulation einer kompakten Fl�a
he ist endli
h. �Bemerkung 2.2.7 (i) Der erste Beweis von Satz 2.2.6(i) wurde 1925 von T. Rado publiziert.(ii) Die Triangulierbarkeit von dreidimensionalen topologis
hen Mannigfaltigkeiten wurde 1952von E. Moise bewiesen.(iii) Ob topologis
he Mannigfaltigkeiten h�oherer Dimension stets triangulierbar sind, ist bisherunbekannt. �Den folgenden Satz werden wir beim Beweis von Satz 2.1.11 wesentli
h benutzen.22



Satz 2.2.8 Sei f(Ti; 'i)gi=1;:::;n eine Triangulation einer ges
hlossenen Fl�a
he M . Dann gilt:(i) Jede Kante L �M ist Kante von genau zwei Dreie
ken Ti und Tj.(ii) Sei x 2 M eine E
ke. Dann k�onnen wir die Dreie
ke, die x als E
ke besitzen, derart alsendli
he Folge Ti1 ; Ti2 ; : : : ; Tikanordnen, dass Tij und Tij+1 f�ur 1 � j � k eine gemeinsame Kante haben. Dabei ist Tik+1 =Ti1 gesetzt.Beweis. (i) Sei L � M eine Kante und sei y 2 L ein innerer Punkt von L in der Relativtopologievon L. W�are L Kante nur eines Dreie
ks Ti, so w�are y 2 �M , was aber �M = ; widerspre
henw�urde. Also muss L Kante von mindestens 2 Dreie
ken sein. Dass L ni
ht Kante von mehr alszwei Dreie
ken sein kann, folgt daraus, dass y eine zur o�enen Kreiss
heibe D2;Æ hom�oomorpheUmgebung U �M besitzt.(ii) Wir betra
hten ein U 2 U(x) mit U � D2;Æ und einen Hom�oomorphismus  : U ! D2;Æ mit (x) = 0. Ist U gen�ugend klein, so hat die Triangulation unter  folgendes Bild.
0

�2.3 Beweis von Satz 2.1.11SeiM eine ges
hlossene Fl�a
he. Wir werden zeigen, dassM hom�oomorph zu einem Polygon ist, beidem die Kanten paarweise in einer der in Folgerung 2.1.16 angegebenen Arten identi�ziert sind.Zuerst beweisen wirLemma 2.3.1 F�ur jede Triangulation von M existiert eine sol
he Anordnung T1; : : : ; Tn seinerDreie
ke, dass Ti f�ur i = 2; : : : ; n mit mindestens einem der Dreie
ke T1; : : : ; Ti�1 eine gemeinsameKante ei besitzt.Beweis. Sei eine beliebige Triangulation vonM gegeben. Wir �xieren ein Dreie
k T1. Dann w�ahlenwir T2 derart, dass T1 und T2 eine gemeinsame Kante haben. Als n�a
hstes w�ahlen wir ein Dreie
kT3, das entweder mit T1 oder mit T2 eine gemeinsame Kante besitzt. Analog w�ahlen wir T4; T5; : : :.Da die Triangulation na
h Satz 2.2.6(ii) endli
h ist, muss dieser Prozess bei einem Tk abbre
hen.Angenommen, fT1; : : : ; Tkg enth�alt ni
ht alle Dreie
ke der Triangulation. Seien Tk+1; : : : ; Tn dierestli
hen Dreie
ke. Dann besitzt kein Dreie
k aus der Menge fT1; : : : ; Tkg mit irgendeinem Dreie
kaus der Menge fTk+1; : : : ; Tng eine gemeinsame Kante. Au�erdem existieren kein i 2 f1; : : : ; kg und23



kein j 2 fk+1; : : : ; ng derart, dass Ti und Tj eine gemeinsame E
ke besitzen. Sonst w�urde n�amli
hmit Satz 2.2.8(ii) folgen, dass au
h ein sol
hes i0 2 f1; : : : ; kg und ein sol
hes j0 2 fk + 1; : : : ; ngexistieren, dass Ti0 und Tj0 eine gemeinsame Kante besitzen.Wir erhalten somit, dass k[i=1Ti \ n[j=k+1 Tj = ; :Das hei�t, wir haben zwei ni
htleere, abges
hlossene Teilmengen vonM , die disjunkt sind. Da diesim Widerspru
h dazu steht, dass M zusammenh�angend ist, ist das Lemma bewiesen. �Sei jetzt f(Ti; 'i)gi=1;:::;n eine Triangulation von M . Wir setzen o.B.d.A. voraus, dass T1; : : : ; Tneine Anordnung gem�a� Lemma 2.3.1 ist und dass e2; : : : ; en eine entspre
hende Wahl von Kantenist. Dies nutzen wir zur Konstruktion eines Polygons, wel
hes na
h paarweiser Identi�kation derKanten hom�oomorph zu M ist.Sei wieder T 0i das zum Hom�oomorphismus 'i : T 0i ! Ti geh�orende gew�ohnli
he Dreie
k in derEuklidis
hen Ebene R2 . Wir nehmen o.B.d.A. an, dassT 0i \ T 0j = ; f�ur i 6= j :Sei T 0 = n[i=1 T 0i :Dies ist eine kompakte Teilmenge von R2 . Wir de�nieren ' : T 0 !M dur
h'��T 0i = 'i f�ur i = 1; : : : ; n :O�ensi
htli
h ist ' stetig und surjektiv.Lemma 2.3.2 Die Topologie von M ist die von ' induzierte Quotiententopologie.Beweis. Wir m�ussen zeigen, dass V � M genau dann abges
hlossen ist, wenn '�1(V ) � T 0abges
hlossen ist.Sei V �M abges
hlossen. Da ' stetig ist, ist dann au
h '�1(V ) � T 0 abges
hlossen.Sei umgekehrt '�1(V ) � T 0 abges
hlossen. Da T 0 kompakt ist, ist au
h '�1(V ) kompakt. Wegender Stetigkeit von ' und V = ' �'�1(V )� folgt, dass V kompakt und insbesondere eine abges
hlos-sene Teilmenge von M ist. �Auf T 0 betra
hten wir die von x � y f�ur '(x) = '(y) 2 n[i=2 eierzeugte �Aquivalenzrelation und setzen D = T 0=� :Ans
hauli
h entsteht also D aus T 0 dur
h Zusammenkleben der Dreie
ke mit gemeinsamer Kanteei entlang ei.Da nur sol
he Elemente von T 0 identi�ziert werden, die unter ' das glei
he Bild haben, existierteine Abbildung  : D !M mit  Æ � = ' :Dabei ist � : T 0 ! D die kanonis
he Projektion.24



Lemma 2.3.3 Die Abbildung  ist stetig.Beweis. Sei V �M abges
hlossen. Da ' stetig ist, ist '�1(V ) � T 0 abges
hlossen. Weil '�1(V ) =��1 � �1(V )� und weil D die von � induzierte Quotiententopologie tr�agt, bedeutet das, dass �1(V ) � D abges
hlossen ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. �Wie bei ' zeigt man, dass die Topologie von M die von  induzierte Quotiententopologie ist.Lemma 2.3.4 D ist zur abges
hlossenen Kreiss
heibe D2 hom�oomorph.Beweis.Wir �uberlegen uns zuerst folgendes. Seien V1 und V2 hom�oomorph zuD2 und gelte V1\V2 =;. Au�erdem seien Mengen Ui � �Vi und Hom�oomorphismen hi : Ui ! [0; 1℄, i = 1; 2, gegeben.Auf V1 [ V2 betra
hten wir die vonx � y f�ur x 2 U1, y 2 U2 und h1(x) = h2(y)erzeugte �Aquivalenzrelation. Wie das n�a
hste Bild illustriert, ist dann (V1 [ V2)=� hom�oomorphzu D2.
U U

V V

1
2

1
2Bea
htet man nun, dass T 0i � D2 f�ur i = 1; : : : ; n, und klebt man D s
hrittweise aus diesenDreie
ken zusammen, so folgt mit der obigen �Uberlegung die Behauptung. �O�ensi
htli
h erh�alt man die Fl�a
he M aus dem Polygon D, indem man bestimmte Paare vonKanten auf dem Rand von D miteinander identi�ziert. Wi
htig ist jetzt also nur no
h die Identi-�kation auf dem Rand. Diese Identi�kation k�onnen wir in der vor Folgerung 2.1.16 angegebenenArt und Weise bes
hreiben, z.B.aa�1fbb�1f�1e�1g

�1g�1dd�1e :Unser Ziel ist nun, das PolygonD s
hrittweise derart zu transformieren, dass die Randidenti�kationeine der in Folgerung 2.1.16 angegebenen Formen annimmt. Daf�ur setzen wir o.B.d.A. voraus, dassM weder zu S2 no
h zu RP2 hom�oomorph ist. Dann besteht der Rand von D aus mindestens 4Kanten.1. S
hritt: Tritt in der Bes
hreibung der Randidenti�kation eine Zei
henkette der Form aa�1 auf,so kann diese wie folgt eliminiert werden.

a

a
a

a a
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Wir k�onnen somit o.B.d.A. annehmen, dass in der Randidenti�kation von D Ausdr�u
ke der Formaa�1 ni
ht enthalten sind.2. S
hritt: Im n�a
hsten S
hritt transformieren wir D zu einem Polygon, bei dem alle E
ken miteinem einzigen Punkt identi�ziert werden.Wir nennen zwei E
ken von D �aquivalent, falls sie bei der Randidenti�kation in einen Punkt�ubergehen. Hat D no
h ni
ht die gew�uns
hte Gestalt, d.h. D besitzt mindestens zwei vers
hiedene�Aquivalenzklassen von E
ken, so existieren zwei bena
hbarte E
ken P und Q, die ni
ht �aquivalentsind (siehe Bild unten). Na
h Voraussetzung kann die Seite a ni
ht mit der Seite b identi�ziertwerden. Folgli
h k�onnen wir wie na
hfolgend angegeben verfahren.
P

Q

a b

c

a P

c

Q

a

bc

Q

P

Es ensteht ein neues Polygon D0 mit einem Element weniger in der �Aquivalenzklasse von P undeinem Element mehr in der �Aquivalenzklasse von Q. Wir wiederholen den 1. S
hritt. Dabei kannh�o
hstens P innerer Punkt des neugebildeten Polygons D00 werden. In diesem Fall w�urde si
hdie Anzahl der Elemente in den �Aquivalenzklassen von P und Q jeweils um 1 vermindern. Sindno
h ni
ht alle E
ken von D00 �aquivalent, so wiederholen wir die obige Konstruktion geeignet.O�ensi
htli
h erhalten wir na
h endli
h vielen Wiederholungen das gew�uns
hte Resultat.3. S
hritt: Wir transformieren : : : b : : : b : : : wie folgt zu : : :�b�b : : :.
b

b
b

b b

b

Tritt bei der Identi�kation des Randes die Situation : : : a : : : a�1 : : : ni
ht auf, so sind wir fertig.Als Identi�kationsvors
hrift f�ur den Rand haben wir dann n�amli
ha1a1a2a2 : : : anan ;woraus M � nRP2 folgt. Im anderen Fall k�onnen wir das folgende Lemma benutzen, wobei wirvoraussetzen, dass der 1. bis 3. S
hritt bereits dur
hgef�uhrt sind.26



Lemma 2.3.5 Enth�alt die Bes
hreibung der Randidenti�kation : : : 
 : : : 
�1 : : :, so enth�alt sie au
h: : : 
 : : : d : : : 
�1 : : : d�1 : : : f�ur ein weiteres Paar von Kanten d.Beweis. Angenommen, sol
h ein Paar von Kanten d existiert ni
ht. Dann haben wir folgendes Bild.
c c

Q Q

P P

A

BDabei sind A und B Folgen von Kanten. Jede Kante in A muss mit einer Kante in A identi�ziertwerden und genauso f�ur B. Dann k�onnen aber P undQ ni
ht �aquivalent sein, was der Voraussetzungwiderspri
ht, dass der 2. S
hritt dur
hgef�uhrt ist. �4. S
hritt: Wir transformieren : : : 
 : : : d : : : 
�1 : : : d�1 : : : in : : : �
 �d�
�1 �d�1 : : :.

d

d

c c

c

c c

c

d

d

c

c

c

d

d

cIst na
h dem 4. S
hritt in der Bes
hreibung der Identi�kation auf dem Rand kein Paar aa enthalten,so hat die Randidenti�kation die Gestalta1b1a�11 b�11 a2b2a�12 b�12 : : : anbna�1n b�1n27



und folgli
h gilt M � nT 2. Andernfalls benutzen wir, dass (vgl. Satz 2.1.12(ii))T 2℄RP2 � RP2℄RP2℄RP2 :Demna
h kann : : : aba�1b�1

 : : : dur
h : : : �a�a�b�b�
�
 : : : ersetzt werden. Enth�alt also die Bes
hreibungder Randidenti�kation na
h dem 4. S
hritt ein Paar aa, so kann man das Polygon so transformieren,dass die Identi�kation auf dem Rand dur
ha1a1a2a2 : : : anangegeben ist. Damit gilt wieder M � nRP2 , womit der Beweis von Satz 2.1.11 beendet ist.2.4 Zur Klassi�kation kompakter Fl�a
hen mit RandSei M eine kompakte Fl�a
he mit Rand, d.h. eine zusammenh�angende und kompakte zweidimen-sionale topologis
he Mannigfaltigkeit mit �M 6= ;. Man kann zeigen, dass dann �M (bez�ugli
hder Relativtopologie) eine kompakte eindimensionale topologis
he Mannigfaltigkeit ohne Rand ist.Na
h Satz 1.3.2 ist somit jede Zusammenhangskomponente von �M hom�oomorph zu S1.Sei M� diejenige Fl�a
he, die aus M entsteht, indem man an jede Randkomponente von M , d.h.jede Zusammenhangskomponente von �M l�angs S1 eine Kreiss
heibe anklebt. Dann ist M� eineges
hlossene Fl�a
he.Die n�a
hste Bildfolge bes
hreibt diese Konstruktion f�ur eine Fl�a
heM mit drei Randkomponenten,bei der M� zur Sph�are S2 hom�oomorph ist.

Unten ist ein Beispiel angegeben, bei dem M zwei Randkomponenten besitzt und M� zum TorusT 2 hom�oomorph ist. 28



Die Klassi�kation der kompakten Fl�a
hen mit Rand kann mit folgendem Satz auf die Klassi�kationder ges
hlossenen Fl�a
hen zur�u
kgef�uhrt werden.Satz 2.4.1 Seien M1 und M2 zwei kompakte Fl�a
hen mit Rand und habe M1 die glei
he Anzahlvon Randkomponenten wie M2. Dann sind M1 und M2 genau dann hom�oomorph, wenn M�1 undM�2 hom�oomorph sind. �2.5 Die Euler-Charakteristik einer ges
hlossenen Fl�a
heWir erinnern zun�a
hst an folgenden Fakt.Satz 2.5.1 (Eulers
he Polyederformel) Sei P ein konvexes Polyeder und bezei
hne e die An-zahl der E
ken, k die Anzahl der Kanten und s die Anzahl der Seiten von P . Dann iste� k+ s = 2 :Beweis. Sei F die Ober
�a
he von P , d.h. F = �P , und sei S eine Seite von P . Wir entfernen vonF das Innere von S. Das so entstehende Gebilde ist eine aus Polygonen zusammengesetzte Fl�a
heF 0 mit Rand �F 0 = �S. Da P konvex ist, k�onnen wir F 0 dur
h eine geeignete Zentralprojektion
a
h in der Ebene ausbreiten. Wie im Bild unten f�ur den W�urfel skizziert, erhalten wir auf dieseWeise ein ebenes Netz N , au
h S
hlegel-Diagramm von P genannt, mit e Knotenpunkten undk Kanten, die a = s� 1 Polygone eins
hlie�en.
29



Wir setzen x = e� k+ s = e� k+ a+ 1 :Um zu zeigen, dass x = 2, �andern wir N wie folgt ab. Zun�a
hst zerlegen wir jedes der Polygonevon N dur
h Diagonalen in Dreie
ke. Da si
h beim Einf�ugen einer Diagonalen sowohl k als au
ha um 1 erh�ohen, bleibt x dabei unver�andert.
Dann f�uhren wir einen der folgenden S
hritte aus.S
hritt A: Wir entfernen eine au�en liegende Kante von N , wel
he glei
hzeitig Kante eines Drei-e
ks ist. Da si
h sowohl k als au
h a um 1 vermindern, �andert si
h x ni
ht.S
hritt B: Wir entfernen einen au�en liegenden Knotenpunkt vonN , wel
her kein E
kpunkt einesDreie
ks ist, und die mit diesem Knotenpunkt inzidierende Kante. Hierbei nehmen e und kum 1 ab. Also bleibt x wieder unver�andert.Indem wir dies so lange wie m�ogli
h wiederholen, errei
hen wir s
hlie�li
h, dass das Netz nur no
haus einem Knotenpunkt besteht, also e = 1 und k = a = 0 gilt.

30



Da si
h aus e = 1 und k = a = 0 trivialerweisex = e� k+ a+ 1 = 2ergibt, ist damit der Satz bewiesen. �Bemerkung 2.5.2 Ohne die Voraussetzung, dass P konvex ist, wird Satz 2.5.1 fals
h. Man be-tra
hte z.B. das folgende Polyeder, dessen Ober
�a
he zu T 2 hom�oomorph ist.

Hier ist e = 16, k = 32, s = 16 und somit e� k+ s = 0. �Sei jetzt M eine ges
hlossene Fl�a
he. Wir w�ahlen eine Triangulation T von M und setzen�(M) = e� k+ s ;wobei e = e(T ) die Anzahl der E
ken, k = k(T ) die Anzahl der Kanten und s = s(T ) die Anzahlder Dreie
ke der Triangulation T bezei
hnet. Verfeinert man T , indem man Dreie
ke wie untenangegeben zerlegt, so bleibt, wie man lei
ht sieht, �(M) unver�andert.
Diesen Fakt benutzt man zum Beweis vonSatz 2.5.3 Die ganze Zahl �(M) h�angt ni
ht von der Wahl der Triangulation von M ab. �De�nition 2.5.4 Die Zahl �(M) hei�t die Euler-Charkteristik von M .

31



Beispiel 2.5.5 Wir betra
hten die Triangulation der Sph�are S2 aus Beispiel 2.2.3.
Hier ist e = 5, k = 9 und s = 6. Folgli
h ist � �S2� = 2. Da die Ober
�a
he jedes konvexen Polyederszu S2 hom�oomorph ist, korreliert dieses Resultat mit der Eulers
hen Polyederformel. �Beispiel 2.5.6 F�ur die unten abgebildete Triangulation des projektiven Raumes RP2 aus Bei-spiel 2.2.4 gilt e = 6, k = 15 und s = 10.

1

2

3

1

2

3

4

5

6

Demna
h ist � �RP2� = 1. �Beispiel 2.5.7 Die Euler-Charakteristik vom Torus T 2 bere
hnen wir anhand der Triangulationaus Beispiel 2.2.5.

In diesem Fall haben wir e = 9, k = 27 und s = 18, woraus si
h � �T 2� = 0 ergibt. �Zur Bere
hnung der Euler-Charakteristik einer beliebigen ges
hlossenen Fl�a
he benutzen wir32



Satz 2.5.8 Seien M1 und M2 zwei ges
hlossene Fl�a
hen. Dann gilt�(M1℄M2) = �(M1) + �(M2)� 2 :Beweis. Sei Ti eine Triangulation von Mi und sei Ti ein Dreie
k von Ti, i = 1; 2. Da T1 und T2 zurabges
hlossenen Kreiss
heibe D2 hom�oomorph sind, istM1℄M2 = ((M1rT Æ1 ) _[ (M2rT Æ2 )) =� ;wobei T Æi das Innere von Ti ist und die �Aquivalenzrelation � der Identi�kation von �T1 und �T2entspri
ht. Da wir dabei annehmen k�onnen, dass die E
ken von T1 mit den E
ken von T2 identi�ziertwerden, erhalten wir aus den Triangulationen T1 und T2 eine Triangulation T von M1℄M2 mite(T ) = e(T1) + e(T2)� 3 ;k(T ) = k(T1) + k(T2)� 3 unds(T ) = s(T1) + s(T2)� 2 :Das liefert die Behauptung. �Folgerung 2.5.9 Es gilt � �S2℄mT 2� = 2� 2m f�ur m = 0; 1; : : :und � �nRP2� = 2� n f�ur n = 1; 2; : : : :Beweis. Na
h den Beispielen 2.5.5 und 2.5.6 ist� �S2� = 2 und � �RP2� = 1 :Au�erdem haben wir na
h Satz 2.5.8 und Beispiel 2.5.7� �S2℄(m+ 1)T 2� = � �S2℄mT 2�+ � �T 2�� 2= � �S2℄mT 2�� 2und � �(n+ 1)RP2� = � �nRP2�+ � �RP2�� 2= � �RP2�� 1f�ur m = 0; 1; : : : und n = 1; 2; : : :. Mit vollst�andiger Induktion folgt die Behauptung. �Aufgrund von Satz 2.1.11 haben wir mit Folgerung 2.5.9 die Euler-Charakteristik jeder ges
hlos-senen Fl�a
he bestimmt.De�nition 2.5.10 Sei M eine ges
hlossene Fl�a
he. Ist M hom�oomorph zu S2℄mT 2 f�ur ein m =0; 1; : : :, so hei�t M orientierbare Fl�a
he vom Ges
hle
ht m. Ist M hom�oomorph zu nRP2f�ur ein n = 1; 2; : : :, so hei�t M ni
ht-orientierbare Fl�a
he vom Ges
hle
ht n.Folgerung 2.5.9 besagt mit dieser De�nition:Folgerung 2.5.11 Ist M eine orientierbare (bzw. ni
ht-orientierbare) Fl�a
he vom Ges
hle
ht g,so gilt �(M) = 2� 2g (bzw. �(M) = 2� g). �33



3 Die Fundamentalgruppe ges
hlossener Fl�a
hen3.1 Homotopie von Wegen und die Fundamentalgruppe eines topologi-s
hen RaumesIm folgenden bezei
hne X einen topologis
hen Raum.De�nition 3.1.1 Ein Weg in X von x na
h y ist eine stetige Abbildung � : [0; 1℄ ! X mit�(0) = x und �(1) = y. Ein Weg � hei�t ges
hlossen, falls �(0) = �(1).De�nition 3.1.2 Zwei Wege �0 und �1 in X hei�en homotop bez�ugli
h f0; 1g (in Zei
hen:�0 � �1 relf0; 1g), falls eine stetige Abbildung H : [0; 1℄� [0; 1℄! X mitH(t; 0) = �0(t) und H(t; 1) = �1(t) f�ur alle t 2 [0; 1℄und H(0; s) = �0(0) und H(1; s) = �0(1) f�ur alle s 2 [0; 1℄existiert. Die Abbildung H hei�t dann Homotopie zwis
hen �0 und �1.Bemerkung 3.1.3 (i) Aus �0 � �1 relf0; 1g folgt �0(0) = �1(0) und �0(1) = �1(1). Ist n�amli
hH eine Homotopie zwis
hen �0 und �1, so gilt�0(0) = H(0; 1) = �1(0) und �0(1) = H(1; 1) = �1(1) :(ii) Seien �0 und �1 Wege in X von x na
h y und sei H eine Homotopie zwis
hen �0 und �1.Dann bilden die AbbildungenHs : [0; 1℄! X ; Hs(t) = H(t; s) ;eine stetige Familie fHsgs2[0;1℄ von Wegen von x na
h y mit H0 = �0 und H1 = �1.
x

y

σ

σ

0

1 �Beispiel 3.1.4 Seien die Wege �0 und �1 in R2 dur
h�0(t) = (
os(�t); sin(�t)) und �1(t) = (
os(�t);� sin(�t)) f�ur t 2 [0; 1℄gegeben. 34



σ

σ

0

1

1

1

−1

−1

Dann gilt �0 � �1 relf0; 1g, dennH : [0; 1℄� [0; 1℄! R2 ; H(t; s) = (
os(t�); (1� 2s) sin(t�)) ;ist eine Homotopie zwis
hen �0 und �1. �Beispiel 3.1.5 Wir betra
hten wieder �0 und �1 aus Beispiel 3.1.4, aber diesmal als Wege in�x 2 R2 : jxj > 1=2	. Dann sind �0 und �1 ni
ht homotop bez�ugli
h f0; 1g. �Satz 3.1.6 Die Relation � relf0; 1g auf der Menge aller Wege in X ist eine �Aquivalenzrelation.Beweis. F�ur jeden Weg � in X gilt � � � relf0; 1g, denn(t; s) 2 [0; 1℄� [0; 1℄ 7! �(t) 2 Xist eine Homotopie zwis
hen � und �. Gilt �0 � �1 relf0; 1g, so gilt au
h �1 � �0 relf0; 1g. Istn�amli
h H eine Homotopie zwis
hen �0 und �1, so ist(t; s) 2 [0; 1℄� [0; 1℄ 7! H(t; 1� s) 2 Xeine Homotopie zwis
hen �1 und �0. Ist s
hlie�li
h H1 eine Homotopie zwis
hen �0 und �1 undH2 eine Homotopie zwis
hen �1 und �2, so ist dur
hH3(t; s) = � H1(t; 2s) f�ur (t; s) 2 [0; 1℄� [0; 1=2℄H2(t; 2s� 1) f�ur (t; s) 2 [0; 1℄� [1=2; 1℄eine Homotopie H3 zwis
hen �0 und �2 gegeben. Also folgt aus �0 � �1 relf0; 1g und �1 ��2 relf0; 1g die Beziehung �0 � �2 relf0; 1g. �Die �Aquivalenzklasse eines Weges � bez�ugli
h � relf0; 1g bezei
hnen wir mit [�℄.De�nition 3.1.7 Seien � und � Wege in X mit �(1) = �(0). Das Produkt der Wege � und �ist der dur
h � � �(t) = � �(2t) f�ur t 2 [0; 1=2℄�(2t� 1) f�ur t 2 [1=2; 1℄de�nierte Weg � � � in X. 35



Lemma 3.1.8 Seien �0; �1; �0; �1 Wege in X mit �0(1) = �0(0) und �1(1) = �1(0). Gilt dann�0 � �1 relf0; 1g und �0 � �1 relf0; 1g, so gilt au
h �0 � �0 � �1 � �1 relf0; 1g.Beweis. Ist H eine Homotopie zwis
hen �0 und �1 und ist F eine Homotopie zwis
hen �0 und �1,so de�niert (t; s) 7! � H(2t; s) f�ur (t; s) 2 [0; 1=2℄� [0; 1℄F (2t� 1; s) f�ur (t; s) 2 [1=2; 1℄� [0; 1℄eine Homotopie zwis
hen �0 � �0 und �1 � �1. �Lemma 3.1.8 re
htfertigt folgende De�nition.De�nition 3.1.9 Sind � und � Wege in X mit �(1) = �(0), so setzen wir[�℄ � [� ℄ = [� � � ℄ :Lemma 3.1.10 Seien �, � und � Wege in X mit �(1) = �(0) und �(1) = �(0). Dann gilt(� � �) � � � � � (� � �) relf0; 1g :Beweis. Sei �s : [0; 1℄! [0; 1℄ f�ur s 2 [0; 1℄ dur
h�s(t) =8<: 2t=(1 + s) f�ur t 2 [0; (1 + s)=4℄t+ (1� s)=4 f�ur t 2 [(1 + s)=4; (2 + s)=4℄(t+ 1� s)=(2� s) f�ur t 2 [(2 + s)=4; 1℄de�niert. Wie man lei
ht veri�ziert, ist dann(t; s) 2 [0; 1℄� [0; 1℄ 7! � � (� � �) (�s(t)) 2 Xeine Homotopie zwis
hen (� � �) � � und � � (� � �). �Ist x 2 X , so sei "x der dur
h "x(t) = x f�ur alle t 2 [0; 1℄gegebene Weg in X .Lemma 3.1.11 Sei � ein Weg in X von x na
h y. Dann gilt"x � � � � relf0; 1g und � � "y � � relf0; 1g :Beweis. Sei �s : [0; 1℄! [0; 1℄ f�ur s 2 [0; 1℄ dur
h�s(t) = � 0 f�ur t 2 [0; (1� s)=2℄(2t� 1 + s)=(1 + s) f�ur t 2 [(1� s)=2; 1℄gegeben. Dann ist (t; s) 2 [0; 1℄� [0; 1℄ 7! � (�s(t))eine Homotopie zwis
hen "x � � und �. Analog konstruiert man eine Homotopie zwis
hen � � "yund �. �Dur
h ��(t) = �(1� t) f�ur t 2 [0; 1℄ordnen wir jedem Weg � einen Weg �� zu. 36



Lemma 3.1.12 Sind �0 und �1 zwei Wege in X und gilt �0 � �1 relf0; 1g, so gilt au
h ��0 ���1 relf0; 1g.Beweis. Ist H eine Homotopie zwis
hen �0 und �1, so ist(t; s) 2 [0; 1℄� [0; 1℄ 7! H(1� t; s) 2 Xeine Homotopie zwis
hen ��0 und ��1. �Lemma 3.1.13 Sei � ein Weg in X von x na
h y. Dann gilt� � �� � "x relf0; 1g und �� � � � "y relf0; 1g :Beweis. Die AbbildungH : [0; 1℄� [0; 1℄! X ; H(t; s) = � �(2t(1� s)) f�ur (t; s) 2 [0; 1=2℄� [0; 1℄�(2(1� t)(1� s)) f�ur (t; s) 2 [1=2; 1℄� [0; 1℄ ;ist eine Homotopie zwis
hen � � �� und "x. In �ahnli
her Weise gibt man eine Homotopie zwis
hen�� � � und "y an. �Sei x 2 X und sei 
(X; x) die Menge aller ges
hlossenen Wege � in X mit �(0) = �(1) = x.Desweiteren sei �1(X; x) die Menge aller �Aquivalenzklassen von Wegen � 2 
(X; x) bez�ugli
h� relf0; 1g. Wir versehen �1(X; x) mit dem in De�nition 3.1.9 eingef�uhrten Produkt. Dann habenwir:Satz 3.1.14 �1(X; x) ist eine Gruppe.Beweis. Lemma 3.1.10 impliziert die Assoziativit�at der Multiplikation in �1(X; x). Aus Lem-ma 3.1.11 folgt, dass ["x℄ das Einselement von �1(X; x) ist. Aus Lemma 3.1.12 und Lemma 3.1.13erhalten wir, dass das inverse Element zu [�℄ 2 �1(X; x) dur
h[�℄�1 = [��℄gegeben ist. �De�nition 3.1.15 Die Gruppe �1(X; x) hei�t die Fundamentalgruppe von X im Punkt x.Satz 3.1.16 Seien x; y 2 X. Existiert ein Weg � in X von x na
h y, so sind die Gruppen �1(X; x)und �1(X; y) isomorph.Beweis. Sei � ein Weg in X von x na
h y. Wir de�nieren � : �1(X; x)! �1(X; y) dur
h�([�℄) = [�� � � � � ℄ :Na
h Lemma 3.1.8 ist � korrekt de�niert. Mit Lemma 3.1.11 und Lemma 3.1.13 k�onnen wirs
hlie�en, dass �([�1℄ � [�2℄) = �([�1 � �2℄)= [�� � �1 � �2 � � ℄= [�� � �1 � � � �� � �2 � � ℄= [�� � �1 � � ℄ � [�� � �2 � � ℄= �([�1℄) ��([�2℄) :37



Damit ist gezeigt, dass � ein Gruppenhomomorphismus ist. Dieser Homomorphismus ist injektiv,denn aus �([�℄) = ["y℄, d.h. �� � � � � � "y relf0; 1g, folgt� � � � �� � � � � � �� � � � "y � �� � � � �� � "x relf0; 1g ;d.h. [�℄ = ["x℄. Der Homomorphismus � ist au
h surjektiv. Ist n�amli
h [�℄ 2 �1(X; y), so ist[� � � � �� ℄ 2 �1(X; x) und es gilt�([� � � � �� ℄) = [�� � � � � � �� � � ℄ = [�℄ : �De�nition 3.1.17 Ein topologis
her Raum X hei�t wegzusammenh�angend, falls f�ur alle x; y 2X ein Weg � in X von x na
h y existiert.Eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 3.1.16 istFolgerung 3.1.18 Ist X wegzusammenh�angend, so sind die Gruppen �1(X; x) und �1(X; y) f�uralle x; y 2 X isomorph. �Die Fundamentalgruppe eines wegzusammenh�angenden topologis
hen Raumes X ist also bis aufIsomorphie eindeutig bestimmt. Statt �1(X; x) s
hreiben wir dann einfa
h �1(X).Wir wollen jetzt no
h zeigen, dass die Fundamentalgruppe eine topologis
he Invariante ist. SeienX und Y topologis
he R�aume, sei f : X ! Y eine stetige Abbildung und sei x 2 X . Wir de�nierenf� : �1(X; x)! �1(Y; f(x)) dur
h f�([�℄) = [f Æ �℄ :Die De�nition von f� ist korrekt. Sind n�amli
h �0 und �1 Wege in X und ist H eine Homotopiezwis
hen �0 und �1, so ist f ÆH eine Homotopie zwis
hen f Æ �0 und f Æ �1.Lemma 3.1.19 f� ist ein Gruppenhomomorphismus.Beweis. F�ur �1; �2 2 
(X; x) giltf�([�1℄ � [�2℄) = f�([�1 � �2℄)= [f Æ (�1 � �2)℄= [(f Æ �1) � (f Æ �2)℄= [f Æ �1℄ � [f Æ �2℄= f�([�1℄) � f�([�2℄) : �De�nition 3.1.20 Wir nennen f� den von f induzierten Homomorphismus.Satz 3.1.21 (i) Seien X;Y; Z topologis
he R�aume und seien f : X ! Y und g : Y ! Z stetigeAbbildungen. Dann gen�ugen f� : �1(X; x) ! �1(Y; f(x)), g� : �1(Y; f(x)) ! �1(Z; g Æ f(x))und (g Æ f)� : �1(X; x)! �1(Z; g Æ f(x)) f�ur jedes x 2 X der Beziehung(g Æ f)� = g� Æ f� :38



(ii) F�ur jeden topologis
hen Raum X stimmt der von der identis
hen Abbildung idX : X ! Xinduzierte Homomorphismus (idX )� mit der identis
hen Abbildung id�1(X;x) : �1(X; x) !�1(X; x) �uberein.Beweis. F�ur � 2 
(X; x) gilt(g Æ f)�([�℄) = [g Æ f Æ �℄ = g�([f Æ �℄) = g�(f�([�℄))und (idX )� ([�℄) = [idX Æ �℄ = [�℄ : �Folgerung 3.1.22 Seien X und Y wegzusammenh�angende topologis
he R�aume. Sind X und Yhom�oomorph, so sind die Fundamentalgruppen �1(X) und �1(Y ) isomorph.Beweis. Sei f : X ! Y ein Hom�oomorphismus und sei x 2 X . F�ur die Homomorphismenf� : �1(X; x)! �1(Y; f(x)) und �f�1�� : �1(Y; f(x))! �1(X; x)haben wir aufgrund von Satz 3.1.21f� Æ �f�1�� = �f Æ f�1�� = (idY )� = id�1(Y;f(x))und �f�1�� Æ f� = �f�1 Æ f�� = (idX)� = id�1(X;x) :Folgli
h ist f� ein Isomorphismus. �3.2 Beispiele f�ur FundamentalgruppenLemma 3.2.1 Enth�alt X genau ein Element, so ist �1(X) trivial.Beweis. Ist X = fxg, so ist der konstante Weg "x der einzige Weg in X . �F�ur die Bestimmung weiterer Fundamentalgruppen nutzen wirSatz 3.2.2 Sei X ein topologis
her Raum, sei A � X und sei h : X � [0; 1℄ ! X eine stetigeAbbildung mit den folgenden Eigens
haften:(D1) h(x; 0) = x f�ur alle x 2 X,(D2) h(x; 1) 2 A f�ur alle x 2 X,(D3) h(x; s) = x f�ur alle x 2 A und alle s 2 [0; 1℄.Dann sind die Fundamentalgruppen �1(X; x0) und �1(A; x0) f�ur jedes x0 2 A isomorph.Beweis. Sei x0 2 A. Wir nutzen (D2) und de�nieren f : X ! A dur
hf(x) = h(x; 1) :Da h stetig ist, ist au
h f stetig. Wir beweisen, dass der von f induzierte Homomorphismusf� : �1(X; x0)! �1(A; x0) bijektiv ist. 39



Sei � 2 
(A; x0). Dann ist au
h � 2 
(X; x0) und wegen (D3) giltf Æ � = � :Folgli
h ist f�([� ℄) = [f Æ � ℄ = [� ℄ :Dies liefert die Surjektivit�at von f�.Sei � 2 
(X; x0). Dann gilt � � f Æ � relf0; 1g ;denn wegen (D1) und (D3) istH : [0; 1℄� [0; 1℄! X ; H(t; s) = h(�(t); s) ;eine Homotopie zwis
hen � und f Æ �. Aus f�([�℄) = 1, d.h. f Æ � � "x0 relf0; 1g folgt somit� � f Æ � � "x0 relf0; 1g ;also [�℄ = 1. Damit haben wir au
h die Injektivit�at von f� gezeigt. �De�nition 3.2.3 Eine Menge V � Rn hei�t sternf�ormig, falls es ein sol
hes x0 2 V gibt, dasssx0 + (1� s)x 2 V f�ur alle s 2 [0; 1℄ und alle x 2 V : (3.2.1)Satz 3.2.4 Ist V � Rn sternf�ormig, so ist �1(V ) trivial. Insbesondere ist die Fundamentalgruppevon Rn trivial.Beweis. Sei V � Rn sternf�ormig und sei x0 2 V derart, dass (3.2.1) gilt. Wir de�nieren h :V � [0; 1℄! V dur
h h(x; s) = sx0 + (1� s)x :Die Abbildung h ist stetig und erf�ullt (D1)-(D3) f�ur X = V und A = fx0g. Damit folgt dieBehauptung aus Lemma 3.2.1 und Satz 3.2.2. �Satz 3.2.5 Die Fundamentalgruppe von S1 ist Z.Beweis. Ist � 2 
 �S1; (0; 1)�, so sei ~� : [0; 1℄! R der eindeutig bestimmte Weg mit�(t) = (
os (2�~�(t)) ; sin (2�~�(t))) f�ur alle t 2 [0; 1℄und ~�(0) = 0 :Wegen �(1) = (1; 0), ist ~�(1) 2 Z. Wir de�nieren ~	 : 
 �S1; (0; 1)�! Z dur
h~	(�) = ~�(1) :Seien �1; �2 2 
 �S1; (0; 1)�. Dann ist̂�1 � �2 = ~�1 � (~�2 + ~�1(1))und somit ~	(�1 � �2) = ~	(�1) + ~	(�2) :40



Au�erdem gilt �1 � �2 relf0; 1g =) ~	(�1) = ~	(�2) :Dies leitet man aus der Tatsa
he ab, dass zu jeder stetigen Abbildung H : [0; 1℄� [0; 1℄! S1 einestetige Abbildung ~H : [0; 1℄� [0; 1℄! R mitH(t; s) = �
os�2� ~H(t; s)� ; sin�2� ~H(t; s)�� f�ur alle (t; s) 2 [0; 1℄� [0; 1℄und ~H(t; 0) = 0 f�ur alle t 2 [0; 1℄existiert. Folgli
h ist dur
h 	([�℄) = ~	(�) f�ur � 2 
 �S1; (0; 1)�ein Gruppenhomomorphismus 	 : �1 �S1; (0; 1)�! Z de�niert.Ist �n 2 
 �S1; (0; 1)�, n 2 Z, dur
h�n(t) = (
os (2�nt) ; sin (2�nt)) f�ur t 2 [0; 1℄gegeben, so ist 	([�n℄) = n. Also ist 	 surjektiv.Der Homomorphismus 	 ist au
h injektiv. Gilt n�amli
h 	([�℄) = 0 f�ur ein � 2 
 �S1; (0; 1)�, so ist~�(1) = ~�(0) = 0. Damit istH : [0; 1℄� [0; 1℄! S1 ; H(t; s) = (
os (2�(1� s)~�(t)) ; sin (2�(1� s)~�(t))) ;eine Homotopie zwis
hen � und "(1;0). �Folgerung 3.2.6 Die Fundamentalgruppe von R2rf0g ist Z.Beweis. Die Abbildungh : �R2rf0g�� [0; 1℄! R2rf0g ; h(x; s) = jxj�sx ;ist stetig und gen�ugt den Bedingungen (D1)-(D3) f�ur X = R2rf0g und A = S1. Damit ist dieBehauptung eine Konsequenz der S�atze 3.2.2 und 3.2.5. �3.3 Frei erzeugte Gruppen und RelationenWir betra
hten eine Menge S, deren Elemente wir als ni
htkommutierende Symbole verstehen.De�nition 3.3.1 Ein Wort im Alphabet S ist ein Ausdru
kW = x"(1)1 x"(2)2 : : : x"(k)k ;wobei xi 2 S und "(i) = �1.Sei E das leere Wort, d.h. das Wort, das aus keinem Symbol besteht. Die Menge aller W�orter imAlphabet S, eins
hlie�li
h E, bezei
hnen wir mit W(S). Au�erdem setzen wirW�1 = x�"(k)k : : : x�"(1)1 f�ur W = x"(1)1 : : : x"(k)k 2 W(S) :Wir de�nieren auf folgende Weise eine �Auivalenzrelation � auf W(S).41



De�nition 3.3.2 Zwei W�orter W1;W2 2 W(S) sind genau dann zueinander �aquivalent (in Zei-
hen: W1 � W2), wenn W1 dur
h Herausnehmen bzw. Hinzuf�ugen von endli
h vielen Ausdr�u
kender Gestalt xx�1 oder x�1x, x 2 S, in W2 �uberf�uhrt werden kann.Wir setzen G(S) =W(S)=�und bezei
hnen mit [W ℄ die �Aquivalenzklasse von W in G(S).Satz 3.3.3 Dur
h [W1℄ � [W2℄ = [W1W2℄ f�ur W1;W2 2 W(S)wird auf G(S) eine Gruppenoperation de�niert.Beweis. O�ensi
htli
h ist die Operation korrekt de�niert und assoziativ. Als Einselement dieserOperation haben wir [E℄, denn[W ℄ � [E℄ = [WE℄ = [W ℄ und [E℄ � [W ℄ = [EW ℄ = [W ℄ f�ur alle W 2 W(S) :S
hlie�li
h ist das inverse Element [W ℄�1 von [W ℄ dur
h[W ℄�1 = �W�1�gegeben. Ist n�amli
h W = x"(1)1 : : : x"(k)k , so ist�WW�1� = hx"(1)1 : : : x"(k)k x�"(k)k : : : x�"(1)1 i= hx"(1)1 : : : x"(k�1)k�1 x�"(k�1)k�1 : : : x�"(1)1 i...= hx"(1)1 x�"(1)1 i= [E℄ : �De�nition 3.3.4 Die Gruppe (G(S); �) hei�t die von S frei erzeugte Gruppe.Beispiel 3.3.5 (i) Ist S = ;, so ist G(S) die triviale Gruppe, d.h. die Gruppe, die nur aus demEinselement besteht.(ii) F�ur die einelementige Menge S = fxg ist G(S) isomorph zu Z. �Sei jetzt R �W(S). Wir de�nieren folgenderma�en eine �Aquivalenzrelation �R auf W(S).De�nition 3.3.6 Zwei W�orter W1;W2 2 W(S) sind genau dann bez�ugli
h R zueinander �aquiva-lent (in Zei
hen: W1 �R W2), wenn W1 dur
h Herausnehmen bzw. Hinzuf�ugen von endli
h vielenAusdr�u
ken der Form xx�1 oder x�1x, x 2 S, sowie W oder W�1, W 2 R, in W2 �uberf�uhrtwerden kann.Sei G(S;R) =W(S)=�Rund bezei
hne [W ℄R die �Aquivalenzklasse von W in G(S;R).42



Satz 3.3.7 Auf G(S;R) ist dur
h[W1℄R � [W2℄R = [W1W2℄R f�ur W1;W2 2 W(S)eine Gruppenoperation de�niert.Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.3.3 sieht man, dass [E℄R das Einselement ist und dass[W ℄�1R = �W�1�R f�ur W 2 W(S) : �De�nition 3.3.8 Die Gruppe (G(S;R); �) hei�t die von S erzeugte Gruppe mit den Rela-tionen R.Beispiel 3.3.9 Ist S = fa; bg und R = faba�1b�1g, so ist G(S;R) isomorph zu Z�Z. �Bemerkung 3.3.10 Jede Gruppe G l�asst si
h auf diese Weise darstellen. Ist n�amli
h SG = G undRG = �g�1g1g2 2 W(SG) : g; g1; g2 2 G mit g = g1g2	 ;so ist G(SG;RG) isomorph zu G. �3.4 Bere
hnung der Fundamentalgruppe ges
hlossener Fl�a
henZur Bestimmung von Fundamentalgruppen benutzt man h�au�g den folgenden Satz, den wir ohneBeweis angeben.Satz 3.4.1 (Seifert-van Kampen-Theorem) Sei X ein topologis
her Raum und seien U1; U2zwei o�ene Teilmengen von X mit folgenden Eigens
haften.(1) X = U1 [ U2.(2) U1 \ U2 6= ;.(3) U1, U2 und U1 \ U2 sind wegzusammenh�angend.Sei x0 2 U1 \ U2 und gelte �1(Ui; x0) = G(Si;Ri), i = 1; 2, sowie �1(U1 \ U2; x0) = G(S;R).Ferner seien 'i : U1\U2 ! Ui die Inklusionen und ('i)� : �1(U1\U2; x0)! �1(Ui; x0) die von 'iinduzierten Homomorphismen. Dann ist �1(X; x0) isomorph zu G(S1 [ S2;R1 [ R2 [ RS), wobeiRS = �('1)�(s)(('2)�(s))�1 2 W(S1 [ S2) : s 2 S	 : �Wir bere
hnen die Fundamentalgruppe der Sph�are S2 und des projektiven Raumes RP2 .Satz 3.4.2 Die Fundamentalgruppe �1 �S2� ist trivial.
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Beweis. Als Teilmengen U1; U2 von S2 = �x 2 R3 : jxj = 1	w�ahlen wir U1 = �(x1; x2; x3) 2 S2 : x3 < 1=2	und U2 = �(x1; x2; x3) 2 S2 : x3 > �1=2	 :O�ensi
htli
h erf�ullen U1; U2 die Bedingungen (1)-(3) aus Satz 3.4.1 f�ur X = S2. Au�erdem istUi � R2 ; i = 1; 2 :Dies impliziert �1(Ui) = �1 �R2� = f1g = G(;) ; i = 1; 2 :Hieraus folgt mit Satz 3.4.1, dass �1 �S2� = G(;) = f1g : �Satz 3.4.3 Die Fundamentalgruppe des projektiven Raumes RP2 ist Z2.Beweis. Sei wieder D2 = �x 2 R2 : jxj � 1	, D2;Æ = �x 2 R2 : jxj < 1	 und S1 = D2rD2;Æ. Wirverstehen RP2 als D2=�, wobei � die vonx � �x f�ur x 2 S1erzeugte �Aquivalenzrelation auf D2 ist (vgl. Beispiel 2.1.3(b)). Sei p : D2 ! RP2 die kanonis
heProjektion, sei y0 = p(1; 0) und y1 = p(1=2; 0) und seien �0 2 
 �RP2 ; y0� und �1 2 
 �RP2 ; y1�dur
h �0(t) = p(
os(�t); sin(�t)) und �1(t) = p�
os(2�t)2 ; sin(2�t)2 � f�ur t 2 [0; 1℄gegeben. Ferner sei � ein Weg in RP2 von y0 na
h y1.Wir wollen Satz 3.4.1 auf U1 = p �D2;Æ� und U2 = p �D2rf0g�anwenden. Wegen U1 � D2;Æ � R2 ist�1(U1; y1) = f1g = G(;) : (3.4.1)Die dur
h h(p(x); s) = p �jxj�sx� f�ur x 2 D2 und s 2 [0; 1℄de�nierte Abbildung h : U2 � [0; 1℄ ! U2 ist stetig und gen�ugt den Eigens
haften (D1)-(D3) ausSatz 3.2.2 f�ur X = U2 und A = p �S1�. Folgli
h ist�1(U2; y0) = �1 �p �S1� ; y0� : (3.4.2)F�ur die Fundamentalgruppe von p �S1� � S1 haben wir�1 �p �S1� ; y0� = G(f[�0℄g) : (3.4.3)44



Aus (3.4.2) und (3.4.3) erhalten wir mit Satz 3.1.16, dass�1(U2; y1) = G(f[�� � �0 � � ℄g) : (3.4.4)Analog zum Beweis von Folgerung 3.2.6 leitet man�1(U1 \ U2; y1) = G(f[�1℄g) (3.4.5)ab. S
hlie�li
h gilt f�ur die Inklusionen '1 : U1 \ U2 ! U1 und '2 : U1 \ U2 ! U2('1)�([�1℄) = 1 und ('2)�([�1℄) = [�� � �0 � �0 � � ℄ = [�� � �0 � � ℄2 : (3.4.6)Aus (3.4.1), (3.4.4), (3.4.5) und (3.4.6) folgt mit Satz 3.4.1�1 �RP2 ; y1� = G �f[�� � �0 � � ℄g;�[�� � �0 � � ℄2	�bzw. �1 �RP2 ; y0� = G �f[�0℄g;�[�0℄2	� = Z2 : �Indem man �ahnli
h wie im Beweis von Satz 3.4.3 vorgeht, erh�alt man aus Satz 2.1.15Satz 3.4.4 F�ur m = 1; 2; : : : gilt:(i) �1 �mT 2� = G �fa1; b1; : : : ; am; bmg;�a1b1a�11 b�11 : : : ambma�1m b�1m 	�,(ii) �1 �mRP2� = G (fa1; b1; : : : ; am; bmg; fa1a1a2a2 : : : amamg). �
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