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Einleitung

In vorliegender Arbeit untersuchen wir analytische Eigenschaften von Mischungen
elliptischer Verteilungen und deren Anwendung in der Clusteranalyse.

In letzter Zeit ist das Aufkommen von Daten in allen Bereichen des menschlichen
Handelns gestiegen - im Finanz- und Versicherungssektor werden grofie Datenmengen
produziert, bei der Genexpressionsanalyse enstehen grofle Datensétze, Internet- und
Telefonnutzungsdaten kummulieren sich in kiirzester Zeit zu riesigen Datensétzen.
Die grofle Herausforderung dabei ist niitzliche Informationen aus dieser Datenflut zu
extrahieren. Diese Informationen konnen Aussagen iiber die Art des datenerzeugenden

Prozesses sein und gewisse Prognosen erlauben.

Die Clusteranalyse beschéftigt sich mit Identifizierung von homogenen Gruppen in Daten.
Ein Ansatz, den wir in vorliegender Arbeit verfolgen, ist das probabilistische Clustering,
wo Mischungen von Verteilungen zum Einsatz kommen.

Gauss-Mischungen bieten eine flexible Mdoglichkeit zweistufige Zufallsvorgénge zu mo-
dellieren. Die erste Stufe des Vorganges besteht aus der Auswahl einer Gruppe. Die
zweite Stufe besteht aus der Generierung von Daten nach einer gruppenspezifischen
Gesetzmaéfigkeit. Die gruppenspezifischen Verteilungen sind im Gauss-Fall die Normal-
verteilungen mit gruppenspezifischen Erwartungswerten und Kovarianzmatrizen.

Dieser Ansatz wird erweitert, indem man als guppenspezifische Verteilungen Mischungen

zulasst.

Trotz der hohen Fexibilitdt von Gauss-Mischungen, kann es in manchen Féllen besser
sein andere Verteilungen zu nehmen, z.B. die t-Verteilung, die extremen Werten hohere
Wahrscheinlichkeiten zuordnet als die Normalverteilung. In dieser Arbeit wird eine
breite Klasse von Verteilungen behandelt - die elliptischen Verteilungen. Die Familie der
elliptischen Verteilungen ist eine Verallgemeinerung der Normalverteilung und besteht

aus Verteilungen, deren Dichten elliptische Hohenlinien haben.



Einleitung

Im 1. Kapitel definieren wir die Familie der elliptischen Verteilungen und betrachten
einige ihrer Eigenschaften.

Im 2. Kapitel stellen wir die sog. Ridgeline vor und leiten eine Reihe niitzlicher Ergeb-
nisse mit ihrer Hilfe her. Das Kapitel besteht aus einer ausfiihrlichen Ausarbeitung und
Verallgemeinerung der Ergebnisse von Ray und Lindsay aus dem Paper ,, The topography
of multivariate normal mixtures®, 2005 und einigen neuen Aussagen iiber die Anzahl von
Moden in elliptischen Mischungen. Die Anzahl der Moden einer Mischung spielt insofern
eine interessante Rolle, als dass wir Moden mit Subpopulationen/Clustern assoziieren
und deren Anzahl gleich, kleiner oder auch grofler als die der Mischungskomponenten
sein kann.

Im 3. Kapitel diskutieren wir einen Clustering-Ansatz, der auf der Theorie aus dem
2. Kapitel und einem Vorschlag von C. Hennig aus dem Paper Methods for merging
Gaussian mixture components®, 2009 fiir das Zusammenlegen von Komponeten aufbaut.
Es wird eine Implementierung dieses Algorithmus diskutiert und es werden Ergebnisse
von Simulationen vorgestellt.

Im 4. Kapitel konstruieren wir einen Test auf Unimodalitit einer Gauss-Mischung aus
zwei Komponenten, deren Kovarianzmatrizen gleich sind. Dabei greifen wir wieder auf

die Theorie aus dem 2. Kapitel zuriick.

Fiir Simulationen, Plots und Rechnungen wurde die Sprache R benutzt (http://cran.r-
project.org/).



Kapitel 1

Elliptische Verteilungen

In diesem Kapitel diskutieren wir die Familie der elliptischen Verteilungen. Elliptische
Verteilungen sind eine Verallgemeinerung der mehrdimensionalen Normalverteilung. In

Folgenden Kapiteln betrachten wir Mischungen elliptischer Verteilungen.

1.1. Gruppen und Invarianz

In diesem Abschnitt geben wir einen sehr kurzen Einschub in das Thema Gruppen und

Invarianz. Diese Begriffe brauchen wir spéter fiir einige Aussagen.

Definition 1.1.1. Sei (G, o) eine nichtleere Menge mit binérer Verkniipfung o. Es gelte

1. g, 0€G=gioga €G

2. (g1og2)ogs=g10(g2093) V91,92, 93 € G

1

3. Fiir alle g € G existiert ein g7! € G, so dass gilt gog™! = g~ o g = e, wobei e das

neutrale Element ist: goe =eog=g.

Wir nennen (G, o) eine Gruppe.

Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Gruppe der orthogonalen Abbildungen auf

RP, O(D).

Definition 1.1.2. Sei G eine Gruppe von Abbildungen von X nach X. Zwei Elemente
x1,To aus X heiflen dquivalent unter G, falls ein g € G existiert mit gr; = x,.
Wir schreiben:

z ~y(modG).



Kapitel 1. Elliptische Verteilungen
Offensichtlich hat die Aquivalenzrelation folgende Eigenschaften:

o =~ x(modG)
o z~y(modG) =y~ x(modG)

e z~y(modG)und y ~ z (modG) = x ~ z (mod G).

Definition 1.1.3. Sei G eine Gruppe von Abbildungen von X nach X'. Eine Funktion f

von X nach X heiit invariant unter G, falls

f(gz) = f(z) Yz e X,g € G.
Eine Funktion f(x) von X nach X heit mazimal invariant unter G, falls f invariant

unter G ist und falls f(x;) = f(xq) impliziert z; ~ x5 (mod G).

Satz 1.1.4. Sei f : X — X mazimal invariant unter G. Eine Funktion h : X — X st

genau dann invariant unter G, falls h eine Funktion von f ist.

Beweis:

,<" Sei h eine Funktion von f, also h(z) = j(f(x)) fiir eine Funktion j = h(gz) =
Jj(f(gx)) = j(f(x)) = h(zx) fir alle x € X und g € G, also ist h invariant unter G.

»,=" Sel h invariant unter G, also h(g(x)) = h(z) fiir alle x € X und g € G. Da f maximal
invariant unter G ist, ist f injektiv auf der Menge der Reprisentanten der Aquivalenz-
relation, d.h. es gibt eine Umkehrabbildung f~' : X — [X], wobei [X] die Menge der
Repriisentanten ist. Somit gilt h(x) = const Vo € f~1(f(xzo)) fiir alle 7y € X, also hiingt
h nur durch f von x ab.

U

Beispiel 1.1.5. Sei G = O(D), die Gruppe der orthogonalen Matrizen der Dimension

D und X = RP. Die Funktion x — x'x ist mazimal invariant unter G.

Tatséchlich gilt fir v € RP: (Ox)"(Oz) = xTOTOx = z"x fir alle O € O(D).

Auf der anderen Seite folgt aus vz = y'y, daf8 © und y beide auf der Sphéire mit Radius
||z|| liegen, also existiert ein O € O(D) mit x = Oy.

Aus dem Satz oben folgt, dass jede G-invariante Funktion, die Form f(z"x) hat.
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1.2. Elliptische Verteilungen

Definition 1.2.1 (Sphérische Verteilungen). Sei X ein Zufallsvektor der Dimension D.
Wir sagen X habe eine sphdrische Verteilung falls

0X £ X VO € O(D)

Satz 1.2.2. Sei X ein D x 1 Zufallsvektor. X ist genau dann sphdrisch verteilt, wenn sei-

ne charakteristische Funktion 1 (t) einer der folgenden dquivalenten Bedingungen geniigt:

1. Y(OTt) = 9(t) YO € O(D)

2. Es gibt eine Funktion ¢ : R — R, so dass ¥(t) = ¢(t't).
Beweis:

1. Sei X sphiérisch verteilt, dann OX L X YO € O(D). Die charakteristischen Funk-
tionen der beiden Zufallsvektoren sind gleich. Also folgt
E(c""O%) = () = (0T1) = E(e") = y(t)

2. Die Funktion 9 ist invariant unter O(D), also ist sie eine Funktion der unter O(D)
maximal invarianten Funktion tT¢, d.h. ¥ (t) = ¢(¢'t).

3. Sei 9(t) charakteristische Funktion von X und es gelte 1(t) = ¥(Ot) fiir alle ortho-
gonale Matrizen O. Also gilt X < 0X VO € O(D).

Satz 1.2.3. Sei X ein D x 1 Zufallsvektor. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. X £ 0X, fir alle O € O(D)
2. Die charakteristische Funktion von X hat die Form ¢(t't) fiir eine skalare Funktion
b.

3. X hat die stochastische Darstellung X & rUP) | wobei UP) ein auf der Einheits-
sphire Sp gleichverteilter Zufallsvektor ist und v > 0 eine von UP) unabhingige

Zufallsvariable.
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4. Fiir alle a € RP gilt:
a"X L ||| X1,

wober Xy die 1. Komponente von X 1ust.

Ein Beweis findet sich in [7].

Definition 1.2.4 (Elliptische Verteilungen). Ein D x 1 Zufallsvektor X heift elliptisch

RDXD

verteilt mit Parametern i € RP, ¥ € , falls es ein sphdrisch verteiltes Y gibt mat

XL+ ATy, (1.1)

wobei ATA =Y.

Folgende Eigenschaften konnen leicht iiberpriift werden:

1. Die charakteristische Funktion von X hat die Form t(t) = e #¢(tTSt), fiir eine
skalare Funktion ¢.

2. X hat eine stochastische Darstellung X L p4rATUP) | wobei ATA =X

Bisher haben wir die Verteilungsfamilien definiert ohne Dichten zu erwahnen; sphérisch-
bzw. elliptisch-verteilte Zufallsgrofien miiflen auch gar keine Dichten besitzen. In vorlie-
gender Arbeit betrachten wir jedoch nur Zufallsvektoren, die Dichten besitzen und fithren

unsere Argumentation hauptséchlich iiber die Dichten.

Satz 1.2.5 (Dichten sphérischer Verteilungen). Sei X ein sphdirisch-verteilter Zufalls-
vektor und f seine Dichte. Dann gilt:

f(@) = ¢(z") (1.2)

fir eine skalare Funktion . Wir nennen ¢ (Dichte-)Generatorfunktion.

Beweis: Sei v¢(t) die charakteristische Funktion von X. Der Satz besagt, dafl es
eine skalare Funktion ¢ gibt mit ¢(¢t7¢) = (t). Die Inversionsformel fiir die Dichte von
X lautet:

1

" on

—itTy _ i —itTx T
f(x) /RD e o(t)dt = 27 oo e " Tp(t t)dt.

10
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Also gilt fiir ein O € O(D):

Wir substituieren s = Ot:

F(Oz) = % /R ) e~ OTOry(TOT O |0 dt = % /R . e (T t)dt = f ().

Also ist f O(D)-invariant und damit eine Funktion der unter O(D) maximal-invarianten
Funktion o — 272, d.h. f(x) = p(2Tx) fiir ein passendes ¢.
O

Korollar 1.2.6 (Dichten elliptischer Verteilungen). Sei X : Q — RP sphdrisch-verteilt
mit Generatorfunktion ¢, u € RP?, A € RP*P sei requlir. Sei Y = p+ ATX elliptisch
verteilt. Dann hat'Y folgende Dichte:

fy) == 70y — )™=y — ), (1.3)
wobei ¥ = AT A.

Beweis: Diese Aussage folgt aus dem Transformationssatz fiir Dichten.

O
Es folgen zwei wichtige Definitionen der multivariaten Normal- bzw. t-Verteilung, deren

Mischungen im Folgenden betrachtet werden.

Definition 1.2.7 (Multivariate Normalverteilung). Sei X ein elliptisch verteilter D x 1

Zufallsvektor mit Parametern p, > und Generatorfunktion

Pgauss(T) = e 2% (1.4)

2V 27TD

Wir sagen X sei normalverteilt mit Parametern p und .

Bemerkung 1.2.8. Ein normalverteilter Zufallsvektor hat offensichtlich die Dichte

1

Vv

e 3@ = @—p) (1.5)

¢(x)

Weiterhin gilt:
E(X) =u

11
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Cov(X) =X.

FEin Beweis dieser Aussage kann z.B. in [16] nachgelesen werden.

Definition 1.2.9 (Multivariate t-Verteilung). Sei X ein elliptisch verteilter D x 1 Zu-

fallsvektor mit Parametern p, ¥ und Generatorfunktion

-1

o 0 T/ S L o L
T) = —x)" = —r) 2 .
P (VDD n T(2)VnPVrD'  n
Wir sagen X sei t-verteilt mit Parametern p, 3 und Freiheitsgrad n.
Bemerkung 1.2.10. Fin t-verteilter Zufallsvektor hat offensichtlich die Dichte
F(#) 1 T ntl
x) = 1+ —(z— SN —p)) 2. 1.7
1) = st e =i e =) (L7)

Bemerkung zur Notation:
Im Folgenden werden wir die Generatorfunktionen ohne die von x unabhéngigen multi-

plikativen Faktoren angeben:

T

[SIES

Pgauss(T) = €

bzw.

—_

n+D

pilw) = (1 —2) ",

und die Dichte als

f@) =ko((x — p)"S ™z — p))

notieren, wobei k die positive Konstante ist, in der der multiplikative Vorfaktor der

Generatorfunktion und \E\’% zusammengefasst sind.

12



Kapitel 1. Elliptische Verteilungen
1.3. Definition von Mischungen elliptischer Verteilungen

In vorliegender Arbeit beschéftigen wir uns mit Mischungen elliptischer Verteilungen, mit

denen man unterschiedliche Verteilungen flexibel modellieren kann.

Definition 1.3.1 (Mischungen elliptischer Verteilungen). Sei C' = (C4,...,Ck) ein
M (1, 7)-Zufallsvektor (multinomialverteilt mit einmaligem Zichen und Parametervektor
K

7), P(C =¢;) =m, fir 1 <i< K und Y m = 1, wobei ¢; der i'te Einheitsvektor im R¥
i=1
ist und X7, ..., Xg elliptisch verteilte D x 1 Zufallsvektoren mit Dichten

filw) = kio((x — ) "5 (@ — i), (1.8)
wobei k; eine positive Konstante ist (siche Bemerkung zur Notation oben), y; € RP, ¥, €
RP*P - gsymmetrisch und positiv definit, i = 1,..., K.

Der Zufallsvektor

K
=1

heifit Mischung elliptischer Verteilungen, und besitzt die Dichte

g(x) =Y mikipi((x — )57 (z — ). (1.10)

i=1

Wir fordern, dass ¢ monoton fallend ist. Diese Forderung wird an einigen Stellen wichtig

sein und ist in den beiden Féllen Gauss-Verteilung und t-Verteilung erfiillt.

13






Kapitel 2

Moden von Mischungen elliptischer Verteilungen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Topografie (Anzahl und Lage von Moden) von
Mischungen multivariater elliptischer Verteilungen. Wir verallgemeinern zunéchst eini-
ge Ergebnisse aus [I5] auf elliptische Verteilungen und untersuchen danach speziell die
Normalverteilung und die entsprechenden Ergebnisse aus [15]. Wir gehen auch auf einige

Eigenschaften der t-Verteilung ein.

2.1. Mischungen elliptischer Verteilungen
2.1.1. Ridgeline

Wir betrachten folgende Mischungsmodelle:

K
g(Ia Hi, -5 UK, 217 sy 231(7 Ty s TK-1, 7917 s 7191() = ZT{'Zk‘ngZ(({L'—[,LZ)TZZ_l(LU—,uZ))
i=1
Dabei gilt: k; € RT, eine positive Konstante, die von |det(2i)|’% abhingt, * € RP, 1; €
RP, ¥ € RP*P fiir ein D aus N.
K—1

Fiir die Gewichte gilt: m; € [0,1] firi =1... K—1, > m € [0, 1]. Das Gewicht der letzten
i=1
K—1
Komponente ist durch die vorherigen Gewichte eindeutig bestimmt: 75 :=1— > .
i=1

Der Parameter ¥; ist ein zusitzlicher Parameter der Dichte kip;((x — i) TS (o — ),
wie z.B. der Freiheitsgrad n; im Falle der t-Verteilung. Gauss-Dichten haben dagegen
keine weiteren Parameter aufler p; und ;. ; ist die Generatorfunktion der i’ten ellip-
tischen Komponente, die von weiteren Parametern abhédngen kann. Im Weiteren werden
wir manchmal die Notation 6 := (g1, ..., x5, 21,y DK, Ty - s Ti—1,V1, ..., V) ver-

wenden.
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Definition 2.1.1. Die K-1 dimensionale Teilmenge des R¥

K
SK::{aGRK:aiE[O,l],Zaizl}

i=1

heiflt Finheitssimplez.

Nun kommen wir zum wichtigsten Konstrukt dieses Kapitels:

Definition 2.1.2. Die Funktion z* : Sx — RP,

() = a7 + .+ aKEf_(lrl [ X7y + o+ ax X ]

heifit Ridgeline- Funktion.

Bemerkung: z* hingt von K — 1 reellen Argumenten ab: ay,...,ax 1. Fiir das letz-

te Element ag gilt stets: ax = 1—a;—...—ai_1, somit ist a i keine unabhéngige Variable.
Das Bild des Einheitssimplex unter dieser Abbildung, M := 2z*(Sk) nennen wir
Ridgeline-Fliche. Wie wir gleich sehen werden, liegt g(M) auf dem , Gebirge“ der

Mischungsdichte, daher auch der Name.

Im dem wichtigen Spezialfall von Zwei-Komponenten-Mischung K=2, stellen wir die

Ridgeline-Flédche etwas abweichend dar:

(@) = [(1 = )" +a%;"] 7 (1 @) S5 + 0%y ], (2.1)

Das hat den Vorteil, dass die Ridgeline-Kurve von Stelle des Gipfels der 1.Komponente
zur Stelle des Gipfels der 2. Komponente fiihrt.

16
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Beispiel 2.1.3. Unten sind zwei Gauss-Mischungen aus je 2 Komponenten mit jeweiligen

Ridgelines (grine Kruven) abegbildet.

Abb. 2.1: Gauss-Mischung und Ridgeline 1

0008

0.006

0.004

0002

0.000

Abb. 2.2: Gauss-Mischung und Ridgeline 2

Satz 2.1.4. Sei g(z;0) eine K-Komponenten-Mischung mit streng monoton fallenden Ge-
neratorfunktionen @; wie in . Dann liegen alle kritischen Punkte von g in M.

Beweis: Wir benutzen hier die abkiirzende Schreibweise
(1) = 6i(, i) == (& — ;) TS (2 — ). (2.2)

17
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Die Gleichung fiir die kritischen Punkte lautet Vg(z;60) = 0

Y 2m- ki (8w ) - I — ) = 0. (2:3)

i=1

Da nach Voraussetzung die Generatorfunktionen ¢; monoton sind, haben ¢} iberall dassel-
K

be Vorzeichen und sind nicht alle gleichzeitig gleich Null. Also ist ) 7;-k;-¢5(6(z, ;) # 0
=1

J
und man kann

- Ky 80;(5(%/%'))

mj - k- 5(0(, puy))

R

1

J
definieren. Offensichtlich gilt 0 < «; < 1 fiir alle 7. Es gilt:

K
ED > a5 w—p) =0
=1

K K
—1 -1
& E Y T = E 2
i=1 i=1

und das ist dquivalent zu

K -1 K
T = [Z aiEi_l] Z%E;lﬂi-
i=1

=1

Die letzte Gleichung definiert gerade die Ridgeline-Funktion. Es gibt also zu jedem

kritischen Punkt z ein o € Sk, so dafl z*(«) = . O
Korollar 2.1.5. Fualls ¥; = X, enthdlt die konvere Hiille von py, ..., ux alle kritischen

Punkte von g.

Beweis: Im Fall ; = Y ist M gleich der konvexen Hiille der p;’s. 0

18
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2.1.2. Dichte entlang der Ridgeline-Fliche

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Eigenschaften der Abbildung

h(e) == g(x"(); 0), (2.4)

also das Verhalten der Mischungsdichte entlang der Ridgeline-Flache. Wir werden sehen,
dass die Moden und Antimoden der Funktion h zwangsldufig mit den Moden und

Sattelpunkten der Dichte g korrespondieren.

Zunéchst brauchen wir die partiellen Ableitungen: 22 («).
J

Proposition 2.1.6. Sei M(t) eine D x D Matriz mit C* (R, R)-Funktionen als Eintrdge,
M(t) = (fi;(t))ij=1..p- Dann gilt fir die t, fir die M(t) reguldr ist:

(M) = M@ M) M)~ (2.5)

Beweis:

U
Wir benutzen dieses Ergebnis und die Produktregel um %2 (a) zu berechnen.
Definiere
K
S, = [Z X (2.6)
i=1

Mit dieser Schreibweise erhalt man

K-1 K-1
o) 55" (et (- Do)
=1

g=1

Korollar 2.1.7. Im Fall K > 2 gilt fiir die partielle Ableitung von z*(«a) nach «;:

19



Kapitel 2. Moden von Mischungen elliptischer Verteilungen

ox*
8&7;

() =S (vg —v)Vi=1,..,K — 1. (2.7)

Im Spezialfall K = 2 gilt:

o () = S (v1 — vo) (2.8)
Wobes
vi =S (@ (a) = ). (2.9)

Beweis:

D 9" — o
d; == o (a) = e, (@) (; o+ (1=

Es gilt im Fall K > 2:

aS;!

(2.5) 1 — _ _ _ _
() BD _g1g 51— _gi(m - m)so

« 3 «

K-1

K-1
= d; =-S5 (57 - DS, (Z S+ (1= %)%Wx) + S (S = S )
j=1

g=

—_

= =S\ (S =St (o) + SN s — S k)
=-S" (5712 (a) — Ska* (@) = 57w + S k)
= =SS (@ (@) — ) — S (@) — pr))

= S;l(vK — ;).

Im Fall K = 2 ist a ein Skalar. Eine analoge Rechnung liefert dasselbe Ergebnis wie
oben, bis auf den Faktor —1, der durch die alternative Definition der Ridgeline, bei der

a und 1 — «a vertauscht wurden, zustande kommt. 0]

Die partiellen Ableitungen d;, spannen den Raum aller Richtungen innerhalb der
Ridgeline-Fliche auf.

20



Kapitel 2. Moden von Mischungen elliptischer Verteilungen

Wir betrachten eine Menge spezieller Richtungen, mit der wir eine wichtige Aussage

herleiten konnen:

W::{wGRD:wTSadi:(), Wzl,...,K—l}.

Das ist die Menge aller Richtungen, die zu dem von { dy, ..., dx_; } aufgespannten Teilraum

orthogonal ist, im Sinne des von S, erzeugten Skalarproduktes.

Satz 2.1.8. Seien w € W, a € Sk, g(x;0) eine elliptische Mischung mit monotonen
Generatorfunktionen. Die Abbildung (—e,€) — R, 0 — g(x*(a) + & - w) hat das globale

Mazimum bei § = 0.

Beweis: Wir betrachten Niveaulinien von

filz) = ki - @i(6(z, pi))

(der i’ten Mischungskomponente):

Nifa*(a)) = {2 € B : i(8(z. 1)) = 0u(0(a*(a), o)) }.

Zur Errinerung : §(z, 1) = (z — p;)"S;7 (x — ;). Die Niveaulinie N;(2*(a)) ist Rand
einer Ellipse, da N;(z*(«)) Niveaulinie von (z, u;) fiir ein passendes Niveau ist und ¥;

eine symmetrische positiv definite Matrix ist.
Behauptung: Der Gradient V f;(z) steht orthogonal auf N;(z*(«)).

Begriindung: sei n(t) : [0, 1] — N;(2z*(«)) eine Parametrisierung von N;(z*(«)). Die Funk-
tion f; ist konstant auf N;(z*(a)) = fi(n(t)) = const = f;(n(t)) = Vfi(x)"™n'(t) = 0.
Somit ist V f;(x) orthogonal zum Tangentialvektor an N;(z*(«)).

V fi(z) und v; sind kollinear, d.h. V f;(z) = f - v; fir ein passendes skalares 5. Deshalb

steht auch v; orthogonal auf der Niveaulinie N;(z*(«)).

Die Niveaumenge E;(z*()) := {z € R": fi(z) > fi(z*(a)) } = U Ni(c) ist
e fi(e)= fi(z* (o))
eine Ellipse, da die Generatorfunktion ¢; monoton fallend ist.

Sei w € RP orthogonal zu v;. Die Gerade t — x*(«) + tw verlduft in der Stiitzhyperebene
der Ellipse E;(z*(a)). Eine Ellipse ist konvex, deswegen liegt die Gerade auflerhalb von
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E;(z*()) und beriihrt sie nur im Punkt z*(«).

Die Gerade liegt also in der Menge E;(z*(a))® = {z € R”: fi(z) < fi(z*(«)) }. Daraus
folgt, daBl w eine Abstiegsrichtung von f; ist.

Sei nun w € W, das ist dquivalent zu
w(v; —vg) =0,i=1,..., K — 1. (2.10)

Wir zeigen, dafl w orthogonal zu jedem v;, i =1,..., K — 1 ist.

Es gilt:

K K K K
o= a5 (@ () — ) = ) aS (S Y st )
=1 =1 =1 J=1

K K K
=1 j=1 i=1

=Sa

K K

= Zai(vi —UK) = Vg = —URw = Zain(vi —vg)=0=vw=0i=1,., K.
i=1 i=1 T

Der Vektor w ist also orthogonal zu jedem v;, i = 1, ..., K. Daraus folgt, dal w Abstiegs-

richtung von jeder Mischungskompononte f;, i = 1,..., K ist, also auch von Mischung g.

O

Jetzt zeigen wir eine wichtige Optimalitédtseigenschaft der Ridgeline, die es rechtfertigt,

die Suche nach kritischen Punkten von g auf die Suche nach kritischen Punkten von h zu

beschranken, was im Fall hochdimensionaler Daten D > K — 1 eine enorme Dimensions-

reduktion bedeutet.

Korollar 2.1.9. 7. Der Punkt oy ist genau dann ein kritischer Punkt wvon
ha) = g(z*(a)), wenn x*(opei) ein kritischer Punkt von g(x) ist. qp. ist genau

dann ein lokales Maximum von h, wenn x*(agq) ein lokales Mazimum von g ist.

1. Falls D > K — 1, hat die Mischungsdichte g keine lokalen Minima, sondern nur lokale
Mazima und Sattelpunkte.
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Beweis:

i. ,<“ Sei x* (i) ein kritischer Punkt von g
=0
—N—
= Vh(a)" = Vg(z* (aprit)) " Jo(arrie) = 0.
Wobei J, die Jacobi-Matrix der Ridgeline-Funktion ist. Also ist ay,; kritischer Punkt

von h.

.= Sel ay,4; ein kritischer Punkt von h
= Vh(a) =0 & Vg(r* (arir))'dj =05 =1,..., K — 1.

Der RP zerfillt in die direkte Summe von span {dy, ...,drx_; } und seinem orthogonalen
Komplement W. Wenn wir zeigen konnten, dafl auch Vg(z*(agri)) Tw = 0 Vw € W gelte,
folgte Vg(x*(agrir)) = 0 und wir wéren fertig.

Dafiir betrachten wir die Taylor-Entwicklung von g um z*(ay,.;;) an der Stelle 2* (o ) +0w

fiir ein w € W :
1
g(x* (i) + 0w) = g(a* (aprir)) + SV g(x* (prir)) Tw + 552wTHw + O(|5]%),
wobei H die Hessematrix von ¢ im Punkt 2*(ag.;) ist. Aus Satz folgt fiir alle
d € (—¢e):
1
SV g(x* (aprir)) Tw + éészHw +O(|§P) <0
und damit
Vg(z* (apir)) "w = 0.

Der Gradient Vg(z*(aui)) ist also sowohl zu span{dy,...,dx_1 } orthogonal, als auch

a W = span{dy,...,dx_1 }L, daraus folgt wiederum, dass er verschwindet.

Der Satz besagt, dal die Mischung g beim Verlassen der Ridgeline lokal fallt.
Daraus folgt, dafl falls a4, ein lokales Maximum von A ist, der zugehorige Punkt auf

der Ridgeline z*(ay,¢) ein lokales Maximum von g ist. Die umgekehrte Aussage ist trivial.
ii. Bs gilt: W+ = span(dy, ...,dx_1) = dim(W) > D — (K — 1). Nach Voraussetzung gilt:

D> K —1= dim(W) > 1. In jedem Punkt z*(a) gibt es also eine Abstiegsrichtung,
entlang derer die Dichte g fallt, d.h. es gibt keine lokalen Minima. 0

23



Kapitel 2. Moden von Mischungen elliptischer Verteilungen
2.1.3. Der Pi-Graph und die Kriimmungsfunktion

Der Pi-Graph
Wir verwenden im Folgenden die Notation
To = 2" ()

um den Lesefluf} zu erleichtern.
Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dafl es reicht die kritischen Punkte von
h(a) = g(z*(a)) zu betrachten, da o genau dann ein kritischer Punkt von A ist, wenn

x*(a) ein kritischer Punkt von ¢ ist.

Nun stellst sich die Frage wie man die kritischen Punkte von A findet. Ab jetzt betrachten

wir nur den Speziallfall K=2. Sei « ein kritischer Punkt von h(«), also

W(a) = 7l fi(za)) + 7 falza)) = 0.

Der Operator ’ bezeichnet dabei wie iiblich die Differentiation nach dem reellen Parameter
a.
Das Umstellen der letzten Gleichung nach 7 liefert:

= (o)l = TI(«). (2.11)

[folwa)) = [filza))

Um fiir eine konkrete Mischungsproportion 7 die kritischen Punkte der Dichte g zu finden,

miissen wir die Losungen « der ,,II-Gleichung*:

I(a) =7 (2.12)

bestimmen. Daraus lassen sich die Punkte z, errechnen. Die Anzahl der Lésungen der
[I-Gleichung fiir ein festes 7 hingt von der Anzahl der Oszillationen (Vorzeichenwechsel
der 1.Ableitung) der Funktion II(«) fiir « € [0, 1] ab.

Im Falle einer unimodalen Mischung mit Proportion 7 hat die II-Gleichung nur eine
Losung, die mit dem Modus der Mischungsdichte korrespondiert. Eine bimodale Dichte
hat drei m-kritische Punkte; der 1. und 3. in Reihenfolge des Verlaufs der Funktion II(«)

korrespondieren mit den jeweiligen Moden, der 2. mit dem Sattelpunkt.
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Wir werden spéter oft folgendes Ergebnis brauchen, das uns die Ableitungen der Verket-
tung der Mahalanobis-Distanz zum Mittelwert p; mit der Ridgeline liefert:

Lemma 2.1.10. Betrachte 6; = (24, jt;) = (0 — 1) 35 (2o — pi). Dann gilt:

1= % = 2z — ) "85S NS (2.13)
04«
AQ = 6a — aAl (214)

Beweis: Anwenden der Kettenregel liefert:

Ay =2z — p13)TE7S (01 — vy) (2.15)
— 2 [S7H(aST i + %3 s — S Sam] T TS 0y — o)
=2[S N (aX  + Xy e — Sa,ui)}T Y18 (v — v9)
— 2 [SMa%T i + a%y s — aSy s — aSy )] S8 (0 — vy)

Das ergibt:

Ay =2[S aXy (s — Ml)}T NS (0 — v2) = 20(pe — pa) TES NS TSNS (v — w9).
Ay "B 2a(p — 1) TETSTINT S (0 — v2) = —28(pr — 112) YOS 0TS (01 — ).

Hilfsaussage 1:
yte eyt = wo syt (2.16)

Begriindung:
ST = [508, 5] T = [Sa(ant 4 a%y )% ] T = (%, + a%y) !
Sy LSS = (218,20 = [Si(aXt + aXyt) s = (a%, + axy) L

Hilfsaussage 2: -
vy = —2u, (2.17)

a
Begriindung: die Gleichung, die die Ridgeline-Funktion z* definiert, lautet:

aX;l(z* — 1) + aXyt(@* — po) = avy + avy = 0 (siehe Korollar 2.1.7).

Mit den beiden obigen Hilfsaussagen und unseren Formeln fiir A; und A, folgt die Be-
hauptung. 0
Jetzt betrachten wir einige Eigenschaften der Funktion II, die uns auf der Suche nach

Losungen der I1-Gleichung helfen werden:
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Lemma 2.1.11. FEs gilt:

(o) = 1
(1) = 0
II(«) € [0, 1]

Beweis: An den Réndern des Intervalls gilt 2*(0) = py und 2*(1) = po. Der Modus
der i'ten elliptischen Mischungs-Komponente ist p;, dort verschwindet ihr Gradient V f;.

Also folgt: [fl(xa)]’|a:0 =0 und [fg(xa)]’|a:1 = 0.

Bleibt zu zeigen: II(a) € [0,1].

Behauptung:
[fl(xo)]/ S 0
[f2(xoc)], Z 0
Va € [0,1].

Beweis der Behauptung: Es gilt [fi(z.)] = [kipi(6(2a, 1:))] = kigi(6(xa, i) A;. Die
Generatorfunktionen sind monoton fallend, also ist ¢ < 0. Weiterhin gilt A; = (z, —
p1) TS (v — wy), siehe . Das 148t sich mit (2.17) weiter umformen zu A; =
L(zq — ) TSNSy = Lol S 1y, Die Matrix S; ' ist positiv definit. Damit folgt Ay > 0
und Ay = —2A; < 0.

Insgesamt liefert das [fi(z,)]" < 0 und [fa(z4)] > 0.

Ende Beweis der Behauptung U
Der Nenner des Quotienten Wm ist stets grofler als der Zéihler, beide sind

nichtnegativ, somit bleibt der Quotient im Intervall [0, 1]. O

Fiir die beiden speziellen Félle Gauss-Mischungen und t-Mischungen existieren einfache

Formeln um II(«) numerisch zu bestimmen:

Proposition 2.1.12. IT fiir Gauss-Mischungen
Sei g(x;0) = w1 + oo eine Gauss-Mischung. Dann gilt:

L o)) ~ [Br(ea) |, adn(aa)

[(a) [02(x0)]' ag2(7a)

Va ¢ 0,1 (2.18)
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Beweis:

(P2(zo)]' — [01(za)l _ | adr(za) | [Ar(@)]' _ adu(wa)

[P2(7a)) B aga(ra) [Pa(0)] N aga(ta)

Jetzt betrachten wir die linke Seite der letzten Gleichung:

[9751(5504)]/ K.R. le(xoz)(xa - Nl)Tzl_ISojl(Ul - U2) ¢1<ma)A1 (2.14) _a¢1($a)

[Pa(z0)] P2(Ta)(Ta — M2)T22_15¢;1(U1 —vy)  P2(Ta)A2 B apa(Ta)
O
Proposition 2.1.13. II fir t-Mischungen
Sei g(x;0) = wfy + 7 fy eine t-Mischung. Dann gilt:
anycy(ng + D)1+ £6(x,, -
L omaln ¥ DI )] o Va ¢ 0,1 (2.19)
() anicy(ng + D)[1 + ,%25(-%, po)l” 2
Dabei bedeuten firi=1,2:
e
L(5)V/nP VP V/IZ
0(Tas fti) = (Ta — :ui) 1( Lo — Hi)-
Beweis: Die Generatorfunktion der i’ten t-Komponente ist
1 - 1 +D
() = /(L —t)mtD = (14 —t)" 2
oilt) =1+ —) 1+
Die Dichte der i'ten t-Komponente lautet somit
~1
1 Ty —1 4D 1 Tv—1 _nitDh
file) = cin[ (1 + — (@ — ) TE7 (2 — )™ = Ci(1+;($a—ﬂi) i (@a—m)) 2
Differentiation von (f; o 2*)(«) nach « liefert:
c;\n; + D 1 _n;+D+2 1.
o)) = =P 0y L )y — )T .
=A,;
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Also folgt

0

Bemerkung: Im allgemeinen Fall einer elliptischen Mischung mit Generator-Funktionen

1, o gilt fiir a ¢ 0, 1:

L a0 m)
I(a) ac2y(0(a; pi2))
Wobei ¢; die Normierungskonstante der i’'ten elliptischen Komponente ist. Diese Formel

ergibt sich auf dieselbe Weise wie die beiden obigen mit Hilfe des Lemma [2.1.10]

Beispiel 2.1.14. Wir wvergleichen jetzt die II-Funktionen zweier Mischungen; einer

0 1
Gauss- und einer t-Mischung mit gleichen Parametern p, = ( 0 ) , o = ( . > , 2 =

1 0 0.05 0
) E2 - ’
0 0.05 0 1

und verschiedenen Freiheitsgraden der t-Mischung-Komponenten ny, ns.

Funktion T der Gauss-Mixtur Funktion I1 der t-Mixtur mit n1 =n2 =2 Funktion IT der t-Mixtur mit n1 =n2 =&

Mganss
I
I

Funktion TT der t-Mixtur mit n1=3, n2=5 Funktion IT der t-Mixtur mit n1 =n2 =8 Funktion IT der t-Mixtur mit n1 = n2 = 10
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Wie man sieht, sind die 11-Funktionen der beiden Verteilungen dhnlich. Die Dichten der
Gauss-Mischung und der t-Mischung mit n, = ny = 10 sehen beihnahe identisch aus. In-
teressanter ist ein Vegleich der Gauss-Mischung mit der der t-Mischung mit ny = 3, ny =
5. Am Verlauf der I1-Funktion dieser t-Mischung sieht man einen kleineren Bereich fiir m

in dem die Gleichung I1(«a) = w fiinf Losungen hat. So sehen die verschiedenen Mischun-

gen tm Vergleich aus:

Abb. 2.4: t-Mischung mit Mischungsproportion m = 0.5
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Abb. 2.6: t-Mischung mit Mischungsproportion m = 0.3

Mit obigen Formeln kann man die Funktion IT numerisch giinstig ausrechnen und grafisch
darstellen. Aber um allgemeine Aussagen iiber die Topografie von Mischungen herzulei-
ten, miissten wir den ,Verlauf® der Funktion II analysieren. Dazu betrachten wir die

sogenannte Kriimmungsfunktion.

Die Kriimmungsfunktion

Ab jetzt verwenden wir neben ' bzw. ” fiir die Ableitungen von Funktionen nach «, auch

den Ableitungspunkt: &, bzw. Z,. Beide Schreibweisen sind gleichberechtigt.

Um eine Aussage iiber das Oszillationsverhalten der Funktion II zu machen, betrachten

wir deren 1. Ableitung:
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() = — [fo(@a))"[f1(xa)]" = [fr(2a)]"[fa(a)]
(If2(za)) = [fi(za)])”

Folgender Korollar macht eine Aussage iiber den Zusammenhang zwischen der Anzahl der
Nullstellen der 1. Ableitung der Funktion IT und der Anzahl der Moden der Mischungs-
dichte g.

(2.20)

Korollar 2.1.15. Sei 7 € [0, 1] und die Funktion II'(a)) habe N Nullstellen, dann gilt:
1. N ist gerade.

2. Die Gleichung I1(«) = m hat maximal N + 1 Lésungen ay, ..., an41, wobei die Indi-

zierung in aufsteigender Reihenfolge gilt: ;g > .

3. Fiir die zugehdrigen Losungen gilt: x*(aq) ist ein Modus von g, x*(ag) ist ein Sat-

telpunkt oder ein Minimum von g. Es gibt héchstens 1 + % Moden.

Beweis:

1. Wir wissen bereits, daf§ TI(0) = 1, II(1) = 0 und II(«) € [0,1] gilt. Daraus folgt
unmittelbar IT'(0) < 0 und II'(1) < 0. Die Ableitung II' hat an den Réndern des
Intervalls [0, 1] dasgleiche Vorzeichen, daraus folgt, dass I eine gerade Anzahl von

Nullstellen im Intervall [0,1] haben mu8, damit erhalten wir die 1. Aussage.

2. Die Gleichung TI(a) = 7 hat mindestens eine Losung, da eine Mischungsdichte
immer mindestens einen Modus hat. Mit jeder Oszillation der Funktion II, d.h. mit
jeder Nullstelle der Funktion IT" kommt hochstens eine neue Losung der Gleichung

II(cr) = 7 hinzu. Insgesamt kann es maximal N + 1 Losungen geben.

3. Wir haben bereits gezeigt: [f1(z.)] < 0 und [f2(z,)] > 0 Vo € [0,1] (vgl. Beweis
von Lemma R.1.11)). 2'(a) = w[fi(za)] + 7[fo(za)] = W(0) = 7[fo(za)] > 0 =
die Mischungsdichte g steigt auf der Ridgeline fiir o € (0, 1) = « ist ein Modus.
Im Extremfall wechseln sich die Moden mit den Sattelpuknten bzw. Minima ab.
Erinnerung: Minima kann ¢ nur im Fall D = 1 haben (siche Korollar Ji). Im
Extremfall erhalten wir: a; ist ein Modus, s ist ein Sattelpunkt/Minimum,...,ay
ist ein Sattelpunkt/Miminum, a1 ist ein Modus. Insgesamt kann es also bei einer

festen Mischungsproportion 7 maximal 1 + % Moden geben.
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Folgendes Bild verleiht dem obigen Beweis geometrische Anschauung:

Funktion IT und die L&ésungen von TI{c)=0.4

10

Pi
04 06
|

00
|

alpha

Die erste Losung, ist die Stelle wo sich die horizontale Gerade und der Graph von II das
erste mal schneiden, sie korresponiert mit einem Modus, die zweite Losung korrespondiert

mit einem Sattelpunkt usw..

Unser Ziel ist es nun die Anzahl der Nullstellen der Funktion IT" zu untersuchen. Jede
Funktion, die denselben Ziahler wie II' und einen positiven Nenner hat, bezeichnen wir
als Krimmungsfunktion k. Oft ist es hilfreich sich die Kriimmungsfunktion anzuschauen

und nicht IT’, weil x analytisch zugénglicher ist.

Im Falle eine Gaussmischung wéhlen wir:

_ [#2(@a)]” [$1(za)] [¢1(2a)]” [P2(za)]
RgauSS(a)_ P2(Ta)  P1(Ta) $1(7a)  P2(Ta) (2.21)

Im Falle der t-Mischung arbeiten wir direkt mit IT'.

Satz 2.1.16. Sei g(x;0) eine Mischung aus zwei Gauf-Komponenten. Dann gilt

Kgauss(Q) = [p(a)]Q[l — aap(a)l,

wobei:
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ple) = (o — ) TS ST B SIS SIS (e — ). (2.22)

Beweis:
Zunéchst einige Vorbereitungen (siche dazu Lemma :
Es gilt:

1. v = —%v;.

2. Zq =S vy — o) = éS’lvl.

3. A = (0 — )8 H0 = (10 — 1) TE STy

4. §iTa) = Gi(wa) A

5. Gileed — T,

Wir definieren

daraus folgt:

und

was dquivalent ist zu

$i(Ta) _ [+ 2.
d(xq)
Wir rechnen diese Grofien aus.
il = —’UIZ‘UO[
. o
ly = —Vy o = —0] g
2 2 o 1

Was leicht einzusehen ist. Die zweiten Ableitungen erfodern etwas mehr Rechenaufwand:
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él (Ta) = _él(xamlTia — ¢ (xa)[vlTa:a + UlTi'a]

= ¢1(xa)[vlTx'a]2 — ¢ (xa)[blTjja + Ufia]

él(xo) T. 12 T . T
= == al « a

o1 (20) [V ] [0) T + V) T
=1 = —0] G — V] ig

Fir I, verwenden wir

¢2(xa>

und eine analoge Rechnung wie im Fall [; liefert

[‘5)2(%)] = [z 2o’ = E“I%]Z'

T a 1

l2 = —x v + —$T@1 — —.jZ'T’Ul
a @ a2 @

Q| Qi

[0

Einsetzen in die Kriimmungsfunktion:
a@:@+@ﬂh—@+@ﬂg

T LT T T. \2 T.
= |—x U1+ —x,01 — —=T, V] + (—V T, — Uy Ty
|: « « 2%« ( 1 ) ( 1 )

. T . a T,
[T — T+ 07807 (Gl

Weiterhin gilt:

1
Ty = —S;lvl
(e}
- 1
1. 1 _ IR
axlvl = gvfsalvl = —(xa — 1) "5SS (20 — 1)

To — = S a4+ a¥y ] — S Sam
= S axT i + aXy e — aXi i — a¥y ]
= aS; 'y (e — )
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1 e e ol e
—davn = (i — ) 2SN SN SR (e — )

2.2. Schranken fiir Modenanzahl

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige Aussagen iiber die Anzahl der Moden von
elliptischen Mischungen. Zunéchst sei hier ein Ergebnis von M. Carreira-Perinan und C.
Williams vorgestellt, das eine Schranke fiir spezielle Gauss-Mischungen aus K Kompo-

nenten liefert.

K
Satz 2.2.1. Sei g(z; 1, - fiic, X1y - o s Bk Ty oo, Tieo1) = 3 Wik 0i((x—ps) T8 H (2 —
i=1
wi)) eine Gauss-Mischung im RY. Die Mischung hat mazimal K Moden, falls eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. D =1 (eindimensionale Mischung)

2. D > 1 und die Kovarianzmatrizen sind alle gleich: ¥; = ¥ (homoskedastische Mi-
schung)

3. D > 1 und die Kovarianzmatrizen sind vielfache der FEinheitsmatriz: ¥; = o;1

(isotropische Mischung)
Der Beweis kann in [3] nachgelesen werden[']

O
Obiger Satz liefert ein Schranke fiir Mischungen aus beliebig vielen Komponenten, aber
mit Restriktionen an D bzw. an die Kovarianzstruktur der Mischung (Restriktionen an
Kovarianzmatrizen werden wir in diesem Kapitel spiater nochmal aufgreifen). Jetzt be-
schranken wir uns wieder nur auf den Fall K = 2, machen dafiir aber keine Restriktionen

an die Parameter.

!Bewiesen wird nur die erste Aussage. Die Aussagen 2 und 3 sind Vermutungen, die spiter widerlegt

wurden.
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Wir verwenden zunéichst die Form der Kriimmungsfunktion aus Satz [2.1.16] um eine
Schranke fiir die Modenanzahl einer allgemeinen Gauss-Mischung aus zwei Komponenten
herzuleiten, danach geben wir eine Schranke fiir t-Mischungen an. Anschliefend gehen
wir auf Parametrisierungen und Restriktionen von Kovarianzmatrizen ein, die in [9]
vorgeschlagen werden und leiten fiir spezielle Gauss-Mischungen eine weitere verschérfte
Schranke her. Der Zusammenhang zwischen II" bzw. der Kriimmungsfunktion und der
Modenanzahl von ¢ ist im Korollar beschrieben.

Im Folgenden bezeichne R[X]; den Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder
gleich k und R[X]N*M eine N x M-Matrix mit Eintrigen aus R[X].

Wir benutzen folgendes Lemma:

Lemma 2.2.2. Sei A € R[X]?*P invertierbar = fiir die Elemente der Inversen A~ =

(rij)i<ij<p gilt:

Gij
T = 7” (2.23)
und
G € RIX]pr—r
Ve R[X]Dk
Beweis: Zunachst errinern wir uns an die Leibnizformel fiir Determinante und stellen

fest, daf fiir ein A € R[X]7*P
det(A) € R[X]px

gilt. Jetzt verwenden wir die Cramerformel fiir die Inverse:

-1 _ 1 adj
det(A) ’

wobei A% die adjunkte Matrix von A ist, deren Elemente signierte Determinanten von
Teilmatrizen von A sind, die durch Streichen von je einer Zeile und Spalte aus A entstehen.
Es gilt:

A€ RX]PP = A ¢ RIX|P~1P!

und

th(Aadj) S R[X]Dk:—k
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Die Aussage folgt mit v = det(A) und ¢; ; = AZ?j . O

Satz 2.2.3 (Schranke fiir Gauss-Mischungen). Sei g(x; p1, po, X1, X0, m) = (2, 11, X1)+
(1 —m)p(x, u2, Xo) eine Gauss-Mischung. Dann hat g mazimal

1
1+ 5(3D — 3D mod?2)
Moden.

Beweis:

Idee: Wir zeigen, dass die Kritmmungsfunktion kgqqss maximal 3D — 3D mod 2
Nullstellen im Interval [0, 1] haben kann, daraus folgt, dass II(«) maximal 3D — 3D mod
2 Oszillationen haben kann.

Behauptung: k() hat maximal £ := 3D — 3D mod 2 Nullstellen im Intervall [0, 1].
Beweis der Behauptung: Nach (2.1.16)) gilt :

Kgauss(Qt) = p(a)2[1 — aap(a)]

mit

pla) = (2 — 1) TS7 SIS S TR S ST (e — ).

Aufgrund der positiven Definitheit der Matrizen X, ¥y und folglich ihrer Inversen und
S, ist p(a) stets positiv (da gy # ). Somit sind die Nullstellen von («) identisch mit

den Nullstellen von

g(e) =1 —aa(us — ) 571810515 8 1S 8 (e — ). (2.24)

Wegen ¢(0) = ¢(1) = 1 hat ¢ und damit auch x eine gerade Anzahl von Nullstellen im
Intervall [0, 1]. Diese Aussage haben wir im allgemeinen Fall im Korollar [2.1.15| bewiesen.

Nun wenden wir das Lemma [2.2.2| auf S, an: S, € R[X]; die Elemente r; ; von S;*

haben die Form

Gi,
Ti,j = 7]
mit
Gij € R[X]p-1
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v e R[X]p.

und folglich gilt fiir das Produkt

M(a) =318 eyt s et iyt = DA VE/D WA Y

1
v(a)?
Mit Z := (Civj<a))1§i,j§D .
Die hochste auftretende a-Potenz in v ist kleiner gleich 3D. Die Eintridge der Matrix
Y1285t 255t Z 57! sind Polynome vom Grad kleiner gleich 3D — 3. Insgesamt ergibt
das, dass die Grofle

A e (= )M (@) 2 — )

v(a)?
eine rationale Funktion ist, mit grad(s) < 3D — 3 und grad(v?) < 3D.
Damit lautet die Gleichung ¢(a) = 0:

o sle)
1-aa, =0

v(a)? — aas(a)
< (o) 0
& v(a)® — aas(a) =0

Der letzte Aquivalenzpfeil ist berechtigt, da v(a) Determinante einer invertierbaren

Matrix ist und deswegen # 0 fiir alle .

Der Grad des Polynoms v(a)® — aac(a) ist kleiner gleich 3D und der Fundamentalsatz
der Algebra besagt, dass dieses Polynom maximal 3D Nullstellen haben kann. Da wir
zusatzlich wissen, dass ¢ im Intervall [0,1] eine gerade Anzahl von Nullstellen haben
muB, folgt: ¢ hat maximal 3D — 3D mod 2 Nullstellen im Intervall [0, 1].

Ende Beweis der Behauptung [J

Wir wissen jetzt, dass II(«) maximal £ = 3D — 3D mod 2 Oszillationen hat. Daraus
folgt, dal die Gleichung II(«) = 7 fiir ein festes m, maximal E + 1 Losungen ay, ..., apiq
haben kann. Aus dem Verlauf der Funktion II folgt: «; liefert einen Modus, ay liefert

einen Sattelpunkt,...,ap liefert einen Sattelpunkt, ap,; liefert einen Modus (siehe auch
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Korollar [2.1.15)). Insgesamt gibt es also 1 + % Moden. O

Beispiel 2.2.4. Die Schranke fiir die Modenanzahl wdchst also linear mit der Dimension

D mit Proportionskonstante %

Fiir verschiedene Dimensionen D ergeben sich folgende Schranken fir die Modenanzahl

der Gauss-Mischung:

D =1= Schranke = 2
D =2 = Schranke = }
D =3 = Schranke = 5
D =4 = Schranke = 7.

Die Schranke ist fiir D=1 und D=3 scharf, es gibt Beispiele, wo sie angenommen wird.
Offensichtlich ist 2,4,5,7,8,10, ... die Folge aller natiirlichen Zahlen, die nicht durch 3

teilbar sind, in aufsteigender Rethenfolge.

Bemerkung 2.2.5. Diese Schranke lifit sich auch direkt mit der 1.Ableitung der Funk-

tion II herleiten:

Es qilt
0401901(51)} N
[I(a) = |1+ ,
() { acypa(da)
wobei
1
pi(t) =2
6i = (To — Ni)Tz;l(Ia — J4;)
= !
B
siehe oben.

Differentiation nach « liefert:

a01901(51)} - [ c1p1(01) L oa [A107(01)p2(02) — Aah(2)p1(61)]

M (a)=— |1+
(@) { acypa(0s) a%capa(da) acypa(02)?
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-2
Wir interessieren uns fiir die Nullstellen des Terms. Der Faktor [1 + %} ist echt

positiv, da sowohl die Konstanten c;, als auch die Generatorfunktionen ; echt positiv

sind. Deshalb brauchen wir diesen Faktor nicht weiter zu betrachten und untersuchen den

Faktor
api(01) | aci[Arp)(01)pa(02) — Agh(d2)p1(61)]
o) = — + - 5
CoY (,02(62) O[CQ(,DQ((SQ)
auf die Nullstellen.

Es gilt: ¢ = —%gp. FEinsetzen in Z liefert:

api() | aal(=59)¢1(00)ea(02) + 52ea(52)1(61)]
Zl) = Cca0%pa(d2) - acapz(da)?

p=—gor api(d)  Avacipi(@n)ea(%)(1+2)
0a%0s(55) 2 C0pa(2)*

Es folgt Z(a) =0

-~
Aq a
c1p1(61)p2(02) — 7040401@1(61)902(52) (1 + _) -0
Q@
=
A 1
©1(01)p2(02)c1 (1 — 7164&5) =0
<~
121, (2.25)
2
Nun gilt

Ay =2y — 1) 85 S TSy, (siehe Lemma
= 2(ue — ) 25 SR ISIETSL [aX i + oy g — Sapu]
= 2a(ps — pn) "85 1S RIS ST S (e — ). (226)
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Wir wissen bereits Syt = 2(r; )iz, mit v € R[X|p, rij € RX]p_1. Also gilt

AN SA
-t _ 22 2.2
o (2.27)
wobei sp € R[X]3p_2 und va € R[X]sp.
Also

2-25) < va — aca = 0.

Der Grad des Polynoms va — aéa ist kleiner gleich 3D und dieselben Uberlequngen wie
im Satz[2.2.3 fiihren uns auf das Ergebnis.

Ende der Bemerkung.

Im Falle der t-Verteilung betrachten wir direkt die 1.Ableitung von IT um eine Schranke

fiir die Modenanzahl zu erhalten.

Satz 2.2.6 (Schranke fiir t-Mischungen). Sei g(z; 1, pio, X1, 20, 7) = wfi(z, p1,%1) +
(1 —7) fo(x, p2, Xo) eine t-Mischung. Dann hat g maximal

7D 4+ 2 —17D mod 2

1
* 2

Moden.

Beweis: In der obigen Bemerkung haben wir gezeigt, dass die Nullstellen von II’ dieselben

sind wie die von Z mit

c11(01) N ac1[A10](01)pa(02) — Aoy (02)¢p1(01)]
co@?p1(07) Qcap2(02)? .

Fiir die Generatorfunktionen der t-Verteilung gilt:

Z(a) =

nz+D 1 -1 .
— 1+ —t (1), 1=1,2.
5 (+ni) @i(t), i

w;(t) =

Eisetzen in Z liefert:
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Z()
(@) 0o (D=2 + L6 o (8)]ea(6) + Aol (1 + L85) e (02)]ien (61) )
= +
020_42@2<(52) 0_502902<52)2
A2:—%A1 01@1(51) OéClAltpl((Sl)gOQ((SQ) (#(1 + %51)*1 + g%(l + %2(52)*1>
B 02552902(52) @02902(52)2

Somit ist Z(«) = 0 dquivalent zu

n1+D dng—l—D

1 -1 1 -1\ _
(1+n—151) + o B (1+7L_262) ) =0.

c1p1(01)p2(d2) —avaci A1 (1) p2(02) (

das ist dquivalent zu

’I’Ll—f-D dn2+D

1
(I4+—6)"+
1 «

1 — aad, ( (1+ niéz)l> =0.
2

Wir bringen den Ausdruck auf gemeinsamen Nenner und Setzen den Zahler gleich 0:

D 1 ¢ D
M2+ —gy + 212t

o «

(1+ nial)u + niaz) _ aal, ( (1+ nlal)) —0 (2.8

Zur Erinnerung:

0; = (ma - ,Uz‘)TZz'_l(xa - Mi)
und

Ta = S5 (@57 i + a¥y s).

Die Betrachtung der auftretenden a-Potenzen liefert

#(a) = -,
mit
¢*, v* € R X]p.
Somit gilt
b=,
Vi
mit

Gi, Vi € R[X]ap.

Bereits in der vorangehenden Bemerkung haben wir gezeigt:

42



Kapitel 2. Moden von Mischungen elliptischer Verteilungen

SA
A1 = T
VA

mit

sa € R[X|3p_o und va € R[X]3p.
Wir bringen die gebrochen-rationale Funktion auf der linken Seite von auf gemein-
samen Nenner und erhalten im Zahler ein Polynom, dessen Grad nicht grofier ist als der

von

0621/11/2VA.

Der Grad ist somit maximal 7D 4 2. Die Gleichung hat also maximal 7D +2— (7D
mod 2) Losungen im Intervall [0, 1].

Dieselbe Uberlegungskette, wie im Satz liefert uns folgende Schranke fiir die Mo-
denanzahl einer t-Mischung aus zwei Komponenten:

7D +2—17D mod 2

1
* 2

Beispiel 2.2.7. Die Schranke fiir die Modenanzahl wéchst also linear mit der Dimension

D mat Proportionskonstante %

Fiir verschiedene Dimensionen D ergeben sich folgende Schranken fiir die Modenanzahl

der t-Mischung:

D =1= Schranke = 5
D =2 = Schranke = 9
D =3 = Schranke = 12
D =4 = Schranke = 16.

Wie weit diese Schranken von tatsdchlichen Maximalwerten liegen ist uns nicht bekannt.

Im Fall von gleichen Kovarianzmatrizen &8t sich die Schranke etwas verbessern.

Korollar 2.2.8. Sei g(x; py, 2, X1, Yo, m) eine t-Mischung aus 2 Komponenten und es

gelte X1 = X9. Dann hat g mazximal
2D +2
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Moden.

Beweis:
In diesem Fall gilt S = ¥; = 35 und somit
Ay = 204(#2 - #1)TE1_1(M2 - Ml)

(siche [2.26)).

Einsetzen in (2.28) liefert folgende Gleichung fiir Nullstellen von IT":

n1+D 64712—1—D

1
(1 + —(52) + —
%) (0%

1 1 1
(14+—061) (1+—02) —2a0? (up—pu1 ) "57 " (2 —p1) ( e _51)) -
nq no .

Wir bringen den Ausdruck auf gemeinsamen Nenner, setzen den Zéhler gleich 0 und erhal-
ten eine polynomielle Gleichung vom Grad kleiner gleich grad(a®vivy). Wobei grad(v;) <
2D fiir i = 1,2 (siehe Beweis von Satz [2.2.6). Wegen grad(a’vivs) < 3 4+ 4D hat II'
maximal 4D + 2 Nulstellen im Intervall [0,1] und somit maximal 1 + 22 = 2D + 2
Moden.

O

2.3. Restriktionen an Kovarianzmatrizen in Mischungsmodellen

Im néchsten Kapitel werden wir uns mit modellbasierter Clusteranalyse beschéftigen. In
diesem Zusammenhang tauchen oft Restriktionen an Kovarianzmatrizen einzelner Mi-
schungskomponenten auf. Durch diese Restriktionen verringert man die Anzahl der un-
bekannten Parameter, die mit dem EM-Algorithmus geschétzt werden miiflen. Das R-
Packet Mclust stellt Moglichkeiten zur Verfiigung derartige Restriktionen festzulegen.
(siche néchstes Kapitel).

Daten, die von Mischungen elliptischer Verteilungen produziert werden, sind charaktere-
siert durch ellipsoide Cluster die um die Zentren pu; konzentriert sind, mit steigender
Dichte in der Ndhe der Mittelpunkte ;.

Die geometrischen Eigenschaften der Cluster wie Form, Ausrichtung und Volumen
werden durch die Kovarianzmatrizen festgelegt, die Kovarianzmatrizen werden wiederum
durch 22+ yeelle Zahlen festgelegt, die im Grunde frei gewahlt werden kénnen solange

2
Yl; positiv definit bleibt.
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Héufig beschrankt man sich auf die Fille ¥; = AI, was zu sphérischen Clustern mit
gleichen Radien fiihrt, oder ¥; = ¥, was zu gleichen Clustern beliebiger Form fiihrt.
Im ersten Fall benttigt man einen reellen Parameter um die Kovarianz-Struktur der

Mischung festzulegen im zweiten sind es DO+ 1eelle Parameter und im allgemeinen Fall

2
KD(D+1)
2

einer elliptischen Mischung mit K Komponenten sind es reelle Parameter.

Eine flexible Form Kovarianzmatrizen zu parametrisieren ist die Diagonalisierung:

¥ = MDA D] (2.29)

(siehe [9]).

Dabei ist D; eine orthogonale Matrix deren Spalten Eigenvektoren von ¥; sind, A; eine
Diagonalmatrix, deren Elemente die durch den grofiten Eigenwert geteilte Eigenwerte von
Y sind \; der grofite Eigenwert.

Mit dieser Darstellung lassen sich Restriktionen an einzelne geometrische Eigenschaften
der Cluster definieren - \; steuert das Volumen der Komponente i, D; die Ausrichtung,
A; die Form.

Wenn beipielsweise der grofite Eigenwert von X; wesentlich gréfler ist als die anderen
Eigenwerte, dann wird sich der i’te Cluster entlang der Hauptachse im R? erstrecken.
Wenn dagegen zwei grofie Eigenwerte von ¥; die anderen dominieren und, wird der i'te
Cluster im Wesentlichen in dem durch die beiden zugehorigen Eigenvektoren aufgespann-
ten Unterraum liegen. Falls der gréfite und der kleinste Eigenwert von 3J; ungefdhr den

gleichen Betrag haben, ergibt sich ein sphéarischer Cluster.

Mit diesem Ansatz lassen sich verschiedene Arten von Restriktionen definieren:

o X, =M\

o ¥, = \UAUT
o %, = \I

o T, = NA,

® USW.

45



Kapitel 2. Moden von Mischungen elliptischer Verteilungen

Im néchsten Abschnitt diskutieren wir Bimodalitdtsbedingungen fiir Mischungen, fiir die
Y = A\ UAUT bzw. 3; = N\UAUT gilt.

2.4. Bimodalitdtsbedingungen fiir spezielle Gauss-Mischungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir einige Aussagen iiber Modalitdt von speziellen

Gauss-Mischungen, die Ray und Lindsay in [I5] vorgestellt haben.

Korollar 2.4.1. Sei g(z;0) eine Mischung aus zwei Gauf-Komponenten mit gleichen
Kovarianzmatrizen 1 = Y. Dann gilt (siehe und ):

glo) =1 — a1 — ) (p2 — p1) "8 (p2 — 1),

¢(a) und folglich x(«) sind quadratische Polynome und besitzen zwei Nullstellen falls

(2 = pn) T8 (e — ) > 4
und die Mischung ¢ ist dann bimodal, falls die Mischungsproportion = € (7, m2), wobei
1 n Oiigbl(ai)
™ Qia ()
und «; sind die beiden Nullstellen von ¢(«) im Intervall [0, 1].

Beweis: die Aussage ergibt sich durch Ausrechnen der Kriimmungsfunktion unter

Benutzung von (2.22) und X; = 3. O

Lemma 2.4.2. Sei g(z;0) eine Mischung aus zwei Gauf-Komponenten mit proportional-
len Kovarianzmatrizen Yo = 0?4, fir ein 0 > 0. Dann hat r(«) dieselben Nullstellen
in [0, 1] wie das Polynom

q1(a) = (c*(1 — a) + @)’ — a(l — a)u’o?

wobei pi* 1= (ptz — p1) TS (p2 — ).

Beweis:

Yo =08 = S, =57 ((1 — a) + %). Daraus ergibt sich
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(2 — ) T8 30855 1 5 55 8 5 (e — )
(1—a)+3%)°

0-2
(o — 110) 787 (12 — 1)

gla) =1—a(l —a)

:]_—Oé(]._a) 0'4(1—Oé+%)3
I 1207
=1 (1 )(02(1—04)—‘—%)3
1
R E

Das Polynom (0%(1 — a) + %)* hat im Intervall [0, 1] keine Nullstellen, somit sind die

Nullstellen von ¢(«) identisch mit denen von ¢ («). O

Fiir den néchsten Korollar brauchen wir eine Definition und ein Hilfslemma, das hier ohne

Beweis gegeben wird:

Definition 2.4.3. Sei
f(z) = ax® + b2 + cx + d,

mit a # 0 ein Polynom 3. Grades. und
D := 18abcd — 4b°d + b*¢® — dac® — 27a’d”.
D hei3t Diskriminante von f.

Lemma 2.4.4. Sei
f(x) = ax® + ba® + cx + d,

mit a # 0 ein Polynom 3. Grades. Sei D die Diskriminante von f. Dann gilt

e Fulls D < 0 besitzt f eine reelle und zwei komplexe Nullstellen.
o Fualls D > 0 besitzt f drei verschiedene reelle Nullstellen.

o Falls D =0 bestizt f mehrfache reelle Nulstellen (max. 2)

Korollar 2.4.5. Sei g(z;0) eine Mischung aus zwei Gauf-Komponenten mit proportio-

nalen Kovarianzmatrizen Yo = 02%;.

47



Kapitel 2. Moden von Mischungen elliptischer Verteilungen

(a) Die Dichte g ist unimodal fiir jede Mischungsproportion 7 falls

2(1 — 02+ 0*)2 — (20° — 30 — 302 + 2)
2

(2 — 1) TS (2 — ) < ~

(b) Falls die Parameter obige Bedingung nicht erfillen, ist g bimodal genau dann, wenn
7 € (m, ), wobei
LN O_éidh(oéz')
; ;2 (o)

und o; sind die beiden Nullstellen von q(«) in [0,1] sind.

Beweis:

Wir zeigen zuerst den Teil (a). Mit Hilfe von Lemma folgt, dass die Nullstellen von
k() dieselben sind wie die des Polynoms ¢;(a) = (62(1 — a) + ) — a(1 — a)u?c?. Das
Polynom ¢; () hat drei reelle Nullstellen, falls die Diskriminante von ¢, positiv ist (siehe

Lemma oben). Das ist dquivalent zu:

s(p) = pto? — p2(—40°% + 60* + 60% — 4) — 270%(6* — 1)> > 0
& s(p) = pto® +2u%(0® — 2)(0% + 1)(20° — 1) — 270%(0* — 1) > 0.

s(p) ist quadratisch in g und nur eine der beiden Nullstellen ist positiv. Diese Nullstelle

lautet:

2(1 — 02 + 04)2 — (20° — 30% — 302 + 2)
2

2 _

Ho = o

Weiterhin gilt s(0) < 0. Deshalb gilt s(u) > 0 fiir > > p2. Das Anwenden von Satz[2.1.16
und Lemma 2.4.2| auf den Fall proportionaler Kovarianzmatrizen liefert, daf3 g genau dann

unimodal ist, falls

2(1 — 0% + 0*)2 — (20° — 30* — 302 + 2)
5 :

(2 — 1) ST (po — ) < .

Jetzt beweisen wir Teil (b). Die Dichte g ist genau dann bimodal fiir ein festes m, wenn
die Gleichung II(«) = 7 drei Losungen hat, und das ist wiederum dann der Fall, wenn 7
im ,,Oszillationsgebiet* der Funktion Il-liegt, also dem offenen Intervall, was durch die
beiden Extremwerte von II eingeschloBen wird. Diese Uberlegung und die Formel
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liefern die Aussage.
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Kapitel 3

Clusteranalyse mit Mischungsmodellen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Clusteranalyse auf Basis von Mi-
schungsmodellen. Mit Clusteranalyse oder Unsupervised Learning wird der Vorgang des
Entdeckens zusammenhéngender Gruppen (Cluster) in Daten bezeichnet, ohne jegliche
explizite Vorkenntnis iiber die Gruppenzugehorigkeit einzelner Punkte - im Gegensatz
zu Diskriminanzanalyse oder Supervised Learning, wo eine Gruppeneinteilung bereits
besteht und man neue Datenpunkte in diese Einteilung aufnehmen mochte.

Zwischen den Elementen eines Clusters soll groftmaogliche Ahnlichkeit und zwischen
verschiedenen Clustern groBtmogliche Heterogenitdt bestehen. Dieser Ansatz erfordert
die Definition eines Ahnlichkeits- bzw. eines DistanzmaBes zwischen Punkten. Die
Wahl eines solchen Mafles ist entscheidend fiir den Ausgang der Clusteranalyse. In
unserem Fall sind zwei Datenpunkte dhnlich zueinander, wenn ihre maximalen posteriori-
Wahrscheinlichkeiten im gleichen Cluster angenommen werden (s. spéter).

Das Interesse an Clusteranalyse ist in letzten Jahren dank neuer Anwendungsfelder
gestiegen. Diese erstrecken sich iiber Warenkorbanalyse in Kaufverhaltensdatenbanken,
automatisierte Zeichenerkennung, Genexpressionsanalysen usw..

Die meisten Cluster-Algorithmen sind heuristischer Art und basieren auf menschlicher

Intuition. Folgende Klassen von Clusteralgorithmen sind weit verbreitet:
e Hierarchische agglomerative Verfahren
e [terative Partitionierungsverfahren
e Selbstorganisierende Merkmalskarten
Hierarchische agglomerative Verfahren fangen mit einer Clusterung an, bei der jeder

Punkt ein Cluster ist und legen in jedem Iterationsschritt zwei Cluster zusammen, bis

keine Verbesserung einer Zielfunktion mehr moglich ist. Haufige Zielfunktionen sind



Kapitel 3. Clusteranalyse mit Mischungsmodellen

kiirzeste Distanz zwischen zwei Clusterpunkten (Single-Linkage) oder die Zunahme der

Summe der quadrierten Abstinde zum Mittelpunkt innerhalb eines Clusters (Ward).

Iterative Partitionierungsverfahren fangen mit einer Startclusterung an und verschieben
iterativ einzelne Punkte zwischen den Clustern bis keine Verbesserung einer Zielfunktion
mehr moglich ist. Ein bekannter Reprédsentant dieser Verfahren ist der k-Means-

Algorithmus.

Selbstorganisierende Merkmalskarten fithren die Clusterung auf Basis kiinstlicher neuro-

naler Netzte durch.

Obwohl Clusteranalyse ein intensives Forschungsgebiet ist, gibt es eine Reihe offener Fra-

gen die nicht prézise beantwortet werden koénnen:

e Wie viele Cluster gibt es in den Daten?
o Wie werden Ausreifler behandelt?

e Wie sind die statistischen Eigenschaften der Algorithmen?

Friith wurde erkannt, dal man Clusteranalyse mit Wahrscheinlichkeitsmodellen betreiben
kann. Diesen Ansatz wéahlen auch wir in vorliegender Arbeit. Wir legen den Daten ein

endliches Mischungsmodell zugrunde:
K
Xpiz =CTX =) CiX,.
i=1

Wir interpretieren die Grofien folgendermassen: X,,,;, ist der Zufallsvektor, der alle Daten
produziert hat, m; = P(C' = ¢;), wobei e; den i'ten Einheitsvektor im RE bezeichne,
und X; = X,,:|C = e;. Der Zufallsvektor C' wihlt zufillig, mit Wahrscheinlichkeiten
T, ..., T Komponenten 1,..., K aus und X,,;, bedingt auf C' = e; ist wie X; verteilt.
Fir X; wéhlen wir zunéchst ein elliptisches Modell aus, z.B. die Gauss-Verteilung
oder die t-Verteilung und erhalten nach dem sog. Mergen (Zusammenfassen) einiger
Teilkomponenten eine Mischung X*. Somit erhalten fiir am Ende unserer Analyse eine

Mischung von Mischungen.
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In unserem Modell lautet die Dichte von X,,,;,

K
9@ pry ey i, B0y ooy Dy Ty ooy Ti—1, U1y o, UK ) = Zm ki oi((x — ) TS — ).
- (3.1)
Der Parameter 9J; ist ein zusétzlicher Parameter der Dichte k;p;(6;), wie z.B. der Freiheits-
grad n; im Falle der t-Verteilung. Gauss-Dichten haben dagegen keine weiteren Parameter
auBer p; und ;.
Es konnte gezeigt werden, dafl manche heuristische Clusteralgorithmen approximative
Losungen der Mischungsmodellanséitze liefern, k-Means ist beispielsweise dquivalent zur
approximativen Maximierung der Klassifikations-Likelihood in Gauss-Mischungsmodellen
mit 3; = 027 (s. auch [9]). In endlichen Mischungsmodellen entspricht zunéchst jede Kom-
ponente einem Cluster. Zunéchst, weil wir schlecht separierte Kompontenten (z.B. falls die
Mischung zweier Komponenten unimodal oder sehr schwach bimodal ist) zusammenlegen

werden und als eine Komponente behandeln werden.

3.1. Modellbasierte Clusteranalyse

Am Anfang der Analyse liegt uns eine Stichprobe 1, ..., yn vor, die von X,,;, produziert
wurde und die wir in sinnvolle zusammenhéngende Gruppen aufteilen wollen. Unsere

Strategie besteht aus mehreren Schritten:

1. Schétzen der Modellparameter der Mischung:
1.1 Suche nach geeigneten Startwerten fiir den EM-Algorithmus,
1.2 ML-Schétzung der Parameter mit dem EM-Algorithmus mit Startwerten aus
der Vorstufe.

2. Auswahl der Komponentenanzahl mit BIC.
3. Mergen schlecht separierter Komponenten.
4. Einteilung der Daten in Cluster nach maximalen a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten.

Die einzelnen Schritte wollen wir im Folgenden besprechen.
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3.1.1. Schitzten der Modellparameter

In dieser Phase der Clusteranalyse wollen wir den Parameter

9:(,ul,...,LLK,El,...,EK,ﬂ'l,...,7TK_1,191,...,19K)

der Mischungsdichte g schétzen. Dazu nehmen wir den Maximum-Likelihood-Schétzer,
d.h.

6 = argmax ly([0; 1, .., yn|), (3.2)
9co

wobel

nic (0591, o yw]) = (] T D 735 (i 6)) (3:3)

i=1 j=1
die Log-Likelihood der Stichporbe ist.

Mit 6; := (us, 2;) € RP x RP*P im Gauss-Fall bzw. 0; := (n;, i, 3;) € R x RP x RP*P im
t-Fall. Die Komponentenanzahl ist zunéchst fest und wird mithilfe des BIC (siehe spéter)
angepasst.

Wir 16sen dieses Problem mit dem sogenannten Expectation-Maximization-Algorithmus,
obgleich auch andere sinnvolle Alternativen, wie newtonartige Verfahren existieren. Der
EM-Algorithmus ist ein iteratives Verfahren, das Startpunkte ul(-o), EEO), 191(-0), 7T§0) fir 1 <
1 < K als Input benétigt. Um diese Startpunkte zu erhalten, fithren wir als Vorstufe eine

k-means Clusterung durch.

k-means

Der k-means Algorithmus ist ein iteratives Partitionierungsverfahren. Diesem Algorithmus

liegt der quadrierte euklidische Abstand als Distanzmaf} zu Grunde:

d(wi,x)) =Y (i — w30)".

k=1
Der Algorithmus startet mit einer anfanglichen Wahl der K Zentroide (K wird
vorgegeben) und ordnet in jedem Schritt jeden Datenpunkt dem ihm am néchsten
liegenden Zentroid zu. AnschlieBend werden die Zentroide angepasst. In jedem Schritt

erhélt man also eine Clusterung aus Voronoi-Zellen mit Zentroiden als Zellenmittelpunkte.
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k-Means Algorithmus

1. Input: Start-Zentroide mq,...,mg

2. Fiir alle i: ordne den Datenpunkt z; dem Zentroid me(;) mit C(i) := argmin)||z; — myl[3 zu.
J

3. Fiir alle j: update Zentroide m; = m i'C%:j xi.

4. Tteriere 2. und 3. solange, bis ein Konvergenz- oder Abbruchkriterium erfiillt ist.

Die anfiangliche Wahl der Zentroide ist entscheidend fiir den Ausgang des k-Means-
Algorithmus und somit auch fiir den nachgelagerten EM-Algorithmus, trotzdem erfolgt
diese Wahl heuristisch oder zuféllig, was zu den gréffiten Nachteilen dieses Verfah-
rens zahlt. Nachdem wir eine k-Means Clusterung erhalten haben, berechnen wir die

Startwerte fiir den nachfolgenden EM-Algorithmus:

,ugo) =m;, 1 <i<K (3.4)
1
0 .
2 = 201 Y —m)y—m)T, 1<i<K (3.5)
LT pCG)=i
C; .
70 = #N L 1<i<K, (3.6)

wobei hier C; := {k|C(k) = i}.
Fiir die Freiheitsgrade kann man entsprechende MIL-Schéitzungen in jeder Gruppe
nehmen. (s. [14])

EM-Algorithmus

Um den EM-Algorithmus fiir die ML-Schéitzung der Parameter im Mischungsmodell
anwenden zu koénnen, miissen wir unser Modell um sogenannte versteckte Variablen
erweitern (engl. data augmentation). Zunéchst aber beschreiben wir den EM-Algorithmus

allgemein und beziehen ihn danach auf unser Problem.

Ausgangspunkt des EM-Algorithmus ist ein Zuvallsvektor 77 = (X, Z) mit X € R™
und Z € R™ und ein Verteilungsmodell fr(¢;60) mit unbekanntem 6. Von T' liegt eine
Teil-Stichprobe vor: (z1,...,xy), die zugehorigen Werte (z1,...,zy) konnten nicht
beobachtet werden und heiflen deshalb wversteckte Variablen, (xq,...,zy) nennen wir

beobachtete Variablen.
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Ziel ist die ML-Schéatzung von 6. Eine Optimierung der Gesamt-Log-Likelihood-Funktion
l7(0; x, z) nach 6 ist nicht moglich, da die Werte z1,. .., zy nicht vorhanden sind.

Der EM-Algorithmus 16st dieses Problem durch iterative Vorgehensweise, wo anstatt
l7(0; x,z) der bedingte Erwartungswert der Gesamt-Log-Likelihood-Funktion beziiglich

fr,;, fiir eine Schétzung 6\)

Q0,09) .= E[lp(0; X, Z)| X = x,6V] (3.7)

berechnet wird und im zweiten Schritt als Funktion von 8 maximiert wird.

EM-Algorithmus

1. Input: #©, setze j := 0.

2. (Ezxpectation-Schritt) Berechne Q(0,09) = E[lp(6; X, Z)|X = x,0V)].

3. (Mazimization-Schritt) Berechne AU+ = argmaz Q(6,601)); setze j = j + 1.
[dSS)

4. Tteriere 2. und 3. solange, bis ein Konvergenz- oder Abbruchkriterium erfiillt ist.

Eine ausfiihrlichere Untersuchung dieses Algorithmus kann man in [6] nachlesen. Wir

zeigen jetzt nur eine wichtige Eigenschaft des EM-Algorithmus, ndhmlich die Monotonie.

Lemma 3.1.1. Seien 09 wund 06UV zwei aufeinanderfolgende Iterierte des EM-

Algorithmus, Ix(0;z) die Log-Likelihood-Funktion der beobachteten Daten. Dann gilt

I (094D; ) > 15 (09); ) (3.8)

Beweis: Im Folgenden bezeichne Pr(z;6) die Dichte von X an der Stelle x falls X stetig
ist und die Wahrscheinlichkeit P(X = ;) falls X diskret ist. Sei § € ©,0U) eine Iterierte
des EM-Algorithmus, es gilt:

Pr(z, z;0)
Pr(z|z; 0)
< (b;x) =10;x,2) — 1(6; z|x).

Pr(z;0) =

Wir bilden auf beiden Seiten den Erwartungswert beziiglich Pr(x, z|z;09)):

1(6;2) = E[L(6; X, Z)|a;69)] — B[1(6; Z]X)|a; 6]
= Q(Qa Q(J)) - R(67 Q(J))a
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wobei wir in der letzten Gleichung R(,60Y)) := E[l(0; Z|X)|x;0U)] definiert haben. Auf
der linken Seite dndert sich nichts, da allgemein fiir eine Zufallsvariable X die Gleichung
E(X|o(X)) = X gilt.

Sei 0U+Y) = argmax Q(6,60V)), wir erhalten
0c©

ZX(9(1+1); ) — lX(G(j);:c) — [Q(Q(J'Jrl), 9(3’)) _ Q(g(j), 9(]‘)>] _ [R(g(jﬂ)’ g(j)) _ R(g(j)7 9(3‘))].

(3.9)
Es ist klar, dass QAU+, 00)) > Q(0UW) 90)) gilt.
Behauptung: R(0U+Y 90)) < R(6W), 90)),
Beweis der Behauptung;:
R(6,0V) = E[1(6; Z|X)|x; 0Y)] = /ln(Pr(z|x; 0))Pr(z|z; 09))dxdz
0
—/ln[Pr(z|a:;(9) E Ii M;] r (2|2 09)dzdz
:/ln[M] r(z|z; 09 da:dz+/ln [Pr(z,x;09)| Pr(z|z; 09))dxdz
Pr(z|z; 09) ’
Pr(Z|X;0) |
=FE S Sl e IV P 1E) )
[l PT(Z‘X;G(J))|$’9 } + const
Also gilt
. Pr(Z|X;0) .
R(6,09) = E{z — ;9<J>}.
argergax ( ) arggax nPr(Z\X;O(J))kE
Die Jensen-Ungleichung liefert:
Pr(Z|X;0) . Pr(Z|X;0)
E |Ino—moras |09 | < InE | S| 09| = n(1) = 0.
o] < B [ 0] = nth =
Fiir = 0V) gilt: E [ln%; Q(j)] = In(1) = 0. Also maximiert §%) R(6,00)).
Ende Beweis der Behauptung. 0

Insgesamt erhalten wir R(AUFD 90)) < ROV, 0UV)) und Ix (0D 2) — Ix(0Y);z) =
[Q(Q(j+1), 9(3’)) — Q(g(j), g(j))] — [R(g(jﬂ)’ g(j)) — R(G(j), g(j))] >0
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Jetzt wissen wir, wie der EM-Algorithmus im Allgemeinen funktioniert. Um die Parame-
ter unserer Mischungsdichte (3.1) zu schétzen, miissen wir unser Modell um versteckte
Variablen erweitern.

Die beobachteten Daten sind in unserem Fall die Stichprobe von X,,,;,:

(y17"'7yN)'

Die vollstdndigen Daten sind die Stichprobe von T = (X2, Z):

([y1721]7 Tt [yN,ZN])-

Die vestreckten Daten sind somit die Werte von Z:

(z1,.--,2N).

Dabei gilt
Zi = (Zﬂ, e 7Zz'K)

und

1 x; gehort zur Komponente k
Rik =
0 sonst.

e; bezeichne den i’ten Einheitsvektor im R¥, dann erhalten wir

P 2=e;(2) = cipi((z — 1) 87 (@ — ).

Wir nehmen an 73, ..., Zy seien iid M (1, 7y, ..., 7x) (multinomial mit einmaligem Ziehen

aus K Gruppen) verteilt, somit erhalten wir fiir die bedingte Dichte fx, . |z—, (v;) =
K

[T fi(y:; 0:)%. Die Gesamt-Log-Likelihood-Funktion lautet dann

=1

N K
lges 9 ™Y,z Zzzljln ﬂ-]fj Y, ))a (310)

=1 j=1
wobei bedeuten 6 = (1, ..., K, 21, -+, 2x, V1, .., V) und ™ = (1, ..., Tk).

Fiir den Fxepctation- oder E-Schritt ergibt sich dann die allgemeine Formel:

s £ (i3 05)
T K R
Z ﬁkfk(yisek)

k=1

(3.11)

Einsetzten dieser Werte fiir die fehlenden z;; in die Gesamt-Log-Likelihood liefert den
bedingten Erwartungswert Q((6, ), (0, 7)).
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Falls X,,;, bzw. g eine Gauss-Mischung ist, ergeben sich fiir den M-Schritt folgende
Update-Formeln:

ﬁj:ﬁ" 1<j<K (3.12)
N A
Zzijyz
ﬂjz’le, 1<j<K (3.13)
J
N

Die Formeln fiir die Kovarianzmatrizen héngen von deren Parametrisierung ab.

Die Nachteile des EM-Algorithmus sind seine langsame Konvergenz, und die Eigenschaft
abzustiirzen wenn eine der Kovarianzmatrizen beinahe singuldr ist. Auflerdem liefert er
ungenaue Ergbenisse falls einer der Cluster nur wenige Datenpunkte enthélt oder falls die
Datenpunkte entlang eines linearen Unterraums niedriger Dimension konzentriert sind
(Stichwort Kondition der Kovarianzmatrizen).

Die Leistung des EM-Algorithmus héngt entscheidend von der Wahl der Startpunkte ab,
da er bei ungiinstigen Startwerten in Sattelpunkten festhdngen kann. Bei guten Startwer-
ten liefert er gute Ergebnisse. Diese Eigenschaft haben auch alle newtonartigen Verfahren.
Ein Vorteil des EM-Algorithmus sind auch bekannte geschlossene Formeln fiir die E- bzw.
M-Schritte in manchen Modellen (z.B. in Gauss-Modellen), was den Rechenaufwand deut-

lich reduziert.

3.1.2. Wahl der Komponentenanzahl

Bisher sind wir von einer gegebenen Komponentenanzahl K unseres Modells g(z;6) =
K
> mifi(x; 0) ausgegangen. Diese Grofle ist aber i.A. unbekannt und ist optimal zu wéhlen.
i=1
Fiir diesen Zweck benutzen wir das Schwarz Information Criterion (SIC) aka Bayesian

Information Criterion (BIC). Die Idee besteht grob aus folgenden Uberlegungen: seien
M ... M; mogliche Modelle mit a-priori-Wahrscheinlichkeiten Pr(M;) ... Pr(M;) (meist
alle gleich) aus denen wir das optimale auswéhlen mochten. Nach dem Satz von Bayes
gilt fiir die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten gegeben Daten D

Pr(My)

Pr(My|D) = Pr(D|My) Pr(D)

x Pr(D|My)Pr(My), (3.15)
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wobei das Symbol o ,,proportional zu“ bedeutet. Falls das Modell unbekannte Parameter

enthélt, lassen sie sich nach dem Gesetz der totalen Wahrscheinlickeit rausintegrieren:

Pr(D|My) = / Pr(D|0, M) Pr(0| My)d6), (3.16)

wobei Pr(0y|My) die a-priori-Verteilung des Parametervektors 6y des Modells My, ist. Die
GroBe Pr(D|My) wird integrierte Likelihood des Modells M) genannt. Man entscheidet
sich fiir das Modell mit der hochsten a-posteriori-Wahrscheinlichkteit Pr(M|D). Falls
alle a-priori-Wahrscheinlichkeiten Pr(My) gleich sind, ist das dquivalent zur Wahl des
Modells mit der héchsten integrierten Likelihood Pr(D|My). Im Fall [ = 2 (Entscheidung
zwischen zwei Modellen), berechnet man den sog. Bayes-Faktor
Pr(D|M)
B = 5 D)
2
Ein Faktor Bys > 100 spricht stark fiir das Modell Mj.
Dieser Ansatz birgt eine Schwierigkeit - die Auswertung des Integrals . Unter ge-

wissen Annahmen lat sich aber folgende Approximation zeigen:
2lnPr(D|M,) ~ 2nPr(D|6)) — vi(log(N)) := BIC, (3.17)

wobei 6, die ML-Schéitzung von 6 und v, die Anzahl der zu schitzenden Parameter im
Modell My, ist. Offensichtlich bestraft BIC komplexe Modelle mit vielen Parametern umso
mehr, je groBer die Datenmenge ist. Fiir weitere Ausfithrungen zu BIC siehe z.B. [C.Fraley,
A Raftery].

3.1.3. Zusammenlegen von Komponenten

Unser Ziel ist die Einteilung der Daten in sinnvolle zusammenhéngende Gruppen. Der na-
heliegende Ansatz jede Mischungskomponente, der von EM/BIC berechneten Mischung
mit einem Cluster zu assoziieren, fiihrt oft zu zu vielen Clustern. C.Henning hat in [12]
einen Datensatz vorgestellt, der von EM /BIC mit einer Gaussmischung aus 9 Komponen-
ten gefittet wurde, obwohl es nur 4 sinnvolle Cluster in dem Datensatz gab. Die Ursache
dafiir ist, dass die gewéihlte elliptische Verteilungsfamilie (z.B. die Normalverteilung) nicht
felxibel genug ist um einen Cluster mit einer Komponente zu beschreiben. Beispielsweise
konnen t-verteilte Daten nur mit mehreren Gauss-Komponenten gefittet werden, da sie
mehr extreme Werte enthalten als die normalverteilten (s. auch Abschnitt Impelemtierung

und Simulationen). Auerdem sind Cluster vorstellbar, die keine ellipsoide Form haben,
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sie konnen auch nicht mit einer Komponente modelliert werden. Um diese Probleme in
Griff zu kriegen, legen wir einzelne Mischungskomponenten zusammen.

Der néchste Schritt nach Anpassung einer Mischungsdichte g an die Daten ist also das Zu-
sammenlegen (Mergen) von Komponenten zu Clustern. Um das tun, miien wir Kriterien
finden wann eine Teilmenge der Daten einen Cluster bildet. C. Hennig erwahnt folgende

Ansatze:
e modalitdtsbasierter Ansatz
e dichtebasierte Ansatz

Der modalititsbasierte Ansatz unterscheidet Cluster nach Moden der Mischungsdichte.
Punkte, die sich in der Ndhe eines Modus befinden, gehoren zusammen in einen Cluster.
Die einzelnen Cluster werden durch Gefille (gaps) in der Mischungsdichte getrennt. Ein
Cluster hat somit immer einen Modus.

Der dichtebasierte Ansatz unterscheidet Cluster nach der Punktdichte in der Datenmen-
ge. Regionen mit hoher Datendichte werden von Regionen mit niedriger Datendichte
unterschieden. Der Ubergang von Regionen mit hoher Datendichte zu denen mit niedriger

Datendichte trennt einzelne Cluster.

Beide Ansitze sind berechtigt und die Wahl hiangt von der Anwendungssituation ab, siehe
[Hennig]. Wir untersuchen eine Merging-Strategie mit dem modalitétsbasierten Ansatz
und greifen dafiir zuriick auf die Theorie aus Kapitel 2. Dort haben wir gezeigt, dass alle

kritischen Punkte der Mischungsdichte g auf der Ridgeline 2*(Sk) liegen, wobei
" (a) = [anS7" + 4 agSE] ST+ e+ oS k]

und Sk der Einheitssimplex im R¥ ist. Die Idee des nachfolgenden Algorithmus ist es die
Cluster, deren Mischung unimodal oder schlecht separiert multimodal ist, zusammen zu

fassen und als einen Cluster anzusehen. Fiir diese Methode brauchen folgende Grofe:

Definition 3.1.2. Sei g eine elliptische Mischung aus zwei Komponenten. Sei x,,;, das

Minimum der Mischung ¢ und x,,,q der zweitgrofite Modus von ¢, dann heifit

1 g ist unimodal

RQ) = (3.18)
9@min)  gonet
g(xmod)

Ridgeline-Quotient der Mischung g.
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Der Ridgeline-Quotient (RQ) kann als ein Maf fiir Unimodalitit einer elliptischen Mi-
schung verstanden werden - je grofler RQ, desto ,,unimodaler® ist die Mischung. Es ist
nicht schwer einzusehen, dass R() < 1 ist. Falls die Mischung g mehr als zwei Moden
besitzt, kann es vorkommen, dass der 2. grofite Modus und das kleinste lokale Minimum
nicht aufeinander folgen. Das stellt aber kein Problem dar, da der Ridgeline-Quotient in
diesem Fall richtigerweise auf die Nichtunimodalitidt deutet.

Es folgt ein generischer Merging-Algorithmus, den wir im néchsten Abschnitt prézisieren:

Ridgeline-Quotient Methode

1. Wéhle eine Strafkonstante 0 < r* < 1 aus.

2. Beginne mit einzelnen Komponenten der Mischungsdichte g als Cluster.

3. Berechne den Ridgeline-Quotient RQ) einer 2-Komponenten Mischung mit gemittelten Mit-
telwerten und Kovarianzmatrizen der Cluster (zu Beginn einzelne Komponenten), fiir alle Paare
von Clustern.

4. Falls RQ < r* fiir alle Paare von Clustern, behalte die aktuelle Clusterung und beende den

Algorithmus, sonst lege das Cluster-Paar mit maximalem RQ zusammen. Gehe zu Schritt 3.

Der Parameter r* kann als ein Schwellenwert zwischen Unimodalitdt und Multimodalitét
angesehen werden. Je grofler er gewahlt wird, desto kleiner mufl das Gefélle zwischen

zwei Moden ausfallen um die Komponenten zusammen zu legen.

Nach dem Mergen erhalten wir eine Mischung von Mischungen f;
S

g(x) = Z mfilz) =) fi (@), (3.19)

7=1
K; s
mlt fz* = Zwlkf’lk('r)7 SS K1++KS :K UIld {17,[(} = U {]1,,][(1}
k=1 =1
3.1.4. Einteilung der Daten in die Cluster
Wir haben ein passendes Modell fiir unsere Daten konstruiert und wollen jetzt die Stich-

probe yi,...,yyx in Cluster einteilen. Als Cluster ¢ definierten wir die Datenpunkte, die

die posteriori-Wahrscheinlichkeit Pr(C' = e;| X, = y) maximieren. Formal:
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Cluster; ==y €{y1,...,yn} | Vke{l,...,K} (3.20)

={y€{v,..,yn} | fily) = fily) Vk € {1,... K}}

Fiir die Parameter der Dichten f; nehmen wir die ML-Schatzungen des EM-Algorithmus,
d.h.

fi(y) = mfu (y; én) + oo+ K, fi, (Y5 ézK)

3.2. Implementierung und Simulation
3.2.1. Details zur Implementierung

Der im vorherigen Abschnitt vorgesellte Ansatz wurde fiir Gauss-Mischungen imple-
mentiert. Als Programmiersprache haben wir R (s. http://www.r-project.org/) gewéahlt.
Die Schétzung der Mischungsdichte g wird mit dem Paket Mclust von Chris Fraley
und Adrian Raftery realisiert. Das Paket beinhaltet die Funktion Mclust() in der
der EM-Algorithmus in Kombination mit BIC implemetiert ist. Fiir ausfiihrlichere
Informationen siehe [10]. Der Ridgeline-Merging-Algorithmus wurde in der Funktion
ridgeline_merge() neu implemetiert. Die Funktion ridgeline_merge() erwartet als
Input das von Mclust berechnete Objekt, den Schwellenparameter r* und die Anzahl der
Durchléufe der Optimierungsroutine bei der Suche nach Extrema auf der Ridgeline N.

Als Ergebnis gibt die Funktion 4 Objekte zuriick:

1. Vektor mit neuen Datenlables, in dem zu jedem Datenpunkt sein Cluster angegeben

ist.
2. Liste der gemergten Cluster
3. Matrix mit neuen a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten A = (a; ;);; mit a;; = P(Z =

15 (@)

€j|xi) = 5
>0 fi(w)
k=1
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4. Ridgeline-Quotienten fiir jedes gemergte Cluster-Paar

Die Berechnung des Ridgeline-Quotienten RQ ist ein kritischer Schritt des Ridgeline-
Merging-Algoritmus, den wir jetzt kurz erldutern.

Wir miissen zum einen x,,;, - das kleinste lokale Minimum der Mischungsdichte und zum
anderen alle Moden fiir das x,,,¢ finden, da wir wissen miissen welcher Modus der zweit-
grofite ist.

Das stellt ein Problem dar, da die bekannten Optimierungsroutinen die auf Gradienten-
abstieg oder Newtonverfahren basieren nur lokale Extrema finden. Unser Ansatz zum

Auffinden aller Maxima bzw. Minima besteht in 3 Schritten:

1. Wihle Anzahl von Suchvorgéngen N.
2. Ziehe eine Stichprobe vom Umfang N aus U(0,1)

3. Fithre N-Mal Maximierungs- /Minimierungsroutine fiir g(z*(«)) mit Startpunkten

aus Schritt 2 aus und speichere die Ergebnisse in einer Liste.

Wir hoffen, dafi falls N grof§ genug gewihlt wurde, so alle Extrema gefunden werden
konnen. Die Gréfle N soll von der Dimension D abhéngen, da in hoheren Dimensionen
groBere Anzahlen von Moden mdglich sind (s. Kapitel 2, Schrankensétze). Im Fall D = 2
haben Rechnungen mit N zwischen 10 und 15 gute Ergebnisse geliefert. Ein moglicher
Ansatz fiir die Wahl von N ist N = %D da die bekannte Schranke fiir die Modenanzahl
einer Gauss-Mischung proportional zu D mit dem Faktor % wichst (s. Satz . Als
Optimierungsroutine in Schritt 3 haben wir die Funktion nlminb() aus dem R Paket

stats gewihlt, das zur Standart-Distribution von R gehort.

3.2.2. Simulationen

Wir haben den Gesamtalgorithmus (Mclust + Merging) an drei simulierten und einem

realen Datensatz getestet. Die Ergebnisse wollen wir jetzt diskutieren. Um eine Mischung

K
g(xsp, -, B, B, T T, U O) = Z7Ti'ki'%((l’—/ﬁi)Tzfl(m—Mi))-

=1

zu simulieren, gingen wir in zwei Schritten vor:

1. Generiere einen Wert aus M(1, (m,...,7x)) (Multinomialverteilung).
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2. Sei e; der Wert aus Schritt 1. Generiere einen Wert aus k;p;((z — ) TS, o — ).

Diese Vorgehensweise soll so oft wiederholt werden, wieviele Punkte man generieren

mochte.

Experiment 1: Simulation einer Gauss-Mischung aus 5 Komponenten

In unserem 1. Experiment simulierten wir wiederholt eine Gauss-Mischung mit folgenden

Parametern:

K:5, DZZ, ™1 :71'4:71'5:0.2, 7T2:0.25, 7T3:O.]_5,

B 4 B 1.5 B 2 B 4.1 B 5

1 = 5 y M2 = 5 y M3 = 45 y M4 = 1 y M5 = 1 )
0.3 0.05 0.1 0.05 02 0

E1 = 5 E2 = 5 Z3 = )
0.05 0.3 0.06 0.1 0 0.2
0.2 0.1

Y4 = =
0.1 0.2

Auf der folgenden Abbildung ist die Mischungsdichte zu sehen:

05

04

03

0z

Abb. 3.1: Dichte der Gauss-Mischung
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Man kann deutlich erkennen, dafl die Komponenten 2 und 3 (hinten links) und 5 und
6 (vorne rechts) schwach getrennt sind, wobei 2 und 3 unimodal und 5 und 6 schwach
bimodal sind. Aus Sicht unseres modalitédtsbasierten Ansatzes sollten diese Paare

zusammengelegt werden.

Wir generierten mit obigem Simulationsverfahren 600 Punkte aus dieser Mischung und
wendeten darauf anschlieend den Mclust-Algorithmus ab. Diesen Vorgang wiederholten
wir 4 Mal und betrachteten die sich ergebenen Clusterungen und die jeweiligen Ridgeline-

Quotienten.

Mclust reagierte empfindlich auf die Anderungen der Daten und fittete die Daten in 2
Féllen mit 4 Gauss-Komponenten und in den anderen 2 Féllen mit 5 bzw. 6 Gauss-
Komponenten (s. Abb. . Die Farben und die Nummerierungen der Datenpunkte in
den folgenden Abbildungen haben keine besondere Bedeutung und dienen lediglich zur
Unterscheidung von verschiedenen Cluster, wobei die Nummer des Datenpunktes gleich

der Nummer des Clusters ist, dem der Punkt zugeordnet wurde.

Wir reichten die Ergebnisse von Mclust () an die Funktion ridgeline_merge() mit Pa-
rametern 7* = 0.7 und N = 15. Der Merging-Algorithmus lieferte in jedem Fall jeweils
3 Cluster, die gut voneinander gertrennt waren. Das Verfahren erkannte zuverléssig die
Unimodalitat bzw. die schwache Bimodalitét der jeweiligen Teilmischungen und legte sie

zZusaminerl.
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Daten Clusterung von Mclust (4 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (3 Cluster)
o4
— “1 e — —
T [ oL
T o g g
o w T
[ w0 0
o4
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
satz2] 1] satz2[ 1] satz2[1]
Daten Clusterung von Mclust (4 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (3 Cluster)

satz2[,2]
satz2[,2]

satz2[,2]
01 23 4 58
1

1 2 3 4 5 [ 1 2 3 4 5 [} 1 2 3 4 5 [
satz2] 1] satz2[ 1] satz2[1]
Daten Clusterung von Mclust (6 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (3 Cluster)
° - - 6
" g o] Bt 2 G EEEE, 3 )
o o 2 &
i 5 1 &
E ﬁ ] A 11 1 @
= !
“1 1
T T T T T T
1 2 3 4 5 [ 1 2 3 4 5 [} 1 2 3 4 5 [
satz2] 1] satz2[ 1] satz2[1]
Daten Clusterung von Mclust (5 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (3 Cluster)
o~ w - 1
g 0 | 1
N ™o H oo N
T T il
" oo 0o~ 0
i
- - - 2z
(= (=l
T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 [} 1 2 3 4 5 [
satz2] 1] satz2[ 1] satz2[1]

Abb. 3.2: Simulationen einer Gauss-Mischung, v.l.n.r.: simulierte Daten, Clusterungen von Mclust,
Clusterungen nach dem Mergen. Die Ellipsen deuten die 50%-Konfidenzgebiete der jeweiligen Gauss-

Komponenten an.

In der unteren Tabelle ist zu jedem gemergten Cluster-Paar angeben welcher Ridgeline-
Quotient sich ergeben hat. Fiir die Lables der Cluster gilt: nach jedem Zusammenlegen
von zwei Clustern erhélt der neue Cluster die kleinere beiden Nummern, d.h. beim

Mergen von Cluster; mit Cluster; bekommt der neue Cluster die Nummer min(i, 7).

Zur Errinnerung: RQ = 1 bedeutet Unimodalitét.
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Simulation /Iteration | Zusammengelegte Cluster | Ridgeline-Quotient

Simulation 1

1 (2,4) 1
Simulation 2

1 (3,4) 0.823
Simulation 3

1 (2,4) 1

2 (3,6) 1

3 (1,5) 0.840
Simulation 4

1 (2,5) 0.973

2 (3,4) 0.900

Tabelle 3.1: Experiment 1. Ergebnisse des Merging-Algorithmus

Experiment 2: Simulation einer t-Mischung aus 3 Komponenten

In unserem néchsten Versuch betrachteten wir eine t-Mischung mit folgenden Parametern:

K—3 D2 . 0 15 20
—= s = s T = Tlo = Taq = 29 = s = s = s
1 2 3= 3 H1 0 H2 15 H1 0
1 0.05 10
Yy = y 2o = , Dy = 2.
0.05 1 01

So sieht die Mischungsdichte aus:
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.00

Abb. 3.3: Dichte der t-Mischung

Wir generierten 600 Punkte aus der Mischung und wendeten darauf den Mclust-
Algorithmus an. Mclust lieferte eine Mischung aus 7 Gauss-Komponenten. Er modellierte
einzelne t-Komponenten mit je zwei Gauss-Komponenten, eine fiir die um den Mittel-
punkt gehduften Werte und eine fiir die weiter aulerhalb liegenden Werte. Die ganz
extremen Werte aller t-Komponenten wurden duch eine Gauss-Komponente mit grofler

Varianz gefittet. Wieder erhalten wir zu viele Cluster.

Die von Mclust erzeugte Clusterung verarbeiteten wir weiter in der Funktion
ridgeline_merge() mit den gleichen Parametern wie im 1. Experiment. Das Er-
gebnis ist in der folgenden Abbildung zusammengefasst. Die Funktion vereinigte die
Gauss-Komponenten mit denen einzelne t-Komponenten modelliert wurden, so dafl pro
t-Komponente je ein Cluster entstand. Die extremen Werte, die von Mclust mit einer
breiten Gauss-Komponente modelliert wurden, gehérten nun zu einem der drei Cluster.
Diese Clusterung stimmte eher mit dem den Daten zugrunde liegenden Modell {iberein.

Die Ridgeline-Quotienten der gemergten Paare betrugen in jedem Schritt 1. Das blieb
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auch bei mehrfacher Wiederholung der Simulation so, wobei Mclust bei unterschiedlichen
Simulationen wieder unterschiedlich viele Gauss-Komponenten generierte, abhidngig von

den Daten.

Daten Clusterung von Mclust (7 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (3 Cluster)

+

K1 K1 K1

Abb. 3.4: Simulation einer t-Mischung, v.l.n.r.: simulierte Daten, Clusterung von Mclust, Clusterung nach

dem Mergen. Die Ellipsen deuten die 50%-Konfidenzgebiete der jeweiligen Gauss-Komponenten an.

Experiment 3: Schiefe Normalverteilung
In diesem Experiment simulierten wir eine schiefe Normalverteilung. Ein D-dimensionaler

Zufallsvektor X ist schief-normalverteilt, falls er folgende Dichte besitzt:

f(a:%,a) = 2¢(z, 2)(z"a),

wobei ¢(z, ¥) Dichte einer D-dimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und
Kovarianzmatrix Y ist, ® Verteilungsfunktion einer N(0,1) Zufallsvariable und a € RP.
Der Parameter a wird Schiefe-Parameter genannt. Fiir a = 0 erhalten wir die Standard-
normalverteilung im RP. Mehr Informationen iiber die schiefe Normalverteilung gibt es
z.B. bei A. Azzalini, A. Capitanio [1].
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Wir betrachteten schiefe Normalverteilungen mit steigenden Schiefeparametern. Aus der
Definition der schiefen Normalverteilung wird klar, dass Punkte z fiir die 27a eine groBe
negative Zahl ist, wenig Masse besitzen. Das sind Punkte die einen grofien Winkel zu a
haben. Je grofler der Betrag von a, desto weniger Masse hat die Dichte bei z. Wir fiihrten

4 Simulationen einer schiefen Normalverteilung durch mit folgenden Parametern:

e (- () {2 (2)

Der Schiefeparameter wurde also nach jeder Simulation mit 5 multipliziert.

Wir generierten jedesmal 600 Punkte aus der schiefen Normalverteilung mit der Funktion
rmsn () aus dem Paket SN von Adelchi Azzalini und clusterten sie mit Mclust. Anschlie-
Bend iibergaben wir das Ergebnis von Mclust der Funktion ridgeline_merge().

Uns interessierte ob die von einer einzigen schiefen Normalverteilung produzierten Da-

ten von unseren Clustering-Algorithmen als homogen erkannt werden. Mclust brauchte
1
mehrere Gauss-Komponenten um diese Daten zu fitten, aufler im Fall a = ( ), WO

er nur eine Gauss-Komponente brauchte. Der Mergingalgorithmus erkannte richtigerweise
immer nur einen Cluster, allerdings nur mit einem recht niedrigem Schwellenparameter
r* =0.3.
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Abb. 3.5: Dichten der schiefen Normal-Verteilungen, von links nach rechts steigt der Schiefeparameter.
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Daten Clusterung von Mclust (1 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (1 Cluster)
@
o
& oo &
& & &
i N N
T T 2 W
o @ i
o
salz2[ 1] salz2[ 1] satz2[1]
Daten Clusterung von Melust {2 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (1 Cluster)
T
o
—_ — " —_
7 o = &
i SR T *
3 ° &y HEE 5
a0 =
™
4 " .
T T T T T T T T T T T
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
salz2[ 1] salz2[ 1] satz2[1]
Daten Clusterung von Mclust {3 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (1 Cluster)
o = 2 =
i o W g N
& - & 7 %
» B R @
@ w4 X S
. iﬁﬁﬁ P
RN 1
T T T T T T
3 -1 0 1 2 3
satz2] 1] satz2] 1] satz2]1]
Daten Clusterung von Mclust (3 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (1 Cluster)
™ ™ 3 @
o 2 1
o o 3 .
[ [S—_ g
§ ° i q 1
L= " o =
» B @
o o |
5 5 ; b
2 El 0 1 2 3
satz2] 1] satz2] 1] satz2]1]

Abb. 3.6: Simulation einer schiefen NV, v.Ln.r.: simulierte Daten, Clusterung von Mclust, Clusterung

nach dem Mergen. Die Ellipsen deuten die 50%-Konfidenzgebiete der jeweiligen Gauss-Komponenten an.
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Simulation /Iteration | Zusammengelegte Cluster | Ridgeline-Quotient

Simulation 1

1 keine -
Simulation 2

1 (1,2) 1
Simulation 3

1 (2,3) 1

2 (1,2) 0.360
Simulation 4

1 (1,3) 1

2 (1,2) 0.440

Tabelle 3.2: Experiment 3. Ergebnisse des Merging-Algorithmus

Wie man sieht, sind die Ridgeline-Quotienten in den Simulationen 3 bzw. 4 recht klein,
das bedeutet, dass die zugehorigen Komponeten gut getrennt waren und bei einem

Schwellenparameter r* > 0.36 bzw.r* > 0.44 nicht zusammengelegt worden wéren.

Experiment 4: Realer Datensatz

Hier betrachteten wir den Datensatz World Population Prospects: The 2008 Revi-
sion der UN, wo fiir verschiedene Lander und Zeitperioden von je 5 Jahren von 1950-2005
Fruchtbarkeit und Sterblichkeit der Bevolkerung gemessen wurde. Der Datensatz beinhal-
tet 2024 Datenpunkte. Unser Ziel war wieder die Daten in Cluster einzuteilen.

Mclust teilte die Daten in 6 Cluster ein. Bei einer optischen Inspektion der geschétzten
Dichte sind aber nur 3 Moden feststellbar, was bei unserem Modalitiatsbasierten Ansatz

3 Cluster impliziert.
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Abb. 3.7: Gauss-Mischung geschéitzt von Mclust

Wir fithrten wieder die Funktion ridgeline_merge() mit r* = 0.7 und N = 15 aus und

erhielten erwartungsgeméf eine Clusterung aus 3 Clustern.
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Daten Clusterung von Mclust (6 Cluster) Clusterung nach dem Mergen (3 Cluster)

fertiity
fortity
fertilty

w
i XN
- ge:ﬁn%%‘%‘ . - -
Lol =)
w,,o“mo o
WP 0o
o0
8 oo °

i
-3
)

@

O.
ST, 81,
o &0
0w
°

o

o

2
L

Abb. 3.8: Realer Datensatz, v.l.n.r.: simulierte Daten, Clusterung von Meclust, Clusterung nach dem

Mergen. Die Ellipsen deuten die 50%-Konfidenzgebiete der jeweiligen Gauss-Komponenten an.

Iteration | Zusammengelegte Cluster | Ridgeline-Quotient
1 (1,2) 1
2 (4,5) 1
3 (1,3) 0.911

Tabelle 3.3: Experiment 4. Ergebnisse des Merging-Algorithmus

Zusammenfassend &8t sich sagen, dass die Hintereinanderausfiihrung von Mclust und
Ridgeline-Merge bessere Ergebnisse liefert als Mclust alleine. Der neue Algorithmus ist in
vielen Fillen in der Lage Cluster zu erkennen, die nicht von normalverteilten Prozessen
stammen. Besonders hohe Bedeutung hat die Robustheit des Merging-Ansatzes - der neue
Algorithmus ist weniger datenempfindlich als Mclust. In den betrachteten Beispielen hat
der Merging-Algorithmus immer die wahren Cluster gefunden, wahrend Mclust verschie-

dene Clusterungen produziert hat.
Das Konstrukt Ridgeline erlaubt es uns zum einen, die Suche nach Moden und Antimoden

76



Kapitel 3. Clusteranalyse mit Mischungsmodellen

einer Gauss-Mischung auf eine niederdimensionale Untermannigfaltigkeit zu beschrénken
und zum anderen gibt es uns durch den Ridgeline-Quotient Kriterien fiir das Zusammen-
legen von Komponenten.

Kritisch ist bei dem Verfahren die Wahl der Paramerer r* (Schwellenparameter zwischen
Unimodalitdt und Bimodalitdt) und N (Anzahl der Durchldufe der Optimierungsrouti-
ne). Falls N zu klein gew#hlt wird, kénnte es vorkommen, dafl nicht alle Moden bzw.
Antimoden der Dichte gefunden werden. Dadurch kénnten Cluster vereinigt werden, die
in Wahrheit getrennt sind. Die Wahl von r* sollte davon abhéngen, wie stark die ver-
schiedenen Cluster von einander getrennt sein sollen. Falls man eine stark ausgepragte
Trennung zwischen den Clustern fordert, sollte man r* klein (< 0.5) wéhlen, falls man
dagegen schon bei leichter Bimodalitét von verschiedenen Clustern ausgeht, sollte man r*
grofl wihlen. Falls die Daten sich nicht sinnvoll durch eine Gaussmischung approximieren
lassen entstehen zu viele gut getrennte Gausskomponenten pro Cluster, in diesem Fall

kann auch der Merging-Algorithmus nicht die wahren Cluster identifizieren.
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Kapitel 4
Ein Likelihood-Ratio Test auf Bimodalitat im

Zwei-Komponenten-Fall

In diesem Kapitel konstruieren wir einen Test auf Bimodalitéit. Unsere Ausgangssituation

sind Daten einer Gaussmischung aus zwei Komponenten mit gleichen Varianzen:

g p,s po, B, ) = (s pur, ) 4+ (1 — m) (x5 po, X).

Die Parameter p1, o, 22, m sind unbekannt. Das Ziel ist es anhand der beobachteten Daten
zu entscheiden ob die zugrunde liegende Mischung unimodal oder bimodal ist. Unsere
Nullhypothese ist ,,g ist unimodal®“. Im Kapitel 2 haben wir fiir den Fall proportionaler
Kovarianzmatrizen ¥; = 0%, ein Kriterium angegeben wann g unimodal ist (Korollar
. Wir geben es an dieser Stelle noch einmal fiir den Fall 02 = 1 an:

(a) Die Dichte g ist unimodal fiir jede Mischungsproportion 7 falls

(o — 1) "8 (o — 1) < 4

(b) Falls die Parameter obige Bedingung nicht erfiillen, ist g bimodal genau dann, wenn

7 € (7, m2), wobei

1 @dula)

T ;P2 (vi)
und «; sind die beiden Nullstellen von ¢;(a) := 1 — a(1 — a)u? sind und p? =
(1o — 1) "5 (2 — ).

Zur Erinnerung ¢(a) = ¢(z*(a)). Der Fall D = 1 wurde in [13] besprochen.



Kapitel 4. Ein Likelihood-Ratio Test auf Bimodalitidt im Zwei-Komponenten-Fall
4.1. Grundbegriffe der Testtheorie
4.1.1. Allgemeine Tests

Es folgt eine knappe Zusammenfassung der wichtigsten Begriffe der Testtheorie.

Definition 4.1.1. Sei (Q, A4, Py)pco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsraumen,
X = (RP, B) ein Messraum, X eine Zufallsvariable (2, A4, Py) — X. Sei © = Oy J O, die

Menge der zulédssigen Parameter, « € [0, 1].

Wir betrachten das Entscheidungsproblem gilt Hy : 6 € ©q oder gilt H, : § € ©,7 H,
heifit Nullhypothese, Hq heifit Alternativhypothese.

Eine meflbare Abbildung
T:X—{0,1}
mit

sup Pp(T' =1) < «
[ASSH

heifit statistischer Test zum Niveau . Der Parameter « heifit Signifikanzniveau des Tests
T.

Die Menge
K ={zeX|T(zx)=1}

heifit Verwerfungsbereich des Tests T.
Die Abbildung

heifit Power-Funktion des Tests T.

Die Grofle

g = Hlengl Py(T =1)

heifit Power des Tests T.
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Der Grofien
sup P(T'=1)
[UASICH)

bzw.
sup P(T" = 0)
0€O,

heilen Fehler 1. Art bzw. Fehler 2. Art.

Bei einem statistischen Test geht es also darum, anhand der beobachteten Daten zu ent-
scheiden, ob man die Nullhypothese verwirft oder nicht. Ein Test wird typischerweise so
konstruiert, dass aus den Daten x eine Teststatistik S(x) berechnet wird, deren Verteilung
unter Hy bekannt ist. Falls der beobachtete Wert ,,zu extrem® ist, um zuféllig unter H,
aufzutreten, wird Hy verworfen. ,Zu extrem* kann z.B. (falls S(X) reelwertig und grofie
Werte gegen Hj sprechen) bedeuten, dass der Wert S(x) grofer ist als das (1 — a)-Quantil
der Verteilung von S(X) unter Hy. Falls man eine grofe Stichprobe hat, « klein gew&hlt
ist (< 0.05), und es zu einer Verwerfung von Hy kommt, hat man eine starke Aussage und
kann von Nichtgiiltigkeit der Nullhypothese ausgehen. Falls dagegen die Nullhypothese

nicht verworfen werden kann, kann man nicht von deren Giiltigkeit ausgehen.

4.1.2. Likelihood-Ratio-Tests

Jetzt diskutieren wir eine weit verbreitete Klasse von Tests - die Likelihood-Ratio-Tests.
Getestet wird wieder Hy : 6 € ©g gegen H; : 6 € ©. Die Testentscheidung wird aufgrund
des Wertes des Likelihood-Quotienten getroffen:

Definition 4.1.2. Seien © = Oy W O, 6; #0,i = 0,1, x = (21, ..., zx) eine Stichprobe
von iid Zufallsvariablen X7, ..., Xy, X; sei verteilt geméf Dichte f(z,0).

Seien
N
L) = [ [ f(x::0).
i=1
0y = argsup L(#) unrestringierter Schitzer, (4.1)
00
Or = arg sup L(0) restringierter Schiitzer. (4.2)
[US(SH
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Die Grofle

_ log[L(0r)]
log[L(0y)]
heifit Likelihood-Quotient der Stichprobe x.

AN (4.3)

Es ist klar, dass falls der wahre Parameter im Inneren von ©q liegt, beide Schétzer fiir
grofle N identisch sind und Ay 5 01, wobei d; das Dirac-Maf} im Punkt 1 ist.

Wenn das wahre # am Rand von O, liegt, 14t sich die Verteilung von Ay nicht exakt
angeben.

In einigen Speziallfillen existieren Aussagen fiir die asymptotische Verteilung von
vy = —2log(Ay) (4.4)

unter gewissen Regularitdtsbedingungen. Es sind im Wesentlichen die Regularitéts-
bedingungen fiir die asymptotische Normalitdt des Maximum-Likelihood-Schétzers (s.

Annahmen 1-3 unten).
So gilt z.B. im Fall Hy: 6; = ... =6, =0 und Hy ist wahr: vy — X2 (s. z.B. Ferguson).

Chernoff hat gezeigt, dass falls das wahre # an der Grenze zwischen ©y und ©; liegt
und ©p und O; in einer Umgebung von dem wahren 6 durch disjunkte Kegel Cg, bzw.
Co, approximierbar sind, die Verteilung von vy, dieselbe ist wie im Test 6 € Cg, gegen
0 € Co, basiert auf einer Beobachtung von N (6, J7'). Dabei gilt J := EVZ3log[f(X)].
Daraus folgt in vielen Féallen, dass die asymptotische Verteilung von vy eine Mischung

von 2-Verteilungen verschiedener Grade ist.

Wir présentieren an dieser Stelle ein wichtiges Ergebnis aus dem Paper von H.Holzmann
und S.Vollmer [13] iiber die asymptotische Verteilung von vy bei einem Test auf Bimoda-
litdt einer Mischung g(x; 61,02, m) = wf(2;601) + (1 — ) f(x;05), wobei z € RP, 0, € R,
7 € [0,1], die aus dem chernoff’schem Satz folgt. Der zulédssige Parameterraum fiir die
Mischungsdichte © habe Dimension ¢ < 2P + 1, (< damit z.B. der Fall gleicher oder
proportionaler Kovarianzmatrizen) zugelassen wird. Es gilt © = Oy U 01, wobei die Mi-
schungsdichte g unimodal ist, falls (61, 6,, ) € ©¢ und sonst bimodal.

Wir machen zuerst drei Annahmen iiber die zugrunde liegenden Verteilungen und den

wahren Parameter (69,69, 7°):
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Annahme 1 Die partiellen Ableitungen von log|g(z; 6,0, m)] 3. Ordnung nach 6,6,

und 7 existieren in einer Umgebung U (67, 69, °).

Annahme 2 Fiir (61,00, 7) € U(6Y,09,7°) sind die Betrige der 1. und 2. partiellen
Ableitungen von ¢ gleichméssig beschrankt durch eine Funktion F(x) € L;(R), und die
Betrége der 3. partiellen Ableitungen von log(g) sind gleichméssig beschénkt durch eine
Funktion H(z) mit EH(X;) < o0

Annahme 3 EV?log g(X1; 01, 0., ) existiert in U(0?, 603, 7°) und ist dort positiv definit.

Satz 4.1.3. Der wahre Parameter (69,09, 7°) der Mischungsdichte g liege auf dem Rand
90y, der ©g und ©, voneinander trennt. In einer Umgebung U(62, 65, 7°) sei der Rand
00y eine glatte ¢ — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit im RY. Falls die Annahmen 1-3
erfillt sind, gilt:

1
N =2 < sup log L(61,02,m) — sup log L(9179277T)> 2 500 +x7),  (4.5)
(91,92,71’)6@ (91,02171')690 2

Die Aussage folgt aus dem Satz von Chernoff iiber die asymptotische Verteilung des
Likelihood-Quotienten, s. [4].

4.2. Test auf Bimodalitat

In diesem Abschnitt diskutieren wir einen Likelihood-Ratio-Test auf Bimodalitdt einer
Gauss-Mischung mit gleichen Kovarianzen. Um einen solchen Test zu konstruieren, miissen
wir zunéchst unser Testproblem aufstellen. Die Nullhypothese Hy lautet ,,g ist unimodal®

und der zugehorige Parameterraum der Nullhypothese lautet mit p? := (po—pu1) "7 (12—
fi1):

Oy ={p <4} u{p*>4}n{r ¢ (m,m)}. (4.6)
Die Grenzen 7y und 7, ergeben sich aus - =1+ % und 1+ p?a? — p?a; = 0. Losen

der quadratischen Gleichung liefert

#243\/,U4_4#2 (47)

2442

Q12 =
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Damit kénnnen wir 7; ausrechnen.

Jetzt wollen wir den Likelihood-Quotienten berechnen. Das ist ein nicht einfaches Pro-
blem, da die Optimierung der Likelihood-Funktion iiber ©, problematisch ist.
Die Likelihoodfunktion bei einer gegebenen Stichprobe x lautet

N
L(61, 0, ) Hg i, 61,00, 7) Hﬂf(%,el)—i‘(l—ﬂf(xi,%)
i=1

und die Log-Likelihood-Funktion lautet

N
— log []mf (i, 00) + (1= m)f(w:.62) = Zzog 7 f (i, 01) + (1= ) f (2, 02)],

s. Formel (3.3). Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Likelihood-Funktion ein

Maximum besitzt. Das Optimierungsproblem fiir den restringierten Schétzer lautet

max [(0)
s.t. 0 € O

Der zulédssige Bereich fiir dieses Optimierungsproblem Oy zerfallt in 2 disjunkte Mengen

My o= {pa, po, 20, | (po — 1) "8 (o — 1) < 4} (4.8)
My = {pun, po, Bu, 7 | (2 — ) "27 (o — ) > 4, m ¢ (my,ma) } (4.9)

wobel m; = m; (1, f2, 21).

Im Folgenden benutzen wir die Notation 6 := (uq, e, 2, ). Wir 16sen das Optimierungs-
problem auf folgende Weise:

1. Berechne unrestringierten Schétzer Oy .

2. Falls éU € M, oder éU € M, setze éR = éU.

Sonst setze Or = arg max {erena%(l 1(0), grelaxl(é)}

Wir optimieren also separat iiber die beiden Teilmengen. Falls der unrestringierte Schétzer
nicht in M liegt, konnen wir davon ausgehen, dass der auf M; beschrinkte Schétzer auf
dem Rand von OM; liegen wird. Deshalb bertachten wir nur den Rand.

Jetzt behandeln wir die beiden Optimierungsteilprobleme.

Problem 1
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max [(6)
s.t. 0 € 8M1

max [(p, piz, X1, )
st (p2 — 1) T8 (2 — ) = 4
7 € [0,1]

Dazu l6sen wir eine Folge von folgenden Optimierungsproblemen:

max IF (pn, pia, 3, ) = U, o, B, m) = [4 = (p2 — ) T8 (2 — ) Pes (4.10)
s.t. m e [0,1],

wobei ¢, eine Strafkonstante der Iteration k ist, die jedes mal, wenn die Losung
0* ausserhalb des zulédssigen Bereiches liegt um das 10-fache vergdfert wird
cyr1 = 10cx und ¢; = 1. Die Likelihood-Funktion wurde also um eine Penalty-
funktion Ty := [4 — (pg — 1) X7 (2 — p1)]%cr ergiinzt, die dafiir sorgt, dass die Losung
im zuldssigen Bereich bleibt. Die Verletzung der Restriktion (pp — 1) "3 (2 — 1) = 4
wird also bestraft und fithrt zu schlechteren Funktionswerten der Zielfunktion, falls ¢
grof§ genug ist, also mindestens so grofl wie der (unbekannte) Lagrange-Multiplikator
der Restriktion im Optimum, wird die Optimierungsroutine eine Losung finden in der
die Nebenbedingungen eingehalten werden. Da wir a-priori nicht wissen wie grof3 die
Strafkonstante sein muss, gehen wir iterativ vor mit immer grofleren Strafkonstanten, bis

wie eine Losung erhalten, die im zuléssigen Bereich liegt.

Problem 2

max [(0)
s.t. 0 € M2

Um dieses Problem zu 16sen, definieren wir eine neue Zielfunktion, die nur implizit von 7

abhéngt und auch penalisiert wird:

(i, pia, 2) = U, g, 3, 7°) — max { (g — pn) T8 (g2 — ) — 4,0} ¢ (4.11)
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wobel 7 = arg §Zr%rlax )l(ul,gg,E,w), mit
(7 ,m2

R e G e )l B
™ = + 2,\/T42 s (412)
(12 + /1t = 4p2) o (2 () |
[ i ) (a ()
o = 1+ 5 \/T42 (413)
| = V= ) o () |

s. Formel (4.7). Als Startwerte fiir die Optimierungsprobleme nehmen wir die unre-
stringierte Losung. Fiir die Maximierung der Funktionen benutzen wir die R-Funktion

nlminb().

Um die asymptotische Verteilung von vy, fiir § € 00, zu untersuchen, fithren wir eine
Simulation durch. Wir generieren 500 Punkte aus einer Gauss-Mischung mit folgenden

Parametern:

0 -1 | 01 0 o
— s = s = un m = .
H A 1 0 0.1

und berechnen die Teststatistik vy . Dieser Vorgang wird 1000 mal wiederholt. Die gewahl-
te Parameterkonstellation liegt auf dem Rand des Unimodalitétsbereiches, die Wahl von
7 entspricht 71 in (4.12). Am Ende erhalten wir eine Stichprobe von vy mit N = 1000.
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05 0.0

0.5

-1.0 -1.5

Abb. 4.1: Dichte der simulierten Gauss-Mischung auf Rand der Unimodalitét

Es folgen einige Statistiken zu der erhaltenen Stichprobe:

Min

1. Quartil

Median

Mittelwert

3. Quartil

Max

0.000000

0.000000

0.006211

0.583200

0.634800

Tabelle 4.1: Zusammenfassung einer Stichprobe von vsgg

9.169000

Die simulierte Stichprobe enthélt 485 Nullen. Die Dichteschédtzung der positiven Werte
des Log-Likelihood-Quotienten und ein QQ-Plot mit der Chi-Quadrat-Verteilung mit 1
Freiheitsgrad sind auf der folgenden Abbildung angegeben:
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N=515 Bandhidh=02441 LoglR>0

Abb. 4.2: Links: Dichteschiitzung der positiven Werte von 09 (schwarze Linie) und Dichte einer x?-
Verteilung. Rechts: QQ-Plot mit y3-Verteilung

Die Verteilung der postiven Werte der Teststatistik 18t sich durch die x?-Verteilung gut
approximieren. Knapp die Hilfte der Werte war 0 (485 von 1000). Die Annahmen fiir
den Satz scheinen in dem gewéhlten Punkt zu gelten. Der Rand von © la3t sich

also lokal um 6 durch eine Hyperebene approximieren.

Die Annahmen gelten aber nicht iiberall, wie ein Blick auf die Bimodalitéitsregion zeigt
(s. Abbilung [4.3). Die Bimodalitdt héingt in unserem Spezialfall (; = X,) nur von
(p2 — p1)"S7 (o — p1) und 7 ab. Wie man aus der Abbildung erkennen kann, lift
sich die Menge um den Punkt (uy — 1) "2 (12 — p1) = 4 und 7 = 0.5 nicht durch eine
Hyperebene approximieren (wegen der Spitze), deshalb gilt dort auch nicht die asympto-

tische Verteilung von vy aus dem Satz [4.1.3] Einige Statistiken aus einer Simulation von

Usoo in dieser Ecke sind in der Tabelle [3.2.2| zusammengefasst.
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Abb. 4.3: Bimodalititsregion der Gaussmischung

Min 1. Quartil | Median | Mittelwert | 3. Quartil | Max
0.000000 | 0.000000 | 0.000000 0.1187 0.000000 | 4.0980

Tabelle 4.2: Zusammenfassung einer Stichprobe von vgg in einem nichtreguldren Punkt

790 Mal war der Wert der Stichprobe 0. Die empirischen Verteilungsfunktionen aus den

beiden Simulationen sind auf der folgenden Abbildung angegeben.
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Empirische Verteilungsfunktionen

08

PiX <=x)
06

04

02

00

o 4
N
A 4
o -
w4

10

Abb. 4.4: Empirische Verteilungsfunktionen von vsgg: im reguléren Fall (schwarz, untere Kurve) und in

der Spitze des Bimodalitétsbereiches (blau, obere Kurve).

Die Verteilung der Teststatistik scheint eine Mischung aus dem Diracmafl im Punkt 0
und einer Verteilung zu sein, deren Masse niher am Ursprung liegt, als es bei x3 der Fall
ist. Das Gewicht des Diracmafles in der Mischung ist ca. 0.8. Ein Test, der ausgehend
von T' := %60 + %X% als Verteilung von vy, die Nullhypothese verwerfen wiirde, falls
UN > (1_q ist, wiirde das Niveau a auch im nichtreguldren Punkt fiir groe N einhalten.

Die Grofle ¢i_, ist das 1 — a Quantil von T'.

Um die Wirkung der Restriktionen an den ML-Schétzer zu veranschaulichen, betrachten

wir jetzt eine bimodale Mischung mit folgenden Parametern:

0 15 | 01 0 s
— , — s = un m = ..
H s 1 0 0.1

Aus dieser Mischung simulieren wir 100 Punkte und berechnen éU und éR (siehe .
Die zugehorigen Mischungen sind auf Abbildung zu sehen. Der zugehorige Wert des
Log-Likelihood-Quotioneten vy ist 31.013. Dieser Wert wére unter wahrer Nullyhypothese

unwahrscheinlich.
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Inrest-inciert
-0s [E] (B 1.0 1.5 >0

[ { [ [ 1o

Restrinaiert
0.5 (=N} 0.5 1.0 1.5 =0 z.5

Abb. 4.5: Von oben nach unten: Originaldichte, unrestringierte Schiatzung, restringierte Schétzung.
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Schlusswort, offene Fragen

In dieser Arbeit wurden einige analytische Eigenschaften von Mischungen elliptischer
Verteilungen untersucht, besonderes Augenmerk galt der Normal- und der t-Verteilung.
Es wurde ein Clustering-Algorithmus vorgestellt, der auf Mclust aufbaut und seine
Ergebnisse oft verbessern kann. Ein zentrales Konstrukt, der dieser Arbeit zugrunde

liegenden Theorie, ist die Ridgeline.

Im 2. Kapitel wurden Schranken fiir die Modenanzahl in verschiedenen Féllen hergeleitet.
Eine interessante Fragestellung in diesem Zusammenhang wire die Verifikation ob die
Schranken scharf sind oder nicht. Im letzteren Fall wire die Herleitung einer scharfen
Schranke von Interesse. Im Gauss-Fall sind die Schranken fiir D = 1 und D = 3
bekannterweise scharf, fiir andere Dimensionen sind uns keine Beispiele bekannt, wo die

Schranken angenommen werden.

Weiterhin sind analoge Schranken fiir Mischungen aus K Komponenten fiir K > 3 bis auf
die Speziallfille aus Satz unbekannt. Angesichts der Komplexitéit der Rechnungen
fiir K = 2 stellt sich eine direkte Analyse der Modalitdtsanzahl iiber die Ridgeline als

kein einfaches Problem dar.

Im 4. Kapitel konstruierten wir einen Test auf Unimodalitédt fiir eine Mischung aus 2
Gauss-Komponenten mit ¥ = 5. Im Korollar sind Kriterien fiir den allgemeineren
Fall 3, = 023, angeben, eine Erweiterung des Tests auf diesen Fall wiire interessant, ist
aber mit hoherem Aufwand bei der restringierten Optimierung im Rahmen der Likelihood-

Ratio-Statistik verbunden.
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